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Resumen

En este trabajo se presenta un marco tedrico para la descripcion de la dindmica de particulas
coloidales en espacios curvos a través de una formulacion covariante de la ecuacién de Smo-
luchowski, derivada a partir de la ecuacién de Langevin para muchos cuerpos en una variedad
Riemanniana. Posteriormente, se estudia de manera general la dindmica de un sistema coloi-
dal a tiempos cortos, dicho andlisis hace evidente un acoplamiento entre factores geométricos
y de interaccidn entre particulas en la solucién a las ecuaciones de movimiento. Para sistemas
muy diluidos el desplazamiento cuadratico medio se reduce a la expresion para la difusion de
una sola particula en un espacio curvo. Adicionalmente, se deriva una jerarquia de ecuaciones
para la obtencién de la ecuacién de Smoluchowski covariante para la densidad de probabili-
dad de una sola particula. Esta tltima expresion resulta ser una ecuacion integrodiferencial
en la cual es posible identificar claramente las contribuciones energéticas y entropicas a la di-
ndmica, asi como las contribuciones emergentes de la geometria del espacio. Finalmente, se
emplea la ecuacion de movimiento para la densidad de una particula en el estudio de procesos
de difusién en una superficie de dimension 2. Al considerar que las particulas interactuaban
a través de un potencial de corto alcance fue posible derivar una expresion para la presion en
este sistema termodindmico.
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Capitulo 1

Introduccion

Cuando se estudian fenémenos colectivos, generalmente sus propiedades se describen a tra-
vés de promedios estadisticos. La naturaleza molecular de la materia determina la magnitud
de estas fluctuaciones al rededor de los promedios [1]]. Por ejemplo, para sistemas monodis-
persos, es decir, aquellos conformados por una sola especie de particulas estas fluctuaciones,
en la mayoria de los casos, son despreciables. A lo largo de este trabajo nos enfocaremos en
sistemas compuesto por al menos dos tamafios de particulas.

Hacia el afio 1827, el botanico inglés Robert Brown report6 que las particulas de polen exhi-
bian un inusual movimiento al encontrarse suspendidas en agua. Mismo que posteriormente
se denomino movimiento Browniano. Afos mds tarde se encontrd que diversos sistemas fi-
sicos, biologicos, quimicos, etc., exhibian movimiento Browniano. Estos sistemas estin for-
mados de una especie denominada solvente y otra formada por particulas suspendidas. Estos
sistemas formados por muchos cuerpos se denominan dispersiones coloidales. De una ma-
nera heuristica, se teorizé que el movimiento Browniano era producto de la diferencia de
tamano entre las particulas del solvente y las de la especie suspendida, siendo estds tltimas
denominadas particulas coloidales o Brownianas [2].

Fue a partir de 1906 cuando derivado del trabajo pionero de Einstein [3] en la descripcién del
movimiento Browniano, que se empieza formalmente con el estudio de los procesos difusi-
vos, los cuales son de vital importancia en diversos fendmenos fisicos, quimicos y bioldgicos.
Ahora se sabe que el movimiento Browniano tiene su origen en las fluctuaciones del sistema
coloidal alrededor de un estado de estabilidad, a través de procesos en los cuales las parti-
culas del solvente (particulas mucho mas pequenas y rdpidas que las particulas coloidales),
colisionan con los coloides, produciendo el comportamiento errético reportado inicialmente
por Brown.

En los ultimos afios, se ha trabajado intensamente en el estudio de procesos difusivos de par-
ticulas suspendidas en superficies, las cuales pueden ser modeladas matemdaticamente como
espacios curvos [4]. El interés en este tipo de sistemas es motivado debido a la observacién
de comportamientos “andémalos” en comparacion con aquellos en geometrias planas o sis-
temas libres. Por ejemplo, se sabe que el desplazamiento cuadritico medio de una particula
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coloidal libre es lineal en el tiempo, sin embargo, para los casos de particulas suspendidas
en espacios curvos se ha reportado la existencia de fendémenos subdifusivos y superdifusivos,
los cuales tienen una dependencia temporal menor o mayor al régimen lineal en el tiempo,
respectivamente [4]. Estudios recientes han demostrado la existencia de diversos regimenes
temporales [J5, 6], los cuales han sido atribuidos a la geometria y el tamafio finito del medio.
El estudio de este tipo de fendmenos es fuertemente motivado por sistemas bioldgicos entre
los cuales se pueden mencionar el movimiento de motores moleculares a través de sustratos
heterogéneos [7]], el transporte de biomacromoléculas en la célula debido a aglomeraciones
[8,19] y a la difusion lateral de proteinas a través de membranas [10, [11].

Particularmente, se ha probado y corroborado experimentalmente que la curvatura de una
membrana fluctuante afecta la difusion de particulas sobre su superficie [12, |13} [14]. Sin
embargo, la interpretacion de estos resultados resulta compleja, debido a que no existe un
solo marco tedrico para la descripcion de procesos difusivos en espacio con curvatura [[12} 13}
15/ [16]]. Recientemente, se propuso el estudio de la difusién de una particula en un variedad
a través de una formulacion covariante de la ecuacion de Smoluchowski [4]. Posteriormente,
esta linea de trabajo exploré la medicion de diversos observables empleando caracteristicas
intrinsecas, asi como extrinsecas de la variedad [17], tales como sistemas con materia activa
(L8]]

Alternativamente, un sistema de particulas moviéndose sobre una variedad puede describirse
a través de un conjunto de ecuaciones estocdsticas [19]. Esta descripcion tiene la ventaja de
brindar una solucién lineal en el tiempo para el desplazamiento de las particulas coloidales.
La naturaleza lineal de esta solucion, a su vez, permite la implementacion de una modifica-
cion del algoritmo de Ermak-McCammon [20] para espacios con curvatura. Dicho algoritmo
ha sido implementado y validado experimentalmente para la descripcion de la dindmica de
particulas magnéticas en un canal circular, obteniendo un alto grado de precisiéon. Ademds,
se ha estudiado la difusién sobre elipsoides, hallando que las particulas coloidales tienden a
agruparse en las regiones de mayor curvatura [21]], lo cual concuerda con las predicciones
tedricas de regimenes subdifusivos en regiones con curvatura positiva [4].

En este trabajo se retoma la descripcion de Langevin para particulas interactuantes [19], y
motivados por su alto grado de precision [6], se plantea una forma covariante de la ecuacion
de Smoluchowski para particulas interactuantes haciendo uso de los métodos del célculo
estocdstico [22]]. La formulacién covariante presenta la ventaja de ser védlida para cualquier
geometria. Adicionalmente se presenta una aplicacion para la descripcion de la dindmica
en general y se obtiene una extension del concepto de presion para particulas sobre una
superficie.

La Tesis estd estructurada como se detalla en las siguientes lineas. El Capitulo 2 est4 dedicado
a la revision de herramientas matematica empleadas a lo largo de este trabajo. Posteriormente
en el Capitulo 3 se aborda la descripcion de la dindmica coloidal para sistemas libres, en el
siguiente Capitulo se presentan precedentes en la descripcion de coloides en espacios curvos
a través de la ecuacion de Langevin. El Capitulo 5 contiene los resultados obtenidos en este
trabajo de Tesis, los cuales brindan un nuevo marco tedrico para la descripcion de coloides
interactuantes en una variedad a través de la ecuacion de Smoluchowski. Finalmente, se cierra



con las conclusiones y perspectivas derivadas de este estudio.



Capitulo 2

Marco tedrico: Elementos matematicos

A lo largo de este Capitulo se proporciona un breviario sobre diversos tépicos en matema-
ticas empleados en la realizacién de este trabajo. Primero se realizard una breve revision de
conceptos de geometria diferencial, partiendo de la geometria diferencial cldsica de curvas
y superficies, para después extender los conceptos a través del estudio de variedades Rie-
mannianas. Posteriormente, se presentan algunas nociones de probabilidad referentes a las
distribuciones continuas. Finalmente, se hace una breve revision de los elementos del calculo
estocastico, los cuales se usardn para establecer una conexién entre las ecuaciones de Lange-
vin y Smoluchowski.

2.1. Elementos de geometria diferencial

En esta seccion se presentan algunos conceptos de la geometria diferencial empleados a lo
largo de este trabajo. En las primeras dos secciones se hace revision de la geometria diferen-
cial clésica para curvas y superficies; una revision mds detallada de estos conceptos puede
encontrarse en [23, 24} [25]]. Posteriormente, los conceptos de la geometria diferencial clési-
cos son expandidos a espacios de dimensién mayor a través de la geometria de Riemann; un
estudio enfocado detallado sobre nociones bésicas dirigidas a la fisica puede encontrarse en
(26, 24]. Adicionalmente, se presenta una forma covariante para las series de Taylor, el lector
interesado puede consultar las referencias [27, 28]].

2.1.1. Geometria de curvas

Una curva diferenciable puede definirse a través de un mapeo diferenciable X : I C R —
IR3, si elegimos arbitrariamente un pardmetro v, entonces, tenemos [23]]

X(a) = (z(a),y(a), 2(@)). (2.1)
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La extension de una curva es denominada longitud de arco, y viene dada a través de [23]]

3—/ \/ dy( )+d2$) :/abda’\X'(a)|. 2.2)

La eleccion de la longitud de arco como pardmetro para una curva trae consigo ciertas venta-
jas, por ejemplo, para una curva parametrizada por longitud de arco s, se tiene que su vector
tangente unitario viene dado por

dX (s)
ds
sabiendo que T"-T" = 1, es inmediato que su derivada 9T -T" = 0, de donde se concluye que

Ty T" son perpendiculares. La anterior relacién de ortonormalidad nos permite introducir el
vector normal, el cual es proporcional a la derivada del vector tangente, asi

T(s) =

(2.3)

T'(s) x N(s) — T'(s) = |T'(s)|IN, (s) = k(s)N(s) (2.4)

en donde k(s) es la curvatura.

Si se trabaja exclusivamente con curvas planas, éstas pueden ser caracterizadas por medio de
T y N, sin embargo, para curvas en R3, requerimos de una tercera cantidad, denominada
vector binormal B, el cual es perpendicular al plano osculador generado por los vectores
normal y tangente, entonces

B(s) =T(s) x N(s). (2.5)

Si ahora tomamos la derivada del vector binormal tenemos B’ = T"x N+T x N’ = T'x N,
de modo que la derivada del vector binormal es proporcional al vector normal, es decir

B'(s) x N(s) — B'(s) = 7(s)N(s), (2.6)

en donde 7(s) es la torsién de la curva. (Nota: algunos autores agregan un signo negativo a la
torsion [24]).

Si tomamos el producto B x T = (T'x N) xT = (T -T)N — (T - N)T = B, tenemos
la derivada
N =B'XT+BxT' =7NxT+kBxN

N'(s) = —7(s)B(s) — k(s)T(s). (2.7)

En resumen, dada una curva X : I C R — R? parametrizada por longitud de arco s, los
vectores 1', N y B son un conjunto ortonormal, conocido como el triedro de Frenet, que
caracteriza cada punto en X; el conjunto de ecuaciones (2.4), y son conocidas
como las ecuaciones de Frenet-Serret y admiten la representacion matricial [24]]

/

T 0 O T
N| =|-x 0 —7| |N (2.8)
B O 7 0 B
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Figura 2.1: Definicion de una superficie a través de un mapeo.

2.1.2. Geometria de superficies

Comenzaremos definiendo a una superficie suave como un subconjunto S C R? en el cual
cada punto tiene un vecindad V' C S'y un mapeo X : U C R?* — R? tal que:

= X : U — V es un homeomorfismo, es decir, se trata de una funcién biyectiva con
inversa continua.

n X (u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) conu,v € V es de clase C*.

= Es regular, esto es, para cada g € U, la diferencial d.X : R? — R3 es uno a uno[23]).

Ademis, podemos definir el plano tangente a la superficie 7,(S) en el punto p, como el
espacio vectorial generado por {9, X, 9,X }, Fig.

Primera forma fundamental

El producto interno usual de R? induce a su vez un producto interno en cada plano tangente
T,(S) denotado por ( , ),. Sean wy,wy € T,(S) C R?, de modo que (wy, ws), = (wa, w1),
es igual al producto interno en R®. Entonces, tenemos una forma cuadratica [,,(w) : T,(S) —
R, dada por

I(w) = L,(u,v) = (w,w) >0, (2.9)

la cual recibe el nombre de primera forma fundamental de la superficie. La primera forma
fundamental I, puede expresarse en coordenadas locales al considerar alguna parametriza-
cién para S. Supongamos que u, v son las coordenadas de S, entonces, tenemos que un vector
infinitesimal arbitrario en el plano tangente viene dado por,

dX = 0,Xdu+ 0,Xdv = X,du+ X,dv,

<dX7 dX> = <Xu7 Xu)pdu2 + 2<XU7 XU)dedv + <XU’ Xv>pd?)2

2.10
= Edu® + 2Fdudv + Gdv?, 2.10)
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la cual, de acuerdo a la base especifica en que se estd trabajando pude ser representada como
una matriz simétrica [24],

E F

{ r G} (2.11)

La primera forma fundamental brinda informacién sobre cémo “medir” sobre la superficie,
ya que la diferencial de arco de una curva sobre S es precisamente la representacion en
coordenadas de la primera forma fundamental, es por ello que la representacién matricial
de los coeficientes de ésta también es llamada métrica y se denota por el tensor de orden 2
gap = (0o X, 03X ), en donde o y ( son una parametrizacion de S.

Segunda forma fundamental

Hasta ahora se ha definido a la superficie en términos de sus cualidades intrinsecas, es decir,
a partir de parametros pertenecientes a ese lugar geométrico. Para la definicion de la segunda
forma fundamental vamos a considerar una superficie parametrizada por u, v, y definimos su

vector normal como X %X
X
N=_—*"°"7" (2.12)
| X x X
Unicamente, estaremos interesados en el estudio de superficies orientables, es decir, aquellas
para las cuales se tiene la nocién de “arriba y abajo” para todo punto en la superficie.

Ahora consideremos que la superficie X (u, v) sufre una variacién en direccién de su vector
normal, entonces, se tiene una familia de superficies paramétricas

X'(u,v,t) = X —tN(u,v), (2.13)

con una primera forma fundamental dependiente de ¢ . Para medir la variacion de la superficie
respecto a su normal introducimos la derivada

1
—Q(Edzﬂ + 2Fdudv + Gdv?)—o = —((Xy, Ny)du? + ((Xy, N,) + (X, N,))dudv

20t
+(X,, N,)dv?),
(2.14)
la cual resulta ser la segunda forma fundamental de la superficie.

La expresion anterior no es la forma usual de expresar la segunda forma fundamental. Tome-
mos en cuenta la ortogonalidad entre el vector normal y los vectores tangentes, entonces

<Xu7N>u =0= <qu>N> = _<XuaNu>7

(X0, Ny =0 = (X0, N) = —(X,, N,), (2.15)

con lo cual tenemos

I1,(u,v) = (Xyu, N) + 2(Xyp, N)dudv + (X, N)dv?

2.16
= Ldu® + 2Mdudv + Ndv?, 2.16)
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de acuerdo a la base especifica en que se estd trabajando pude ser representada como una
matriz simétrica [24],
[L M] . (2.17)

M N

Curvatura Gaussiana

Dados los coeficientes de las formas fundamentales de una superficie S, la curvatura Gaus-
siana en el punto p viene dada por [23]]

P det(/1,(u,v)) LN — M?
-~ det(L,(w,v))  EG — F?

(2.18)

la cual es independiente de la parametrizacion de la superficie. Los puntos en una superficie
pueden ser clasificados de acuerdo al valor de la curvatura Gaussiana [23]]:

Planossi L = M = N = (.

Parabdlicos si det(/1,(u,v))y I1,(u,v) tiene componentes distintas de cero.

Hiperbdlicos si det(11,(u,v)) < 0.

Elipticos si det(/,(u,v)) > 0

2.1.3. Geometria de Riemann

Los conceptos presentados en las secciones anteriores pueden ser generalizados a espacios de
dimension superior a través de la geometria de Riemann. En esta seccion primero se brindara
un enfoque local, es decir en propiedades intrinsecas de la variedad en cuestion, posterior-
mente se hard una descripcion global, para la cual se considera que la variedad estd embebida
en un espacio de dimension superior. Finalmente se describirdn brevemente algunas identi-
dades tensoriales y formulas matematicas empleadas a lo largo de este trabajo. A partir de
este punto se empleard la notacion de Einstein, la cual indica suma sobre indices repetidos, a
menos que se indique lo contrario.

Descripcion local
Primeramente, introducimos el concepto de hipersuperficie, para ello consideremos el mapeo
X :UCRY—McR™, (2.19)

esto es, se tiene un lugar geométrico M de dimensién d isomorfo a R¢, embebido en un espa-
cio Euclidiano de dimension d + 1. Cada punto M viene dado por X (z),con 1 < o < d. El
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conjunto de coordenadas locales permite generalizar los conceptos de vector y plano tangen-
te, en el espacio tangente. Entonces, definimos una base para el espacio tangente 7,,(M) en el
punto p a través de e, = {0,X }. Adicionalmente, es posible extender el concepto de la pri-
mera forma fundamental a geometrias de dimension mayor, lo cual conduce a la introduccion
del tensor métrico

Jap = €q€3, (2.20)

con el cual se condensa la informacién sobre coémo medir en una hipersuperfice. Por ejemplo,
para el elemento de linea tenemos ds? = gagd:z:ad:cﬁ . El tensor métrico, asi como su inverso
g*?, son usados para subir y bajar indices en las cantidades tensoriales, €sto es gn50° = v,y
g*Pvg = v,

Debido a las caracteristicas geométricas de la hipersuperficie, es necesario introducir a través
de un transporte paralelo la derivada covariante, la cual incluye términos de correccion para
la derivacién parcial de tensores, con esto tenemos

Vv = Ogv® + 175, 0", (2.21)

mientras que la derivaciéon de campos escalares permanece inalterada, V,p = 0,¢. Los
términos de correccién estan dados por los simbolos de Christoffel [29],

1
Fga = §gu€(5ﬁgaﬁ + 5049,85 - aegﬁa)- (222)

El concepto de curvatura es extendido por el tensor de Riemann [29]

R, = 0510, — 0,105 + T3, 1%, — T3, T4, (2.23)

afp «a Br* ap

la contraccion de un indice covariante con el indice contravariante define el tensor de Ricci
[24]
Ry, = Ray. (2.24)

«Q

El escalar resultante de la contraccion del tensor de Ricci y el tensor métrico, R = g** R, €s
denominado escalar de curvatura y es el doble de la curvatura Gaussiana, es decir R = 2K.

Descripcion extrinseca

De manera alternativa, podemos describir globalmente a una hipersuperfice M de dimensién
d embebida en un espacio de dimensién d + 1 a través de un conjunto de nivel

M = {X € R"®(X) = 0}, (2.25)

en donde ® es un campo escalar diferenciable. Particularmente, el vector normal unitario se
define como N = V®/|V®|. La segunda forma fundamental de una superficie se generaliza
a través del tensor de curvatura extrinseca [19],

Ko = eq - 03N (2.26)
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el cual a su vez nos brinda otra expresion para el tensor de Riemann R,g,5 = K., K35 —
K .5 K,,. Adicionalmente, podemos definir las ecuaciones de estructura de Weingarten-Gauss,

&gea = Fgﬁeu — KagN, (2.27)

las cuales son vélidas para todos los puntos en M, y cuando d = 1 se reducen a las ecuaciones
de Frenet-Serret [19].

Formulas diversas

Los operadores diferenciales de gradiente y divergencia serdn empleados a lo largo de este
trabajo, sus expresiones en coordenadas locales son [26]:

grad(¢) = g°"0p,

2.28
div(v®) = V07, (2:28)

con g = det(gap). Por otro lado, el Laplaciano es remplazado por el operador de Laplace-

Beltrami, .
A, = —0, ggaﬁa ) (2.29)

Alternativamente, la divergencia puede expresarse como,

1 1
Vot = —0,(1/gv®) = 0,0 + —0pr/gv°. (2.30)
77 (Vgv®) 7 V9

Comparando con la expresion de la derivada covariante sobre un campo vectorial introducida
1

en la Eq. (2.21)), podemos identificar F’g 5= 7§8a \/g- Por otro lado, el elemento de volumen

resulta ser dV, = |/gdx® con 1 < o < d, siendo d la dimension de la variedad.

Al estudiar sistemas con geometria distinta al espacio plano, es comtin encontrarse con expre-
siones demasiado complejas para resolverse de manera exacta, se recurre a diversos métodos
de aproximacién. Un método ampliamente utilizado se basa en las llamadas Coordenadas
Normales de Riemann (CNR). El cual es un sistema coordenado definido a partir de un ma-
peo de un punto p € M al origen de R?, sujeto a las siguientes condiciones [4],

gaﬁ(o) = Oap yaga6<y> = Y“dap. (2.31)

Este mapeo permite estudiar el comportamiento en torno al punto p permitiendo aproximar
en una vecindad alrededor de dicho punto al tensor métrico, su determinante y los simbolo
de Christoffel como,

905 (Y) = Oup + Rapus(0)yy° + -,
1
gly) =1~ ngs(O)y“y(s 4+ 2.32)
a 1 .
ﬁu(y> = 3 (ﬁgﬂ)(O)y“ 4.
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Otro método de aproximacién empleado en este trabajo se basa en el uso de expansiones co-
variantes [27]]. Consideremos una geodésica =y sobre M la cual debe de obedecer la ecuacién
diferencial v + Fglﬂﬁv” = (; las geosdésicas son las curvas de longitud minima en una
variedad y en el espacio Euclidiano corresponden con lineas rectas. Las curvas geodésicas
estdn parametrizadas a través de un pardmetro afin 7y la distancia minima entre dos puntos
en M es llamada distancia geodésica y se denota por d(x,x’). Adicionalmente, definimos
a la funcién de Synge como o(x, z’) = 1d*(x,«’) [28]. Ahora consideremos una funci6n
escalar f : M — R, consideremos ademds un punto fijo ’ € U C M, tal que para cada
@ # @’ en U es posible unir « con a’ a través de una sola geodésica. Sea x(7) la geodésica
entre ' = x(0) y (t), entonces podemos expandir a f(x) alrededor de =’ en términos del
parametro afin, esto es [27]

Fla(t) =3 L [ﬂf@c(r))] | 233)

La expresion en coordenadas, a primer orden, es [27]

f(@(t)) = f(&) + 0" (@, @) Ou f (2(7)) =0 + - - . (2.34)

2.2. Elementos de probabilidad

En esta seccidn se estudian algunos conceptos referentes a las funciones de densidad de pro-
babilidad (FDP), las cuales se emplean para el estudio de fendmenos estadisticos en los cuales
las variables aleatorias en cuestion son continuas, s6lo se consideran aquellos tépicos rele-
vantes para este trabajo. Para mayor informacion concerniente a su aplicacion en la Mecanica
Estadistica el lector puede consultar la referencia [2].

Si consideramos una variable aleatoria continua X, de dimensién m, podemos definir su
funcién de densidad de probabilidad p(X , ¢) como la probabilidad de hallar entre X y X +
dX al tiempo ¢, en donde dX es un incremento infinitesimal. Se dice que una FDP esta
normalizada si cumple

/ dXp(X,t)=1 Vit (2.35)

Si tenemos alguna funcién f(X), su valor de expectacion viene dado por el “promedio en el
ensamble”,
dXp(X, 1) f(X)
oy =1 .
JdXp(X 1)

(2.36)

Supongamos ahora, que nos interesa saber la probabilidad de que una variable aleatoria tenga
valores X y X, en los instantes ¢ y ty. Entonces, se tiene una FDP conjunta denotada por
p(X, t; Xo, ). Otro caso de interés surge al considerar que la variable aleatoria estaba en
el valor X en ¢y, lo cual puede interpretarse como el estado inicial de un sistema fisico. La
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FDP que describe esta situacion es una FDP condicional y es denotada por p(X,t| X, o).
La relacion entre las FDP conjuntas y condicionales estd dada por

p(X7 ta XO) tO)
p(Xo, to)

(X, t| Xo, to) = (2.37)

Consideremos ahora que la variable aleatoria es tal que X = (x, ..., 2, ), siendo x; variables
aleatorias unidimensionales. Entonces, podemos definir FDP’s reducidas al integrar sobre
todos los posibles valores de las x;. De manera general se define la FDP reducida de orden n
como

Pn(T1, ey T) —/d:UnH--~/dxmp(x1,...,$m,t). (2.38)

De manera particular, estamos interesados en las FPD’s de primer y segundo orden. Para la
FDP de primer orden se tiene

1
pie) = [doaees [ doup(en s t) = —plan), 2.39)

en donde p(x1,t) es una densidad de probabilidad. Para la FDP de segundo orden asumiremos
que ésta se puede escribir como el producto de dos densidades de primer orden y una funcioén
de correlacion g(z1, 2, t), de modo que tenemos

1
pa(x 2, t) = mp(ml, t)p(za, t)g(z1, 2, 1). (2.40)

En el contexto de la Mecénica Estadistica, la funcién de correlacién g(x1,z,t) describe
la evolucién de la correlacion entre las posiciones de dos particulas y es conocida como la
funcién de van Hove [2]]. S1 consideramos que el sistema se encuentra en equilibrio se tiene
la funcién de distribucién radial g(z1, z5), la cual nos indica la probabilidad de hallar una
particula en la vecindad de otra [30].

2.3. Elementos de calculo estocastico

En esta seccion se estudia el célculo estocdstico desarrollado por Kiyoshi 1t6 [31} 132} 133]],
con la finalidad de establecer una conexién entre las ecuaciones diferenciales estocdsticas y
la ecuacién diferencial de Chapman-Kolmogorov. De manera general, se sigue el procedi-
miento de Gardiner [22]. Posteriormente, en el Capitulo 5, estas técnicas serdn combinadas
con tépicos de geometria diferencial para la derivacién de ecuaciones covariantes para la
densidad de probabilidad de un sistema de particulas coloidales.

2.3.1. Proceso de Markov y la ecuacion de Chapman-Kolmogorov

Comencemos considerando la existencia de un sistema que cuenta con una variable aleatoria
dependiente del tiempo X (¢) tal que podemos conocer los valores @1, xs, . . ., a los instantes
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t1,1s, ..., respectivamente. Adicionalmente, suponemos la existencia de una densidad de
probabilidad conjunta,

p(x, t1; @2, to5 ... ), (2.41)

que describe al sistema en su totalidad. Es posible definir probabilidades condicionales,

p(xy, t1; @ty Y1, T3 Y2, T2 L), (2.42)

las cuales fueron discutidas con mayor detalle en la seccién previa.

Si tenemos una coleccién de instantes de tiempo tales que,
tthQZ...TlZTQZ..., (243)

la hipdtesis de Markov nos indica que una densidad de probabilidad condicional unicamente
depende de la condicién mads reciente, esto es,

(a1, t1; o, to; Y1, T1; Yoo, ...) = p(@1, T o, to; . | Y1, T1). (2.44)

Consideremos ahora la densidad de probabilidad,

p(xy,t1) :/d@p(wht;w%b) = /dwzp(whﬂf’%tz)P(w27t2)a (2.45)

que puede ser generalizada a,

p(x1, ti|xs, t3) :/d$2p($1,t1;$27t2|m3,t3)
(2.46)

:/dwzp(icht1|w27t2;$37t3)p($27t2|$3,t3);

en donde al aplicar la hipétesis de Markov presentada en la Ec. (2.44)), obtenemos la ecuacién
de Chapman-Kolmogoroyv,

p(x, ti|xs, t3) :/de'Qp(whtlfmz,tz)p($27t2\$37t3)- (2.47)

Para procesos de Markov continuos es posible llevar a la Ec. (2.47) a través de un proceso
ampliamente descrito en la referencia [22], a la siguiente expresion diferencial,

/ / 1 /
op(z,tly, t") = —0z[Ai(z, t)p(z, t|y, t')] + §8zi8,zj [Bij(z,t)p(z,tly,t)] (2.48)

la cual es genéricamente denominada, por los mateméticos, como la ecuacién de Fokker-
Planck [22, 34]. Sin embargo, en el dmbito de la Fisica, como serd tratado mds adelante,
existe otra expresion que recibe el mismo nombre. Por lo cual, nos referiremos a la Ec. (2.48))
como la ecuacién diferencial de Chapman-Kolmogorov (EDCK). Los términos A(z,t) y
B(z,t) son denominados vector de frenado y matriz de difusion, respectivamente.
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El proceso de Wiener

Definimos al proceso de Wiener W (¢) de dimensién n, también denominado movimiento
Browniano en el caso unidimensional [34], como un proceso sujeto a la Ec. (2.48), tal que el
vector de frenado es nulo y la matriz de difusion es la identidad, es decir,

n 2

0 1= 0
5P(w. two, to) = - > 5.oP(w, tlwo, to). (2.49)

i

Notamos que la densidad probabilidad condicional puede interpretarse como una densidad
sujeta a la condicidn inicial p(w, to|wo, ty) = 6(w, wp). Adicionalmente, definimos el La-

placiano generalizado al espacio de probabilidad como A, = > % , de modo que al

realizar una transformada de Fourier sobre el espacio de variables aleatorias tenemos

0 1
& (87t) = _552 p(S,t),

integrando respecto al tiempo, para un valor fijo de s se tiene
_ o —2s2(t—to)
p(s;t) = e p(s;to).
La condici6n inicial en el espacio de Fourier es p(s,t) = e~*%°_ con lo cual tenemos

p(s,t) = e swomas’(i=to), (2.50)

Para obtener la solucién deseada basta con realizar la transformacién inversa de la Ec. (2.50),
es decir

1 .
p(w,t‘wO,tO) = W/ds 6—%52(t—t0)+zs~(w_wo)’

consideremos ahora el bien conocido resultado [35]]

1 2 . ]. 1 2
. dk efak t+ikr cTat? :
2T vVarat
con lo cual se obtiene la solucion
1 —(w—wo)?/2(t—to) (2.51)

p(w, t|'w0, to) = WG
la cual es una distribucion Gaussiana que cumple (W (t)) = wq y ([W;(t) — wo;|[W;(t) —
wos]) = (t = t0)di;-

Notemos ahora que si bien la media del proceso de Wiener es cero, su varianza es lineal en el
tiempo, esto indica que cuando ¢ — oo, ésta tltima también lo hace. Lo anterior se traduce
en que las trayectorias generadas por W (t) son altamente variables, por lo cual la evolucién
del sistema no es replicable atin cuando se parta de las mismas condiciones iniciales [22].
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Por otro lado, se tiene que el proceso de Wiener tiene soluciones continuas, sin embargo,
éstas no son diferenciables. Para evidenciar esto, sin perdida de generalidad, consideremos
un proceso de Wiener unidimensional. Sea la probabilidad en un intervalo de tiempo

Prob{|[W (t + h) — W ()]/h| > k}

Ahora, de la solucidon para la densidad de probabilidad, tenemos que esta probabilidad resulta

o 1 2
d —w?/2h
o g

entonces cuando i — 0 el argumento de la integral resulta ser la delta de Dirac y el limite
es 1. Esto quiere decir que sin importar el valor de k que se elija, es casi seguro que |[W (¢ +
h) — W (t)]/h| se mayor que éste, de modo que la derivada en cada punto serd, de una forma
casi segura, infinita.

2.3.2. Ecuaciones diferenciales estocasticas

Comenzamos esta seccion introduciendo una forma genérica de la ecuaciéon de Langevin
unidimensional,

dz
i a(x,t) + bz, t)E(t), (2.52)
sin profundizar en su motivacion fisica, ya que esta serd discutida posteriormente. La Ec.
(2.52) contiene al término £(t) que varia rdpidamente respecto del tiempo, tiene media cero
y es delta correlacionado [2], esto es

€@) =0 (S@)Et)) =06t —1); (2.53)

en ciertas referencias cuando £(¢) cumple con (2.53) es llamado ruido blanco.

De la literatura [22]] sabemos que el ruido blanco se relaciona con el proceso de Wiener a
través de,

/ e = W(t). (2.54)

Sin embargo, la afirmacién anterior supone un problema, puesto que un proceso de Wiener
no es diferenciable, en un sentido estricto, la ecuacién de Langevin (2.52)) no es una ecuacion
diferencial [22], sino una ecuacién integral

x(t):x(0)+/ a[x(t’),t’]dt’+/ blz(t'), t'1E(t)dt
0 0 (2.55)

= 2(0) + /0 alz(¥), t]dt + /0 bla(¥), t)dW (t).



16 CAPITULO 2. MARCO TEORICO: ELEMENTOS MATEMATICOS

Calculo estocastico de Ito

Notamos que en la Ec. (2.55) tenemos un término dWW (), el cual debe ser tratado de manera
diferente al calculo de Riemann, debido a que su naturaleza estocdstica no permite particionar
el intervalo de manera regular.

Consideremos ahora una funcién G(t) dependiente del tiempo y un proceso de Wiener W (t)
en un intervalo [ty, ¢| dividido en n intervalos tales que,

lo<t1 <---<tp, 1<t, =1 (2.56)

ademds, en cada intervalo definimos un punto intermedio ¢; ; < 7, < {;, de modo que
definimos a la integral estocdstica como el limite de la suma,

Sp = Z G ()W (ti) — W(tima)], (2.57)

la cual evidentemente depende de la eleccion de 7;. Para eliminar esta ambigiiedad elegimos
7; = t;_1 de modo que definimos la integral estocastica de It6 como [22],

/t G(t")dw (') = ms-lim {2": G(ti1)[W(t:) — W(ti—l)]} (2.58)

en donde se ha empleado el limite cuadratico medio (ms-lim), el cual se define a continuacién
[34]: Una sucesion de variables aleatorias {X,} converge en la media cuadrdtica a una
variable aleatoria X cuando n — 00 si

lim || X,, — X|| = 0.
n—o0
Este tipo de convergencia también se expresa como

ms-lim X, = X.

n—oo

Ademads, los procesos de Wiener cumplen las siguientes propiedades

1) dW(t)?* = dt,
) dW(#)N*2=0,con N € N,
1) dW (t)dt = 0.

Una demostracion formal de las anteriores propiedades requiere de la evaluacion explicita de
la integral estocdstica de Itd para una funcién de prueba [22], sin embargo, ésta evaluacién
puede resultar poco clara, debido al cdlculo de valores de convergencia para los procesos de
Wiener. En su lugar haremos una explicacion heuristica del significado de dW (t). Previamen-
te se encontré (W (¢)?) = t, entonces intuitivamente podemos formular que dW (¢)? = dt.
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Entonces se podemos interpretar que dW (¢) es un diferencial de orden 1/2, de modo que al
considerar potencias de este mayores a 2, estds deben de ser despreciables, ya que al trabajar
con diferenciales inicamente se conservan cantidades hasta el orden lineal, lo que justifica el
segundo inciso. La tercera propiedad es una consecuencia directa de la primera, dado que dt
puede expresarse en términos de procesos de Wiener.

Por otro lado, para el tratamiento de las reglas de diferenciacion consideremos una funcién
dependiente de un proceso de Wiener f[W (t)], con la cual tenemos
dffW ()] = fFIW (&) + dW ()] — fIW (®)]
1
= fW@]+ FWONW (&) + S V@AW (@) + .. — fIV(B)] (2.59)

= FIWENAW (1) + o W (1))t

La ecuacion diferencial estocastica de It6 y su conexion con la EDCK

Ahora que hemos introducido las reglas basicas del calculo estocdstico podemos reformular
la ecuacién de Langevin (2.52) como la ecuacion diferencial estocastica de Itd, o EDE de

1to,
dx(t) = alx(t), t|dt + b[z(t), t]dW (¢), (2.60)

en donde x(t) es una variable aleatoria.

Consideremos una funcion diferenciable dependiente de una variable aleatoria que obedece
una EDE de 1t6. Entonces tenemos,

df[x()] =flx(t) + de(t)] — flz(t)]

=flzx(®)] + fx(t))dx(t) + %f”[x(tﬂdw?(t) + o= flx()]

=fTe®)][alz(t), tldt + bla(t), t]dW (1)]
1

+ éf"[x(t)] {az(t),t]?dt* + 2a[z(t), t]blx(t), t}dW (t)dt + blx(t), t]*dW (t)* }

= f’[ﬂi(t)]a[:ﬂ(t%t]+%f”[éﬂ(t)]b[l“(t)7t] dt + f'lx(t)]blx(t), t|dW (2).
(2.61)

La expresion anterior es el equivalente a la regla de la cadena y es conocida como la regla de
16 [33].

A continuacién, omitiremos la dependencia temporal de x(¢). Dicho esto, consideraremos la
existencia de una densidad de probabilidad condicional p(z, t|xo, to) normalizada a la unidad

y de una funcion g(z) integrable, de modo que es posible calcular el promedio en el ensamble
definido en la Ec. (2.36). Ademds, tenemos,

() = oo, 2:62)
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Para el lado izquierdo de la expresion anterior al considerar la Ec. (2.61),

<dgd—(:)> ;lt/d:cg( )p (x,t‘xo;t(]):/d&?g(x)atp(x,ﬂxo,to); (2.63)

mientras que para el lado derecho,
d

00 =( 092 + P00 000(0) ) + (0. fibortrECOT

— [ dea(e. Op(a.tleo, )2s9(e) + 5 [ dot(a Dpla, than, o)y )

(2.64)

Para resolver las integrales procedemos con integracion por partes, asi

/dx a(x, t)p(z, t|zg, to)Ozg(x) = —/da:g(:c)ax[a(x,t)p(x,t\xo,to)]—i—surf. term. (2.65)

/dx V2 (x, t)p(z, t|xg, to)02g(z) = — /dx 0. [0*(x, t)p(z, t|m0, t0)]Opg () + surf. term.

= / dx g(2)02[b*(z, t)p(x, t|zo, to)] + surf. term.
(2.66)

en donde surf. term. hace referencia los términos de superficie. Si consideramos que las varia-
bles aleatorias se encuentran definidas totalmente en una regiéon U, entonces la probabilidad
es una magnitud conservada. Adicionalmente, debemos considerar que no es posible asegu-
rar que en la frontera los coeficientes a(x,t) y b(x,t) sean diferenciables, debido a cambios
abruptos en los valores de la variable aleatoria, en su lugar impondremos una nueva condi-
ci6én sobre nuestra funcién de prueba g(x), la cual consiste en que esta serd no nula solo en
una region especifica U’ totalmente contenida en U. Considerando lo anterior, tenemos que
los términos de superficie son nulos.

Considerando la Ec. (2.62) llegamos a
/dmg(af)ﬁtp(:r,t|xo,to) = dz g(x)0z[a(z, t)p(x, t|zo, to)]
(2.67)
dz g(2) 03 [* (, )p(x, t]xo, to)]

l\DI»—t\

que implica,
1
Op(x, t|xg, to) = —0z|a(x, t)p(x, t|xo, to)] + Eﬁi[bQ(x, t)p(x, t|zo, to)] (2.68)

debido a la condicién de integrabilidad previamente establecida para g(x). La expresion
(2.68)) es la EDCK asociada a la EDE de Ito.

Sistemas vectoriales
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Consideremos ahora el caso vectorial, para ello introducimos un vector aleatorio, sujeto a la
EDE de It6 vectorial,
de = A(x,t)dt + B(x,t)dW (t). (2.69)

Ademds, introducimos una funcién diferenciable f(x), para la cual la regla de 1td resulta [22]]
1
df (x) =0, f(x)dx; + §ai8jf(m)dﬂjid$j
1
1
(2.70)
en donde hemos considerado dW;(t)dWy,(t) = oy dt.

En analogia al caso unidimensional, introducimos una funcién integrable g(x) y una densidad
de probabilidad condicional p(x, t|x, o) normalizada a la unidad. De modo que la identidad
expresada en (2.62) conduce a

/dwg(w)@tp(w,t]wo,to) —/da:&g(zc)Ai(az,t)p(a:,t\a:o,to)
@2.71)

1

Tras integrar por partes y eliminar términos a la frontera obtenemos
1
Op(@, txo, to) = —0i[Ai(@, t)p(x, t]@o, to)] + §aiaj[Bik(wat)Bkj(w7t)p($at|mOa to)]-
(2.72)

La EDE de Stratonovich y su equivalencia con la EDE de It6

Una formulacién alternativa de la integral estocéstica fue introducida por Stratonovich, en la
cual se elimina la ambigiiedad en la eleccién del argumento de la funcién en la Ec. (2.57),

S, = Z G()[W (t;) — W (t;_1)].

Se considera la media algebraica del argumento estocéstico del integrando en el intervalo de
la particion,

S /t G(a(t'). 1)dW (¢') = ms-lim {ZG {‘”(m _256(’5“),@_1 W (ts) — Wt )]
- (3.73)
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La expresion anterior es conocida como la integral estocastica de Stratonovich, e incluimos
la letra S para denotarla. En general, no existe relacién alguna entre las integrales estocdsticas
de It6 (2.58) y Stratonovich (2.73)); sin embargo, bajo la existencia de una EDE es posible
encontrar una conexion entre ambas.

Asumamos que es posible escribir una ecuacion estocastica que incluya a la ecuacion integral
de Stratonovich, es decir,

2(t) = x(to) + /t ta[:c(t’),t’]dt’ +S /t t Bla(t), 1AW (). (2.74)

Ademds, consideramos que z(t) también es solucién de EDE de It6 (2.60),

dz(t) = alz(t), t]dt + blx(t), t|dW (¢),
por lo que debemos encontrar la relacién que los coeficientes o[z (t'), '] y Sz (t'), '] tienen
con alz(t),t] y blx(t),t].

Veamos qué sucede con la integral de Stratonovich en (2.74)), la cual antes de tomar el limite
cuadratico medio puede ser aproximada a

S /ttﬁ[x(t’),t’]dW(t’) ~ Zﬁ {m(t") _Qw(til),ti_l (W (t;) — W (ti_1)], (2.75)

en donde x(t;) = x(t;—1) + dx(t;_1), con dx(t;,—1) sujeto a la EDE de Itd

d%(ti_l) == CL[ZI}(ti_l), tz—l](tz — ti_1> + b[l’(ti_l), tz—l][W@z) - W(tz_l)] (276)

Introducimos la notacién compacta 5(t;) = Slz(t;), t:], a(t;) = alx(t;), t;], b(t;) = blx(t;), ti],
con lo cual tenemos

2

o} 7ti—1:| =0 {’E(ti—ﬁ + %dx(ti—l)yti—1:|

=B(ti—1) + 0:B(ti-1) Bdm(til)} + %aﬁ (ti1) de(til)r

=B(ti-1) + %&cﬁ(ti—l)[a(ti—l)(ti — ti1) + b(ti-) [W(t:) = W(ti-1)]]

+ é&%ﬁ(ti—l)bz(ti—l)[w(ti) = W(ti-)]".
2.77)

De modo que la Ec. (2.75)) se reduce a

S/ttﬁ[x(t’),t’]dW(t’) = %/&,ﬁ[m(t’),t]b[x(t’),t]dt’+/B[x(t’),t]dW(t’), (2.78)
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lo que a su vez indica que la Ec. toma la forma

z(t) :x(to)+/ [a[a:(t’),t’] +%@B[x(t’),t]b[m(t’),t]} dt’+/ﬂ[x(t’),t]dW(t’), (2.79)

to

al considerar las integrales en el sentido de Itd. Ademas, identificamos

(2.80)
bz (t), 1] = Bla(t), 1],
relacion que establece la equivalencia entre las EDE’s de It0 y Stratonovich.
Sistemas vectoriales
Si consideramos una EDE de Stratonovich vectorial
dx = A%(x,t)dt + B (x,t)dW (1), (2.81)
es sencillo probar que la relacién con los coeficientes de It6 estd dada por
1
Az, t) = A (,t) + = B2 (x, )0, B> (x, t

Teniendo en cuenta que la EDE de It

de = A(x, t)dt + B(zx,t)dW (1),
tiene asociada la EDCK

Op = —0;[Aip] + %@'8]' | Bix B;p),

basta con sustituir las relaciones (2.82)) para hallar la EDCK asociada a la EDE de Stratono-
vich,

1 1
op = —0; A;gp + iijakBS + Eazag [ngBlfjp]

ij

1 1 1
= —O;[A7p] + 581'[ 705 (Bep)] — §ai[B]?;'akB§ ] + iai[angcBlfjp] (2.83)

1)

1
= —;|A%p] + 50 [B3.0;(Bip)]

en donde hemos aprovechado que los indices son mudos para eliminar las dos dltimos térmi-
nos en el segundo rengldn.



Capitulo 3

Dinamica coloidal

A lo largo de este capitulo se estudiard la dindmica de sistemas coloidales a partir de dos
perspectivas. En primera instancia, el andlisis se realizard a través de ecuaciones de movi-
miento Newtonianas, a las cuales se les ha agregado un término estocdstico que concentra
los efectos colectivos del solvente sobre las particulas coloidales. El segundo enfoque par-
te de un estudio Hamiltoniano para la densidad de probabilidad de un sistema de particulas
coloidales en el cual, a diferencia del caso anterior, la dinamica es descrita a través de una
ecuacion diferencial parcial determinista, dado que en estd no se tienen términos de caricter
estocdstico.

3.1. Aproximacion de Langevin

Como se ha discutido en la Introduccion, las particulas Brownianas experimentan colisiones
térmicas por parte de las moléculas del solvente, conduciendo al comportamiento “erratico”
observado en los sistemas coloidales. Los efectos de dichas colisiones pueden ser modelados
a partir de las ecuaciones de Newton mediante la introduccién de una fuerza que fluctia
rapidamente (fuerza estocdstica) [2l].

3.1.1. Particula libre

Por simplicidad, empezaremos el estudio considerando una sola particula Browniana esférica
de masa M inmersa en un solvente continuo. La ecuacién de movimiento para dicha particula,
conocida como la ecuacién de Langevin, es [2]]

dp ¢

=PI, (3.1)

El primer término del lado derecho es la fuerza de friccién experimentada por la particula
debida al solvente, siendo ( el coeficiente de friccion macroscépico; el segundo término,
f(t), corresponde a la fuerza estocdstica.

22
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Debido a que los sistemas coloidales deben ser compatibles con la teoria de ensambles, y la
interaccion sistematica entre el solvente y las particulas coloidales estd contenida en el primer
termino de la Ec. de Langevin, debemos imponer que la fuerza estocastica cumple

(F(t)) =0, (3.2)

otra forma de justificar que la media de f(t) es cero, fue brindada por Langevin [36]], en la
cual se argumenta que debido a su origen colectivo, esta fuerza es indiferentemente positiva
y negativa.

Adicionalmente, vamos a considerar que esta es delta correlacionada en el tiempo, es decir,

(F()F()) = 20TkpTCO(L,T). (3.3)

donde I es la matriz identidad. Lo anterior se justifica en el hecho de que f(¢) fluctda muy
rapido en el tiempo, por lo cual no existe correlacion entre instantes de tiempo diferentes. La
relacion de proporcionalidad viene dada por el teorema de equiparticion de la energia, para
una derivacion detallada el lector puede consultar las referencias [[1} 2, 30].

Estds dos condiciones sobre f(¢) son conocidas como el teorema de fluctuacién-disipacion.
El cual establece un origen comun para la fuerza de friccién que experimentan las particulas y
la fuerza rdpidamente fluctuante, siendo este origen el rozamiento de la particulas coloidales
con el solvente (proceso disipativo) y las colisiones del solvente con la particula coloidal
(originado por las fluctuaciones térmicas) [1].

La integracion de la ecuacion de Langevin resulta

t
p(t) = p(0)e " + / dt’ f(t')e 1), (3.4)
0

Realizando una segunda integracion, tenemos,

r(t) = £(0) + @ [1 — e*%t] + %/Ot dt' f(t) [1 — e%@*’“)} . (3.5)

A continuacién se estudiaran distintos regimenes temporales con base en estos dos dltimos
resultados.

Escalas temporales

Cuando se realiza un experimento, es necesario definir una ventana temporal, durante la cual
se espera observar un fendmeno. Esta escala puede estar determinada por el fenémeno en
cuestion o por la precision de los instrumentos con los que se disponga. Esta limitante obliga
a que los desarrollos tedricos definan un intervalo temporal de validez, en el cual, serd posible
observar la fenomenologia descrita, estos intervalos reciben el nombre de escalas temporales

2.
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<ro=rl >

Figura 3.1: Escalas temporales de un particula coloidal. Figura tomada de Dhont, J.K.G., An
Introduction toi Colloidal Dynamics, 1996 [2].

Tipicamente, la escala temporal de un solvente es del orden de 10~'“s[2]. Entonces, la ecua-
cion de Langevin es vdlida en una escala temporal mucho mas amplia, de modo que los efec-
tos colectivos de las moléculas del solvente sean compatibles con el teorema de fluctuacion-
disipacion, pero a su vez esta debe ser compatible con las observables macroscopicas; el
intervalo temporal mas pequeiio en el que se cumple el teorema de fluctuacidon-disipacion es
denominado la escala temporal de Fokker-Planck (77p) [2].

Consideremos
2¢

pp(0) = 177 [1= 1] + po)p(0)e 3.6

en donde notamos que para tiempos muy pequefios, tales que ¢ < M/(, la expresién ante-
rior se reduce a (p(t)p(t)) = p(0)p(0). Tenemos que para esa escala temporal, la particula
Browniana adn no se ve afectada significativamente por las colisiones del solvente. Por otro
lado, notamos que (p(t)p(t)) = IM/f, cuando t > M/C.

Veamos qué sucede con el desplazamiento,
(3.7)

el cual tiende a ((r(t) — 7(0))(r(t) —(0))) = 20 M/ cuando ¢ > M /(. Notamos que bajo
esta constriccion temporal el momento de la particula Browniana ha alcanzado el equilibrio
con el solvente, mientras que el desplazamiento cuadratico medio es lineal en el tiempo, dicho
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intervalo temporal es denominado escala temporal Browniana, difusiva o de Smoluchowski
(1p). Por otro lado, si consideramos ¢ < M/(, entonces ((r(t) — r(0))(r(t) — r(0))) =
v(0)v(0)#%, lo que nos indica que la particula describe un movimiento balistico.

Resumiendo tenemos

107 s = Tsolvente & Trp K M/C <L Tp. (3.8)

Nuestro interés se centrard en la escala temporal de Smoluchowski, en la cual el desplaza-
miento cuadritico medio es lineal en el tiempo y los momentos no son relevantes para la
dindmica del sistema. Considerando lo anterior, podemos considerar que la derivada tempo-
ral del momento es nula, de modo que la ecuacién de Langevin en la escala difusiva se reduce

a
dr _ f(t)
A (3.9)
con la solucion .
r(t) = r(0) +% / dt F (). (3.10)
0

Esta dltima aproximacion tambien es conocida como el limite sobreamortiguado [19].

3.1.2. Particulas interactuantes

Consideremos ahora un conjunto de /V particulas sin interaccion hidrodindmica, esto es, que
no causan perturbaciones en el solvente que afecten a sus vecinas. La dindmica de este sistema
estard descrita por NV ecuaciones diferenciales de la forma [20]

dp; . ¢ Z
1<i<j<N

donde F}; representa la fuerza ejercida sobre la :-ésima particula por la j-ésima particula. Por
otro lado, para los promedios de la fuerza emegente del solvente f;(¢) tenemos,

(fi(t) =0,
(Fi(OF; (1) = 20, TkpTCo(1,1),
en donde hemos afiadido a la delta de Kronecker 9;;, la cual indica que no hay correlacion
entre las fuerzas originadas por el solvente sobre particulas distintas.
Si ahora consideramos que estamos interesados en la escala difusiva (¢ > M/(), para la cual

los momentos han relajado, la ecuacion de Langevin resultante es

d’l"i 1

da ¢

i+ Y F]] . (3.12)

1<i<j<N

Debido a que la fuerza es independiente del tiempo su integracion es trivial. Entonces tene-

mos la solucion
t
E Ejt+/ dt'fi(t’)] . (3.13)
0

1<i<j<N

1
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3.2. Aproximacion de Fokker-Planck: Ecuaciéon de Smolu-
chowski

Alternativamente a la dindmica de Langevin, es posible estudiar a los sistemas coloidales a
través de una ecuacion de movimiento para la densidad de probabilidad de las variables rele-
vantes en el espacio fase. Primeramente, nos enfocaremos en la escala temporal de Fokker-
Planck, esto es, un sistema cuya dindmica depende de los momentos y posiciones de las parti-
culas coloidales, para posteriormente movernos a la escala difusiva, en la cual los momentos
han relajado y no resultan relevantes en la descripcion del sistema.

Para la obtencién de la ecuacién de movimiento seguiremos las ideas de Dhont [2]. Supon-
gamos que estamos interesados en la densidad de probabilidad p(X,t), en donde X es una
variable aleatoria de dimension m. De la teoria de ensambles se sabe que un estado ma-
croscopico es compatible con un gran nimero de sistemas con diferentes configuraciones
microscopicas. Si X representa estas configuraciones, entonces a cada instante de tiempo
tiene diferentes valores para cada uno de los sistemas en el ensamble. Cada valor de X en
el espacio fase es denotado por un punto y la evolucién del sistema es descrita a través de
una curva. Ahora, consideremos que la probabilidad de que X se encuentre un estado X
resulta proporcional al nimero de sistemas en el ensamble con X . Ademads, tenemos que la
densidad de puntos en una vecindad alrededor de un punto especifico X, de X, al tiempo ¢,
es proporcional a p(X = X, t).

Continuemos el desarrollo, considerando un volumen arbitrario W, con frontera YV, en el
espacio fase, conteniendo a X, entonces, el cambio de nimero de puntos dentro del vo-
lumen W estd determinado por el flujo de puntos a través de 0VV. Tenemos la corriente
j= %p(X ,t) atravesando una superficie )V en el espacio fase, tal que flujo de puntos esta
dado por

d dX

— | dXp(X,t)= _j{ dS - —p(X,t). (3.14)

dt Jw s dt
Ahora, supongamos la existencia de un modelo fisico que relaciona dX /dt con un valor
instantdneo X, tal que se tiene una relacién

d
X () =H(X()), (3.15)
donde ‘H es un operador independiente del tiempo. Manipulando la integral para el cambio

de puntos

/W dX%p((X),t):— /W iXV, - {%p(X,t)}

(3.16)
- [ axv. - pxpX. ).
w
con lo que tenemos una ecuacion de movimiento para la densidad de probabilidad
0 A

ot
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donde V, es el operador gradiente en el espacio de probabilidades.

3.2.1. Ecuacion de Fokker-Planck

A continuacién usaremos las ideas desarrolladas en el texto introductorio para estudiar la
evolucion de un sistema coloidal, sin interaccién hidrodindmica, en la escala temporal de
Fokker-Planck, de modo que la variable estocéstica depende de los momentos y las posicio-
nes,

X =(p1,.-,PN,T1, -, TN) (3.18)

donde los subindices indican que la cantidad estd asociada con la j-ésima particula coloidal.
Ademads consideremos que se cumple

= == 1
dt ' dt M’ (5-19)
de modo que podemos expresar
d D1 PN
LX) = (FF ——) 2
ax ) A VAR Vi (5-20)

(r1,...,7n), asi
). Tenemos que

Continuemos introduciendo los “sdper vectores” p = (p1,...,PN) Y T
como sus respectivos operadores V,, = (V,,,...,V,. ) ¥y V, = (V,, ..,
el operador V, previamente introducido es

N

Ve = [V, +V, ] (3.21)

Ahora, tomemos en cuenta la fuerzas actuando sobre las particulas coloidales. Se tiene una
fuerza de friccién proporcional a la velocidad, asi como una interaccion directa relacionada
a la energia potencial del ensamble a través de —V ,.¢. Finalmente, tenemos una fuerza des-
conocida F¥'”. De modo que la ecuacién de movimiento para la densidad de probabilidad
p(X,t) resulta

IpX 1) = (%, V) [( B e Vot P pX 0] G2

Si bien FI'"" es una fuerza desconocida, sabemos que en el equilibrio térmico p(X,t) debe
ser proporcional a la distribuciéon de Boltzmann para el ensamble candnico,

lim p(X,t) oc e PHX),

t—o00
donde H(X) es el Hamiltoniano del sistema. Ademds, este caso limite, el lado izquierdo

de la Ec. (3.22) es cero con lo que se encuentra que F*" = —(CkgTV,In[p(X,t)]. Asi,
obtenemos la ecuacion de Fokker-Planck,

0
ap(p/r? t) = £FPP(p7r7 t>7 (323)



28 CAPITULO 3. DINAMICA COLOIDAL

en donde Lrp es el operador de Fokker-Planck

Lip=—L V(- )+V, [(qub NI wTvp) (- -)] . (3.24)
M M

Estd describe la evolucion de la densidad de probabilidad de un sistema coloidal en la escala

temporal de Fokker-Planck, es decir, para intervalos de tiempo que cumplen 107! <« ¢t <

M.

3.2.2. Ecuacion de Smoluchowski

En el apartado dedicado al estudio de las escalas temporales, se discutié que los momentos
alcanzan el equilibrio térmico con el sistema en un tiempo menor que las posiciones. Tenien-
do esto en cuenta, al trabajar en la escala difusiva la ecuacién de movimiento para la densidad
de probabilidad del sistema debe modificarse. La ecuacién obtenida en este caso es conocida
como la ecuaciéon de Smoluchowski y su formulacion en espacios curvos serd discutida con
mayor detalle en el Capitulo 5.

Debido a que los momentos han relajado, la variable aleatoria de interés es

X =(ry,..ry) =, (3.25)
con derivada temporal
d D PN p
LX) = (--) . 3.26
dt ®) M M M (3.26)

Asumiremos que en este caso las fuerzas actuando sobre las particulas han alcanzado el
equilibrio. Nuevamente, se tiene la fuerza de friccién y las interacciones directas, en este
caso la fuerza desconocida es denotada por F'5" haciendo evidente que estamos trabajando
en la escala Browniana. Entonces, tenemos

¢

p 1 B
. B FbB = = ==V, 0+ F"" 3.27
AP Vot 0=y =cl-Vio+t F7], (3.27)
con lo cual la ecuacién de movimiento para p(r,t) es
0 1 Br
gt = Ve [(Ved = FP)p(r )] (3.28)

Empleando el argumento de compatibilidad con la distribucién de Boltzmann en el equilibrio

lim p(X,t) oc e PHX)
t—o0

y que la variacién de la probabilidad con respecto al tiempo es cero se tiene que FP" =
—kgTV In[p(r, t)]. Entonces, la ecuacién de Smoluchowski es,

0

&pC"? t) = ‘CSp(rv t)a (329)
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en donde Lg es el operador de Smoluchowski

Asi, Dy = 1/ es el coeficiente de autodifusion de las particulas coloidales.

La expresion anterior también puede interpretarse como la difusién de una sola particula en
el espacio fase de dimension 3NV bajo la influencia de un campo externo ¢. Si se estudiara el
caso de difusion de una particula libre se tendria la ecuacién

0
ap(r, t) = DoAp(r,t), (3.31)
en donde A es el operador Laplaciano. La solucidn en este caso, considerando la condicién
inicial P(r,0) = 0(r — r¢), es

1 _Ir=rgl?

P = Gyt (3.32)

Notamos que la solucion para la densidad de probabilidad es una distribucién Gaussiana con
media 7 y varianza 2Dt



Capitulo 4

Movimiento Browniano en espacios
curvos: Descripcion de Langevin

El estudio de sistemas coloidales confinados a espacios con curvatura distinta de cero repre-
senta un drea de sumo interés no solo para la Fisica Estadistica, debido a que fenémenos de
estd indole estdn presentes en procesos bioldgicos y quimicos. El interés tiene como origen la
dindmica “andémala” de las particulas coloidales cuando éstas se encuentran embebidas en un
variedad, en donde dicho comportamiento se atribuye a la curvatura y el tamafio finito de la
variedad. En este Capitulo se hace una revision de trabajos previos en los cuales se estudiaba
la dindmica a partir de la ecuacién de Langevin [6} [19, 21]. Primeramente, se describe la
derivacién de las ecuaciones de movimiento para después hacer una breve descripcion de un
método de simulacién molecular derivado de éstas [[19] y sus implementaciones [6, [21]].

4.1. La ecuacion de Langevin para muchos cuerpos

Comencemos considerando un sistema de /N particulas coloidales moviéndose sobre una
variedad M de dimensién d, representada localmente a través del mapeo X : U C R —
M, o globalmente por M = {X € R¥*p(X) = 0}, donde p(X) = 0 es la funcién
curva de nivel. Con la finalidad de que nuestro modelo sea compatible con las ecuaciones de
movimiento de la Mecénica Clasica, representaremos el confinamiento de la i-€sima particula
en la hipersuperficie M a través de una constriccion holonémica ¢(X) = 0 [37]. De modo
que el Lagrangiano de la i-ésima particula no interactuante sobre la variedad viene dado por

1.
L= §Xf + \®(X5),

de donde la obtencién de la ecuacién de movimiento X; = \;V®(X;) es inmediata. Notamos

que la constriccidn estd sujeta a la misma condicién que la funcién curva de nivel, por lo cual
podemos aplicar todas las propiedades de esta ultima a la constriccion.

30
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Entonces, para describir al sistema en la escala temporal de Fokker-Planck a través de una
ecuacion de Langevin para muchos cuerpos, debemos introducir, en la ecuaciéon de movi-
miento anterior, la fuerza de interaccién entre las particulas Fj;, una fuerza estocéstica f; y
un término de friccidn proporcional a la velocidad de las particulas. De este modo, tenemos

. X; 1 { -
X; = _CM +AMVO(X;) + i (fz(t) + ; Ej) : (4.1)

Dado que las particulas se mueven sobre la hipersuperficie, la velocidad serd proporcional
a la base del espacio tangente de la variedad, es decir, XZ- = e, 1, donde x{ pertenecen a
un conjunto de coordenadas locales y e, son una base para el espacio tangente. Ademas, si
tomamos en cuenta que el vector normal a la superficie viene dado por N = V®/|V®|y la
ortonomalidad de este con los vectores tangentes se cumple IV; - e = 0, es inmediato que

V&(X;) - X; = 0. Derivando esta tltima expresion respecto al tiempo, tenemos

CIV(X) - X] = V(X)) X, + XTH[B(X)]X, = 0
N-X,=-X'GX; conG= H[o(X:))
Vo

Si ahora consideramos la proyeccién normal a la variedad de la Ec. de Langevin (4.1) para
muchos cuerpos

N;- X = N;. [—C% + A VO(X;) + % (ﬁ-(t) +) FJ)]
i#]j

) . 1 -
i#]

se obtiene el multiplicador de Lagrange

 Xrex, No (i) + oy Fy)

Vo) MV O] (42)
Ast, sustituyendo (4.2) en la Ec. (4.1) obtenemos,
X, + (XI'GX,)N, = —C& +1lp fil)+> Fy (4.3)
7 i 7 [ M M 7 oy %] ) .

donde P = I — IN;IN; es el operador de proyeccion tangente. La ecuacién (4.3) describe la
dindmica de la ¢-€sima particula coloidal, para la descripcién de N particulas coloidales, son
necesarias /V ecuaciones del mismo tipo.

Para continuar con el estudio es necesario expresar la ecuacién anterior en coordenadas loca-
les. En las siguientes subsecciones se presentan las expresiones explicitas para curvas planas
y superficies.
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4.1.1. Difusion en curvas planas

Consideremos que las N particulas estdn confinadas a una curva plana, parametrizada por
longitud de arco, es decir M : X (s). Entonces, la posicién de cada particula viene dada por
X(s;). Calculando las derivadas temporales, tenemos

o — T(s.)s
= s L)
. o . (dT . o .9
X, =38T(s;) + 8 o $i ) = 8T(s;) + $76(s)N (s;),
S;

donde hemos considerado las ecuaciones de Frenet-Serret (2.8).

Debido a que el movimiento tiene lugar sobre la curva, la tinica componente de interés es la
tangencial, con lo cual la dindmica se describe a través de

. ¢. 1 ;
Si=—qp% T MT(Sz‘) : (fi(t) + Z Fij)

i#j (4.4)

= —%51' + Ji(si 1)

Notemos que la variedad, al ser una curva, es dimension 1, por lo cual tenemos un conjunto
de 1 x N ecuaciones de Langevin.

4.1.2. Difusion en superficies

Ahora consideremos que las /N particulas se mueven sobre una superficie. Calculando las
derivadas temporales en coordenadas locales tenemos

X; = (0,X)i = e il

79

Xi= geaifil +eatl! = (Thyey — KusN)it! + ea.

en donde hemos empleado las ecuaciones de estructura de Weingarten-Gauss (2.27).

Nuevamente, nos enfocamos en la componente tangencial, la cual resulta

1 .
I? + Fg“l’lﬁl‘f = —%i’? + Mea(xi) . .fz + E A .FZ]]
i#j 4.5)
= Lo + ji(@i, 1)
M ’

Teniendo en cuenta que una superficie es una variedad de dimensién 2, entonces, tendriamos
que el sistema estd descrito por 2 X N ecuaciones.
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4.2. Reduccion a la escala temporal difusiva

Para estudiar la dependencia temporal del desplazamiento es necesario integrar las ecuacio-
nes de movnnlento Notamos que (#.4) y (4.5) tienen una estructura idéntica salvo el término
I'g,.% !, por lo cual el siguiente andlisis es valido para ambos casos. Para realizar la inte-
gracmn consideramos [20]

d
e Jsjtdt (e%tx'?> = —|—]\<4 3.
Ademas, debemos considerar las coordenadas normales de Riemann (CNR), introducidas en

el capitulo 2, con las cuales los simbolos de Christoffel (2.22) pueden aproximarse alrededor
de un punto z*(0) en términos de Az* de la siguiente forma

o 1
B — 3R (Bup) Am“

con R ng + Rwﬁ

Temendo esto en cuenta, la ecuacion de Langevin puede expresarse como

d 1 1
pr <€£It$a> = Mja(xi,t)eM — §R ) Ax“i”fﬁcfe%t,

integrando obtenemos

t M
:BDO/O drj* (@ ) [1 _eﬁ(ﬁ)} 3¢ L / dr Azt i? it [1 o (= T)]

(4.6)
Denotaremos a la integral del segundo término del lado derecho de la dltima ecuacién como
I(t, Azt x ) Ahora consideremos tiempos mucho mayores al tiempo Browniano, ¢t >
5 = M/ C , entonces podemos aproximar 1 — e TtT) & y la integral toma la forma

t
I(t, Azt 2Pm) ~ / dr Azt il i,
0

Si ademds consideramos 7" € [0, ¢], entonces por el teorema del valor medio tenemos

I(t, Az, xf“) ~ tA:E“(T’)I'?(T')ab’-‘(T')

7

~ t(Dot)*(kgT/M).

En donde valiéndonos del desplazamiento cuadratico medio para una particula libre y el
teorema de equiparticion de la energia, realizamos las siguientes aproximaciones Ax#*(7') &
(Dot)!?y & (7') = (kT /M),

Notamos entonces que la dependencia temporal de (¢, Az*, xf ") es de orden mayor al li-
neal, por lo cual en la escala temporal difusiva, la dindmica es descrita a través de,

¢ i

1
= = —e
M (2

fit) Fm] = ji(wi,t), (4.7)
7]
convirtiéndose asi en una ecuacion diferencial de primer orden.
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4.3. Dinamica Browniana en variedades curvas

En esta seccidn se expone una generalizacion del algoritmo de Ermak-McCammon [20] para
variedades con curvatura distinta de cero. Debido a la naturaleza de este algoritmo dnica-
mente estaremos interesados en cantidades de orden lineal en el tiempo, despreciando todas
aquellas contribuciones de orden mayor. El desarrollo de este algoritmo fue presentado por
Pavel Castro y colaboradores [19]. Posteriormente, fue usado para modelar la difusion de
particulas paramagnéticas confinadas a un canal circular, obteniendo un alto grado de coinci-
dencia con los experimentos [6]. Por otro lado, un estudio meramente computacional mostré
que particulas coloidales sobre elipsoides se concentraban en las regiones de mayor curvatura
[21].

Retomando el andlisis de la seccién anterior, tenemos que la solucién de la ecuacién de
Langevin en un régimen lineal en el tiempo es

=S F)- el At+é/0tdr(1—eM)fl() °(0). (4.8)

i#j

Es necesario aclarar que la integral presente en la expresion anterior no puede ser calculada
a través del célculo integral debido a la naturaleza estocdstica de fl Sin embargo, sabemos
que dicha fuerza estocdstica estd sujeta al teorema de fluctuacion disipacion, por lo cual al
calcular el promedio del desplazamiento de una particula tenemos,

(Azf(t)) = BDo Y F; - € (0)At. (4.9)
i#j

Mientras que para la correlacion entre el movimiento de dos particulas obtenemos,
(Azf(t) Az (t)) = 2Dod;;9*% (0) A, (4.10)

en donde se han omitido aquellos términos de orden cuadratico en el tiempo.

Teniendo en cuenta lo anterior, la Ec. (4.8)) puede reescribirse como

=Y F)-ef(0)At+6R; - €}(0), (4.11)
i#£]

donde 0 R; es un desplazamiento aleatorio con distribuciéon Gaussiana, media cero y varianza
(OR;(At)SR;(At)) = 21 Dyd,;;At, con I siendo la matriz identidad. Tenemos que 6 R; es una
cantidad definida en el espacio Euclidiano R%*! que contiene a la variedad M de dimensién d
sobre la cual la dindmica tiene lugar. Entonces, la cantidad que es relevante en este caso es la
proyeccién de 0 R; sobre el espacio tangente de M, la cual definimos como 6 X*(At) = dR; -
e (0), la cual cumple con tener media zero y varianza (0X(At)d X (At)) = 2Dg6;;6%.

La Ec. (4.10) en conjunto con el teorema de fluctuacion disipacion constituyen la generali-
zacion del algoritmo de Ermak-McCammon. Una ilustracion de su implementacién se puede

ver en la Fig.
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Figura 4.1: Datos de simulacion (lineas) y experimentos (simbolos) de difusién de particulas
paramagnéticas en un canal circular. Izquierda: Desplazamiento angular cuadrético medio,
se identificaron 4 regimenes temporales distintos delimitados por las lineas verticales. Los
datos fueron generados empleando la Ec. (4.10). Derecha: Funcién de distribucién angular.
En ambos casos se obtuvo un alto grado de coincidencia entre simulaciones y experimentos.
Figura tomada prestada de Villada-Balbuena et al. Phys. Rev. Research 3, 033246 (2021) [6].



Capitulo 5

Movimiento Browniano en espacios
curvos: Descripcion de Smoluchowski

En la seccion final del Capitulo 2 se discuti6 la equivalencia entre un sistema de ecuaciones
diferenciales estocdsticas y una ecuacion para la densidad de probabilidad de un sistema de
muchos cuerpos. En el contexto de la Mecanica Estadistica, la descripcion de Langevin se da
través de un conjunto de ecuaciones diferenciales estocdsticas, mientras que la descripcién
de Fokker-Planck estudia el desarrollo de la densidad de probabilidad en el espacio fase. Si
adicionalmente se considera que las observables son medidas en una escala temporal difusiva
entonces las ecuaciones de Langevin y la ecuacion de Smoluchowski deben de brindar una
descripcidn equivalente.

A lo largo de este Capitulo se presentan los resultados principales de este trabajo de inves-
tigacion. Primero se deriva una formulacién covariante de la ecuacién de Smoluchowski a
partir de las ecuaciones de Langevin discutidas en el Capitulo anterior. Posteriormente, se
discute una aplicacién de dicha formulacién para el estudio general de la dindmica a tiempos
cortos, luego se obtiene una ecuacion para la densidad de probabilidad de una sola particula
y finalmente, se estudia el caso de difusion sobre superficies a partir de la ecuaciéon de Smo-
luchowski, obteniendo una expresion que relaciona la presion con observables microscéopicas
de cardcter estadistico.

5.1. Ecuacion de Smoluchowski covariante

Un estudio detallado de la ecuacién de Smoluchowski covariante para un particula en una
variedad Riemanniana fue presentado en la referencia [4]. En dicha descripcion se presentd
un método para el cdlculo de los valores de expectacion de las observables, prestando espe-
cial interés en el desplazamiento geodésico cuadrético medio y los efectos de la curvatura
sobre este. Posteriormente, Castro-Villarreal present6 un estudio en el que se encontré que el
desplazamiento geodésico de una particula en un variedad es descrito a partir de propiedades
intrinsecas de la superficie, mientras que el desplazamiento Euclidiano puede ser descrito a

36
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través de propiedades extrinsecas [17]. Basados en estos precedentes del estudio del movi-
miento Browniano en variedades curvas a través de la ecuaciéon de Smoluchowski y en el
alto grado de precisién obtenido a partir del algoritmo basado en (4.7) [6], en esta seccién
se obtiene una formulacion covariante de la ecuacion de Smoluchowski para un sistema de
particulas interactuantes en una variedad Riemanniana.

Para el desarrollo de una formulacién covariante de la ecuacion de Smoluchowski, comen-
cemos considerando un conjunto de N particulas coloidales confinadas a una variedad de
dimensién d. Ademds, consideremos que Unicamente estamos interesados en el estudio de
fendmenos en la escala temporal difusiva. Entonces, el sistema puede ser descrito por un
conjunto de d x N ecuaciones diferenciales de Langevin con la siguiente forma

C-a 1 ey A
A e |

Sin embargo, consideremos que desde un punto de vista formal una ecuacién de Langevin no
es una ecuacion diferencial ordinaria, debido a la fuerza estocdstica que interviene en ella.
Teniendo esto en cuenta, el conjunto anterior puede escribirse formalmente a través de un
conjunto de d X N ecuaciones diferenciales estocdsticas de Stratonovich (2.81)), esto es

dzi = % Z Fjdt + +/2Dges 4dW; a(t), (5.1)
J#

donde hay una suma implicita sobre los indices A = 1, ..., d + 1, correspondientes al espacio
Euclidiano en el cual la variedad estd embebida. Antes de continuar, es necesario aclarar que
la eleccidn del cdlculo de Stratonovich permite la obtencidén de una ecuacidn covariante cuya
equivalencia con el caso Eculidiano es mds clara; adicionalmente el Dr. Pavel Castro, asesor
de este trabajo, ha empleado esta forma previamente [4} [17]. Sin embargo, la obtencién de
una ecuacion covariante empleando el calculo de Itd también es posible [38] y debe de ser
equivalente a la ecuacion obtenida de con el calculo de Stratonovich como se mostrd en el
Capitulo 2.

Notemos, ademds, que la fuerza estocéstica ha sido reemplazada por un proceso de Wiener
para cada particula dW;(t) = (dW;1(t),dW, (1), ...,dW, 441(t)), de modo que el proceso
de Wiener del sistema es tal que dim[W (¢)] = (d + 1) x N. Debido a que la dindmica
tiene lugar sobre la variedad, es necesario proyectar la contribucién del proceso de Wiener
sobre esta. Para ello, introducimos un operador de proyeccion diagonal por bloques P =
diag(ef 4, €5 4, -+, €% a)> €n donde los bloques vienen dados por el producto tensorial entre la
base del espacio tangente de la variedad y la base del espacio Euclidiano en donde la variedad
estd embebida. Por otro lado, el término F = F(x;, x;), es la proyeccion sobre el espacio
tangente de la fuerza determinista sobre la i-ésima particula situada en x;, ejercida por la

Jj-€sima particula situada en x;.

Procedemos a identificar las componentes del vector de frenado y la matriz de difusién como

N
A =1/¢Y Fy  BS,=/2Dges,

JF
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con lo cual obtenemos la Ecuacién de Smoluchowski asociada a (5.1))

OP = —— Z D Z + Dy ZN: 0. [ejﬂ.ag (gﬁ}yip)} (5.2)
=1

J#
dondelaP = P(ay, ..., xy,t) es la densidad de probabilidad conjunta para todas las particulas
del sistema.

Si bien la expresion anterior contiene la informacion de la geometria de la variedad ain no
se encuentra escrita en una forma covariante. Para este fin, la densidad de probabilidad debe
expresarse de modo que esta esté normalizada respecto al volumen Riemanniano hiperdi-
mensional de las N particulas, dV = Hfil dv;, en donde dv_f] es el elemento de volumen

dv}, = d*z;\/g(z;). Entonces, introducimos la probabilidad

N
P(mla"' 7mN7t>: (H\/E)p<mlv 7mN;t)7
=1

con g; = det[gas(z;)]-
Realizando el cambio de densidad de probabilidad tenemos

» [\FZ

JF

Op = —

N
+ Dy Z %aa [ei,z’aﬁ@i,i@p)]

J\|+—\

047,

[9? */90sp + 67 p(053/9i — \/EFZg)] ,

J\,|>—k

#MZ

1
donde tras identificar el operador de Laplace-Beltrami A, = 7%( g’ \/903) y la derivada
)

. _ 1 . . . _ 1
covariante V0% = 7§8a (\/E vo‘), y hacer uso de la identidad tensorial I'} ; = %85\/_ , Ob-
tenemos la forma covariante de la ecuacién de Smoluchowski para particulas interactuantes,

Fig.[5.1]
Oup = DOZAM CZZVM Fip). (5.3)

=1 j#i

Recapitulando, la ecuaciéon de Smoluchowski es una ecuacion determinista para la densidad
de probabilidad conjunta de un sistema de particulas interactuantes, cambiando el enfoque
estocastico, a través de un sistema de ecuaciones, el de la descripcidon de Langevin, empleado
en la seccion anterior. La interaccion entre las particulas viene dada a través de la proyec-
cion sobre el espacio tangente de la fuerza determinista £3;. El cambio en la densidad de

probabilidad permite la obtencién de una expresion covariante, en la cual el operador de

1
Laplace-Beltrami A, = —0,(9*”,/90;) y la derivada covariante Vov° = 0,07 + T8 v
g

contienen los efectos de la geometria de la variedad en la dindmica.
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Figura 5.1: Representacion esquemadtica de un sistema de particulas coloidales sobre la va-
riedad M. Las particulas interactian a través de la fuerza F;;. La ilustracién corresponde a la

Ec. (5.3).

5.2. Comportamiento general de la dinamica de un sistema
coloidal diluido a tiempos cortos

La expresion (5.3) representa un sistema de /N particulas coloidales moviéndose sobre una
variedad M de dimensién d, embebida en R4+, este sistema puede ser descrito de una ma-
nera mds compacta, en la cual las N particulas coloidales son descritas a través de una sola
particula en una variedad M de dimensién D. Esto dltimo, se entiende de la siguiente forma.
Comencemos considerando una variedad Riemanniana resultante de llevar a cabo N pro-
ductos cartesianos de la variedad M, es decir, Ml x M x - -- x M = M”, entonces M tiene
dimensién D = dN y estd parametrizada a través de las coordenadas locales ¢4 = {2%}, en
donde « son los indices de las coordenadas locales de M, i es el indice para las N particulas
coloidales y A = 1, ..., D. El tensor métrico para M esta dado por el elemento de linea [39]:

N
ds* = Z Gap (;) dzdz? (5.4)
i=1

el cual estd en términos de los tensores métrico para las coordenadas de cada particula. Enton-
ces, el tensor métrico asociado con el elemento de linea (5.4)) para M es una matriz diagonal

por bloques G 45 = diag (gas (1), - , g (zn)). Adicionalmente, tenemos que la derivada
covariante en M viene dada por [39]:
Vai=NVa1,Vs2,- . Vun), (5.5)

mientras que el operador de Laplace-Beltrami consiste tinicamente en la suma de cada ope-
rador de Ay ; en (5.3), esto es,

N
Ac=V, VA=A, (5.6)
=1
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M

A

Figura 5.2: Representacion esquemdtica del movimiento de una particula sobre la variedad
M bajo la influencia del campo externo F4. La ilustracién corresponde a la Ec. (5.7).

i3
ponentes de una fuerza generalizada actuando en £ € M. De modo que (5.3) puede reescri-
birse como

Adicionalmente, definimos F* = ( a« FO.. ,Fﬁ,), con F* = 3, I, como las com-

1
Op = DoAgp — ZVA (Fp), (5.7)

en donde resulta claro que el sistema de N particulas interactuantes en M puede estudiarse
como una particula bajo la influencia de un campo externo F en la variedad M, ver Fig.[5.2]

La forma compacta de la ecuacién de Smoluchowski (5.7) permite estudiar el comportamien-
to general de la densidad de probabilidad p(&, &, t) a tiempos cortos o bien en una vecindad
alrededor de un punto en M. Para esto recurriremos a las coordenadas normales de Riemann,
en una vecindad alrededor de p € M. Ademas, necesitamos la ecuacién de Smoluchowski
como la ecuacion para el kernel del calor, esto es,

1

VG

en donde hemos introducido el operador 0= —DyAg + %V A (.’F A-). En la expresion ante-
rior tenemos de manera implicita la condicién inicial, puesto que cuando ¢ — 0 la densidad
de probabilidad se reduce a p(&,&',t — 0) = \%(5 (& — &), indicando que en un inicio el
sistema se encontraba en &’. Aplicando una transformada de Fourier al pardmetro temporal
en la Ec. (5.8)) tenemos

(0+0)p(6.€. )= —=d(6—€)6 (1), (5.8)

(iE+0)p(e.€ )= %6 (€-¢). (5.9)
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A continuacién, aplicamos la metodologia descrita por De Witt para estudio de campos es-

calares [40]. Primero, reescribiremos al término /G que acompaia a la delta de Dirac como
1 1

VG — G1(€)G1 (¢'). Adicionalmente, introducimos la densidad de probabilidad

B(€,€,t)=C1(€)p(&,€,6)GT(¢), (5.10)

con lo cual la ecuacion de Smoluchowski puede expresarse como
(iB+1)p(E €. B)=d(6-¢). (5.11)
en donde se ha introducido el operador H=G10G 1, cuya expresion explicita es,

H=—D, {aAGABaB L G0, (G%GABaBG*%) — B (8A (F4) + iGl(é’AG)F“)} :
(5.12)

Para continuar nuestro andlisis, consideraremos una vecindad N € M centrada en &', de
modo que es posible elegir un conjunto de coordenadas normales de Riemann y* tales que &
coincide con el origen del espacio Euclidiano. Entonces, podemos realizar las aproximacio-
nes

1
Gap(§) = dap + gRACDB(fl) yCyP 4+ .-
GHE) =1~ Ran(€)y" "+ (5.13)
1 1
Gi(§)=1- ERAB(ﬁl)yAyB +--,

en donde R acpp Y Rap son los tensores de Riemann y Ricci asociados a M, respectiva-
mente. Adicionalmente, aprovechamos las coordenadas normales para realizar una expansioén
de Taylor sobre la fuerza generalizada, con lo cual tenemos,

FAHE = (F)(€) + (VsF") ()" + % (VVeF) oy +- . (514

Considerando las aproximaciones anteriores, es posible separar al operador en dos contribu-
ciones H = Hy + Hj, en donde

. D
Hy = Dop? — ?O’R + DBV 4 F4, (5.15)

y puede interpretarse como un ‘“Hamiltoniano libre”, mientras que,

DB
6

. 1 . .
H; =Dyf (VBVAFA - BRBMA) y? (RpaVeF) yPyC +iDoBF pa

‘ . D . D . .
+iDoB (VpF") yPpa + ZTOﬂ (VeVeF) yPypa— ?ORCABD Py ",
(5.16)
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corresponderia con un “Hamiltoniano de interaccion”. En las expresiones anteriores se ha
introducido el “operador momento” p4 = —i0d4 en analogia con la mecénica cudntica.

Ahora, para hallar la solucién para la densidad de probabilidad es necesario identificar 6 (& —

§') = (§]€') y resolver la ecuaci6n a través de p (€, &, F) = (€] K |¢), en donde
K=1 J(IE + H ). Ahora, recurriremos a la teoria de perturbaciones a primer orden, con la
cual aproximamos K = Ko+ KoH;Ko + - - -, en donde el primer término corresponde con
el Hamiltoniano libre y el segundo con el Hamiltoniano de interaccion. Considerando que
&' = 0, la evaluacién del primer término resulta

To (£,0) = (€] Ko |0) = / (jﬂfp / 0P (€1p) (p| Folq) (al€”)
(5.17)
_ d”p a.) eP =
- / o Holp o) €57 = 71(6).

donde o, = — 2R + DBV AFYy Ko(p,o) = 1/(iE 4 Dop? + «), siendo estd tltima
una funcion de energia £y momento p. Mientras que para el término correspondiente a la
primera correccion, se deben evaluar seis cantidades de la forma I; = (§| KoO; K [€'), con
i =1,...,6, en donde los operadores O, son

A 1

O1 = Dy (VBVA-'FA — E'R«BA-'FA) y”,

Do

0, = (RpaVeF) yPy°,
O3 = iDySF P a,

g (5.18)
O4 = iDoB (VF*) yPpa,

~ D R
Os = Z—B (VsVeF) yPyCpa,
N D

OGZ?O’R'CABDP yCyPpP,

y la integral a evaluar es

I (g,g’):/(;l:) /qu Ko (p, ) Z£p<p’0’q> Ko(g, a)e €, (5.19)

La evaluacién de las integrales anteriores no supone un reto (Apéndice [A.T)), los resultados
obtenidos son,

I, (€,0) = 5" (),
T, (£,0) = 802836% (&) +2D6% 75 (€)
Z3(§,0) = —i0aJ2 (€) (5.20)
T, (6,0) = 56°0a7; (€) — 2057 (6).
(57 0) = % [5052 + fBég} -72 (€> + IiaAI2 (€7 0) )
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donde J,, = % aijn 7 . El término I (€,0) se ha omitido, debido a que éste es
nulo [41]. -
En este punto se ha obtenido la solucién 7 (£, 0, F) = 3.7_ I;(€,0) en el espacio de Fourier.

Sin embargo, estamos interesados en conocer una solucion en el dominio temporal, para ello
debemos realizar la transformada inversa,

0o 5
ﬂmm=/f§ﬂ«XM@m> (5.21)
- =0

la cual puede ser evaluada construyendo un problema de contorno y aplicando la férmula inte-
gral de Cauchy (Apéndice . Considerando ademas p (&, &',t) = G1 (&) p (€, €,1) Gi (¢')
obtenemos la solucién

R
\/Ep(g,o,t)zme Do {1470 4 rfeB 4 rflePe 4} (522
0
en donde
(0)_ 1 1 A
77 =(Dot) | R = 5BVAFT,

R Dyt
¥ _b |:GBA (1 + Dyt <E - 5Vc-7:C>) + TO (Rpa+GpaVeag — 16VBVA)] FA,

2Dt
3 = _5 [(1 + Dyt (E - BVA}'A>) ViFeo— 90 RBAVC}'A]

1 R
-3 (1 + Dyt (E — éﬁvcfc)) Ric.

,.p

Un rdpido anlisis muestra que 7(°), Tf;)g y TBCf B¢C son cantidades adimensionales.

La ecuacion describe la evolucién de la densidad de probabilidad de un sistema de
particulas interactuantes. El primer término corresponde con un sistema muy diluido, en el
cual las interacciones de las particulas resultan despreciables, mientras que los términos si-
guientes contienen informacion referente a las interacciones entre las particulas coloidales y
la curvatura de la variedad en la que estds se encuentran constrefiidas.

Una vez conocida la densidad de probabilidad del sistema, es posible calcular los valores
de expectacion para las observables fisicas. Consideremos una observable O(£), entonces su
valor de expectacion viene dado por [4]

wwzﬁfw@@wwa (5.23)

Si consideramos que la fenomenologia se estudia en ventanas temporales cortas, es posible
aproximar el valor de la observable a través de [39]

(O(€)) = (0(€))y (1 +7©) + 757 (£PO(€)),, + The (EPECOE)), + -+ . (5.24)
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Consideremos ahora el desplazamiento geodésico cuadratico medio (s?), con s = /0 pEAEB
al considerar coordenadas normales, asi como el valor de expectacién para la coordenada
(¢P). Notemos que debido a la forma Gaussiana del primer término de la distribucién, se
cumple para los productos impares que <§A1§A2 X -§A2k+1>0 = 0, mientras que para los
productos pares se tiene (£5) = (€P€%) = (€P€9?) = 0, (€4¢P) = 2DotG*P, y
(€4¢B¢%) = 4 (D +2) (Dot)” GAP, con GAP evaluado en el punto inicial £. De modo que
para una aproximacion de orden (Dyt)? se tiene

(s*) = 2D Dyt — ER - QﬁVA}'A] (Dot)* + -+ , (5.25)

en donde al considerar la ausencia de fuerzas, es decir F* = 0, se recupera el resultado para
el desplazamiento cuadratico medio de un particula libre [4]. Por otro, al considerar que no
hay curvatura R = 0y V 4 = 04 con lo que se recupera el resultado para un sistema coloidal
interactuante en el espacio Euclidiano.

Adicionalmente, tenemos

(RBa+ GpaVea—16VEV )| FA

(5.26)
en donde en ausencia de contribuciones geométricas se recupera el resultado bien conocido
() = PBDotF p; adcionalmente tenemos que la expresion (5.26) es exactamente la mis-
ma que la ecuacién (4.9), la cual fue hallada usando la ecuacién de Langevin. Finalmente,
notemos que si se elije una particula arbitraria en M entonces podemos describir su despla-
zamiento geodésico cuadratico medio individual a través de MSD(t) = + (£?).

<§B> = BDotFp+ B (Dot)Q |:GBA <7§ — ﬁVC.'FC) + é

5.3. Reduccion de grados de libertad

Alternativamente al estudio de la dindmica general de la ecuacién de Smoluchowski, es po-
sible obtener una ecuacion de movimiento para la densidad de probabilidad de una sola par-
ticula a partir de una jerarquia de ecuaciones basdndonos en las ideas de Dhont [2] que se
desarrollaron para un conjunto de particulas en R3.

La expresion (5.3)) depende de los grados de libertad de todas las particulas y el tiempo, sin
embargo, es deseable obtener una expresion que s6lo dependa de los grados de libertad de
una particula y el tiempo, para ello consideraremos que la fuerza es derivable de un potencial
de interaccion a pares a través de,

Y = F(m;, ;) = — 97705, 0 (x5, x;). (5.27)

Adicionalmente, consideramos que el potencial es simétrico, esto es ®(x;, ;) = ®(x;, x;).
El origen de esta consideracion es que el potencial depende de la distancia extrinseca, es
decir de la distancia en el espacio Euclidiano en el cual la variedad estd embebida, esto es,
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O(x;, x;) = ©(|X; — X||), en donde X; y X son las funciones de encajamiento para las
posiciones de las ¢-ésima y j-ésima particulas, respectivamente.

En este punto es necesario introducir las densidades de probabilidad reducidas, las cuales
para un variedad Riemanniana vienen dadas por la generalizacion de la Ec. (2.38)),

Pi(X1,y ooy Ty ) = /,/gN_mdmN_m---/\/gNd:L'Np(a:l,...,wm,...,mN,t). (5.28)
Para el caso especifico de una particula tenemos

1
pi(x,t) = /@d$2 e / Vondxy p(xy, ..., xN,t) = Np(mlat)7 (5.29)

mientras que para dos particulas tenemos

po(x1, T2, t) :/\/%dw3-~~/,/gNdwN p(x1, ..., N, )

= pl(wlv t)pl(w% t)g(wla T2, t)a

(5.30)

en donde g(x, x9,t) es la funcién de Van Hove sobre el espacio curvo, la cual contiene la
informacion de la evolucién temporal de la correlacion entre las particulas.

Haciendo uso de las ecuaciones (5.29) y (5.30), procedemos a integrar la expresién (5.3). La
integracion del lado izquierdo resulta trivial,

1
/\/%daa- : '/\/gNd«’BN op(xy,...,xN,t) = Oppr (21, 1) = Natp(mlat)- (5.31)

Para el primer término del lado derecho tenemos

N
/\/gzde-w/,/gNdiBN [DOZAng(a:l,...,a:N,t)] .
i=1

Si tomamos al n-ésimo término de la expresion con la n-ésima integral de la ecuacion anterior,

y expresamos de manera explicita el operador de Laplace-Beltrami, tenemos,
1 « (03 (6]
/ VIndxy {—%(\/gzvg]vﬁaﬁp)} = / VINAZ NV o NOp = jl{ dsnOyp =0,
Q VIN Q o0
en donde hemos hecho uso del teorema de Stokes y considerado la conservacion de la proba-

bilidad, esto se traduce en que no hay particulas abandonando la region de interés. Teniendo
en cuenta que existen /V — 1 términos idénticos al anterior y todos ellos son nulos, obtenemos

N
/\/gzdwz“'/\/gNdiUN [DOZAWP :/\/92d$2"'/\/gNdwN DOAngl(wlat)
i=1

D
= DoAy1p1(xy,t) = WOAg,lp<mla t).
(5.32)
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Solo nos resta integrar el segundo término en el lado derecho de (5.3)), para el cual tenemos

1 N N
I=z / Vgadas - / Vandey DY Ve [97°05.®(i, 2;)p)

i=1 j#i

:%/@dmg/\/g_]vdaz]v {Zva’l [gaﬁa@l@(a:l,:vj)p}
j=2

N N
+ 575 Vi [07905,® (2, 2;)p) } .

i=2 jAi

Si para el segundo término en la integral consideramos la corriente

N
JE=>000(x, @))p,
JF
como el flujo de particulas debido a las interacciones, la aplicacién del teorema de Stokes y

la conservacién de la probabilidad conducen a que este término es nulo de modo que sélo
tenemos

1
I= E/\/g_Qd:ng - -/\/gNd:I:N val [9°7 05, @ (21, ;)p] -
j=2
Si tomamos el k-ésimo término en la expresion anterior, tenemos

1
[k: Eva’l/@d.CEQH'/\/g_kdwk"'/\/gNdngaﬁag,ch)(wl,wk)p

1
= Zva,lf\/g_kdwk gaﬁaﬂ,lq)(wlawk)pZ(wlamkat)

1
= Zva,l {M(wl,t)/\/ﬁdwk ga'gam@(wl,wk)p1(wk,t)g($17wk7t)} :

Debido a que la expresion anterior integra sobre todos los posibles valores de xj, tenemos
N — 1 términos idénticos, por lo cual si renombramos como «’ a las variables de integracion
tenemos
(V-1
N2¢

I = Vai {pl(azl,t)/\/g_kdmk ga58571¢(m1,a:’)pl(ac’,t)g(acl,a:’,t)] . (5.33)

Considerando los resultados de (5.31),(5.32) y (5.33)), y renombrando la variable x; como x,
tenemos que la ecuacién de Smoluchowski (5.3]) queda expresada en términos de los grados
de libertad de s6lo una particula y el tiempo,

(NN_C 1) V., |:p(g[;’ t) / \/Eda:’gw@ﬁ@(ma iL‘/)p(ZB/, t)g(w, CB,, t):| ’

(5.34)

op(x,t) =DoAyp(x,t) +
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En la expresion anterior podemos identificar facilmente al primer término del lado derecho
como una contribucién entrépica al movimiento de las particulas coloidales, esto es, una
contribucion emergente del comportamiento colectivo del solvente sobre la variedad; si con-
sideramos que no hay potencial de interaccion entre las particulas, se obtiene la expresion
para la difusion de una particula libre, la cual fue ampliamente estudiada en la referencia [4]].
El segundo término del lado derecho en (5.34) puede identificarse como una contribucién
energética a la dindmica de las particulas coloidales, debido a su dependencia con el poten-
cial de interaccién. Sumadas a las contribuciones entrépicas y energéticas, los operadores
diferenciales e integrales involucrados contienen los efectos de la geometria en la dindmica.
Notemos, ademds, que si existe modo de conocer a priori la funcién de Van Hove g(x, x', t)
a través de experimentos o simulaciones moleculares, entonces la integral que la contiene
puede calcularse facilmente con ayuda de métodos numéricos. Debido a la gran posibilidad
de aplicaciones y la clara identificacién de sus términos, la Ec. [5.34] constituye uno de los
resultados mds importantes de este trabajo de tesis.

5.4. Difusion en superficies

Si nos restringimos al estudio de sistemas confinados a superficies, entonces tendremos un
conjunto de 2 X N ecuaciones diferenciales estocdsticas de Stratonovich,

[0 1 [e3 [}
dzd = ZZ Fgdt + /2Does 4 dW; a(t),
JFi
en donde el proceso de Wiener para cada particula dW;(t) tiene tres componentes
AW (t) = (dWia(t), dWia(t), dW; 5(t))

de modo que el proceso de Wiener del sistema cumple que dim[dW (¢)] = 3N x 1. Mientras
que los elementos del operador de proyeccién, P = diag(ef ;, €% o, -, €% y ), tienen la forma
11 1

1
e e (& e
a 1 2 3
€y = €1 €y €3] = .
A {621 [ } e? e3 el

Dado que la expresion covariante de la ecuacion de Smoluchowski no depende de la dimen-
sién del sistema, en este caso serfa igual a la Ec. (5.3)), esto es,

N 1 N N
O = Dy Z Ag,ip - Z Z Z Vi (FEP) .
i=1 i=1 ji

Lo mismo sucede para la ecuacién de una particula, por la cual tenemos

(NN—C )va [p(w,t) / \/?dwlgaﬁaﬁq)(w,wl)p(wl,t)g(w,w’,t)}
(5.35)

8tp(£1:, t) = DoAgp(a:, t)"‘

La situacion descrita en la lineas anteriores es representada en la Fig.
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Figura 5.3: Particulas coloidales sobre una superficie M de dimensién 2 embebida en R3. La
base del espacio tangente de Ml consta de dos vectores, las particulas interactian entre si a
través de la fuerza F;;. La ilustracién corresponde con la Ec. (5.35)

5.4.1. Presion en un sistema bidimensional Euclidiano

A continuacidn, deduciremos una expresion para relacionar la presion de un sistema coloidal
en R? con su funcién de distribucion radial g(r) basados en el texto de McQuarrie [30]. De
la teoria de ensambles, sabemos que para un sistema la presion puede expresarse como

dlnQ(N, A, T))
N,T

(5.36)

P:kBT( oA

donde Q(N, A, T) es la funcién de particion para el ensamble canénico y A es el drea del
sistema.

Ahora, la funcién de particidn se relaciona la integral configuracional,
Iy = / dry ... drye U0 (5.37)

donde U(r) es el potencial de interaccidn, a través de

ZN

Q:W7

(5.38)

donde A = /h?/mkgT eslalongitud de onda térmica.

Entonces la presién puede expresarse como

P Oln ZN 1 aZN
_ L il 5.3
kgT < 0A )N,T ZN ( 0A )N,T -39
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Podemos expresar la integral configuracional como

Al/2 Al/2
Zn — / / e U dpydy, - - - dadyy (5.40)
0 0

si hacemos el cambio de variable z; = A2z} y derivamos respecto al drea tenemos

82]\[ 1 1
(—) =NANT! / dx'dy - - / day dyye ™Y
aA N,T 0 0

. . (5.41)
N / d /d / / d / dyl ae_ﬁU
+A xydyy - - x —_—
0 1 1 0 NYIN aA
Considerando que se trata de un potencial de interaccion a pares tenemos
U= Y ory), (5.42)
1<i<j<N
con rij = (@i — x;)* + (y; — ;)*]"/? = AV2[(2] — @) + (] — y;)*]'/2. Asi
7 1 1
92y =NAN! / dzydy; - - - / da'ydye Y
(5.43)

BAN ' rg. ' / / dqb Tij —
_ﬁ/ dxldyl---/ dz'ydyy Z ge Y,
0 0

— drij
1<i<j<N

Cambiando a las variables originales e identificando a la densidad de particulas como p =
N/A, tenemos

0Z N 1 do(rij) s
N pzy - 2O -pU. 44
(aA )N,T PEN = 9 AkyT / dro-drx dri; © 49

1<i<j<N

Ahora consideremos que una densidad de probabilidad reducida puede expresarse como

1

= _— / drpq1---drye PV (5.45)
Zn

P.(ry,...,rN)

las cuales a su vez pueden relacionarse con la densidad de particulas a través de

N!
Pu(T1, ..., TN) = mpn(rl,-'wﬁv)- (5.46)

Finalmente, recordemos que la densidad de n particulas puede expresarse como el producto
de n densidades para una particula y una funcién de correlacién de g,, de orden n, es decir

Pn(re, . rn) = p"gn(re, ..., TN) (5.47)
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Considerando lo anterior, tenemos

InZ N(N -1 1 1
(8 - N> =p— ( ) /drldrg—di(rw)e_w {— /d'rg 2 -drNe_ﬁU}
N, T

0A 2 2AkpT T2 ZN
N(N -1 1 do(r
- > ) 2AkpT / drldrz%eﬁUP2<rl’r2)
2
B p do(ri2)
=p 4AkBT /dTldTg dri 9(7‘1, 7'2)

(5.48)

Cambiando la variable de integracion por el vector distancia e integrando la variable libre
restante finalmente obtenemos que la presion viene dada por

do(r)
dr

1
P=kgTp—~p* / drr q(r). (5.49)

4

La relacién obtenida en la Ec. (5.49) serd usada mds adelante para generalizar el concepto de
presion sobre una variedad.

5.4.2. Aproximaciones para potenciales de corto alcance

Una de las principales motivaciones para la obtencién de la Ec. (5.35)) es que su andloga en
el caso Euclidiano permite expresar observable macroscopicas en términos de la densidad de
una particula [42]. Siguiendo estas ideas, definimos

(N -1)

@) = NpoT

p(x,t) / Vod' g0 (x, 2 )p(x' t)g(x, 2 t), (5.50)
con lo cual la ecuacién de Smoluchowski puede escribirse como

Qip(,t) = DoValg* dsp(a, t) + 5% (2, ). (5.51)

Para continuar con el desarrollo, consideraremos que estamos trabajando con sistemas de
particulas cuyo potencial de interaccidn es de corto alcance, es decir, que existe un radio de
corte . después del cual el valor del potencial es practicamente nulo. Esta consideracion a
su vez nos permite tomar una region en la superficie, U C M, alrededor del punto @, en la
cual es posible unir a cualquier punto ' € U con « a través de una sola geodésica.

Si ahora consideramos ' = x(7) y * = /(7 = 0), en donde 7 es un pardmetro afin,
entonces es posible expandir a la densidad p(«', t) a través de una serie de Taylor covariante
[27]. Asi
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Para la expresion en coordenadas de la derivada respecto a 7 tenemos,

d[ | = dx'
dr - dr

Val [=i"Vao[ ],

7=0

mientras que la derivada de la funcién de Synge [28] puede expresarse como

’ dl’la
a / o
oY (x',x)="1 |,
Con lo cual obtenemos
p(x'(1),t) = p(x, t) + aa'(w’, x)0up(x,t), (5.52)

en donde hemos considerado V¢ = 0,¢.

Ahora, tenemos que la densidad evoluciona més lento que la parte correspondiente a distan-
cias pequefas en la funcion de Van Hove, ésta dltima puede ser tomada como su valor de
equilibrio para regiones entre x y «’ [42]], es decir

1
g(x, ' t) = ¢°(x,x') = ¢°(a, x), a la concentracién p = p (5(.’13 + '), t)

donde hemos aproximado a la densidad intermedia entre  y ' como la densidad en el
punto intermedio de la distancia extrinseca entre ambos puntos. Consideramos que esta es una
buena aproximacion, ya que el desarrollo en serie del resto de los términos se estd truncando
a primer orden. Adicionalmente, al trabajar en U C M podemos considerar que la curvatura
no es muy grande por lo cual la diferencia entre el punto intermedio de la geodésica que une
x y ' y el punto intermedio entre su distancia extrinseca no serd muy grande.

Si consideramos que estamos trabajando en una vecindad tal que las distancias geodésicas
no exceden el radio de corte R, se tiene que a esta escala de longitud el sistema no es total-
mente homogéneo, por lo que deben existir diferencias entre las densidades p (%(:v + '), t)
y p(x,t), las cuales serdn lo suficientemente pequefias para poder aproximar a la funcién de
distribucion a pares a través de una serie de Taylor en términos de la densidad,

€ € a € 1
g q(m’wl)|p=p(%(m+m’),t) =9 q<m7m,)|p:p(w,t)+a_pg U, &) p=p(at) {p (5(33 + m/>»t) - p(a:,t)]

Para expresar la densidad intermedia entre  y @’ en términos de p(x,t) recurrimos a una
expansion de Taylor covariante,

p (%(m +a), t) — p(a,t) + o <%(w + ), a:) Dup(,1).

Para la derivada de la funcién de Synge tenemos

1 da'™

2T dr

o 1 ’ . 1 da:/a
o <§(w+w),w)—§(0+7) -

=0
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—p (%(m + '), t) —plx,t) = %aa/(az’, x)0up(x,t).

De donde finalmente tenemos

1 0g*? "o
g(x, ' t) = g°(x, x') + 5%0“ (', 2)0up(x, t) (5.53)
Retomando la expresién (5.50) y sustituyendo en ella las expansiones (5.52) y (5.53) obtene-
mos,

w.t) = (@) [Vada! 002 ol t) + ol )

eq ’
" [g%,m') ¥ EMUV'@/,MP@,Q} '

En donde, tras realizar los productos y considerar que las primeras derivadas de las funciones

! . z
de Synge, o (', x) y o*(a’, x), son proporcionales a los vectores tangentes a la geodésica
en los puntos «’ y &, obtenemos,

N -1 d 1
) = -G Pt s 3R [ Vit ey e )o@ )
(N=1) )
Ve (7@ 0+ 0@ )]
(5.54)
donde

C(l)(:n,t) = pQ(m,t)/\/?dw’gaﬂaﬁ(b(m,w')geq(w,w’),

1 a €q ! / !
C(x,t) = §p(m,t)aﬂp(w, t)0,p(x,t) / Vg'de' g0 ® (, w’)%a“ (', x)o” (2, x),
Pz,
son contribuciones adicionales que no aparecen en el caso Euclidiano [42] y son resultado de
las caracteristicas geométricas de la variedad.

Retomando el resultado anterior tenemos que la presion de un sistema termodindmico bidi-
mensional se relaciona con observables estadisticas a través de

1 dd(r)
P =knoTop— =p2 bt WA ]
kgTp 4/) /drr I g(r)

Entonces, por analogia tenemos que al introducir un tensor de presion P** y considerar que la
suma de los elementos de su traza deben coincidir con el valor escalar de la presion, tenemos
que la ecuacién (5.54) puede reescribirse como
@ (N — 1) «
0 (x,t) = — N9 POsp(, 1)
(N = 1)8 [dP*(p(=,1))
N dp(z,t)

Oup(x,t) + CY(z,t) + CP(x, 1)
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Con lo cual la ecuacién de Smoluchowski resultante es

1
Oup(e.0) DoV, { o Dapla 1)

(N = 1)8 [dP(p(a,))
TN [ dplx,1)

(5.55)

Ouol@, )+ CV(a.0)+ (e |

En estd ultima expresion el nimero de particulas juega un papel importante, debido a que al
trabajar con variedades cerradas s6lo es posible colocar un nimero finito de particulas coloi-
dales en ella. Sin embargo, si se considera que se pudieran tener N > 1 se tendria 1 /N — 0,
mientras que (N — 1)/N — 1 tal y como ocurre para suspensiones de muchas particulas en
el caso abierto. Si adicionalmente consideramos que el espacio es plano, el tensor métrico
resultaria en una delta de Kronecker y la derivada covariante V, seria reemplazada por una
derivada parcial, debido a que los simbolos de Christoffel para el espacio Euclidiano son nu-
los. Entonces, bajo estas consideraciones, los términos C!)(x,t) y 0(2)(:1:, t) resultan nulos
gracias a la simetria del sistema, con lo que se recupera el resultado para el caso Euclidiano
[42].



Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas

Las expresiones presentadas en el Capitulo 5 de este trabajo constituyen el punto de partida
para una nueva metodologia en la descripcidn de procesos difusivos de particulas interactuan-
tes en variedades con curvatura. Podemos destacar los siguientes puntos:

= [as expresiones obtenidas hacen evidentes los efectos de la curvatura en la dindmica
de los sistemas coloidales y su acoplamiento con las interacciones.

= Para sistemas a muy baja concentracion se recuperan los resultados conocidos para
difusién de particulas libres.

= Las expresiones covariantes son vélidas en cualquier geometria, incluso para el caso
plano, en este ultimo se recuperan los resultados de la formulacién clésica de la Mecé-
nica Estadistica en el caso Euclidiano.

» La ecuacion (5.55)) permite relacionar una observable termodindmica con el comporta-
miento microscopico del sistema, en el cual se incluyen las contribuciones geométricas.

Asi, este trabajo de Tesis, permiti6 la construccion de un modelo general para la dindmica de
objetos mesoscdpicos constrefiidos a un espacio curvo.

Entre los posibles desarrollos a futuro, se planea el desarrollo de un método de Monte Carlo
extendido, basado en la funcién de densidad del sistema, Ec. (5.22)). Los métodos de simula-
cién basados en Monte Carlo tipicamente son mds rapidos que aquellos basados en dindmica
Browniana, de modo que si dicho método llegara a desarrollarse este resultaria preferible a
la modificacion del algoritmo de Ermak-McCammon [19] para el célculo de ciertas observa-
bles. Adicionalmente, la forma compacta de la ecuacion de Smoluchowski permite una
descripcion de la dindmica del sistema a partir de integrales de camino de Feynmann, como
se realizé en la referencia [43]]. Por otro lado, una implementacion adecuada del Kernel del
calor puede aprovecharse para el estudio de la dindmica a tiempo largos [27]].

Si ahora consideramos la ecuacién para la densidad de probabilidad de una particula (5.34),
estd puede ser analizada a partir de la teoria de ecuaciones integrales. Si se conoce la fun-
cién de van Hove g(x,2’,t) para un sistema, se espera que la ecuacién en cuestién pueda
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ser resuelta de un modo autoconsistente, como se ha hecho previamente para ecuaionez de
Langevin generalizadas [44]]. Ademads, también es posible realizar un andlisis de casos limites
en diversas geometrias gracias a la formulacion covariante de las expresiones.

Ademds, se prevé que la ecuacion (5.55) sea el punto de partida para el estudio de la sepa-
racion espinodal tal y como ocurre en el caso plano [2]. Para el estudio de este fenémeno se
propone el uso de las coordenadas normales de Riemann, las cuales como se mostr6 en el
Capitulo 5 (5.22), permiten la identificacion de las contribuciones de cardcter geométrico a
partir de desarrollos en serie.

Finalmente, la resolucién de la Ec. (5.34), ademds de brindar la evolucién de la densidad
de probabilidad de un sistema coloidal en una variedad, permitiria el cdlculo de observables
dindmicas, entre las que podemos mencionar al desplazamiento geodésico cuadratico medio
o la funcién de dispersion intermedia.



Apéndice A

Calculos referentes a la dinamica a
tiempos cortos

A.1. Evaluacion del Hamiltoniano de interaccion

La evaluacion del Hamiltoniano de interaccién, Ec. (5.16)), se realiza empleando la teorfa de
perturbaciones estandar de la mecédnica cudntica. Para ello es necesario la resolucion de las
integrales (5.19). A continuacién se presentan los cdlculos involucrados en este proceso.

Comencemos considerando los operadores a evaluar

N 1

O1 = Dofs (VBVAFA - ERBAF*) v
A D
O, = %ﬁ (RpaVeF") yPy°,
@3 = iDOﬂfAﬁ/b
Oy =iDyf (VsF*) yPpa,

N D, A
Os = ZTOB (VeVeF") yPyCpa,
@ _ &R ~A C DB

6 — 3 CABDP Y Y D,

los cuales dan origen a integrales de la forma
I N — dp dPa K. i&p O, K, —i¢'-q
2(€7€> - D q 0<p,a*)6 p i|d O(Qaa*)e .
(2m)
donde ov, = —20R + DBV AF y Ko(p,a) = 1/(iE + Dop? + ).

Ahora, recordemos que la representacion del operador posicion en el espacio de momentos
viene dada a través de

0
(ply” |q) = i@&p, q), (A.1)
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donde 0(p, q) es la delta de Dirac. Por otro lado, la representacién del operador momento
resulta trivial,

(p|p” |la) = ¢"4(p. q). (A.2)

Si consideremos & = 0, entonces la primera integral resulta

_ Il (57 O)
DoB (VVaF* — iR F4)

=i f T [ 4 Ko ) 2 L, @) ol )
(2m)"? T dqp o

Il <€> 0)

. de i 0
= Z/WKO (p, a*)egpa]TBKo (p, o),

integrando por partes y eliminando términos a la frontera, tenemos

D
11(€,0) = _i/%KO (p, o) % (Ko (p, o) €%7P)

(2m)” Opp
dP - , dP o O
= _gB pDKg (p) Oé*) ez&p —1 pDKO (pa a*>€Z£p_K0 (p7 OK*),
(o) (o) Ovs

notamos que el segundo término es el negativo de Z;, de modo que

1 dP ,
7:(&,0) = 553/ WfDKS (p, ou.) €67 (A.3)

(2

Finalmente, si retomamos la funcién

() = / (;lT)iKom 0,) 667 = To(£,0).

la cual fue introducida en Capitulo 5. Y ademas, identificamos que

N aK0<p7 Oé)

Kg (p,Oé*>: aa

podemos expresar a la Ec. (A.3) como

9J1(€)

7,(6,0) = — 6" 0

(A4)

=0
Para el segundo operador, se tiene

I,(&,0) / dPp €. 02
— _ Ko (p, o) &P
% ('RBAVC.'FA) (27T)D (P )€ OppOpc

12(570) - KO(p7 Oé*), (AS)
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integrando por partes y despreciando términos no nulos,

D
T,(€,0) = / D0y (pra)es) a%wp,a*)

(2m)” Opp
dPp ( e O g ) 0
— i&p i&-p
= e~P— Koy(p, a.) + Ko(p, o e Ko(p, o).
/ (2m)” Ipp o(p: ) + Kolp )0193 dpc ol )
Notemos que podemos expresar
0 2D0p“ 2
— K L) = — = —2Dgp" K{(p, v
oo, o(p; ) GE + Dop? + v, )2 P K (p, ov)

con lo cual podemos expresar la Ec. (A.5)) como

dP L 0 ..
T,(€,0) = / = (4D3poCK§<p, )P — 2D4pC K3(p, a*)%em>

(2m)"
_ B aC dp 4 i&p BC dp 3 i&p
= 8Dy0" 0 5Ky (p, a,)e’sP 42Dy 5 K5 (p, o )e (A.6)
(2m) (2m)
1 *7(¢) —1 J1(€)
= 8Dy0P0% | = 2D0P¢ | —
8Dy0"0 [2 PBa |, 2l 6 Ja |,
Para la tercera integral, tras realizar la integral que involucra a la delta de Dirac, tenemos
13(£,0) / d"p 2 ié-
T(€,0) = L — K2 (p, ) €Pp,y. A7
3(£ ) iDoﬁfA (271_)@ 0(]9 ) pa ( )

Teniendo en cuenta que
8A€Z£'p = ipAezepa
podemos expresar la Ec. (A.7)) como

071 (€)

13(57 0) = ZaA Do

(A.8)

aA=0x

Resolvamos ahora la integral correspondiente con O,

L&) = 5 (v _Z/ anp oo

[ 4% iep (5B 0
= Z/ DKO (p, o) e 64 Ko(p, o) + pas—Ko(p, o)
(2m) dps

(paKo(p, au))

dP . dP » 0
= 6% / #Ké (p, ) €67 — 0, / (%fp Ko (p,ou) €7 5 Fop. )
9J1(€) i, 5 0J1(8)
oo |\q. * 28A€ O
07,(€) o5 OT1(E)

_l.p ?
_2§aA Oa 274 da

= —i%

=0

‘ A=0x =0l

(A.9)
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Por otro lado, para la quinta integral se tiene

I5(€,0) [ dPp ep O
0= iDE (Vs VeFA) / anp o P e (PaKo(pya))
:—/LK ( @)eiﬁ'P((sCiK (p, ) + 0% 5 9 g (p, a)
(27T)D 0 \D, O AapB 0 \D, O Aa 0 \P, O

2

0
K y s )
Oppdpc " (e ))

identificando que los términos involucrados son similares a Z; y Z,, tenemos

+pa

0 0
Z5(§,0) = (5A§ jlo(f) +05¢C % +204Z5(8, 0)) (A.10)
Finalmente, para la sexta integral tenemos
15(€,0) /de it-p, A 0 B
76(£,0) =———=— | —=Ko(p,a.)e"? Ko(p,ay)), (A.11
6(£,0) D Renn ) o (p, o) €5Pp e (PP Ko(p, ), (A1)

st desarrollamos el término que involucra a los operadores en el integrando, obtenemos

32
p? (p"Ko(p, cw)) = K1 (6"Ppp® + 65ppP + 6“Ppp”) + Kop™pPp©pP,
dpcOpp
en donde hemos utilizado las funciones K1 = —2DyK3 y K, = 8D3K3. Ahora, notemos

que el resultado serd un tensor simétrico respecto a los indices B y D, mientras que el tensor
de Riemann involucrado en /4(&, 0) es antisimétrico respecto a éstos indices, de modo que la
contribucién de I es nula.

Si introducimos las funciones

B (_1)7171 anfl
To= s (A.12)
los resultados pueden expresarse como
7,(§,0) = ——5 Iz (€)
T, (€,0) = 8D20%9° 7, (€) + 2Dd"° T3 (£)
T, (£,0) = —i0aTa (). (A13)
Ti(,0) = —fBaAjz (&) ~ 557 (©).
75 (&,0) = 5 [§C5A + fBéﬂ J2 (&) +1i04Z> (€,0),
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A.2. Transformada de Fourier inversa de la densidad de
probabilidad

La resolucion de la densidad de probabilidad a través de teoria de perturbaciiones conduce a

la solucion
5

p(&0,E)=> L(£0,E) (A.14)

=0
en donde hemos expresado explicitamente la dependencia /; respecto de la energia.

La solucién anterior se encuentra en el espacio de Fourier, de modo que para obtener la
solucion en el dominio temporal es necesario realizar la transformada inversa

00 5
p(€,0,t) = / %em (Z I; (€,0, E)) : (A.15)
o0 =0

Cada uno de los términos involucrados en p(&, 0, t) puede ser evaluado promoviendo F a una
variable compleja 2z, de modo que es posible emplear la férmula integral de Cauchy [45] al
identificar que las integrales son del tipo

dz e* At
— =e F.16
L 2miz+ A c (E16)

donde ~y es semicirculo orientado en sentido horario en la mitad izquierda del plano complejo
encerrando al polo zy = —A (Fig. [F.).

Im(z)

Figura F.1: Contorno de integracién empleado en la Ec. (F-16).
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Calculemos la contribucion debida a Iy(&, 0),

_ CdE | d®’p . 1
p0(5707t):/ eEt/ Deép- D) D A
o 27 (2m) iE + Dop? — 2R + DoV 4 F

D
_ Jerippvari [ AP _pyrviep
(2m)P
&2 R A
— 1 e*WOﬁDot(?*ﬁVAI)

(47 Dot)P/?

en donde hemos usado la expresion (2.3.1)). El resto de términos en la integral se resuelven
de manera andloga al caso anterior.
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