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Resumen

Esta tesis presenta diversas simulaciones de trayectorias lineales y curviĺıneas

trazadas por un brazo robótico industrial, implementadas en una plataforma

de desarrollo de software con aplicaciones de diseño y simulación de manipu-

ladores seriales. El mayor desaf́ıo que se desea realizar con el manipulador

articulado (6R), es que éste pueda desplazarse fácilmente en una trayecto-

ria curviĺınea en el espacio tridimensional, con una planificación adecuada

de dicha trayectoria es posible realizar tareas industriales con este requeri-

miento. Debido a esta necesidad se aplica un método matemático para la

planeación de trayectorias curviĺıneas en un espacio tridimensional conocidas

como Splines.

Las simulaciones gráficas de aplicaciones industriales en un entorno vir-

tual permiten prever problemas y optimizar acciones adicionales a las ya

planeadas. El entorno virtual utilizado para la simulación de las diver-

sas aplicaciones es la plataforma ADEFID, dicha plataforma muestra el fun-

cionamiento y ejecución de múltiples algoritmos de control para que el brazo

robótico siga la trayectoria definida en una tarea industrial asignada.
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2.5.4 Manipulador ciĺındrico (RPP). . . . . . . . . . . . . . 20

2.5.5 Manipulador cartesiano (PPP). . . . . . . . . . . . . . 21
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4.5.1 Cinemática directa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
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6.1 Aplicación de corte de un automóvil. . . . . . . . . . . . . . . 140

6.2 Robots ensamblando y soldando en una ĺınea de producción
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

1.1 Robótica en la Industria.

La robótica está involucrada en el estudio de aquellas máquinas que pueden

asistir a los seres humanos en la ejecución de alguna tarea, en lo que respecta

tanto a la actividad f́ısica y la toma de decisiones. Dichas máquinas han

generado gran aceptación en el medio industrial gracias a su capacidad de

llevar a cabo gran número de tareas con rapidez y precisión, además de

adaptarse a diversas situaciones con sólo modificar el algoritmo que comanda

los movimientos de la máquina [1].

También la Robótica la definen como: “La ciencia que estudia los robots

como sistemas que operan en algún entorno real, estableciendo algún tipo

de conexión inteligente entre percepción y acción”.

De acuerdo al Robot Institute of America, que se transformó después en

la Robot Industries Association (RIA), define robot como:

Un manipulador reprogramable multifuncional, diseñado para

mover material, partes, herramientas o dispositivos especializa-

dos mediante movimientos programados variables para la eje-

cución de tareas diversas [2].

Las caracteŕısticas importantes que aparecen en esta definición y que

distinguen a un robot de otros dispositivos manipuladores, como máquinas

automatizadas o similares, son la multifuncionalidad, es decir, el robot debe

ser lo suficientemente versátil como para ejecutar tareas diversas, no previs-

tas a priori por su diseñador, y la programabilidad, esto es, la capacidad de

cambiar de una tarea a otra sin más que cambiar el programa (la secuencia

de instrucciones) que debe ejecutar.

En la actualidad se está viviendo una etapa en el que casi cualquier

forma de trabajo f́ısico que el ser humano desarrolla se puede replicar de

forma más rápida, con mayor precisión, más económica y más consistente

por medio del uso de robots y mecanismos controlados por un sistema com-

putarizado. Muchos puestos de trabajo altamente capacitados están com-

pletamente automatizados. Los trabajos de manufactura tales como fresado

de metales, torneado, soldadura (ver Fig. 1.1) y ensamble ahora se llevan a

cabo con más facilidad, más económica y más rápido utilizando máquinas
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Figura 1.1: Robot industrial aplicando soldadura por arco [3].

de control numérico y robots industriales controlados por el uso fácil de soft-

ware de CAD / CAM 3D. Los diseños para los componentes mecánicos se

pueden crear de forma rápida en una pantalla de ordenador y convertirlos en

un mundo real a prototipos de material sólido en menos de una hora, aho-

rrando aśı una gran cantidad de tiempo y costoso material que normalmente

se desperdicia debido a un error humano.

Los robots industriales y máquinas están siendo utilizados para ensam-

blar, fabricar o pintar la mayoŕıa de los productos de uso diario tales como

placas madre para computadoras y periféricos de hardware, automóviles y

todo tipo de electrodomésticos útiles que se encuentran en un hogar mo-

derno. En el siglo XXI, los ingenieros han dominado casi todas las formas

de control de movimiento y han demostrado que los robots y las máquinas

pueden realizar casi cualquier trabajo que se considera demasiado pesado,

agotador, aburrido o peligroso y dañino para los seres humanos.

1.2 Aplicaciones industriales en la robótica.

La versatilidad de mejora que diferencia entre un robot y una máquina-

herramienta de control numérico llega a tener mucho peso en la industria, ya

que con el efector final (EF) del robot se pueden integrar diferentes tipos de

herramientas para realizar múltiples tareas en algún proceso de producción,

aśı como manipular dentro de un gran espacio de trabajo. Los robots in-
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dustriales presentan tres capacidades fundamentales que los hacen útiles

en un proceso de fabricación: manipulación de materiales, manufactura, y

medición [2].

En un proceso de fabricación, cada objeto tiene que ser transferido de

un lugar de la fábrica a otro con el fin de ser almacenado, maquinado,

ensamblado y empaquetado. Durante la transferencia, las caracteŕısticas

f́ısicas del objeto no sufren ninguna alteración.

La capacidad del robot para recoger un objeto, moverlo en un espacio

con rutas predefinidas y dejarlo en algún contenedor hace que el robot en śı

mismo sea candidato ideal para las aplicaciones de manejo de materiales o

manipulación de materiales (ver Fig. 1.2). Las aplicaciones t́ıpicas de

la manipulación de materiales incluyen:

• Paletización (Colocación de las mercanćıas sobre paletas de forma au-

tomática y ordenada).

• Carga y descarga de bodegas y/o almacenes.

• Clasificación de materiales.

• Recoger y Colocar (Pick-and-Place).

• Empaquetado.

Figura 1.2: Robots con aplicaciones de manipulación de materiales [4].
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El proceso de manufactura consiste en transformar materiales a partir

de una materia prima en productos terminados; durante el proceso, el mate-

rial cambia sus propias caracteŕısticas f́ısicas como resultado del maquinado

o su diseño como resultado del ensamble con otras piezas, como se muestra

en la Fig. 1.3. La capacidad del robot para manipular los objetos y he-

rramientas lo hacen apto para ser empleado en muchas áreas de fabricación.

Las aplicaciones comunes en el área de manufactura son:

• Soldadura por arco, soldadura por puntos.

• Recubrimiento de material y pintura.

• Sellado y adición de pegamento.

• Corte por láser y chorro de agua a presiones altas.

• Maquinado y Fresado.

• Acabados con pulido y desbardado.

• Atornillado, cableado y sujeción de equipos especializados.

• Ensamble de material mecánico y eléctrico.

• Ensamble de placas electrónicas.

Figura 1.3: Complejo industrial con producción automatizada [5].
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Además del manejo y manipulado de material, en un proceso de manufac-

tura es necesario realizar mediciones para comprobar la calidad del producto.

La capacidad robótica de moverse y explorar en un espacio tridimensional,

aunado a la capacidad de medición, hace un equipo robótico muy útil en

la industria, como el que se muestra en la Fig. 1.4. Las aplicaciones t́ıpicas

incluyen:

• Inspección de superficies.

• Detección de contorno del objeto.

• Detección de imperfecciones de fabricación.

Figura 1.4: Robot cartesiano con aplicaciones de medición [6].

Las aplicaciones enlistadas anteriormente describen el empleo actual de

los robots como componentes de sistemas de automatización industrial. Y

dada la necesidad de cubrir ciertas áreas en la industria manufacturera y la

automotriz, se presenta un sistema virtual en el que el robot pueda simular

aplicaciones y tareas industriales, en las que estén involucradas trayectorias

curviĺıneas y continuas.
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1.3 Justificación.

Hoy en d́ıa las marcas ĺıderes en manipuladores industriales, como es el

caso de Fanuc, ABB, Mitsubishi, Kuka, Kawasaki, por mencionar algunas,

proveen de software de simulación como se muestra en las figuras 1.5 y

1.6. Sin embargo, éstos están enfocados a sus propios productos, además

los costos y mantenimiento de las licencias son elevados y sólo se justifica

su compra cuando la empresa que los adquiere tiene grandes volúmenes

de producción. Gracias a la flexibilidad de la plataforma desarrollada en

ADEFID, se cuenta con un producto en el que es posible simular cualquier

arquitectura de manipuladores seriales.

Figura 1.5: Simulador de ABB RobotStudio [7].

Figura 1.6: Simulador Kawasaki K-ROSET [8].
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En la industria existen varias aplicaciones con el fin de lograr producción

rápida, de calidad y de alta precisión. En las operaciones de pick-and-place,

tales como la manipulación de pieza, montaje, paletización, etc., el efector

final del manipulador tiene que viajar entre dos puntos espećıficos en el área

de trabajo y el camino que se necesita en el medio no es una preocupación.

En aplicaciones de seguimiento de trayectoria tales como soldadura, corte,

pintura, etc. [9], el efector final tiene que seguir una trayectoria espećıfica en

un espacio tridimensional, ya sea por una función paramétrica curva o una

secuencia de puntos establecidos para que generen una trayectoria continua,

manteniendo al mismo tiempo la velocidad nominal tanto como sea posible.

En este último caso, la planificación de la trayectoria puede ser compleja

cuando hay limitaciones en la velocidad del efector final, la aceleración de

articulación, y el error de trayectoria.

Una de las industrias que ha crecido grandemente gracias a la robótica,

es la industria automotriz (ver Fig. 1.7). La gran producción en serie de los

autos ha requerido la automatización. A mayor demanda de producción, es

necesaria la simulación de diversas aplicaciones industriales con algoritmos

de control en la manipulación de robots industriales que hagan tareas de

planificación de trayectorias continuas de alta precisión, calidad y rapidez.

Figura 1.7: Industria automotriz en la actualidad [10].
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Dada la necesidad de cubrir ciertas áreas en la industria automotriz y

manufacturera, la justificación de este proyecto es desarrollar un sistema en

el que el robot pueda simular aplicaciones y tareas industriales (ver Fig. 1.8),

en las que estén involucradas trayectorias lineales y trayectorias curviĺıneas

continuas [11].

Figura 1.8: Software de simulación de V-REP [12].

1.4 Objetivos.

1.4.1 Objetivo general.

Crear un algoritmo y simulaciones de los Manipuladores Antropomórficos

o Articulados (6R), que puedan desplazarse fácilmente en una trayectoria

continua en el espacio tridimensional cartesiano, con aplicaciones en la ma-

nipulación industrial, tales como: soldadura, pintura, maquinado, corte,

entre otros; desarrollados en la plataforma ADEFID [13].

1.4.2 Objetivos particulares.

La aplicación industrial propuesta es el corte por láser y/o soldadura por

arco en las partes de la carroceŕıa de un automóvil (ver Fig. 1.9), proceso

importante en el sector automotriz. De manera que es necesario crear in-

terpolaciones lineales y curviĺıneas. Estas trayectorias continuas pueden ser
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funciones paramétricas ya definidas geométricamente o trayectos que se for-

man con gran cantidad de puntos gúıa en el espacio. Para planificar dichas

trayectorias en el espacio, las funciones Splines son las que se analizarán para

dicha interpolación. Con el fin de llevar a cabo este proceso de simulación,

es necesario especificar varios aspectos previos.

• Buscar algún manipulador industrial que cumpla con especificaciones

cinemáticas, útiles para trazar trayectorias curviĺıneas en grandes es-

pacios de trabajo.

• Integrar los diseños CAD de los eslabones del robot y del automóvil a

la plataforma ADEFID, esto servirá para darle una vista más real a la

simulación.

• Analizar el funcionamiento de las funciones Splines, para la interpo-

lación de trayectorias curviĺıneas en un espacio tridimensional. Selec-

cionando los cálculos matemáticos necesarios para crear los algoritmos

de control y movimiento en el lenguaje de programación que utiliza MS

Visual Studio r.

• Finalmente hacer las simulaciones de las trayectorias curviĺıneas con el

robot industrial, haciendo ver un proceso industrial en la plataforma

ADEFID.

Figura 1.9: Robots soldando veh́ıculos [14].
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2.7 Cinemática del manipulador. . . . . . . . . . . . 24

2.8 Convención de Denavit-Hartenberg, DH. . . . . 27

2.9 Asignación de ejes coordenados. . . . . . . . . . 28
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2.11 Cinemática directa. . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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En el presente caṕıtulo se analizarán las diversas clasificaciones geométricas

de los manipuladores seriales. Particularmente se desarrolla la cinemática

de los manipuladores articulados, los cuales son los que se utilizarán para el

presente trabajo.

2.1 Representación simbólica de los robots.

Los manipuladores robóticos están compuestos por una serie de eslabones,

unidos entre ellos mediante articulaciones para formar una cadena cinemática.

Las articulaciones son pares cinemáticos, las articulaciones de rotación son

conocidas como revolutas y las articulaciones lineales son prismáticas.

Una articulación de revoluta funciona como una bisagra, pues permite rota-

ción relativa entre dos eslabones. Una articulación prismática permite el

movimiento lineal relativo entre dos eslabones. Es aśı que se representan las

articulaciones de revoluta mediante una R y las prismáticas mediante una P .

Gráficamente, la representación de las articulaciones se pueden visualizar de

la forma como se muestra en la Fig. 2.1. De este modo se puede representar

a un robot de acuerdo a sus primeras tres articulaciones, de modo que si las

tres primeras articulaciones de un robot son revolutas se puede decir que es

un manipulador articulado RRR [15].

Prismático

2D

3D

Revoluta

An object is said to have n degrees-of-freedom (DOF) if its configuration
can be minimally specified by n parameters. Thus, the number of DOF is equal
to the dimension of the configuration space. For a robot manipulator, the num-
ber of joints determines the number DOF. A rigid object in three-dimensional
space has six DOF: three for positioning and three for orientation (e.g., roll,
pitch and yaw angles). Therefore, a manipulator should typically possess at
least six independent DOF. With fewer than six DOF the arm cannot reach
every point in its work environment with arbitrary orientation. Certain appli-
cations such as reaching around or behind obstacles may require more than six
DOF. A manipulator having more than six links is referred to as a kinemat-
ically redundant manipulator. The difficulty of controlling a manipulator
increases rapidly with the number of links.

Figura 2.1: Representación simbólica de las articulaciones del robot [15].
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Cada articulación representa la unión entre dos eslabones. Al eje de

rotación de una articulación de giro, o el eje a lo largo de una articulación

prismática, según sea el caso se define por zi entre la unión de los eslabones

i e i+ 1. Al desplazamiento relativo entre dos eslabones se le llama varia-

ble de articulación, y se representa mediante θ si es una articulación de

revoluta o b si se trata de una articulación prismática como se muestra en

la Fig. 2.2. 4.2 The Denavit-Hartenberg Notation 107

FIGURE 4.1. Revolute and prismatic pair.

type are composed of binary links, the intermediate ones, and exactly two
simple links, those at the ends. Hence, except for the end links, all links
carry two kinematic pairs, and as a consequence, two pair axes—however,
notice that a prismatic pair has a direction but no axis. In order to uniquely
describe the architecture of a kinematic chain, i.e., the relative location and
orientation of its neighboring pair axes, the Denavit-Hartenberg nomen-
clature (Denavit and Hartenberg, 1955) is introduced. To this end, links
are numbered 0, 1, . . . , n, the ith pair being defined as that coupling the
(i − 1)st link with the ith link. Hence, the manipulator is assumed to be
composed of n+1 links and n pairs; each of the latter can be either R or P,
where link 0 is the fixed base, while link n is the end-effector. Next, a coor-
dinate frame Fi is defined with origin Oi and axes Xi, Yi, Zi. This frame
is attached to the (i− 1)st link—not to the ith link!—for i = 1, . . . , n+1.
For the first n frames, this is done following the rules given below:

1. Zi is the axis of the ith pair. Notice that there are two possibilities of
defining the positive direction of this axis, since each pair axis is only
a line, not a directed segment. Moreover, the Zi axis of a prismatic

FIGURE 4.2. Definition of Xi when Zi−1 and Zi: (a) are skew; (b) intersect; and
(c) are parallel.

TLFeBOOK

Figura 2.2: Articulaciones tipo Revoluta y Prismática [20].

2.2 Espacio de configuración del manipulador.

La configuración de un manipulador es la completa especificación de la lo-

calización de cada punto del manipulador. El conjunto de todas las configu-

raciones posibles se denomina espacio de configuración. La representación

de una configuración del robot se dará como un conjunto de variables de ar-

ticulación. Este conjunto se representa mediante la letra q y las variables de

articulación para la configuración descrita estarán dadas por q1, q2, . . . , qn,

de modo que para una articulación de revoluta qi = θi, mientras que para

una articulación prismática qi = bi [15].

Se dice que un cuerpo tiene n grados de libertad (GDL), si la forma

mı́nima de representar completamente su configuración está dada en función

de n parámetros. Entonces, el número de GDL es igual a la dimensión del

espacio de configuración del manipulador. En un manipulador robótico el

número de GDL está determinado por el número de articulaciones que lo

componen. Un cuerpo ŕıgido como el mostrado en la figura 2.3 en el espacio
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Figura 2.3: Manipulador robótico con 6 GDL [16].

tridimensional posee 6 GDL: tres para especificar su posición y tres para

para su orientación. Por tal motivo, un manipulador industrial debeŕıa

poseer por lo menos seis grados de libertad. Ya que con menos de seis GDL el

manipulador no puede llegar a cualquier punto de su entorno de trabajo con

orientación arbitraria. Ciertas aplicaciones tales como alcanzar alrededor

o detrás de obstáculos pueden requerir más de seis GDL. Sin embargo, la

dificultad de controlar un manipulador aumenta rápidamente con el número

de articulaciones.

2.3 Espacio de trabajo del manipulador.

El espacio de trabajo de un manipulador es el volumen total que puede al-

canzar el efector final cuando el robot realiza todos los posibles movimientos

permitidos. Este espacio está limitado por la geometŕıa del manipulador aśı

como las limitaciones mecánicas de las articulaciones (ver Fig. 2.4). En

general se divide en dos tipos. El espacio de trabajo es accesible cuando

todo el conjunto de puntos es alcanzado por el manipulador, mientras que

el espacio de trabajo diestro consiste en aquellos puntos que el manipulador

puede alcanzar con una orientación arbitraria con el efector final.

Considerando aplicaciones automotrices, se optó por un manipulador in-
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Figura 2.4: Espacio de trabajo del robot FanucLR-Mate200IB.

dustrial articulado de gran alcance en su espacio de trabajo, es aśı que el

robot Kawasaki BX100N fue uno de los seleccionados, ya que tiene dimen-

siones ideales para tales aplicaciones industriales, como un alcance máximo

de 2.2 m (ver Fig. 2.5) y puede utilizarse en tareas de corte o soldadura

para realizar múltiples trayectorias en la fabricación de un automóvil.MOTION RANGE & DIMENSIONS BX100N SPECIFICATIONS
Type Articulated

Degrees of Freedom 6 axes

Payload 100 kg

Horizontal Reach 2,200 mm

Vertical Reach 3,560 mm

Repeatability ±0.2 mm

Maximum Linear 
Speed

5,000 mm/s at robot flange

Work 
Envelope 
(degrees)  
& 
Maximum Speed 
(degrees/s)

Axis Motion Range Maximum Speed

JT1 ±160° 135°/s

JT2 +120° ~ -65° 110°/s

JT3 +90° ~ -77° 140°/s

JT4 ±210° 200°/s

JT5 ±125° 200°/s

JT6 ±210° 300°/s

Wrist Load 
Capacity

Axis Maximum Torque Moment of Inertia

JT4 588 N·m 60 kg·m2

JT5 588 N·m 60 kg·m2

JT6 294 N·m 30 kg·m2

Motor(s) Brushless AC Servomotor

Brakes All axes

Hard Stops Adjustable mechanical stopper JT1

Mass 740 kg  (excluding Options)

Body Color Kawasaki Standard

Installation Floor 

Environmental 
Conditions

Temperature 0 ~ 45º C

Humidity
35 ~ 85 % (no dew, nor 
frost allowed)

Vibration Less than 0.5 G

Protection 
Classification

Wrist:  IP67      Base:  IP65      * Equivalent

Options

Linear track options
Risers
Base plate
Adjustable mechanical stopper JT2/JT3
Wrist flange adapter with ø125 mm mounting pattern
Adapter bracket for weld guns and other tools
Integrated dress package

Controller E32  (see E Controller data sheet for specifications)

Kawasaki Robotics (USA), Inc.
United States
28140 Lakeview Drive
Wixom, Michigan 48393
Phone  (248) 446-4100
Email    sales@kri-us.com
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Working range
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www.kawasakirobotics.com
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Note:  Detailed drawings are available upon request.

Assembly  •  Cutting  •  Dispensing  •  Grinding  •  Handling  •  Inspection  •  Packaging  •  Painting  •  Palletizing  •  Polishing  •  Tending  •  Welding

Canada
Phone  (905) 304-7784

Mexico
Phone  (52) 33-3110-1895

BX100N

BX100N - REV01/14
© Kawasaki Robotics (USA), Inc.  All rights reserved.
Technical specifications subject to change without notice.

Figura 2.5: Manipulador Kawasaki BX100N [17].



CAPÍTULO 2. MODELO MATEMÁTICO 16

2.4 Clasificación de los manipuladores robóticos.

Los manipuladores robóticos pueden ser clasificados de acuerdo a varios

criterios, tales como su fuente de enerǵıa, la forma en que se unen sus ar-

ticulaciones, su geometŕıa, su estructura cinemática, su área de aplicación

o el método de control que utilizan [15]. Esta clasificación es útil princi-

palmente con el fin de determinar qué robot es el adecuado para una tarea

determinada. Por ejemplo, un robot hidráulico no seŕıa adecuado para la

manipulación de alimentos o aplicaciones donde la limpieza es primordial,

muchas aplicaciones y tareas descritas por los manipuladores se muestran en

el caṕıtulo anterior. En esta sección se hablará un poco sobre la clasificación

de acuerdo a la geometŕıa.

2.5 Clasificación geométrica de los manipuladores.

Muchos manipuladores industriales en la actualidad tienen seis o menos

GDL. Estos manipuladores son usualmente clasificados cinemáticamente con

base en sus tres primeras articulaciones del brazo, donde su muñeca de ar-

ticulación se describe por separado. Se conocen cinco clasificaciones básicas

dentro de las cuales recaen, casi en su totalidad, los robots industriales

de hoy en d́ıa: articulado (RRR), esférico (RRP), SCARA (RRP),

ciĺındrico (RPP) y cartesiano (PPP) [15].

Cada uno de estos cinco brazos manipuladores son robots seriales. Una

sexta clase distinta de manipuladores consiste en los llamados robots para-

lelos (ver Fig. 2.6). En un manipulador paralelo los eslabones están arre-

glados en una cadena cinemática cerrada o no serial.

Figura 2.6: Manipulador paralelo [2].
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2.5.1 Manipulador articulado (RRR).

El manipulador articulado también conocido como revoluta, o manipulador

antropomórfico se muestra en la figura 2.7a. Este tipo de manipuladores es

de los más utilizados para el diseño de robots industriales. En los manipu-

ladores antropomórficos las primeras tres articulaciones se denominan como

cuerpo, brazo superior, y antebrazo, como se muestra en la Fig. 2.7b. Los

ejes de las articulaciones se designan como cintura (z0), hombro (z1), y codo

(z2). Normalmente, el eje de articulación z2 es paralelo a z1 y ambos ejes,

z1 y z2 son perpendiculares a z0.

(a) KUKA KR16 arc HW

[18].
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z1

z0

z2
θ3θ2

θ1

Shoulder
(Hombro)

Forearm
(Antebrazo)Elbow

(Codo)

Body
(Cuerpo)

θ3

θ2

SideTop

θ1

Fig. 1.9 Workspace of the elbow manipulator.

parallelogram linkage manipulator is that the actuator for joint 3 is located on
link 1. Since the weight of the motor is born by link 1, links 2 and 3 can be
made more lightweight and the motors themselves can be less powerful. Also
the dynamics of the parallelogram manipulator are simpler than those of the
elbow manipulator, thus making it easier to control.

1.3.2 Spherical Manipulator (RRP)

By replacing the third or elbow joint in the revolute manipulator by a pris-
matic joint one obtains the spherical manipulator shown in Figure 1.10. The
term spherical manipulator derives from the fact that the spherical coor-
dinates defining the position of the end-effector with respect to a frame whose
origin lies at the intersection of the three z axes are the same as the first three
joint variables. Figure 1.11 shows the Stanford Arm, one of the most well-

(b) Representación simbólica de un manipulador

articulado RRR [15].

Figura 2.7: Representación de un manipulador articulado.

El espacio de trabajo de un manipulador articulado se muestra en la

figura 2.8. El manipulador provee relativamente gran libertad de movimiento

en un espacio compacto.

2.5.2 Manipulador esférico (RRP).

Mediante la sustitución de la tercer articulación o del codo en el manipu-

lador articulado por una articulación prismática se obtiene el manipulador

esférico, haciendo ahora que el eje z2 sea perpendicular a z1, como se mues-

tra en la figura 2.9a. El término de manipulador esférico deriva del hecho de

que las coordenadas de articulación coinciden con las coordenadas esféricas
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Figura 2.8: Espacio de trabajo de un manipulador articulado [2].

del efector final con relación a un sistema de coordenadas situadas en la

articulación del hombro. La figura 2.9b muestra el brazo Stanford, uno de

los robots esféricos más conocidos. El espacio de trabajo de un manipulador

esférico se muestra en la figura 2.10.
12 INTRODUCTION

z1

z0

θ2

θ1

d3

z2

Fig. 1.10 The spherical manipulator.

known spherical robots. The workspace of a spherical manipulator is shown in

Fig. 1.11 The Stanford Arm. Photo courtesy of the Coordinated Science Lab, Univer-
sity of Illinois at Urbana-Champaign.

Figure 1.12.

1.3.3 SCARA Manipulator (RRP)

The SCARA arm (for Selective Compliant Articulated Robot for Assembly)
shown in Figure 1.13 is a popular manipulator, which, as its name suggests, is
tailored for assembly operations. Although the SCARA has an RRP structure,
it is quite different from the spherical manipulator in both appearance and in its
range of applications. Unlike the spherical design, which has z0 perpendicular
to z1, and z1 perpendicular to z2, the SCARA has z0, z1, and z2 mutually
parallel. Figure 1.14 shows the Epson E2L653S, a manipulator of this type.
The SCARA manipulator workspace is shown in Figure 1.15.

(a) Representación simbólica de un

manipulador RRP.

(b) Robot Stanford.

Figura 2.9: Representación de un manipulador esférico [15].

2.5.3 Manipulador SCARA (RRP).

El manipulador SCARA (del inglés Selective Compliant Articulated Robot

for Assembly), que se muestra en la figura 2.11a, es una configuración que
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Fig. 1.12 Workspace of the spherical manipulator.

θ1

z0

z1 z2

θ2

d3

Fig. 1.13 The SCARA (Selective Compliant Articulated Robot for Assembly).

1.3.4 Cylindrical Manipulator (RPP)

The cylindrical manipulator is shown in Figure 1.16. The first joint is revolute
and produces a rotation about the base, while the second and third joints
are prismatic. As the name suggests, the joint variables are the cylindrical
coordinates of the end-effector with respect to the base. A cylindrical robot, the
Seiko RT3300, is shown in Figure 1.17, with its workspace shown in Figure 1.18.

Figura 2.10: Espacio de trabajo de un manipulador esférico [15].

ha adquirido popularidad en la industria y como su nombre lo describe, fue

pensado para ser utilizado en tareas de ensamble. A pesar de que esta con-

figuración es de la forma RRP, presenta diferencias notables con respecto al

manipulador esférico que también es RRP. La diferencia más notable radica

en el hecho de que para un manipulador SCARA los ejes z1, z2 y z3 son

paralelos entre śı. La Fig. 2.11b muestra un manipulador SCARA Adept.

El espacio de trabajo de un manipulador SCARA se muestra en la figura

2.12.
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Fig. 1.12 Workspace of the spherical manipulator.

θ1

z0

z1 z2

θ2

d3

Fig. 1.13 The SCARA (Selective Compliant Articulated Robot for Assembly).

1.3.4 Cylindrical Manipulator (RPP)

The cylindrical manipulator is shown in Figure 1.16. The first joint is revolute
and produces a rotation about the base, while the second and third joints
are prismatic. As the name suggests, the joint variables are the cylindrical
coordinates of the end-effector with respect to the base. A cylindrical robot, the
Seiko RT3300, is shown in Figure 1.17, with its workspace shown in Figure 1.18.

(a) Representación simbólica de un manipu-

lador SCARA.

(b) Robot Adept Cobra 600.

Figura 2.11: Representación de un manipulador SCARA [15].
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Fig. 1.14 The Epson E2L653S SCARA Robot. Photo Courtesy of Epson.

Fig. 1.15 Workspace of the SCARA manipulator.

1.3.5 Cartesian manipulator (PPP)

A manipulator whose first three joints are prismatic is known as a Cartesian
manipulator, shown in Figure 1.19.

For the Cartesian manipulator the joint variables are the Cartesian coordi-
nates of the end-effector with respect to the base. As might be expected the
kinematic description of this manipulator is the simplest of all manipulators.
Cartesian manipulators are useful for table-top assembly applications and, as
gantry robots, for transfer of material or cargo. An example of a Cartesian
robot, from Epson-Seiko, is shown in Figure 1.20. The workspace of a Carte-
sian manipulator is shown in Figure 1.21.

Figura 2.12: Espacio de trabajo de un manipulador SCARA [15].

2.5.4 Manipulador ciĺındrico (RPP).

La primera articulación de este manipulador es una articulación de revoluta,

lo que produce una rotación sobre la base, mientras que las dos articula-

ciones siguientes son prismáticas. Su nombre se debe a que las variables

de articulación serán el valor de la posición del efector final en coordenadas

ciĺındricas. Un ejemplo de esta configuración se muestra en la figura 2.13a.COMMON KINEMATIC ARRANGEMENTS OF MANIPULATORS 15

θ1

d3

z2

z0

z1

d2

Fig. 1.16 The cylindrical manipulator.

Fig. 1.17 The Seiko RT3300 Robot. Photo courtesy of Seiko.

1.3.6 Parallel Manipulator

A parallel manipulator is one in which some subset of the links form a closed
chain. More specifically, a parallel manipulator has two or more independent
kinematic chains connecting the base to the end-effector. Figure 1.22 shows the
ABB IRB 940 Tricept robot, which is a parallel manipulator. The closed chain
kinematics of parallel robots can result in greater structural rigidity, and hence
greater accuracy, than open chain robots. The kinematic description of parallel
robots is fundamentally different from that of serial link robots and therefore
requires different methods of analysis.

(a) Representación simbólica

de un robot ciĺındrico.

(b) Seiko RT3300.

Figura 2.13: Representación de un manipulador ciĺındrico [15].

Los manipuladores ciĺındricos son útiles para aplicaciones de montaje

sobre una mesa y, como los robots gantry, para la transferencia de materiales



CAPÍTULO 2. MODELO MATEMÁTICO 21

y carga. Un ejemplo de un robot ciĺındrico, se muestra en la figura 2.13b. El

espacio de trabajo de un manipulador ciĺındrico se ilustra en la figura 2.14.

16 INTRODUCTION

Fig. 1.18 Workspace of the cylindrical manipulator.

d2

z1

z0
d1

d3

z2

Fig. 1.19 The Cartesian manipulator.

1.4 OUTLINE OF THE TEXT

A typical application involving an industrial manipulator is shown in Fig-
ure 1.23. The manipulator is shown with a grinding tool that it must use
to remove a certain amount of metal from a surface. In the present text we are
concerned with the following question: What are the basic issues to be resolved
and what must we learn in order to be able to program a robot to perform such
tasks?

The ability to answer this question for a full six degree-of-freedom manip-
ulator represents the goal of the present text. The answer is too complicated
to be presented at this point. We can, however, use the simple two-link planar
mechanism to illustrate some of the major issues involved and to preview the
topics covered in this text.

Figura 2.14: Espacio de trabajo de un manipulador ciĺındrico [15].

2.5.5 Manipulador cartesiano (PPP).

Un manipulador cuyas primeras tres articulaciones son prismáticas se conoce

como un manipulador cartesiano. Este tipo de manipulador es el de análisis

más sencillo pues las variables de articulación serán las coordenadas del efec-

tor final. Son utilizados principalmente en tareas de ensamble y medición.

La figura 2.15 muestra de manera gráfica como está conformado un manipu-

lador cartesiano. Y el espacio de trabajo de un manipulador cartesiano se

muestra en la figura 2.16.

2.6 Muñeca y efector final del manipulador.

Las articulaciones de la cadena cinemática entre el brazo y el efector final se

conocen como la muñeca. Las articulaciones de la muñeca son casi siempre

revolutas. Cada vez es más común diseñar manipuladores con las muñecas

esféricas, lo que se refiere con este tipo de muñecas es que los tres ejes de

articulación se intersectan en un punto común [15]. La muñeca esférica está

representada simbólicamente en la figura 2.17.

La muñeca esférica simplifica enormemente el análisis cinemático, lo que

permite separar el posicionamiento y la orientación del efector final. Nor-

malmente, el manipulador posee tres grados de libertad para la posición, que
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Fig. 1.18 Workspace of the cylindrical manipulator.

d2

z1

z0
d1

d3

z2

Fig. 1.19 The Cartesian manipulator.

1.4 OUTLINE OF THE TEXT

A typical application involving an industrial manipulator is shown in Fig-
ure 1.23. The manipulator is shown with a grinding tool that it must use
to remove a certain amount of metal from a surface. In the present text we are
concerned with the following question: What are the basic issues to be resolved
and what must we learn in order to be able to program a robot to perform such
tasks?

The ability to answer this question for a full six degree-of-freedom manip-
ulator represents the goal of the present text. The answer is too complicated
to be presented at this point. We can, however, use the simple two-link planar
mechanism to illustrate some of the major issues involved and to preview the
topics covered in this text.

(a) Representación simbólica de un

manipulador cartesiano.

(b) Robot Epson.

Figura 2.15: Representación de un manipulador cartesiano [15].

OUTLINE OF THE TEXT 17

Fig. 1.20 The Epson Cartesian Robot. Photo courtesy of Epson.

Fig. 1.21 Workspace of the Cartesian manipulator.

Suppose we wish to move the manipulator from its home position to position
A, from which point the robot is to follow the contour of the surface S to the
point B, at constant velocity, while maintaining a prescribed force F normal
to the surface. In so doing the robot will cut or grind the surface according
to a predetermined specification. To accomplish this and even more general
tasks, a we must solve a number of problems. Below we give examples of these
problems, all of which will be treated in more detail in the remainder of the
text.

Forward Kinematics

The first problem encountered is to describe both the position of the tool and
the locations A and B (and most likely the entire surface S) with respect to a
common coordinate system. In Chapter 2 we give some background on repre-

Figura 2.16: Espacio de trabajo de un manipulador cartesiano [15].

son producidos por tres o más articulaciones en el brazo. El número de gra-

dos de libertad para la orientación dependerá entonces de las articulaciones

de la muñeca.

Los conjuntos de brazo y de la muñeca de un robot se utilizan princi-

palmente para colocar en el extremo del efector final cualquier herramienta

que pueda llevar. El efector final o la herramienta es quien realiza realmente

el trabajo. El tipo más simple de efectores finales son las pinzas, las cuales

por lo general son capaces de sólo dos acciones, abrir y cerrar. Se utilizan

principalmente para la transferencia de materiales, algunos manipuladores

requieren de herramientas más complejas para realizar tareas, tales como

soldadura, corte por láser, montaje, pulido, etc. Para la aplicación del pre-

sente proyecto se requiere una herramienta que pueda hacer la función de

corte, ya sea por láser o chorro de agua a grandes presiones, como se muestra
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Yaw

RollPitch

Fig. 1.5 Structure of a spherical wrist.

The spherical wrist greatly simplifies the kinematic analysis, effectively al-
lowing one to decouple the positioning and orientation of the end effector. Typ-
ically therefore, the manipulator will possess three degrees-of-freedom for posi-
tion, which are produced by three or more joints in the arm. The number of
degrees-of-freedom for orientation will then depend on the degrees-of-freedom
of the wrist. It is common to find wrists having one, two, or three degrees-of-
freedom depending of the application. For example, the SCARA robot shown
in Figure 1.14 has four degrees-of-freedom: three for the arm, and one for the
wrist, which has only a rotation about the final z-axis.

It has been said that a robot is only as good as its hand or end-effector.
The arm and wrist assemblies of a robot are used primarily for positioning
the end-effector and any tool it may carry. It is the end-effector or tool that
actually performs the work. The simplest type of end-effectors are grippers,
which usually are capable of only two actions, opening and closing. While
this is adequate for materials transfer, some parts handling, or gripping simple
tools, it is not adequate for other tasks such as welding, assembly, grinding,
etc. A great deal of research is therefore devoted to the design of special pur-
pose end-effectors as well as to tools that can be rapidly changed as the task
dictates. There is also much research on the development of anthropomorphic
hands. Such hands have been developed both for prosthetic use and for use
in manufacturing. Since we are concerned with the analysis and control of the
manipulator itself and not in the particular application or end-effector, we will
not discuss end-effector design or the study of grasping and manipulation.

1.3 COMMON KINEMATIC ARRANGEMENTS OF MANIPULATORS

Although there are many possible ways use prismatic and revolute joints to
construct kinematic chains, in practice only a few of these are commonly used.
Here we briefly describe several arrangements that are most typical.

(a) Representación simbólica de muñeca

esférica [15].

(b) Muñeca de un robot.

Figura 2.17: Representación de la muñeca de un robot.

en la figura 2.18a. Para este propósito se diseñó un efector final en el que

el manipulador pueda cortar algún material con el trazo de una trayectoria

predeterminada, es aśı, que se basó en un diseño de algunos cortadores como

se muestra en la figura 2.18b.

(a) Diseño CAD de cortadora. (b) Cortadora láser [19].

Figura 2.18: Herramienta del EF como cortador láser.
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2.7 Cinemática del manipulador.

El problema de la cinemática consiste en describir el movimiento del manipu-

lador sin la consideración de las fuerzas y pares de torsión que provocan

el movimiento. Por consiguiente, la descripción cinemática es de forma

geométrica. Considerando en primer lugar el problema de la cinemática

directa, que consiste en determinar la posición y orientación del efector

final dados los valores de las variables conjuntas del robot. El problema

de la cinemática inversa es determinar los valores de articulación dados la

posición y orientación del efector final [15].

Como ya se ha mencionado, los pares cinemáticos más utilizados en los

robots industriales, son los pares prismáticos y de revoluta. Estos pares

cinemáticos cuentan con un solo grado de libertad de movimiento: el ángulo

de rotación en el caso de un par de revoluta, y la magnitud del desplaza-

miento lineal en caso del par prismático. Con la suposición de que cada

articulación tiene un solo grado de libertad, la acción de cada articulación

puede ser descrita por un número real. El objetivo de la cinemática directa

es determinar el efecto acumulativo del conjunto que forman las variables de

articulación, esto es, determinar la posición y orientación del efector final da-

dos los valores de dichas variables. En contraste, la cinemática inversa busca

determinar el valor de las variables de articulación conociendo la posición y

orientación del efector final.

Un manipulador robótico de n articulaciones cuenta con n+1 eslabones,

pues cada articulación conecta 2 eslabones. Por consiguiente las articula-

ciones se numeran de 1 a n, mientas que los eslabones se numeran de 0 a n,

comenzando con la base. Con esta convención, la articulación i conecta al

eslabón i − 1 con el eslabón i. Con la i − ésima articulación, se asocia una

variable de articulación, representada como qi. En el caso de una articu-

lación de revoluta qi es el ángulo de rotación, en el caso de una articulación

prismática qi es el desplazamiento lineal de la articulación como se muestra

en la ecuación (2.1).

qi =

{
θi si la articulación i es revoluta

bi si la articulación i es prismática
(2.1)
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Al llevar a cabo el análisis cinemático se fija un sistema de referencia a

cada eslabón. En general el sistema coordenado oixiyizi es fijo al eslabón

i. El sistema coordenado oixiyizi, que está unido a la base del robot se

conoce como el sistema de referencia inercial. La figura 2.19 ilustra la idea

de unir los sistemas de coordenadas de cada eslabón de manera ŕıgida a los

eslabones de un manipulador articulado. KINEMATIC CHAINS 67

θ1

θ3θ2

z2 z3

x0

z0

x1 x2 x3

y3

z1

y1 y2

y0

Fig. 3.1 Coordinate frames attached to elbow manipulator

formation matrix, and is denoted by T ij . From Chapter 2 we see that

T ij =





Ai+1Ai+2 . . . Aj−1Aj if i < j
I if i = j

(T ji )
−1 if j > i

(3.3)

By the manner in which we have rigidly attached the various frames to the
corresponding links, it follows that the position of any point on the end-effector,
when expressed in frame n, is a constant independent of the configuration of
the robot. Denote the position and orientation of the end-effector with respect
to the inertial or base frame by a three-vector o0n (which gives the coordinates
of the origin of the end-effector frame with respect to the base frame) and the
3× 3 rotation matrix R0

n, and define the homogeneous transformation matrix

H =

[
R0
n o0n
0 1

]
(3.4)

Then the position and orientation of the end-effector in the inertial frame are
given by

H = T 0
n = A1(q1) · · ·An(qn) (3.5)

Each homogeneous transformation Ai is of the form

Ai =

[
Ri−1
i oi−1

i

0 1

]
(3.6)

Hence

T ij = Ai+1 · · ·Aj =
[
Rij oij
0 1

]
(3.7)

Figura 2.19: Cuadro de coordenadas de un manipulador articulado [15].

Por otra parte, se supone que Ai es la matriz de transformación ho-

mogénea que expresa la posición y orientación de oixiyizi con respecto a

oi−1xi−1yi−1zi−1. La matriz Ai no es constante, conforme cambia la configu-

ración del robot. Sin embargo, como en estos robots se manejan únicamente

articulaciones prismáticas y/o de revoluta, Ai es función de una sola varia-

ble, la variable de articulación qi, como se muestra en la ecuación (2.2).

Ai = Ai(qi) (2.2)

La matriz de transformación homogénea que expresa la posición y orien-

tación de ojxjyjzj con respecto a oixiyizi se llama, por convención, una

matriz de transformación, y se denota por T ij (Ec. 2.3):

T ij =





Ai+1Ai+2 . . . Aj−1Aj si i < j

I si i = j

(T ji )−1 si j > i

(2.3)
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De manera que se unen ŕıgidamente los diversos marcos para las articula-

ciones correspondientes, se deduce la posición de cualquier punto del efector

final, expresado por el parámetro n, que es una constante independiente de

la configuración del robot. Se denota la posición y orientación del efector

final con respecto al sistema de referencia inercial o base por o0 representado

por tres vectores (en los que se dan las coordenadas del origen o base del

robot hasta el marco del efector final del mismo) y la matriz de rotación R0
n

de 3×3, que definen la matriz de transformación homogénea por la ecuación

(2.4).

H =

[
R0
n o0n

0 1

]
(2.4)

Entonces la posición y orientación del efector final en el marco inercial es:

H = T 0
n = A1(q1) · · ·An(qn) (2.5)

Cada matriz de transformación Ai está formada de la siguiente manera:

Ai =

[
Ri−1i oi−1i

0 1

]
(2.6)

Por lo tanto

T ij = Ai+1 · · ·Aj =

[
Rij oij

0 1

]
(2.7)

La matriz Rij mostrada, en la ecuación (2.8), expresa la orientación del

sistema de coordenadas ojxjyjzj respecto a oixiyizi y está dado por las

partes de rotación de todas las matrices A (ecuaciones (2.5) a (2.7)), como

se muestra a continuación:

Rij = Rii+1 · · ·Rj−1j (2.8)

Las coordenadas vectores oij se dan de forma recursiva por la ecuación

(2.8).

oij = oij−1 +Rij−1o
j−1
j (2.9)
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2.8 Convención de Denavit-Hartenberg, DH.

La convención Denavit-Hartenberg, DH, es una nomenclatura utilizada para

describir la arquitectura de un manipulador robótico. Desde que se dio a

conocer esta nomenclatura a la fecha, diversas variantes de la misma han

ido surgiendo, siendo tres las más utilizadas: la convención de Denavit-

Hartenberg original, la variante distal y la variante proximal. Para el de-

sarrollo del presente trabajo se utilizó la variante distal de la convención de

Denavit-Hartenberg.

Principalmente la convención de Denavit-Hartenberg se realiza para se-

leccionar la correcta ubicación de los marcos de sistemas coordenados que

están unidos a cada eslabón. Además permite obtener una descripción de

la geometŕıa del manipulador y generar las matrices de transformación ho-

mogénea para especificar cualquier punto dentro de la geometŕıa del manipu-

lador.

En esta convención cada transformación homogénea Ai es representada

como el producto de cuatro transformaciones básicas [15]:

Ai = Rotaciónz,θi ,Traslaciónz,bi ,Traslaciónx,ai ,Rotaciónx,αi (2.10)

Para simplificar un poco la notación, se utilizará sinθ = sθ, cosθ = cθ,

con el motivo de reducir las expresiones de funciones trigonométricas. Por

lo tanto, la ecuación (2.10), se desarrolla de la siguiente forma:

Ai =




cθi −sθi 0 0

sθi cθi 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1







1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 bi

0 0 0 1




×




1 0 0 ai

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1







1 0 0 0

0 cαi −sαi 0

0 sαi cαi 0

0 0 0 1




(2.11)

Y llevando a cabo la multiplicación de matrices se obtiene:
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Ai =




cθi −sθicαi sθisαi aicθi

sθi cθicαi −cθisαi aisθi

0 sαi cαi bi

0 0 0 1




(2.12)

Donde las cuatro cantidades θi, ai, bi y αi son los parámetros asociados

al eslabón i y la articulación i [15], y serán llamados parámetros DH.

También el parámetro θi es conocido como ángulo de rotación, el parámetro

bi se conoce como desviación, el parámetro ai es llamado distancia y el

parámetro αi se conoce como ángulo de torsión. De la ecuación (2.2) se

sabe que la matriz de transformación homogénea Ai, es función de una

sola variable, esto implica que tres parámetros de la ecuación (2.12) son

constantes y el restante es la variable de articulación. En el caso de una

articulación de revoluta la variable de articulación es θi, de modo que ai, bi

y αi son constantes, mientras que en el caso de una articulación prismática

la variable de articulación es bi y los otros tres parámetros son constantes.

2.9 Asignación de ejes coordenados.

Es necesario mencionar que no se puede representar todo movimiento de un

cuerpo ŕıgido mediante el uso de sólo cuatro parámetros. Para que se pueda

representar un movimiento de un cuerpo ŕıgido de la forma que lo expresa

la ecuación (2.10) es necesario que exista una sola matriz de transformación

homogénea para ir del marco de referencia oixiyizi al oi−1xi−1yi−1zi−1, la

única forma de que esto pase es que exista una relación bien definida entre

los marcos sobre los cuales se llevará a cabo la transformación. Esta relación

está dada por las siguientes dos condiciones [15]:

Caracteŕısticas DH de los ejes coordenados

(DH1) El eje xi es perpendicular al eje zi−1.

(DH2) El eje xi intersecta al eje zi−1.
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Fig. 3.2 Coordinate frames satisfying assumptions DH1 and DH2

are given two frames, denoted by frames 0 and 1, respectively. Then there exists
a unique homogeneous transformation matrix A that takes the coordinates from
frame 1 into those of frame 0. Now suppose the two frames have the following
two additional features.

DH Coordinate Frame Assumptions

(DH1) The axis x1 is perpendicular to the axis z0.

(DH2) The axis x1 intersects the axis z0.

These two properties are illustrated in Figure 3.2. Under these conditions, we
claim that there exist unique numbers a, d, θ, α such that

A = Rotz,θTransz,dTransx,aRotx,α (3.11)

Of course, since θ and α are angles, we really mean that they are unique to
within a multiple of 2π. To show that the matrix A can be written in this form,
write A as

A =

[
R0

1 o01
0 1

]
(3.12)

If (DH1) is satisfied, then x1 is perpendicular to z0 and we have x1 · z0 = 0.
Expressing this constraint with respect to o0x0y0z0, using the fact that the first
column of R0

1 is the representation of the unit vector x1 with respect to frame
0, we obtain

0 = x01 · z00

= [r11, r21, r31]




0
0
1


 = r31

Figura 2.20: Cuadro de ejes coordenados con los parámeros DH1 y DH2

[15].

Estas dos propiedades se muestran en la figura 2.20. Bajo estas condi-

ciones, se afirma que existen números únicos de a, b, θ y α. El parámetro

a es la distancia entre los ejes z0 y z1, y se mide a lo largo del eje x1. El

ángulo α es el ángulo entre los ejes z0 y z1, medido en un plano normal a

x1. El sentido positivo de α se determina a partir de z0 a z1 por la regla

de la mano derecha como se muestra en la figura 2.21. El parámetro d es la

distancia del origen o0 a la intersección de los ejes x1 y z0 medida a lo largo

del eje z0. Finalmente, θ es el ángulo entre los ejes x0 a x1 medido en un

plano normal a z0.72 FORWARD AND INVERSE KINEMATICS

xi

αi zi−1

xi

θi

zi−1

xi−1

zi

Fig. 3.3 Positive sense for αi and θi

3.2.2 Assigning the coordinate frames

For a given robot manipulator, one can always choose the frames 0, . . . , n in
such a way that the above two conditions are satisfied. In certain circumstances,
this will require placing the origin oi of frame i in a location that may not be
intuitively satisfying, but typically this will not be the case. In reading the
material below, it is important to keep in mind that the choices of the various
coordinate frames are not unique, even when constrained by the requirements
above. Thus, it is possible that different engineers will derive differing, but
equally correct, coordinate frame assignments for the links of the robot. It is
very important to note, however, that the end result (i.e., the matrix T 0

n) will
be the same, regardless of the assignment of intermediate link frames (assuming
that the coordinate frames for link n coincide). We will begin by deriving the
general procedure. We will then discuss various common special cases where it
is possible to further simplify the homogeneous transformation matrix.

To start, note that the choice of zi is arbitrary. In particular, from (3.13),
we see that by choosing αi and θi appropriately, we can obtain any arbitrary
direction for zi. Thus, for our first step, we assign the axes z0, . . . , zn−1 in an
intuitively pleasing fashion. Specifically, we assign zi to be the axis of actuation
for joint i + 1. Thus, z0 is the axis of actuation for joint 1, z1 is the axis of
actuation for joint 2, etc. There are two cases to consider: (i) if joint i + 1 is
revolute, zi is the axis of revolution of joint i+1; (ii) if joint i+1 is prismatic,
zi is the axis of translation of joint i + 1. At first it may seem a bit confusing
to associate zi with joint i+1, but recall that this satisfies the convention that
we established above, namely that joint i is fixed with respect to frame i, and
that when joint i is actuated, link i and its attached frame, oixiyizi, experience
a resulting motion.

Once we have established the z-axes for the links, we establish the base frame.
The choice of a base frame is nearly arbitrary. We may choose the origin o0 of

Figura 2.21: Sentido positivo para parámetros αi y θi [15].

Para cualquier robot manipulador dado, se pueden escoger los sistemas

coordenados 0, 1, 2, . . . , n de tal manera que se satisfagan las dos condiciones.

La convención Denavit-Hartenberg también define una serie de pasos para
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asignar los marcos de referencia de modo que las condiciones necesarias sean

satisfechas. En primer lugar se deben asignar los ejes z0, z1, z2, . . . , zn−1. La

asignación de estos ejes es arbitraria, sin embargo, siempre se busca que zi

sea el eje de acción de la articulación i + 1. De esta forma z0 es el eje de

acción de la articulación 1, z1 es el eje de acción de la articulación 2, etc.

En este punto hay dos casos a considerar: (i) La articulación i+1 es una

revoluta, zi es el eje de revolución de la articulación i+1; (ii) La articulación

i+ 1 es prismática, zi es el eje de traslación de la articulación i+ 1 [15].

Una vez que se han establecido todos los ejes z, se establece el marco

base. El origen o0 puede estar situado en cualquier punto sobre el eje z0.

Por lo general, se establece que el origen del marco base esté ubicado en

la base del manipulador. Una vez que se ha seleccionado el lugar donde

estará el origen o0, se escoge la ubicación de x0, y0 de la manera que sea

más conveniente y que se obtenga un sistema que siga la regla de la mano

derecha. Con esto queda completamente establecido el marco de la base.

A continuación se definirán los sistemas coordenados restantes. El sis-

tema i deberá ser establecido con base en el sistema i− 1, y deberá comen-

zarse con el sistema 1, (ver Fig. 2.22). Para comenzar a ubicar el marco i

es necesario considerar tres casos:

Figura 2.22: Asignación de parámetros en el marco DH [15].

1. Los ejes zi−1 y zi no son coplanares.

Si zi−1 y zi no son coplanares, entonces existe un solo segmento de

recta que es perpendicular a ambos zi−1 y zi. La ĺınea que contiene

esta normal común a zi−1 y zi define a xi, y el punto donde esta recta
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intersecta a zi es el origen oi como se muestra en la figura 2.23. Por

último el eje yi se coloca siguiendo la regla de la mano derecha.

4.2 The Denavit-Hartenberg Notation 107

FIGURE 4.1. Revolute and prismatic pair.

type are composed of binary links, the intermediate ones, and exactly two
simple links, those at the ends. Hence, except for the end links, all links
carry two kinematic pairs, and as a consequence, two pair axes—however,
notice that a prismatic pair has a direction but no axis. In order to uniquely
describe the architecture of a kinematic chain, i.e., the relative location and
orientation of its neighboring pair axes, the Denavit-Hartenberg nomen-
clature (Denavit and Hartenberg, 1955) is introduced. To this end, links
are numbered 0, 1, . . . , n, the ith pair being defined as that coupling the
(i − 1)st link with the ith link. Hence, the manipulator is assumed to be
composed of n+1 links and n pairs; each of the latter can be either R or P,
where link 0 is the fixed base, while link n is the end-effector. Next, a coor-
dinate frame Fi is defined with origin Oi and axes Xi, Yi, Zi. This frame
is attached to the (i− 1)st link—not to the ith link!—for i = 1, . . . , n+1.
For the first n frames, this is done following the rules given below:

1. Zi is the axis of the ith pair. Notice that there are two possibilities of
defining the positive direction of this axis, since each pair axis is only
a line, not a directed segment. Moreover, the Zi axis of a prismatic

FIGURE 4.2. Definition of Xi when Zi−1 and Zi: (a) are skew; (b) intersect; and
(c) are parallel.
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Figura 2.23: Los ejes zi−1 y zi no son coplanares [20].

2. Los ejes zi−1 y zi se intersectan.

Si los ejes zi−1 y zi se intersectan, en este caso xi se escoge normal al

plano formado por zi−1 y zi. Esta situación se ejemplifica en la figura

2.24. La dirección positiva del eje es arbitraria. El eje yi se asigna

siguiendo la regla de la mano derecha.
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For the first n frames, this is done following the rules given below:

1. Zi is the axis of the ith pair. Notice that there are two possibilities of
defining the positive direction of this axis, since each pair axis is only
a line, not a directed segment. Moreover, the Zi axis of a prismatic

FIGURE 4.2. Definition of Xi when Zi−1 and Zi: (a) are skew; (b) intersect; and
(c) are parallel.
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Figura 2.24: Los ejes zi−1 y zi se intersectan [20].
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3. Los eje zi−1 y zi son paralelos.

Si los ejes zi−1 y zi son paralelos, existen un número infinito de seg-

mentos de recta que son normales a zi−1 y zi. En este caso el origen

oi se coloca en cualquier punto a lo largo de zi. El eje xi se coloca

a partir del origen oi en dirección perpendicular hacia zi−1. Por lo

general se selecciona la normal que pasa por oi−1 como xi, de modo

que oi está en el punto donde esta normal intersecta a zi. Este caso

se muestra en la figura 2.25. Nuevamente yi vuelve a ser seleccionado

de acuerdo a la regla de la mano derecha.
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FIGURE 4.2. Definition of Xi when Zi−1 and Zi: (a) are skew; (b) intersect; and
(c) are parallel.
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Figura 2.25: Los eje zi−1 y zi son paralelos [20].

Cabe mencionar que estos métodos para ubicar los marcos de referencia

de cada eslabón, fueron diseñados para cumplir con las condiciones nece-

sarias para que todas las transformaciones homogéneas entre cada marco i

con el marco i− 1 sea de la forma de la ecuación (2.10).

2.10 Parámetros DH del robot Kawasaki BX100N.

Para llevar a cabo el análisis de la cinemática del manipulador articulado de

6 grados de libertad, tipo Kawasaki BX100N es necesario utilizar la tabla

DH 2.1 que se muestra a continuación.

Mediante la observación del sistema coordenado mostrado en las figu-

ras 2.26 y 2.27, y las medidas reales del manipulador Kawasaki BX100N
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Tabla 2.1: Tabla de parámetros DH para un manipulador de 6 GDL

Eslabón θi ai bi αi

1 θ∗1 a1 b1 α1

2 θ∗2 a2 b2 α2

3 θ∗3 a3 b3 α3

4 θ∗4 a4 b4 α4

5 θ∗5 a5 b5 α5

6 θ∗6 a6 b6 α5

(mostradas en el apéndice A) se pueden obtener los siguientes datos para

generar la tabla 2.2 de parámetros DH.

Figura 2.26: Sistema coordenado del robot Kawasaki BX100N.
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FIGURE 4.3. Coordinate frames of a Puma robot.

positioning of point C. The arm is sometimes called the regional structure
and the wrist the local structure, the overall manipulator thus being of the
decoupled type.
In the foregoing discussion, if the ith pair is R, then all quantities involved

in those definitions are constant, except for θi, which is variable and is thus
termed the joint variable of the ith pair. The other quantities, i.e., ai, bi, and
αi, are the joint parameters of the said pair. If, alternatively, the ith pair is
P, then bi is variable, and the other quantities are constant. In this case, the
joint variable is bi, and the joint parameters are ai, αi, and θi. Notice that
associated with each joint there are exactly one joint variable and three
constant parameters. Hence, an n-axis manipulator has n joint variables—
which are henceforth grouped in the n-dimensional vector θ, regardless of
whether the joint variables are angular or translational—and 3n constant
parameters. The latter define the architecture of the manipulator, while the
former determine its configuration, or posture.

Whereas the manipulator architecture is fully defined by its 3n Denavit-
Hartenberg (DH) parameters, its posture is fully defined by its n joint vari-
ables, also called its joint coordinates, once the DH parameters are known.
The relative position and orientation between links is fully specified, then,
from the discussions of Chapter 2, by (i) the rotation matrix taking the
Xi, Yi, Zi axes into a configuration in which they are parallel pairwise
to the Xi+1, Yi+1, Zi+1 axes, and (ii) the position vector of the origin of
the latter in the former. The representations of the foregoing items in co-
ordinate frame Fi will be discussed presently. First, we obtain the matrix
representation of the rotationQi carrying Fi into an orientation coincident
with that of Fi+1, assuming, without loss of generality because we are in-
terested only in changes of orientation, that the two origins are coincident,
as depicted in Fig. 4.4. This matrix is most easily derived if the rotation
of interest is decomposed into two rotations, as indicated in Fig. 4.5. In
that figure, X ′

i, Y
′
i , Z

′
i is an intermediate coordinate frame F ′

i , obtained by

TLFeBOOK

Figura 2.27: Marco de ejes coordenados de un robot articulado [20].

Tabla 2.2: Parámetros DH de Kawasaki BX100N

Eslabón θi ai bi αi

1 θ∗1 200 465 π/2

2 θ∗2 880 187 π

3 θ∗3 210 187 −π/2
4 θ∗4 0 1100 −π/2
5 θ∗5 0 0 π/2

6 θ∗6 0 225 + 160 0

2.11 Cinemática directa.

Como se ha mencionado anteriormente, la tarea de la cinemática directa

consiste en conocer la posición y orientación del efector final a partir de

valores dados para las variables de articulación. Para llevar a cabo esta tarea

es necesario encontrar n matrices de transformación homogénea, donde n es

el número de eslabones del robot.

El manipulador que se estará utilizando en el presente trabajo cuenta

con 6 GDL, donde las variables de cada eslabón se encuentran en la tabla

DH (tabla 2.2), los valores de cada uno de los renglones de la tabla DH

se utilizan para generar la matriz Ai, que es una matriz de transformación

homogénea como en la ecuación (2.12). Cada uno de los parámetros DH:
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θi, ai, bi y αi en la ecuación (2.12) será reemplazado por su correspondiente

valor tomando el renglón de la tabla DH (tabla 2.1).

Figura 2.28: Transformación de coordenadas en cadena cinemática abierta

[2].

Lo que finalmente se busca es encontrar T 0
n como se muestra en la figura

2.28, que es la matriz de transformación homogénea (ecuación (2.5)) que

describirá la posición y orientación del efector final con respecto a la base.

H = T 0
n = A1(q1) · · ·An(qn)

La matriz H está representada principalmente por la matriz de orien-

tación y un vector de posición, que son los que representan a la pose del

efector final, adicionalmente un vector de ceros y un escalar 1 en el último

renglón de la matriz H (ecuación (2.6)), son necesarios para representar tal

matriz como cuadrada.

Cada matriz de transformación Ai está formada de la siguiente manera:

Ai =

[
Ri−1i oi−1i

0 1

]

Una vez obtenida la tabla de parámetros DH, es posible obtener cada

matriz de transformación homogénea de cada eslabón con la ecuación (2.12).
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Para la matriz A1 se tiene que:

cos(α1) ≡ 0

sin(α1) ≡ 1

A1 ≡




cθ1 0 sθ1 200 cθ1

sθ1 0 −cθ1 200 sθ1

0 1 0 465

0 0 0 1




(2.13)

Para la matriz A2 se tiene que:

cos(α2) ≡ −1

sin(α2) ≡ 0

A2 ≡




cθ2 sθ2 0 880 cθ2

sθ2 −cθ2 0 880 sθ2

0 0 −1 187

0 0 0 1




(2.14)

Para la matriz A3 se tiene que:

cos(α3) ≡ 0

sin(α3) ≡ −1

A3 ≡




cθ3 0 −sθ3 210 cθ3

sθ3 0 cθ3 210 sθ3

0 −1 0 187

0 0 0 1




(2.15)

Para la matriz A4 se tiene que:

cos(α4) ≡ 0

sin(α4) ≡ −1

A4 ≡




cθ4 0 −sθ4 0

sθ4 0 cθ4 0

0 −1 0 1100

0 0 0 1




(2.16)
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Para la matriz A5 se tiene que:

cos(α5) ≡ 0

sin(α5) ≡ 1

A5 ≡




cθ5 0 sθ5 0

sθ5 0 −cθ5 0

0 1 0 0

0 0 0 1




(2.17)

Para la matriz A6 se tiene que:

cos(α6) ≡ 1

sin(α6) ≡ 0

A6 ≡




cθ6 −sθ6 0 0

sθ6 cθ6 0 0

0 0 1 385

0 0 0 1




(2.18)

Teniendo las matrices de transformación homogénea anteriores, se puede

calcular la cinemática directa del manipulador de la siguiente forma:

T 0
1 = A1 (2.19)

T 0
2 = T 0

1 T
1
2 = A1A2 (2.20)

T 0
3 = T 0

2 T
2
3 = A1A2A3 = T 0

2A3 (2.21)

T 0
4 = T 0

3 T
3
4 = A1A2A3A4 = T 0

3A4 (2.22)

T 0
5 = T 0

4 T
4
5 = A1A2A3A4A5 = T 0

4A5 (2.23)

T 0
6 = T 0

5 T
5
6 = A1A2A3A4A5A6 = T 0

5A6 (2.24)

Para mayor simplicidad en los cálculos, con algún software matemático es

posible calcular rápidamente la matriz de transformación homogénea final,

haciendo las operaciones matriciales.

Y con los valores de θ1 = θ3 = θ4 = θ6 = 0◦, θ2 = 90◦ y θ5 = −90◦

en la estructura cinemática del robot como se muestra en la figura 2.29, se
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obtiene la matriz de transformación homogénea siguiente:

H = T 0
6 ≡




1.0 0.0 0.0 1300.0

0.0 −1.0 0.0 0.0

0.0 0.0 −1.0 1170.0

0.0 0.0 0.0 1.0




(2.25)

Figura 2.29: Esqueleto del manipulador con los ángulos θ1 = θ3 = θ4 = θ6 =

0◦; θ2 = 90◦ y θ5 = −90◦.

2.12 Cinemática inversa.

Los manipuladores industriales se utilizan cada vez más con una arquitectura

especial que permite el desacoplamiento de la posición y orientación por

separado. En este caso se analizará un manipulador articulado de 6 grados de

libertad con una muñeca esférica, la cual permite analizar los primeros tres



CAPÍTULO 2. MODELO MATEMÁTICO 39

ejes de articulación θ1, θ2 y θ3, que determinan la posición del manipulador

y los últimas tres articulaciones θ4, θ5 y θ6, que constituyen a la muñeca

del manipulador, y se dice que es esférica ya que el punto de intersección

de estos tres ejes se encuentra en un punto C (como se muestra en la figura

2.30) y todos los movimientos de la muñeca esférica se encuentran centradas

en C.

En términos de los parámetros DH de un manipulador articulado desa-

coplado, las variables a4 = a5 = b5 = 0, por lo tanto, los oŕıgenes de los

ejes 5 y 6 son coincidentes. Todos los demás parámetros DH pueden tomar

valores arbitrarios.

Z6

Z4

Z3

Z2

Z1

Z0

Z5

C

Figura 2.30: Configuración geométrica de un robot articulado con muñeca

esférica.

2.12.1 Problema de posicionamiento.

Como se mencionó anteriormente, en un manipulador desacoplado, las tres

primeras articulaciones determinan la posición del centro de la muñeca,

mientras las tres últimas articulaciones de ésta, definen la orientación del

efector final.

Sea C el punto donde los ejes 4, 5 y 6 se intersectan, que representa el

centro de la muñeca esférica y entonces la distancia del punto C al origen o

base del manipulador sea el vector posición del manipulador. Claramente la

posición en C es independiente de los ángulos de articulación θ4, θ5 y θ6, por
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lo tanto, solamente las tres primeras articulaciones deben ser consideradas

con la geometŕıa del manipulador que se muestra en la figura 2.31.

Teniendo como entrada la matriz de transformación homogénea como

dato inicial.

H ≡ T 0
6 = A1 · · ·A6 =

[
R d

0 1

]
(2.26)

H ≡




r11 r12 r13 dx

r21 r22 r23 dy

r31 r32 r33 dz

0 0 0 1




(2.27)

De la matriz de transformación homogénea (2.26), sea d el vector de

posición que tiene el punto P de referencia del efector final del robot y la

matriz R la que determina la orientación del efector final del robot. Sea

también o0
C el vector posición que va desde el origen hasta el punto C del

manipulador.

Se puede conocer la posición del punto C en el manipulador, con las

siguientes relaciones [15].

d = o0
C + b6R




0

0

1


 (2.28)

o0
C = d− b6R




0

0

1


 (2.29)

Donde los elementos de los vectores de d y o0
C son:

d ≡



dx

dy

dz


 , o0

C ≡



xC

yC

zC


 (2.30)
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Por lo tanto, la ecuación (2.29) se puede representar de la siguiente

manera:



xC

yC

zC


 =



dx − b6r13
dy − b6r23
dz − b6r33


 (2.31)

Figura 2.31: Geometŕıa de soporte en la solución del problema de la

cinemática inversa [24].

Ahora que se conoce la posición del punto C de la ecuación (2.31) en el

manipulador, es posible calcular las primeras tres variables de articulación

con la geometŕıa del robot como se muestra en la figura 2.31. Para ilustrar

un ejemplo de las configuraciones posibles en las que el manipulador puede

posicionarse para obtener la misma posición en el punto C, se ilustra la

figura 2.32 con las primeras configuraciones posibles en un robot PUMA.
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FIGURE 4.10. The four arm configurations for the positioning problem of the
Puma robot: (a) and (b), elbow down; (a) and (c), shoulder fore; (c) and (d),
elbow up; (b) and (d), shoulder aft.

The Vanishing of ∆2

In some instances, ∆2, as defined in eq.(4.29c), may vanish, thereby pre-
venting the calculation of θ2 from eqs.(4.29a & b). This posture, termed
the second singularity, occurs if both coefficients A11 and A12 of eqs.(4.28a
& b) vanish. Note that from their definitions, eqs.(4.28c & d), these co-
efficients are not only position- but also architecture-dependent. Thus, an
arbitrary manipulator cannot take on this configuration unless its geometric
dimensions allow it. This type of singularity will be termed architecture-
dependent, to distinguish it from others that are common to all robots,
regardless of their particular architectures.

We can now give a geometric interpretation of the singularity at hand:
First, note that the right-hand side of eq.(4.17), from which eqs.(4.28a & b)
were derived, is identical to QT

1 (c−a1), which means that this expression is
nothing but the F2-representation of the position vector of C. That is, the
components of vector QT

1 (c − a1) are the F2-components of vector
−−→
O2C.

Therefore, the right-hand sides of eqs.(4.28a & b) are, respectively, the X2-

and Y2-components of vector
−−→
O2C. Consequently, if A11 = A12 = 0, then

the two foregoing components vanish and, hence, point C lies on the Z2

axis. The first singularity thus occurs when point C lies on the axis of the
first revolute, while the second occurs when the same point lies on the axis
of the second revolute.

TLFeBOOK

Figura 2.32: Cuatro soluciones básicas de la cinemática inversa del robot

PUMA. (a) Brazo derecho codo abajo, (b) Brazo izquierdo codo abajo, (c)

Brazo derecho codo arriba y (d) Brazo izquierdo codo arriba [20].

Tomando en cuenta la formulación presentada en [24], se tiene,

λi ≡ cos(αi)

µi ≡ sin(αi)

h = (b2 + (b3 + b4λ3)λ2)µ1 (2.32)

φ = arctan
py
px

(2.33)

r =
√
p2x + p2y (2.34)

β = arctan
h√

r2 − h2
(2.35)

v = arctan
b4µ3
a3

(2.36)
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g =
√
a23 + (b4µ3)2 (2.37)

Si el brazo está posicionado hacia adelante, entonces:

e =

√
(pz − b1)2 + (

√
r2 − h2 − a1)2 (2.38)

ψ = arctan
µ1(pz − b1)√
r2 − h2 − a1

(2.39)

cδ =
e2 − a22 − g2

2ga2
(2.40)

Si el codo está posicionado en la parte superior, entonces

δ = arctan

√
1− c2δµ1
cδ

(2.41)

Si el codo está posicionado en la parte inferior, entonces

δ = arctan
−
√

1− c2δµ1
cδ

(2.42)

Se tiene que

γ = arctan
g sin δ

a2 + g cos δ
(2.43)

θ1 = φ+ β (2.44)

θ2 = ψ − γ (2.45)

θ3 = v + δλ2 (2.46)

Si el brazo está posicionado hacia atrás, entonces:

e =

√
(pz − b1)2 + (

√
r2 − h2 + a1)2 (2.47)

ψ = arctan
µ1(pz − b1)√
r2 − h2 + a1

(2.48)
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cδ =
e2 − a22 − g2

2ga2
(2.49)

Si el codo está posicionado en la parte superior, entonces

δ = arctan

√
1− c2δµ1
cδ

(2.50)

Si el codo está posicionado en la parte inferior, entonces

δ = arctan−

√
1− c2δµ1
cδ

(2.51)

Se tiene que

γ = arctan
g sin δ

a2 + g cos δ
(2.52)

θ1 = φ+ (π − β) (2.53)

θ2 = π − (ψ − γ) (2.54)

θ3 = v − δλ2 (2.55)

2.12.2 Problema de orientación.

De manera simultánea, es posible calcular las siguientes tres variables de

articulación θ4, θ5 y θ6 en el manipulador. Para esto se requiere conocer la

matriz de orientación en las tres últimas variables de articulación R3
6. Para

la configuración de muñeca esférica que se está usando, es posible resolver el

problema relacionando los ángulos de Euler, que usan la misma configuración

de rotaciones que una muñeca esférica.De manera que se puede calcular R3
6

de la siguiente forma, [15]:

R = R0
3R

3
6 (2.56)

R3
6 = (R0

3)−1R = (R0
3)TR (2.57)



CAPÍTULO 2. MODELO MATEMÁTICO 45

Y se calcula la misma matriz de rotación con los ángulos de Euler

RZY Z = Rz,φRy,θRz,ψ , como se muestra a continuación. Para simplificar

un poco la notación, se utilizará el siguiente ejemplo: s4c5c6 es equivalente

a sinθ4 cosθ5 cosθ6. Y si φ = θ4, θ = θ5 y ψ = θ6 entonces,

R3
6 =



c4c5c6 − s4s6 −c4c5s6 − s4c6 c4s5

s4c5c6 + c4s6 −s4c5s6 + c4c6 s4s5

−s5c6 s5s6 c5


 (2.58)

La solución a este problema se divide en dos casos como se muestra en la

figura 2.33. En primer lugar tanto r13 y r23 de la ecuación (2.27) son cero.

Luego de la ecuación (2.58) se deduce que s5 6= 0, y por lo tanto r31 y r32

de la ecuación (2.27) no son cero. Si este par r13 y r23 son cero, entonces

r33 6= ±1, y se tiene c5 = r33, s5 = ±
√

1− r233
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which thus yield a unique value of θ5 for every value of θ4. Finally, with
θ4 and θ5 known, it is a simple matter to calculate θ6. This is done upon
solving for Q6 from eq.(4.42a), i.e.,

Q6 = QT
5 Q

T
4 R

and if the partitioning (4.12) of Qi is now recalled, a useful vector equation
is derived, namely,

p6 = QT
5 Q

T
4 r1 (4.44)

where r1 is the first column of R. Let w denote the product QT
4 r1, i.e.,

w ≡ QT
4 r1 ≡




r11c4 + r21s4
−λ4(r11s4 − r21c4) + µ4r31
µ4(r11s4 − r21c4) + λ4r31




Hence,

QT
5 Q

T
4 r1 ≡




w1c5 + w2s5
λ5(−w1s5 + w2c5) + w3µ5

µ5(w1s5 − w2c5) + w3λ5




in which wi denotes the ith component of w. Hence, c6 and s6 are deter-
mined from the first two scalar equations of eq.(4.44), namely,

c6 = w1c5 + w2s5

s6 = −w1λ5s5 + w2λ5c5 + w3µ5

thereby deriving a unique value of θ6 for every pair of values (θ4, θ5). In
summary, then, two values of θ4 have been determined, each value deter-
mining, in turn, one single corresponding set of θ5 and θ6 values. Therefore,
there are two sets of solutions for the orientation problem under study,
which lead to two corresponding wrist postures. The two distinct postures
of an orthogonal three-revolute spherical wrist for a given orientation of its
EE are displayed in Fig. 4.18.

FIGURE 4.18. The two configurations of a three-axis spherical wrist.

TLFeBOOK

Figura 2.33: Dos configuraciones posibles en una muñeca esférica [20].

De forma que

θ5 = arctan

(
r33,

√
1− r233

)
(2.59)

o

θ5 = arctan

(
r33,−

√
1− r233

)
(2.60)

Si se toma el valor de θ5 de la ecuación (2.59), entonces s5 > 0, y

θ4 = arctan (r13, r23) (2.61)
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θ6 = arctan (−r31, r32) (2.62)

Si se toma el valor de θ5 de la ecuación (2.60), entonces s5 < 0, y

θ4 = arctan (−r13,−r23) (2.63)

θ6 = arctan (r31,−r32) (2.64)

En este caṕıtulo se mostraron algunos conceptos básicos de los robots

seriales, espećıficamente de los manipuladores articulados, el análisis de

la cinemática directa e inversa para la generación de su movimiento. El

siguiente caṕıtulo comenzará con la planificación de trayectorias lineales y

curviĺıneas para aplicaciones en la robótica.
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En el presente caṕıtulo se describe la teoŕıa y planificación de diversas

trayectorias en un espacio tridimensional, que el efector final de un manipu-

lador pueda trazar. Entre estas trayectorias se encuentran las lineales y las

curviĺıneas.

3.1 Introducción.

Los movimientos que experimenta un sistema mecánico robótico deben de

ser, en regla, lo más suaves posibles; esto es, se deben evitar cambios abrup-

tos en posición, velocidad, y aceleración. Por otra parte, los cambios abrup-

tos surgen cuando el robot colisiona con algún objeto, una situación que

debe ser evitada en la tarea programada para el robot. Aunque se planeen

movimientos suaves con técnicas simples, como se describirá más adelante,

no hay garant́ıa que no ocurran movimientos abruptos. De hecho, si el am-

biente de trabajo está lleno de objetos, ya sea que estén estacionarios o en

movimiento, las colisiones podŕıan surgir.

Sin embargo, existen aplicaciones en los manipuladores que no solo son

ambientes bien estructurados o planeados en la producción automatizada,

sino que hay ambientes mal planeados donde existen demasiados obstáculos,

e inclusive llega a intervenir actividad humana. Y si en el espacio de trabajo

del manipulador hay intervención humana, se debe ver la forma en la que

haya menos situaciones de choque o de algún accidente, si es que no hay

una buena planeación de su trayectoria. Es por eso que la planeación de

trayectorias en un manipulador llega a ser un gran reto.

Por lo tanto, en la planificación de trayectorias y movimientos del robot

en ambientes no estructurados se requieren técnicas más avanzadas que están

fuera del alcance de este proyecto, que involucran áreas tales como el re-

conocimiento de imágenes e inteligencia artificial. Por esta razón, en el

presente proyecto solamente se llega a la planificación de los movimientos

del robot en entornos estructurados.

Dos tipos de planificación de trayectorias se analizarán,

• Operaciones con trayectorias lineales, tales como pick-and-place y
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• Operaciones con trayectorias continuas, tales como funciones en el

espacio, curvas, etc.

3.2 Operaciones con trayectorias lineales.

3.2.1 Pick and place.

En operaciones de pick and place, el manipulador articulado tiene la tarea

de tomar una pieza de trabajo desde una pose inicial, determinada por la

posición de uno de sus puntos y su orientación con respecto a un sistema

de coordenadas definido por el efector final del robot, hasta una pose final,

determinada de la misma manera.

Figura 3.1: ADRS: Operación de pick & place [22].

Las operaciones de pick and place se ejecutan en procesos de fabricación

y producción industrial tales como en la carga y descarga de las cintas trans-

portadoras (conveyors), como se muestra en la Fig. 3.1, y las operaciones

de ensamble de manera simple, como poner los rodamientos de rodillos so-

bre un eje. El común denominador de estas tareas es la manipulación de

materiales, que por lo general requiere la presencia de las máquinas conven-

cionales cuyo movimiento es muy simple y por lo general se caracteriza por

velocidad uniforme. En algunos casos, como en las operaciones de ensam-

blaje, un conjunto de piezas de trabajo, por ejemplo, en un magazine, deben

ser recolectadas en un orden prescrito a un recipiente, que constituye una

operación conocida como paletización.
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Cabe señalar que tanto la pose inicial como la pose final en un pick and

place se prescriben en el espacio cartesiano, los movimientos del robot se

implementan en el espacio de articulación. Por lo tanto, la planificación

del pick and place se lleva a cabo en este último espacio, lo que provoca la

necesidad del mapeo del movimiento previsto en el espacio cartesiano, a fin

de garantizar que el robot no choque con algún objeto en su entorno.

Sin embargo, para movimientos generales en 3D y geometŕıas arbitrarias,

los requerimientos computacionales hacen que el procedimiento sea muy

impráctico. Un enfoque más práctico consistiŕıa en dos etapas, [20]; (i) la

planificación de una trayectoria preliminar en el espacio de la articulación,

sin tener en cuenta los obstáculos, y (ii) verificar visualmente si las coli-

siones se producen con la ayuda de un sistema de procesamiento de gráficos

de la animación del movimiento del robot en la presencia de obstáculos. La

disponibilidad de hardware de gráficos de gran capacidad permite la ani-

mación rápida de los movimientos del robot dentro de un entorno en tiempo

real. La figura 3.2 muestra una captura de la animación de una aplicación de

recolección y de reconocimiento de bloques de color, donde sus trayectorias

son lineales, definidas de un punto a otro, desarrolladas en la plataforma

ADEFID, la cual está haciendo una aplicación tipo pick-and-place.

Figura 3.2: Operación pick and place en un entorno gráfico.

Con el fin de proceder a la śıntesis de la trayectoria de articulación,

se debe mapear la pose inicial y final de donde se encuentra la pieza de

trabajo y en la pose de su contenedor, que se supone está firmemente ligado

con el efector final del manipulador, dentro de las configuraciones descritas
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del manipulador en el espacio de trabajo. Sea θI la variable del vector

de articulación inicial y θF la variable del vector de articulación final del

robot. Por otra parte, la pose inicial en el espacio cartesiano se define por el

vector de posición pI del punto de operación P del efector final y la matriz

de rotación QI . Del mismo modo, la pose final en el espacio cartesiano

se define por el vector de posición pF de P y la matriz de rotación QF .

Por otra parte, sea ṗI y p̈I el vector velocidad y el vector aceleración de

P , respectivamente, mientras que ωI y ω̇I el vector de velocidad angular

y el vector de aceleración angular, respectivamente, de la pieza de trabajo,

todos éstos en la pose inicial. Estas variables para la pose final se denotan

del mismo modo, donde el sub́ındice I se cambia por F . Asimismo, se supone

que el tiempo se cuenta desde la pose inicial, es decir, en esta pose, t = 0. Si

la orientación se lleva a cabo en el tiempo T , entonces en la pose final t = T .

Por lo tanto, se tiene el conjunto de condiciones que definen un movimiento

suave entre la pose inicial y la final, esto es,

p(0) = pI ṗ(0) = 0 p̈(0) = 0 (3.1)

Q(0) = QI ω(0) = 0 ω̇(0) = 0 (3.2)

p(T ) = pF ṗ(T ) = 0 p̈(T ) = 0 (3.3)

Q(T ) = QF ω(T ) = 0 ω̇(T ) = 0 (3.4)

En ausencia de singularidades, entonces, las condiciones de velocidad y

aceleración implican velocidad y aceleración cero, esto es,

θ(0) = θI θ̇(0) = 0 θ̈(0) = 0 (3.5)

θ(T ) = θF θ̇(T ) = 0 θ̈(T ) = 0 (3.6)

3.2.2 Interpolación polinomial 3-4-5.

Una simple inspección en las condiciones (3.5) y (3.6) revela que una in-

terpolación lineal entre configuraciones iniciales y finales no funciona aqúı,

por lo que es necesario una interpolación de grado superior. Por otra parte

estas condiciones implican a su vez, seis condiciones para cada trayectoria

de articulación, lo que significa que si un polinomio se va a emplear para
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representar el movimiento de todas las articulaciones, a continuación, este

polinomio deberá ser al menos del quinto grado, por lo tanto, se comienza

por el estudio de planificación de trayectorias con la ayuda de un polinomio

de quinto grado.

Con el fin de representar a cada movimiento de articulación, se usa un

polinomio de quinto grado s(τ), [20],

s(τ) = aτ5 + bτ4 + cτ3 + dτ2 + eτ + f (3.7)

de manera que

0 ≤ s ≤ 1, 0 ≤ τ ≤ 1 (3.8)

y

τ =
t

T
(3.9)

Por lo tanto, se considera un polinomio normal, que nos permitirá repre-

sentar a cada variable de articulación θj a lo largo de su rango de movimiento,

de modo que, [20];

θj(t) = θIj + (θFj − θIj )s(τ) (3.10)

Donde θIj y θFj son el valor inicial y final de cada variable de articulación

representada con el sub́ındice j.

En forma vectorial, la equación (3.10) se re-escribe como;

θ(t) = θI + (θF − θI)s(τ) (3.11)

Y por lo tanto,

θ̇(t) = (θF − θI)s′(τ)τ̇(t) = (θF − θI)
1

T
s′(τ) (3.12)

Del mismo modo,

θ̈(t) =
1

T 2
(θF − θI)s′′(τ) (3.13)

Y
...
θ (t) =

1

T 3
(θF − θI)s′′′(τ) (3.14)
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Lo que se necesita ahora son los valores de los coeficientes de s(τ) que

aparecen en la ecuación (3.7). Estos se encuentran fácilmente por las condi-

ciones (3.5) y (3.6), en conjunto con las ecuaciones (3.10) - (3.14). De esta

manera se obtienen condiciones finales para s(τ), es decir,

s(0) = 0, s′(0) = 0, s′′(0) = 0, s(1) = 1, s′(1) = 0, s′′(1) = 0 (3.15)

Las derivadas de s(τ) que se muestran abajo se obtienen fácilmente a

partir de la ecuación (3.7),

s′(τ) = 5aτ4 + 4bτ3 + 3cτ2 + 2dτ + e (3.16)

y

s′′(τ) = 20aτ3 + 12bτ2 + 6cτ + 2dτ (3.17)

Aśı, los primeras tres condiciones de la ecuación (3.15) conducen a

f = e = d = 0 (3.18)

mientras que las últimas tres condiciones producen tres ecuaciones lineales

en a, b, y c, es decir

a+ b+ c = 1 (3.19)

5a+ 4b+ 3c = 0 (3.20)

20a+ 12b+ 6c = 0 (3.21)

Al resolver las tres ecuaciones anteriores para las tres incógnitas antes

mencionadas, se obtiene

a = 6, b = −15, c = 10 (3.22)

Por consiguiente, el polinomio normal buscado es

s(τ) = 6τ5 − 15τ4 + 10τ3 (3.23)
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El cual es llamado polinomio 3-4-5. Este polinomio y sus primeras tres

derivadas, normalizadas en el intervalo de (-1,1), se muestran en la figura

3.3.

194 5. Trajectory Planning: Pick-and-Place Operations

while the last three conditions yield three linear equations in a, b, and c,
namely,

a+ b+ c = 1 (5.11a)

5a+ 4b+ 3c = 0 (5.11b)

20a+ 12b+ 6c = 0 (5.11c)

Upon solving the three foregoing equations for the three aforementioned
unknowns, we obtain

a = 6, b = −15, c = 10 (5.12)

and hence, the normal polynomial sought is

s(τ) = 6τ5 − 15τ4 + 10τ3 (5.13)

which is called a 3-4-5 polynomial.
This polynomial and its first three derivatives, all normalized to fall

within the (−1, 1) range, are shown in Fig. 5.2. Note that the smoothness
conditions imposed at the outset are respected and that the curve thus
obtained is a monotonically growing function of τ , a rather convenient
property for the problem at hand.
It is thus possible to determine the evolution of each joint variable if we

know both its end values and the time T required to complete the motion.
If no extra conditions are imposed, we then have the freedom to perform
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Figura 3.3: Interpolación del polinomio 3-4-5 y sus derivadas [20]

Por lo tanto, es posible determinar la evolución de cada variable de

articulación si se conocen tanto sus valores finales y el tiempo T requerido

para completar el movimiento. Se debe tener en cuenta, que este tiempo

no puede ser un valor arbitrariamente pequeño, ya que se tienen que res-

petar las especificaciones de los motores en velocidad, aceleración y torque

máximos. Aunque solo se especificarán la máxima velocidad de articulación

y la máxima aceleración de articulación. De la función de θj(t) de la ecuación

(3.10), con el fin de hallar valores de τ en la que la primera y segunda

derivada de s(τ) alcanzan valores máximos, es necesario igualar a cero su

segunda y tercer derivada. Estas derivadas se muestran a continuación:

s′(τ) = 30τ4 − 60τ3 + 30τ2 (3.24)

s′′(τ) = 120τ3 − 180τ2 + 60τ (3.25)
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s′′′(τ) = 360τ2 − 360τ + 60 (3.26)

De la que es evidente que la segunda derivada se anula en los dos ex-

tremos del intervalo 0 ≤ τ ≤ 1 . Además, la misma derivada se anula en el

punto medio del mismo intervalo, es decir, en τ=1/2. Por lo tanto, el valor

máximo de s′(τ) , s′max, se encuentra fácilmente como

s′max = s′
(

1

2

)
=

15

8
(3.27)

Y el valor máximo de la velocidad en la j -ésima articulación toma el

valor

(θ̇j) =
15(θFj − θIj )

8T
(3.28)

De la misma manera, los valores máximo y mı́nimo de τ pueden conocerse

con los extremos relativos de su segunda derivada. La tercera derivada se

anula en dos puntos intermedios τ1 y τ2 del intervalo 0 ≤ τ ≤ 1 , es decir,

en

τ1,2 =
1

2
±
√

3

6
(3.29)

El valor máximo se determina como

s′′max = s′′

(
1

2
−
√

3

6

)
=

10
√

3

3
(3.30)

mientras que el valor mı́nimo está dado por

s′′min = s′′

(
1

2
+

√
3

6

)
= −10

√
3

3
(3.31)

El valor máximo de la aceleración en el conjunto de articulación se mues-

tra a continuación:

(θ̈j) =
10
√

3

3

(θFj − θIj )
T 2

(3.32)

Del mismo modo

s′′′max = s′′′(0) = s′′′(1) = 60
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Y por lo tanto

(
...
θ j) = 60

(θFj − θIj )
T 3

(3.33)

Aśı, las ecuaciones (3.28) y (3.32) permiten determinar T de cada ar-

ticulación de modo que los cambios en las articulaciones en velocidad y

aceleración se encuentran dentro de los ĺımites máximos y mı́nimos de τ en

s y s′′.

3.2.3 Interpolación cúbica usando splines.

La trayectoria polinómica discutida anteriormente no permite la especifi-

cación de poses cartesianas intermedias del efector final. Lo único que

garantiza es que se cumplan las trayectorias cartesianas prescritas en los

instantes inicial y final. Una forma de comprobar la viabilidad de las trayec-

torias cartesianas, aśı como sintetizarlas, consiste en utilizar un sistema de

gráficos, con capacidades de animación, para producir una representación

animada del movimiento del robot, pretendiendo de esta manera verificar

las posibles colisiones. Si esto último ocurre, se debe de tener una ruta

alternativa posible con la cinemática inversa, calculada en la pose final o

modificar completamente la trayectoria para evitar colisiones.

Esto se lleva a cabo con las denominadas posturas, también llamadas

v́ıa poses, es decir, poses del efector final definidas en el espacio cartesiano

que están entre la pose inicial y la pose final, y deben estar determinadas

a fin de evitar colisiones. Por ejemplo, si al acercarse a la pose final de

una aplicación de pick and place, el manipulador detecta que va a interferir

con la superficie donde se va a colocar la pieza de trabajo, una postura es

seleccionada cerca del punto final de manera que en esta posición, la pieza

de trabajo esté lo suficientemente lejos de la superficie. Para la cinemática

inversa, los valores de las variables de articulación se pueden determinar

con las posturas mencionadas anteriormente. Estos valores pueden ahora

ser considerados como puntos en la trayectoria del espacio de articulación

y son llamados puntos v́ıa. Obviamente, bajo el trazado de cada variable

de articulación en función del tiempo, los puntos v́ıa aparecen como puntos

trazados en el espacio, representando una trayectoria en el espacio.
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Ahora, cuando el número de posturas se incrementa, se vuelve cada

vez más impráctico que la interpolación sea lineal. De hecho forzar a una

trayectoria a que pase a través de una serie de puntos v́ıa y conocer las

condiciones de cada punto es equivalente a la interpolación. Y se ha visto

que al aumentar el número de condiciones el grado del polinomio de interpo-

lación aumenta y será necesario calcular los coeficientes del polinomio, esto

requiere resolver un sistema de ecuaciones lineales. Cuando se aumentan

las condiciones o se incrementa el número de posturas en una trayectoria su

cálculo se torna impráctico.

Una alternativa de un polinomio de grado alto, son los funciones Spline.

Las funciones spline, en forma breve, son polinomios a trozos con propie-

dades de continuidad impuestas en los puntos de apoyo. Estos últimos

son aquellos puntos en los que se unen dos polinomios vecinos.

La caracteŕıstica más importante de los Splines es que se definen como

un conjunto de polinomios de grado menor unidos por un número de pun-

tos de apoyo. Además, las matrices que se generan de un problema de

interpolación asociada con una función spline son tales que su número de

condiciones sólo es ligeramente dependiente de la cantidad de puntos de

apoyo, y por lo tanto, los splines ofrecen la posibilidad de interpolación en

un número virtualmente ilimitado de puntos sin producir serios problemas

en los cálculos matemáticos. Usando la interpolación con spline, se puede

seguir con la planificación de trayectorias con el manipulador articulado.

Una función cúbica spline s(x) que conecta N puntos Pk(xk, yk), para

k = 1, 2, . . . , N , es una función a trozos definida por N−1 polinomios cúbicos

unidos por los puntos de Pk, de manera que s(xk) = yk.

Sean entonces Pk(xk, yk) y Pk+1(xk+1, yk+1) dos puntos de apoyo consecu-

tivos. El k-ésimo polinomio cúbico sk(x) entre dos puntos se supone que está

dado por

sk(x) = Ak(x− xk)3 +Bk(x− xk)2 + Ck(x− xk) +Dk (3.34)

para xk ≤ x ≤ xk+1. Aśı, para la función spline s(x), 4(N − 1) coeficientes

de las variables Ak, Bk, Ck, Dk, para k = 1, . . . , N − 1, se determinarán más

adelante. Estos coeficientes se calcuarán en términos de los valores de las
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funciones dadas {sk}N1 y de las segundas derivadas de la curva de la sección

en los puntos de apoyo, {s′′k}N1 , que se explican más abajo: Primero, se

necesitan la primera y segunda derivada de sk, esto es,

s′k(x) = 3Ak(x− xk)2 + 2Bk(x− xk) + Ck (3.35)

s′′k(x) = 6Ak(x− xk) + 2Bk (3.36)

Donde las relaciones de los coeficientes inmediatamente son, [20]:

Bk =
1

2
s′′k (3.37)

Ck = s′k (3.38)

Dk = sk (3.39)

Utilizando las abreviaturas siguientes,

sk ≡ s(xk), s′k ≡ s′(xk), s′′k ≡ s′′(xk) (3.40)

Por lo tanto, sea

∆xk ≡ xk+1 − xk (3.41)

De las relaciones descritas anteriormente, se tienen las expresiones para

los coeficientes Bk y Dk en términos de s′′k y sk, respectivamente, pero la

expresión para Ck está en términos de s′k. La cual se desea que tenga las

mismas expresiones tanto para Ak y Ck, esto es, en términos de sk y s′′k. Las

relaciones buscadas se encuentran mediante la imposición de las condiciones

de continuidad en la función spline y sus primera y segunda derivadas con

respecto a x en los puntos de apoyo. Estas condiciones son, entonces, para

k = 1, 2, . . . , N − 1,

sk(xk+1) = sk+1 (3.42)
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s′k(xk+1) = s′k+1 (3.43)

s′′k(xk+1) = s′′k+1 (3.44)

Tras la sustitución de s′′k(xk+1), dada por la ecuación (3.36), en la Ec.

(3.44), se obtiene

6Ak∆xk + 2Bk = 2Bk+1

Pero de la ecuación (3.37), ya se tiene una expresión para Bk, y por lo

tanto, una para Bk+1 también. Sustituyendo estas dos expresiones en la

ecuación anterior, se obtiene una expresión para Ak, esto es, [20];

Ak =
1

6∆xk

(
s′′k+1 − s′′k

)
(3.45)

Por otra parte, si se sustituye sk+1, según la ecuación (3.34), en la Ec.

(3.42), resulta

Ak(∆xk)
3 +Bk(∆xk)

2 + Ck∆xk +Dk = sk+1

Pero ya se tienen valores para Ak, Bk y Ck de las ecuaciones (3.45) y

(3.37), respectivamente. Al sustituir estos valores en la ecuación anterior, se

obtiene la expresión deseada para Ck en términos de la función y los valores

de la segunda derivada, es decir,

Ck =
∆sk
∆xk

− 1

6
∆xk

(
s′′k+1 + 2s′′k

)
(3.46)

En resumen, ahora se tienen las expresiones para los cuatro coeficientes

del k-ésimo polinomio en términos de valores de la función y de la segunda

derivada en los puntos de apoyo,

Ak =
1

6∆xk

(
s′′k+1 − s′′k

)
(3.47)

Bk =
1

2
s′′k (3.48)

Ck =
∆sk
∆xk

− 1

6
∆xk

(
s′′k+1 + 2s′′k

)
(3.49)

Dk = sk (3.50)
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teniendo en cuenta que

∆sk ≡ sk+1 − sk (3.51)

Por otra parte, de la condición de continuidad en la primera derivada,

Ec. (3.43), después de la sustitución de la ecuación (3.35), se obtiene;

3Ak(∆xk)
2 + 2Bk∆xk + Ck = Ck+1

O, si se regresa a los polinomios anteriores

3Ak−1(∆xk−1)
2 + 2Bk−1∆xk−1 + Ck−1 = Ck

Ahora bien, si se sustituyen las expresiones de (3.47) a (3.49) en la

ecuación que se acaba de indicar, se obtiene un sistema lineal de N − 2

ecuaciones simultáneas para las N incógnitas {s′′k}N1 :

(∆xk)s
′′
k+1 + 2(∆xk−1 + ∆xk)s

′′
k + (∆xk−1)s

′′
k−1

= 6

(
∆sk
∆xk

− ∆sk−1
∆xk−1

)
, para k = 2, . . . , N − 1. (3.52)

Además, sea s el vector N -dimensional, cuyo componente de orden k es

sk, con el vector s′′ siendo definido de la misma manera, es decir,

s = [s1, . . . , sN ]T , s′′ = [s′′1, . . . , s
′′
N ]T (3.53)

La relación entre s y s′′, de la ecuación (3.52), entonces se puede escribir

en forma vectorial como

As′′ = 6Cs (3.54)

Donde A y C son matrices de (N − 2)×N definidas como

A =




α1 2α1,2 α2 0 · · · 0 0

0 α2 2α2,3 α3 · · · 0 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

0 0 · · · αN ′′′ 2αN ′′′,N ′′ αN ′′ 0

0 0 0 · · · αN ′′ 2αN ′′,N ′ αN ′




(3.55)
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C =




β1 −β1,2 β2 0 · · · 0 0

0 β2 −β2,3 β3 · · · 0 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

0 0 · · · βN ′′′ −βN ′′′,N ′′ βN ′′ 0

0 0 0 · · · βN ′′ −βN ′′,N ′ βN ′




(3.56)

Mientras que para i, j, k = 1, . . . , N − 1

αk ≡ xk, αi,j ≡ αi + αj (3.57)

βk ≡ 1/αk, βi,j ≡ βi + βj (3.58)

y

N ′ ≡ N − 1, N ′′ ≡ N − 2, N ′′′ ≡ N − 3 (3.59)

Por lo tanto, se necesitan dos ecuaciones adicionales para hacer que la

ecuación (3.54) sea un sistema determinado. Las ecuaciones adicionales

se obtienen, a su vez, dependiendo de la clase de funciones que uno está

tratando, lo que induce a diversos tipos de funciones spline. Por ejemplo, si

s′′1 y s′′N se definen como cero, entonces se obtiene splines cúbicos naturales.

En este caso, el vector s′′ se convierte de dimensión N − 2, y por lo tanto la

matriz A se convierte, en consecuencia, de (N − 2)× (N − 2), es decir,

A =




2α1,2 α2 0 · · · 0

α2 2α2,3 α3 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 · · · αN ′′′ 2αN ′′′,N ′′ αN ′′

0 0 · · · αN ′′ 2αN ′′,N ′




(3.60)

Por otro lado, si se tiene interés en funciones periódicas, entonces se

imponen las condiciones s1 = sN , s′1 = s′N , s′′1 = s′′N , produciendo de esta

manera splines cúbicas periódicas. La última de estas condiciones se utiliza

para eliminar una incógnita en la ecuación (3.54), mientras que la segunda

condición, también llamada de continuidad de la primera derivada, se utiliza

para añadir una ecuación. Aśı,

s′1 = s′N (3.61)
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que puede ser escrita, usando (3.43), como

s′1 = s′N−1(xN ) (3.62)

Tras la sustitución de s′N−1(xN ), dada por la ecuación (3.35), en la

ecuación anterior, se obtiene

s′1 = 3AN−1∆x
2
N−1 + 2BN−1∆xN−1 + CN−1 (3.63)

Ahora se usan las Ecs. (3.47)-(3.49) y se simplifica la expresión resultante

que conduce a

s′1 = 3AN−1∆x
2
N−1 + 2BN−1∆xN−1 + CN−1 (3.64)

siendo ésta, la última ecuación que se requiere para resolver el sistema de

ecuaciones dadas por las ecuaciones (3.54)−(3.56). De esta manera se tienen

(N − 1) ecuaciones independientes para resolver (N − 1) incógnitas, esto es,

s′′k, para k = 1, . . . , N − 1, s′′N siendo igual a s′′1. Las expresiones para las

matrices A y C, que corresponden a una spline cúbica periódica, se dan en

las ecuaciones (3.96) y (3.97).

3.3 Operaciones con trayectorias continuas.

En operaciones de pick and place, la pose, el giro y la velocidad de giro

en el efector final son especificados sólo en dos extremos de la trayectoria,

sin embargo, el propósito de la planificación de trayectorias continuas es la

integración de estas dos poses o más con movimientos suaves.

En esta sección se analizarán dos tipos de interpolaciones en trayectorias

que producen movimientos suaves tanto en el espacio cartesiano como en las

variables de articulación del robot.

3.3.1 Geometŕıa de la curva.

El sector industrial ha demandado diversas aplicaciones en las que está in-

volucrado el seguimiento de trayectorias curviĺıneas, con mayor rapidez, pre-

cisión y calidad. Algunas aplicaciones requieren que estas tareas se efectúen
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a lo largo de una curva con movimientos suaves, por ejemplo, en fuselajes

de aviones, la trayectoria o camino es trazado como una función de tiempo

prescrita. Esta función por otra parte es una tarea dependiente, ya que

controla y/o especifica la geometŕıa de tal trayectoria.

La mayoŕıa de los métodos de planificación de trayectorias se enfocan

en la obtención de la curva en un espacio cartesiano seguida por el punto

de operación. Sin embargo, la orientación que debe tomar el sistema de

referencia cuyo origen es el punto que se estará trasladando en la misma

curva, se basa en una tŕıada de vectores conocida como Frenet-Serret (ver

Fig. 3.4). En presencia de manipuladores articulados con muñeca esférica,

el posicionamiento y la orientación son fácilmente separables por lo tanto,

la planificación de las dos tareas se puede hacer por separado [2].

La orientación de una trayectoria se puede determinar por su geometŕıa.

Sea entonces p un vector de (3× 1) y f(s) una función vectorial continua en

un intervalo de [sI , sF ]. Considerando la siguiente ecuación

p = f(s) (3.65)

Haciendo referencia a la descripción geométrica de la curva. La ecuación

(3.65) define la representación paramétrica de la curva Γ y el escalar s

como el parámetro que estará variando. De manera, que cuando s vaya

incrementándose, el punto p se irá moviendo en la curva en cierta dirección.

Una curva cerrada está definida cuando p(sF ) = p(sI), y una curva abierta

cuando p(sF ) 6= p(sI).

Sea entonces pI el punto inicial en la curva abierta Γ y pF el punto final

de la misma curva como se muestra en la figura 3.4. Y el parámetro σ de la

curva representa la longitud de arco de la trayectoria Γ .

A partir de la representación anterior se deduce que, cada valor de σ en

la trayectoria, corresponde a un punto en la trayectoria Γ ya definida en

forma paramétrica, como lo define la siguiente ecuación.

p = f(σ) (3.66)

El rango de variación del parámetro σ está definido desde cero hasta el

valor máximo o total de la longitud de arco de dicha trayectoria.
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Figura 3.4: Tŕıada de vectores Frenet-Serret [2].

Sea p un punto cualquiera en una curva abierta Γ representada por la

ecuación (3.66) que va ir variando con respecto al parámetro σ. El punto p

tiene tres vectores unitarios los cuales definen su orientación en dicha curva,

y estos vectores dependen exclusivamente de la geometŕıa de la curva ya

definida por la ecuación (3.66).

En estas condiciones, se puede asociar con cada punto de este intervalo

una tŕıada ortonormal de vectores, es decir, un conjunto de vectores unita-

rios que son mutuamente ortogonales, que son, el vector tangente t, el vector

normal n, y el vector binormal b, de Γ . Por lo tanto, cuando este conjunto

de vectores está dispuesto adecuadamente en una matriz de 3×3, se obtiene

una matriz de rotación. Por tanto, esta matriz representa la orientación de

Γ .

El primer vector unitario es el vector tangente t, este vector está orien-

tado a lo largo de la dirección inducida por la curva con la variación del

parámetro σ. El segundo vector unitario conocido como vector normal n,

es orientado a lo largo de la ĺınea de intersección p en un ángulo recto con

t y se encuentra en el llamado plano osculante (ver Fig. 3.4), dicho plano

es la posición ĺımite del plano que contiene t y un punto p′ ∈ Γ cuando p′

tiende a p a lo largo de la trayectoria. Y finalmente el tercer vector unitario

es el binormal b, este vector es el producto cruz de los dos anteriores. Esta

tŕıada de vectores Frenet-Serret conforman la orientación de p a lo largo de

la curva Γ con respecto a la variación del parámetro σ.

Los vectores unitarios anteriores están representados por simples rela-
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ciones con la curva representada por Γ como función de la geometŕıa de tal

curva. De manera que los vectores Frenet-Serret están representados de la

siguiente manera, [2]:

t =
dp

dσ
, n =

1∥∥∥∥
d2p

dσ2

∥∥∥∥

d2p

dσ2
, b = t× n. (3.67)

3.3.2 Planificación de trayectorias con parametric splines.

A veces la trayectoria a seguir por la punta del efector final del robot se

da sólo como un conjunto discreto de puntos {Pi}N1 . Este es el caso, por

ejemplo, si la ruta es la intersección de dos superficies deformadas, como en

la soldadura por arco de dos placas del casco de un buque o la soldadura

por puntos de dos láminas del fuselaje de un avión. En estos casos, las

coordenadas de los puntos de muestra o bien se calculan numéricamente

a través de la solución de ecuaciones no lineales o utilizando un sistema

de visión. En cualquier caso, es evidente que sólo las coordenadas de los

puntos está disponible, mientras que la planificación de la trayectoria de-

manda información sobre las derivadas del vector posición en los puntos de

la trayectoria con respecto a la longitud del arco. Estas derivadas se pueden

estimar a través de una interpolación adecuada de las coordenadas dadas.

Las funciones splines introducidas anteriormente son aplicables siempre

que sean una función, no como una curva geométrica en el espacio tridi-

mensional, la cual se interpola, y por lo tanto, estas splines, denominadas

no paramétricas, ya no son aplicables. Lo que se necesita en este caso son

splines paramétricas, como se describe a continuación.

Aunque las splines paramétricas, a su vez, pueden ser de diversos tipos,

por simplicidad se analizarán splines paramétricas cúbicas.

Sea Pi(xi, yi, zi), para i = 1, . . . , N , el conjunto de puntos de muestra en

la ruta a ser trazada por la punta del efector final del robot, siendo {pi}N1
el conjunto de vectores de posición correspondiente. El objetivo en esta

sección es producir una trayectoria suavizada que pase a través de {Pi}N1 y

que contenga una tŕıada Frenet-Serret continua. Con este fin, se define una

variable primordial en este conjunto de operaciones, el parámetro σ.
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Primeramente se introducirá un par de definiciones: Sea que la derivada

k-ésima del vector posición p de un punto arbitrario P de Γ con respecto al

parámetro σ, evaluada en Pi se denota por p
(k)
i , sus componentes se designan

correspondientemente por x
(k)
i , y

(k)
i , y z

(k)
i . Luego, las coordenadas de P

están expresadas del mismo modo en polinomios cúbicos de σ, esto es, [20];

x(σ) = Axi(σ − σi)3 +Bxi(σ − σi)2 + Cxi(σ − σi) +Dxi (3.68)

y(σ) = Ayi(σ − σi)3 +Byi(σ − σi)2 + Cyi(σ − σi) +Dyi (3.69)

z(σ) = Azi(σ − σi)3 +Bzi(σ − σi)2 + Czi(σ − σi) +Dzi (3.70)

Para el parámetro real σ, de tal manera que σi ≤ σ ≤ σi+1, y i =

1, . . . , N − 1, con σi definido como,

σ1 = 0, σi+1 ≡ σi + ∆σi, ∆σi ≡
√

∆x2i + ∆y2i + ∆z2i (3.71)

∆xi ≡ xi+1 − xi, ∆yi ≡ yi+1 − yi, ∆zi ≡ zi+1 − zi (3.72)

Y por lo tanto, ∆σi representa la longitud de la cuerda subtendida por

el arco de la trayectoria entre Pi y Pi+1. Del mismo modo, σ denota una

longitud de la trayectoria medida a lo largo de las uniones de cada polinomio

en el espacio de los N puntos de {Pi}N1 . Aśı, entre más cercanos los puntos

antes mencionados, más cercana es la aproximación ∆σi a la longitud de

arco entre esos dos puntos, y por lo tanto, son mejores las aproximaciones

de las propiedades de la curva.

Los coeficientes spline anteriores Axi, Ayi, . . . , Dzi, para i = 1, . . . , N−1,

se determinan como se explica a continuación. Teniendo definidos vectores

de dimensión N

x ≡ [x1, . . . , xN ]T , x′′ ≡ [x′′1, . . . , x
′′
N ]T (3.73)

y ≡ [y1, . . . , yN ]T , y′′ ≡ [y′′1 , . . . , y
′′
N ]T (3.74)
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z ≡ [z1, . . . , zN ]T , z′′ ≡ [z′′1 , . . . , z
′′
N ]T (3.75)

La relación entre x,y, z y de sus contrapartes, x′′,y′′, z′′ son los mismas

que las funciones splines no paramétricas que se encuentran en la ecuación

(3.54), esto es,

Ax′′ = 6Cx (3.76)

Ay′′ = 6Cy (3.77)

Az′′ = 6Cz (3.78)

las cuales son expresiones similares a la ecuación (3.54), excepto que las

matrices A y C que aparecen en la Ec. (3.77) son ahora funciones propias de

las coordenadas de los puntos de apoyo de la spline. De hecho, las matrices

A y C de tamaño (N − 2)×N se definen exactamente como las ecuaciones

(3.55) y (3.56), que se repiten a continuación para una referencia rápida:

A =




α1 2α1,2 α2 0 · · · 0 0

0 α2 2α2,3 α3 · · · 0 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

0 0 · · · αN ′′′ 2αN ′′′,N ′′ αN ′′ 0

0 0 0 · · · αN ′′ 2αN ′′,N ′ αN ′




(3.79)

C =




β1 −β1,2 β2 0 · · · 0 0

0 β2 −β2,3 β3 · · · 0 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

0 0 · · · βN ′′′ −βN ′′′,N ′′ βN ′′ 0

0 0 0 · · · βN ′′ −βN ′′,N ′ βN ′




(3.80)

donde αk y βk ahora se definen de manera correspondiente, es decir, para

i, j, k = 1, . . . , N − 1,

αk = ∆σk, αi,j = αi + αj , βk = 1/αk, βi,j = βi + βj , (3.81)
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y

N ′ ≡ N − 1, N ′′ ≡ N − 2, N ′′′ ≡ N − 3 (3.82)

Hay que tener en cuenta que la curva spline de selección p(σ) está to-

talmente determinada una vez que se conozcan sus coeficientes. Éstos se

calculan exactamente como sus contrapartes de splines no paramétricas, es

decir, como en las Ecs. (3.47)−(3.51). A diferencia de los coeficientes de

las ecuaciones mencionadas anteriormente, aqúı los coeficientes de la spline

paramétrica contienen tres coordenadas y por lo tanto, se requieren cal-

cular tres conjuntos de coeficientes. Con el fin de simplificar las cosas, se

introducen los vectores siguientes:

ak ≡



Axk

Ayk

Azk


 , bk ≡



Bxk

Byk

Bzk


 , ck ≡



Cxk

Cyk

Czk


 , dk ≡



Dxk

Dyk

Dzk




(3.83)

Y aśı, el vector posición de cualquier punto arbitrario P en la curva

paramétrica spline toma la forma

p(σ) = ak(σ−σk)3+bk(σ−σk)2+ck(σ−σk)+dk, k = 1, . . . , N−1 (3.84)

En el intervalo σk ≤ σ ≤ σk+1. Entonces, el conjunto contraparte de las

ecuaciones (3.47) − (3.51) es,

ak =
1

6∆σk

(
p′′k+1 − p′′k

)
(3.85)

bk =
1

2
p′′k (3.86)

ck =
∆pk
∆σk

− 1

6
∆σk

(
p′′k+1 + 2p′′k

)
(3.87)

dk = pk (3.88)

∆pk = pk+1 − pk (3.89)

mientras que los vectores pk y p′′k están definidos como

pk ≡



xk

yk

zk


 , p′′k ≡



x′′k

y′′k

z′′k


 (3.90)
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Al considerar que p es una función cúbica definida a trozos en σ, p′

es una función cuadrática a trozos, mientras que p′′ es una función lineal

a trozos, p′′′ es una constante definida a trozos; en las derivadas de orden

mayor sus argumentos van desapareciendo. Sin embargo, la constante a

trozos de p′′′ hace que la cuarta derivada sea discontinua en los puntos de

apoyo definidos en la curva, y en consecuencia, todas las derivadas de orden

superior a ésta son discontinuas para estos puntos.

Además, las matrices P y P′′ de tamaño N × 3 están definidas como

P ≡




pT1

pT2
...

pTN



, P′′ ≡




(p′′1)T

(p′′2)T

...

(p′′N )T




(3.91)

Lo que permite reescribir las ecuaciones matriciales en la forma

AP′′ = 6CP (3.92)

Ahora, los coeficientes de la curva spline ak, · · · ,dk pueden ser calculados

una vez que se tenga calculado el vector p′′k. Este vector puede ser calculado

de la matriz (3.92) con P′′. Sin embargo, encontrar esta solución requiere

invertir la matriz A de tamaño (N−2)×N , la cual no es cuadrada y por tanto

no puede ser invertida, propiamente hablando. Aśı pues, se tiene un sistema

indeterminado de ecuaciones lineales, y se necesitan más coeficientes con el

fin de hacer un sistema determinado. Tales condiciones son las que definen el

tipo de función spline que se desea manejar. Por ejemplo, trazos o trayectos

cerrados son llamados splines periódicas, mientras que las trayectorias

abiertas son llamadas como splines naturales. Las condiciones impuestas

a las splines paramétricas periódicas son las siguientes:

pN = p1, p′N = p′1, p′′N = p′′1 (3.93)

Por otra parte, las splines paramétricas naturales se obtienen bajo las

condiciones siguientes

p′′1 = p′′N = 0 (3.94)
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De este modo si las splines paramétricas periódicas son requeridas, en-

tonces los vectores pN y p′′N pueden ser eliminados de las matrices P y P′′,

respectivamente, éstas entonces se convertirán en matrices de (N − 1) × 3,

esto es

P ≡




pT1

pT2
...

pTN−1



, P′′ ≡




(p′′1)T

(p′′2)T

...

(p′′N−1)
T




(3.95)

Además, se añade la condición de la primera derivada de la ecuación

(3.93) a la condición de continuidad N −2 de la ecuación (3.52), obteniendo

de este modo ecuaciones de la forma N − 1. En consecuencia la matriz A

se convierte en (N − 1) × (N − 1). Correspondientemente, la matriz C se

convierte de tamaño (N − 1)× (N − 1), es decir,

A ≡




2α1,N ′ α1 0 0 · · · αN ′

α1 2α1,2 α2 0 · · · 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...

0 0 · · · αN ′′′ 2αN ′′′,N ′′ αN ′′

αN ′ 0 0 · · · αN ′′ 2αN ′′,N ′




(3.96)

C ≡




−β1,N ′ β1 0 0 · · · βN ′

β1 −β1,2 β2 0 · · · 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...

0 0 · · · βN ′′′ −βN ′′′,N ′′ βN ′′

βN ′ 0 0 · · · βN ′′ −βN ′′,N ′




(3.97)

Ahora que la matriz A es cuadrada, propiamente hablando, se puede

invertir la matriz A para calcular P′′

P′′ = 6A−1CP (3.98)

de este modo calculados todos los vectores {p′′k}N−11 , del cual p′′N puede ser

obtenido con la ecuación anterior.
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Del mismo modo, si se usa la spline paramétrica natural, entonces la

matriz P′′ es de (N − 2)× 3, mientras la matriz A, consecuentemente es de

(N − 2) × (N − 2), como está dada en la Ec. (3.60), y la matriz C es la

misma que se encuentra en la ecuación (3.80).

A ≡




2α1,2 α2 0 · · · 0

α2 2α2,3 α3 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 · · · αN ′′′ 2αN ′′′,N ′′ αN ′′

0 0 · · · αN ′′ 2αN ′′,N ′




(3.99)

C ≡




β1 −β1,2 β2 0 · · · 0 0

0 β2 −β2,3 β3 · · · 0 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

0 0 · · · βN ′′′ −βN ′′′,N ′′ βN ′′ 0

0 0 0 · · · βN ′′ −βN ′′,N ′ βN ′




(3.100)

Finalmente el caṕıtulo demuestra el funcionamiento teórico y matemático

de las posibles interpolaciones en las trayectorias que un robot puede trazar

con el efector final. Particularmente las trayectorias continuas curviĺıneas

son de mayor desaf́ıo para su ejecución. En el siguiente caṕıtulo se explicará

a detalle el funcionamiento de la plataforma de simulación del robot para la

ejecución de diversas trayectorias en el espacio con aplicaciones industriales.
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En el presente caṕıtulo se introduce la herramienta de software en la cual

se desarrolló la presente tesis. Este software visualiza el funcionamiento y

control del manipulador articulado para aplicaciones industriales con diver-

sas tareas. Las secciones 4.1 a 4.6, presentan las diversas aplicaciones y

bibliotecas con que cuenta el software para aclarar el funcionamiento del

mismo. Y las últimas secciones (4.7 - 4.8) presentan la contribución princi-

pal de esta tesis.

4.1 ADEFID.

ADEFID (ADvanced Engineering platForm for Industrial Development) [13]

es una plataforma de desarrollo de software escrito en MS Visual Studio

C++ [21], con clases MFC (Microsoft Fundation Clases) y con apoyo de li-

breŕıas OpenGL, pensada como una herramienta para diseño y simulación

de dispositivos y algoritmos de desarrollo industrial.

Este software ha estado desarrollándose de forma gradual para diversas

aplicaciones de investigación e industriales, las bibliotecas han estado cre-

ciendo conforme a las necesidades surgidas durante el desarrollo de paque-

tes de software como Mechanism-O, Vibrato, OptimPlot2D, OptimPlot3D,

ADRS, entre otros [22]. Las imágenes de algunas de estas aplicaciones se

muestran en las Figuras 4.1a - 4.2. Y a partir de proyectos ya existentes

hechos en ADEFID, se pueden generar nuevas aplicaciones. En el trabajo

descrito por Peña-Gallo [23], se explican con más detalle los pasos necesa-

rios para la creación de nuevos programas en relación con aplicaciones ya

existentes.

El desarrollador puede crear aplicaciones personalizadas a partir de cero

(Aplicación A) o desde una aplicación ya desarrollada en ADEFID (Apli-

cación B-Aplicación N), con el fin de implementar aplicaciones de alto nivel

y flexibilidad en su manejo (ver Fig.4.4). Un proyecto ADEFID consta de

diversos archivos, éstos se agrupan en una carpeta con el nombre Ipi10,

que contiene otros directorios: Bin, GL, Include, Lib, Projects y STL. La

carpeta Bin contiene los ejecutables de las aplicaciones desarrolladas en la

plataforma. La carpeta GL contiene la libreŕıa principal para llamar fun-

ciones OpenGL, a su vez las carpetas Include y Lib contienen principal-
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(a) Simulación de mecanismo Whitworth. (b) Mecanismo de cuatro barras

trazando una curva.

Figura 4.1: Mechanism-O [22].

(a) Imágen fija de OptimPlot2D. (b) Imágen fija de OptimPlot3D.

Figura 4.2: Aplicaciones OptimPlot2D y OptimPlot3D [22].

(a) Vibrato: sistema de un grado de

libertad.

(b) ADRS.

Figura 4.3: Aplicaciones Vibrato y ADRS en la plataforma ADEFID [22].
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mente libreŕıas y cabeceras de aplicaciones básicas y esenciales de ADEFID.

La carpeta STL contiene todos los diseños y archivos CAD de manipuladores,

robots, herramientas y prototipos en 3D para una visualización más real en

la plataforma ADEFID. Y finalmente la carpeta Projects contiene los proyec-

tos y clases necesarias para trabajar en Visual Studio C++.

Figura 4.4: Diagrama de clases y libreŕıas ADEFID [22]

La libreŕıa MFC provee clases básicas, como parte de la arquitectura Docu-

ment/View, éstas son la clase CDocument y CView. De esta forma las clases

CADEFIDDoc y CADEFIDView son elementos fundamentales en los proyectos

basados en ADEFID. La clase CADEFIDDoc funciona como un administrador

/director de todo el proyecto en el software, y la clase CADEFIDRender, cuyo

propósito principal es generar los objetos gráficos y los movimientos de los

mismos que aparecen en la visualización de la pantalla [22].

La clase CADEFIDDoc es la clase principal del proyecto, lleva a cabo

procesos de inicialización de máquinas, ejecuta el algoritmo de manipulación

de procesos conocido como MaterialHandingProces() que se mantiene ac-

tivo en un ciclo infinito que sólo se termina si el usuario cierra la aplicación.

Lo cual hace que la aplicación funcione como un sistema autónomo e inde-

pendiente.
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La parte visual de cada proyecto en ADEFID está relacionada con las

clases CADEFIDView y CADEFIDRender. La clase CADEFIDView se en-

carga de manipular el entorno gráfico de la plataforma, esto es, se pueden

agregar sentencias que involucran cambios en la apariencia de la escena,

como cambios del color de la escena, entre otros. En esta clase se manejan

variables relacionadas con transformaciones y rotaciones de la escena y de

los objetos en ella.

La clase CADEFIDRender se encarga del manejo de los objetos pre-

sentes dentro de la escena del proyecto, es posible mostrar diversos objetos

en la escena. Dentro de esta clase se manejan parámetros de las libreŕıas

OpenGL relacionados con la apariencia de los objetos que se agregan en la es-

cena. CADEFIDRender cuenta con dos funciones principales: SetupScene()

y RenderUScene(), la primer función sirve para generar el modelo gráfico,

esto es, la función define los componentes en la escena y solo se llaman

cuando se inicializa el proceso. La segunda función despliega el modelo y

produce el efecto visual de movimiento, sin embargo, esta función no genera

el modelo, solamente lo llama para aplicar transformaciones de movimiento,

como rotación o traslación. RenderUScene() está en constante actualización

para tener una visualización real en la plataforma.

4.2 ADRS.

La aplicación en la que se desarrolla la presente tesis, está basada en la

herramienta ADRS (Architecture Design and Robot Simulation) [24], la

cual permite obtener un alto desempeño gráfico en el diseño y simulación

de arquitecturas convencionales y no convencionales en manipuladores se-

riales, realizando cálculos con la cinemática del manipulador. ADRS está en

continuo desarrollo, sin embargo, su etapa actual proporciona al usuario las

herramientas para diseñar de forma interactiva una arquitectura robótica

deseada, en otras palabras, los parámetros de diseño, como longitud, offsets

y ángulos de rotación se pueden modificar en tiempo real mientras que su

estructura se va actualizando constantemente.

ADRS fue desarrollado con caracteŕısticas de simulación como seguimiento

de la trayectoria, la generación de trayectorias, paletización, manipulación
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de objetos como pick-and-place, el cálculo de la cinemática directa e inversa

del manipulador serial. La figura 4.5 muestra un caso de seguimiento de

trayectoria.

Figura 4.5: Aplicación de seguimiento de la trayectoria en ADRS.

De acuerdo con la figura 4.4, ADRS es un ejemplo de una aplicación B,

ya que su precursor es SnAM [25] que seŕıa la aplicación A. ADRS contiene

funciones que ayudan a la simulación de un brazo robótico de hasta veinte

eslabones. Sin embargo, con las necesidades que hoy en d́ıa surgen en la

industria se ha podido extender y mejorar el programa con nuevas aplica-

ciones, por ejemplo, la operación pick & place, que ahora se puede tomar

como una aplicación C, como se muestra en la figura 4.6, en el que el usuario

no necesita volver a escribir el código para el manipulador, siendo éste un

objeto de la clase CSerialRobot que deriva todos los cálculos y especi-

ficaciones cinemáticas del robot y su algoritmo de control de la libreŕıa

IpiManipulators.

El diagrama de flujo principal de un proyecto en ADEFID como ADRS

reside en la clase CADEFIDDoc (ver Fig. 4.7). Cuando se inicializa la apli-

cación, el sistema manda mensajes para indicar la conexión con dispositivos

integrados (I/O cards) o sistemas de conexión remota (Ethernet). Una vez

establecida la conexión se inicializan los objetos de todas las máquinas. Una

máquina puede ser un dispositivo f́ısico o virtual. El proceso de inicio princi-

pal (Start Main Process) es un bucle infinito que termina si el usuario cierra

la aplicación. Se leen las entradas y salidas de los dispositivos y si se activa
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Figura 4.6: Operación pick-and-place [28].

cualquier entrada en los dispositivos de seguridad (SDI), el sistema cae en

un estado de suspensión y no hay acción en la plataforma. Por otro lado

si las entradas SDI permanecen desactivadas, el estado de cada máquina se

evalúa y se actualiza de acuerdo a su estado correspondiente. Finalmente,

el sistema ejecuta tareas predefinidas por el algoritmo de la máquina.

Figura 4.7: Diagrama de flujo ADEFID [22].

El funcionamiento de ADRS permite obtener un alto desempeño gráfico

en el diseño y simulación “en-ĺınea”, de arquitecturas convencionales y no

convencionales en manipuladores seriales. Se entiende por “en-ĺınea”, que
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los cálculos relacionados con la cinemática de manipuladores se hacen si-

multáneamente con los cambios de los parámetros que definen la arquitec-

tura y aśı la visualización de su transformación de forma suavizada. La

necesidad de realizar dichos cálculos en conjunto con la ayuda visual, mo-

tivó a generar una formulación cerrada para resolver la cinemática inversa

de manipuladores seriales industriales. De tal manera, con la finalidad de

contar con una solución unificada, se presenta un estudio en el que se hace

una clasificación con base a sus tres primeras articulaciones.

4.3 Notación en la arquitectura de los manipu-

ladores.

La notación Denavit-Hartenberg define cuatro parámetros, es decir, ángulo

(θ), desviación (b), distancia (a) y ángulo de torsión (α), y se enfoca a

manipuladores seriales desacoplados con arquitectura ortogonal [24].

La caracteŕıstica más importante de los resultados de este estudio, es que

la mayoŕıa de los manipuladores industriales se basa en los valores de los

ángulos de torsión de las tres primeras articulaciones. La solución cerrada

de la cinemática inversa que se desarrolla para el cálculo de manipuladores

de 6 grados de libertad desacoplados se logra cuando estos ángulos tienen

valores dados. Por lo tanto, α1 puede ser 90◦ ó −90◦, si el manipulador es de

hombro derecho (R) o de hombro izquierdo (L), respectivamente. Mientras

que el codo es considerado externo (E) o interno (I) si α2 es 0◦ ó 180◦, res-

pectivamente. Y el antebrazo puede estar dispuesto hacia abajo (D), hacia

arriba (U), u horizontalmente (H), dependiendo del valor de α3. En la Fig.

4.8 se muestra una representación gráfica de la nomenclatura que se definió

con los parámetros previos. Esta convención, se basa en la configuración

cero del manipulador, es decir, cuando todas las variables de articulación

valen cero.

Una vez que la distancia y la desviación de cada articulación son estable-

cidas, existen 16 arquitecturas posibles dependiendo de la combinación de

los valores de los ángulos de torsión. Por simplicidad y porque además no

intervienen en la clasificación, se omiten las últimas tres articulaciones que

definen la muñeca.
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Figura 4.8: Nomenclatura de la clasificación antropomórfica [24].

La arquitectura de los manipuladores que frecuentemente se encuentran

en la industria, queda comprendida por la siguiente clasificación. La tabla

4.1 muestra las 16 posibles combinaciones de ensambles que están asociados

con los ángulos de torsión del hombro, codo y antebrazo del manipulador.

Adicionalmente, la columna derecha de la tabla 4.1 indica cuales de los

parámetros DH se requieren para definir el antebrazo.

Aśı, manipuladores con hombro derecho y codo externo se muestran en

la figura 4.9, mientras que aquellos con hombro derecho y codo interior se

muestran en la figura 4.10. De la misma manera pero con hombro izquierdo,

las figuras 4.11 y 4.12 muestran manipuladores con un codo exterior e inte-

rior, respectivamente. Estas figuras fueron generadas con la configuración

cero.

En algunos casos, los manipuladores con codo interno y con simetŕıa en

el diseño, pueden ser tratados como hombro derecho o izquierdo indistinta-

mente. En tales casos, “R”o “L”de la nomenclatura se substituye por “S”.

Tal es el caso del manipulador Fanuc que se muestra en la figura 4.13.
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Tabla 4.1: Clasificación antropomórfica con base en los ángulos de torsión

[24].

α1 α2 α3 Parámetro

Arqui- Descripción que define

tectura (grados) el antebrazo

RED Antebrazo abajo 90 α3 y/o β4

REU Codo Antebrazo arriba 0 −90

REH+ Ext. Antebrazo Muñeca Ext. 0 α3

REH− Hombro horizontal Muñeca Int. 90 180

RID derecho Antebrazo abajo −90 α3 y/o β4

RIU Codo Antebrazo arriba 180 90

RIH+ Int. Antebrazo Muñeca Ext. 180 α3

RIH− horizontal Muñeca Int. 0

LED Antebrazo abajo −90 α3 y/o β4

LEU Codo Antebrazo arriba 0 90

LEH+ Ext. Antebrazo Muñeca Ext. 0 α3

LEH− Hombro horizontal Muñeca Int. −90 180

LID izquierdo Antebrazo abajo 90 α3 y/o β4

LIU Codo Antebrazo arriba 180 −90

LIH+ Int. Antebrazo Muñeca Ext. 180 α3

LIH− horizontal Muñeca Int. 0

Figura 4.9: Manipuladores con hombro derecho codo externo [24].
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Figura 4.10: Manipuladores con hombro derecho y codo interno [24].

Figura 4.11: Manipuladores con hombro izquierdo y codo externo [24].
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Figura 4.12: Manipuladores con hombro izquierdo y codo interno [24].

Figura 4.13: FANUC LR Mate 200iD/4SC [26].

4.4 Bibliotecas de ADRS.

ADRS contiene funciones que ayudan a la simulación de un brazo robótico

de hasta veinte eslabones. Dentro de las bibliotecas que contiene ADRS se

encuentran funciones que permiten realizar el análisis cinemático [27]. Las
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funciones están divididas principalmente en cuatro clases:

• CVectors. Es la clase de vectores que contiene funciones para el

cálculo de operaciones con vectores y matrices. Las funciones integran

operaciones como el producto punto, producto cruz, magnitud de un

vector, operaciones con matrices y funciones para obtener la matriz de

orientación a partir de los ángulos de Euler. Estos ángulos describen

la orientación de un cuerpo ŕıgido por medio del producto de tres

matrices de rotación, las cuales se basan en ángulos de giro, desviación

y elevación (mejor conocidos en inglés como roll, pitch and yaw).

• CRobot. La clase Robot integra funciones útiles para las carac-

teŕısticas geométricas del manipulador robótico. En esta biblioteca se

incluyen funciones para la actualización de los parámetros geométricos,

el dibujo del manipulador y el dibujo del entorno.

• CRoboKin. La clase RoboKin contiene funciones para el uso de

cálculos cinemáticos, como la cinemática directa e inversa. Esta clase

hereda las propiedades de la clase Robot.

• CSerialRobot. La clase SerialRobot es la base para los manipu-

ladores seriales, de entre los cuales se encuentran la clasificación de

Articulados, Cartesianos, Ciĺındricos, Esféricos, Stanford, SCARA, en-

tre otros. Es la clase base donde se hace el llamado de las variables

y geometŕıa del robot a la plataforma, también es fundamental para

realizar tareas y aplicaciones deseadas para el robot en el ambiente

gráfico.

Las clases que involucran la planificación de trayectorias para el manipu-

lador son las siguientes.

• CLinearPath. Esta clase es fundamental para la planificación de

trayectorias lineales en un espacio tridimensional. Con base en dos

puntos en el espacio, el punto inicial y final, es posible crear los cálculos

para el seguimiento de trayectos lineales para el efector final del ma-

nipulador.
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• CParametricSplines. La clase CParametricSplines es aquella que

hace todas las operaciones vectoriales y matriciales de la función Spline,

la cual, es la planificación de trayectorias continuas de forma curviĺınea

en un espacio tridimensional. Teniendo como valores conocidos to-

dos los puntos de apoyo que se desean que conformen una trayectoria

curviĺınea en un espacio tridimensional, es posible el trazo de la trayec-

toria continua con el efector final del manipulador. La teoŕıa rela-

cionada con la implementación de esta clase se expuso en el caṕıtulo

anterior y es una contribución de este proyecto de tesis.

4.5 Cinemática de los manipuladores seriales.

Una parte importante que conforma el paquete ADRS es la solución cinemática

directa e inversa de los manipuladores seriales desacoplados. Esta formu-

lación es aplicada en el robot utilizado en el caso de estudio desarrollado en

esta tesis.

4.5.1 Cinemática directa.

Como se ha mencionado en caṕıtulos anteriores el objetivo de la cinemática

directa es determinar el efecto acumulado del conjunto que forman las

variables de articulación, esto es, determinar la posición y orientación del

efector final dados los valores de dichas variables. La libreŕıa CRoboKin

contiene una función para el cálculo de la cinemática directa. La función es

miembro de la clase CRobot y es conocida como FullForwardKinematics()

que hace uso de la matriz de transformación homogénea de la ecuación (2.7).

T ij = Ai+1 · · ·Aj =

[
Rij oij

0 1

]

La función está definida como:

Matrix FullForwardKinematics(D H∗ pDHParam)

Donde pDHParam es del tipo D H, que es una estructura definida en la

clase CRobot y es la variable que contiene la dirección donde se encuentran

los parámetros de Denavit Hartenberg. La función regresa una matriz del



CAPÍTULO 4. SIMULACIÓN EN ADEFID 86

tipo Matrix (definido en la clase CVector) y es definida por la Matriz T de

la ecuación (2.7).

4.5.2 Parámetros Denavit-Hartenberg.

La notación Denavit-Hartenberg (DH) es necesaria para describir el mo-

delo cinemático del robot, de manera que cada matriz de transformación

homogénea es el producto de cuatro transformaciones homogéneas inde-

pendientes Ai, donde los parámetros DH corresponden a una operación de

traslación o rotación en un eje determinado.

Ai = Rotaciónz,θi ,Traslaciónz,bi ,Traslaciónx,ai ,Rotaciónx,αi

Donde las cuatro variables θi, ai, bi y αi, son parámetros del eslabón i y

la articulación i− 1.

Realizando la multiplicación de matrices, se obtiene una matriz de trans-

formación homogénea (ecuación (2.12)), que involucra todos los parámetros

DH, de este modo se puede crear una matriz para modelar cada uno de los

eslabones del brazo.

Ai =




cθi −sθicαi sθisαi aicθi

sθi cθicαi −cθisαi aisθi

0 sαi cαi bi

0 0 0 1




De manera que para incluir los parámetros DH de cada manipulador, es

necesario una clase espećıfica para el manipulador y en la función SetDefaults

se definen todas las variables θi, ai, bi y αi.

4.5.3 Cinemática inversa.

Por otro lado, la cinemática inversa busca determinar el valor de las

variables de articulación conociendo la posición y orientación del efector

final. La solución para este problema es de fundamental importancia para
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especificar el orden de las condiciones en el espacio articular correspondiente

al movimiento, permitiendo la ejecución del movimiento deseado.

La libreŕıa CRobokin integra una función que calcula la cinemática

inversa. La función SetFullInverse() es aplicada para resolver manipu-

ladores de tipo 6R, el pseudocódigo está escrito de tal manera que puede ser

extendido a cualquier manipulador serial de n-ejes con las últimas tres articu-

laciones con ejes intersectándose mutuamente. La diferencia de 6 a n-ejes

reside en la ĺınea de código donde la solución correspondiente a la cinemática

inversa de posición es llamada por la función SetInversePosition() [24].

La función está definida como:

BOOL SetFullInverse (D H∗ pDHParam, Matrix H mat)

BOOL SetFullInverse (D H∗ pDHParam, Matrix Q mat, CartPoint

d vect)

Existen dos funciones debido a que se puede conocer la matriz de trans-

formación homogénea como una variable independiente y de la otra función

se puede conocer por separado la matriz de orientación y el vector de posición

que conforman la matriz de transformación homogénea.

Tres argumentos deben pasarse cuando la función SetFullInverse() es

llamada, las cuales son,

• Los parámetros DH del manipulador a través de la estructura definida

como DH la cual guarda los valores θi, bi, ai y αi, con i = 1, 2, 3, . . . , n.

• La matriz de orientación deseada del efector final dada por la matriz

de rotación Q.

• El vector de posición d deseado para el punto de interés en el efector

final del manipulador.

La función regresa un valor booleano para indicar si la función terminó

de manera correcta, además se modifica el parámetro de entrada definido

como H mat que es donde se almacenan las variables de la articulación.

Las figuras auxiliares utilizadas para la formulación están basadas en el

manipulador tipo RED. De forma que el lado izquierdo de la Fig. 4.14
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muestra los sistemas de coordenadas asignados a cada eslabón, mientras que

el lado derecho presenta la distancia y los offsets de cada eslabón. Desde el

origen del sistema de coordenadas fijo, el vértice opuesto del paraleleṕıpedo

representa el punto central de la muñeca.

Figura 4.14: Sistemas de coordenadas asignados a un manipulador tipo RED

[24].

La función SetInversePosition es llamada mientras SetFullInverse

está corriendo [24]. Con el fin de hacer los cálculos de las variables uti-

lizadas en la geometŕıa del manipulador y finalmente obtener las variables

de articulación, desde el primer eslabón hasta el punto central de la muñeca

del manipulador, de ah́ı depende la cantidad de eslabones del robot, si es

un manipulador 6R, solamente se calculan las primeras tres articulaciones

θ1, θ2, θ3 que conforman la posición del manipulador en un espacio carte-

siano. Con el fin de entender mejor el proceso de esta función, la geometŕıa

que soporta las variables utilizadas se muestra en la Fig. 2.31.

La función está definida como:

BOOL SetInversePosition (D H∗ pDH, CartPoint point)
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Dos argumentos deben pasarse cuando la función SetInversePosition()

es llamada, los cuales son las siguientes:

• Los parámetros DH del manipulador a través de la estructura definida

como DH la cual guarda los valores θi, bi, ai y αi, con i = 1, 2, 3, . . . , n.

• p: El vector de posición del punto en el que se intersectan los ejes que

definen las variables de articulación de la muñeca.

La función SetInversePosition() regresa un valor booleano para in-

dicar si la función terminó de manera correcta, en esta función se consideran

los 16 posibles casos dados en la Tabla 4.1, ya que los correspondientes valo-

res de α1, α2, α3 están integrados.

4.6 Seguimiento de trayectorias lineales.

Como se ha mencionado anteriormente, la aplicación consiste en tener des-

plazamientos lineales y continuos en un espacio tridimensional para un ma-

nipulador serial, en este caso particular se estará implementando a ma-

nipuladores articulados 6R. Y en esta sección se presentarán las diversas

funciones utilizadas para el movimiento y seguimiento del efector final del

manipulador con trayectorias lineales.

Entonces se tienen estos puntos importantes para generar una trayectoria

lineal en la plataforma ADEFID.

• Generación de poses discretas con respecto a la parametrización de

una variable.

• Su funciomaniento radica en el conocimiento de las poses extremas de

la trayectoria lineal.

• Cualquier pose deseada del efector final está representada por la matriz

de transformación homogénea (Ec. (4.1))

T =

[
Q d

0 1

]
(4.1)

Cada una de estas consideraciones es esencial para la generación de

trayectorias lineales, y están desarrolladas en la clase CLinearPath.
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4.6.1 Clase CLinearPath.

Con el fin de entender la distribución y estudio que presenta la Clase CLine-

arPath, se presentan los diferentes algoritmos de las funciones principales

de la clase. El algoritmo tiene el propósito de generar poses discretas por

un parámetro y su resultado está basado en el conocimiento de las posturas

inicial y final. Cualquier pose deseada del efector final está representada por

su sistema de coordenadas asociado a una matriz homogénea T que contiene

la matriz Q y el vector d, que representan respectivamente, la orientación y

el vector posición con respecto a un sistema de referencia dado [28].

Figura 4.15: Parámetro η.

Entonces, teniendo conocimiento de las poses inicial y final, definidas

por TI y TF , las poses intermedias Tm se obtienen con la especificación del

parámetro η, con valores discretizados con 0 ≤ η ≤ 1 (ver Fig. 4.15). Estas

poses intermedias forman una trayectoria lineal con base en las dos poses

ya conocidas. Sin embargo, para lograr esto, es necesario definir algunos

invariantes, como el vector d, que define el vector de posición del origen

de la trama SF con respecto a la trama SI , y los ángulos roll, pitch and

yaw, que se definen como ϕx, ϕy y ϕz. Estos ángulos definen la orien-

tación del marco SF con respecto al bastidor SI mediante la realización de

rotaciones básicas sobre xI , yI y zI , representadas como Qx(ϕx), Qy(ϕy),

y Qz(ϕz), respectivamente. En la figura 4.16 se observa la relación entre

las posturas mencionadas. La función que evalúa los invariantes se llama

SetInvariants() y el pseudocódigo 1 presenta su desarrollo.

Los argumentos que pasan por SetInvariants(), son las poses TI y TF ,

estas dos son las entradas necesarias para hacer todo el procesamiento del

cálculo de los invariantes, como se observa en el Algoritmo 1, hay otras fun-

ciones que se van llamando mientras SetInvariants() se está ejecutando.
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Figura 4.16: Seguimiento de una trayectoria lineal definiendo poses inicial

y final [28].

Pseudocódigo 1 SetInvariants() de la clase CLinearPath

function SetInvariants(TI , TF )

QI ← GetRotMatFromPose(TI)

QF ← GetRotMatFromPose(TF )

dI ← GetVecMatFromPose(TI)

dF ← GetVecMatFromPose(TF )

ϕx, ϕy, ϕz ← GetRPYAngles(QTI QF )

d← dF − dI

end function

GetRotMatFromPose() es llamada dos veces para calcular las matrices de

rotación QI y QF tanto para la pose inicial y la pose final TI y TF . La

función GetVecMatFromPose() de igual manera es llamada dos veces para

extraer el vector de posición de las poses inicial TI y final TF . Ahora bien,

la función GetRPYAngles() regresa los valores de los ángulos roll, pitch and

yaw resolviendo la siguiente ecuación:

QTI QF = Qz(ϕz)Qy(ϕy)Qx(ϕx) (4.2)

Ahora, con los invariantes definidos con SetInvariants(), es posible

obtener cualquier postura intermedia Tm con el valor de η como se muestra
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en la figura 4.15, llamando a la función GetPose(), donde el pseudocódigo

2 representa el desarrollo de la función GetPose(η).

Pseudocódigo 2 GetPose() de la clase CLinearPath

function GetPose(η)

Qm ← QIQz(ηϕz)Qy(ηϕy)Qx(ηϕx)

dm ← dI + ηd

Tm ←
[
Qm dm

0 1

]

return Tm

end function

4.7 Seguimiento de trayectorias continuas.

Cuando se habla de trayectorias continuas, se habla de trayectorias curviĺıneas

o trazos de trayectos que tienen cambios en sus pendientes, ya sea poco pro-

nunciadas o muy pronunciadas. Como se describió en la subsección 3.3.2,

hay dos formas de definir una trayectoria continua, una es con una función

en el espacio ya definida en forma paramétrica, donde las variables pueden

ser el tiempo, un ángulo o la longitud de arco de la trayectoria total. De

forma, que, en el sistema solamente es necesario establecer la orientación

de la función ya definida. La segunda forma para definir una trayectoria

curviĺınea es por medio de múltiples puntos de apoyo, que conforman una

aproximación de la curva que se desea establecer. Aunque en cada punto

vecino con la clase CLinearPath podŕıa recorrer cada punto de apoyo es-

tablecido de forma lineal, esto podŕıa ser útil si no se requiere de mucha

precisión y rapidez en el trayecto de la curva. Sin embargo, el objetivo prin-

cipal del presente trabajo, es que con base a los puntos de apoyo establecidos

el manipulador y su efector final puedan trazar una curva continua en el es-

pacio, no de forma lineal como se vio anteriormente, sino de forma suave

como en una función en el espacio tridimensional, como se muestra en la

figura 4.17 donde se tienen presentes N cantidad puntos de apoyo que con-

forman una trayectoria curviĺınea continua en un espacio cartesiano. Para

esto se crearon diferentes algoritmos con el método matemático Spline [20].
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La clase principal que hace todos los cálculos matemáticos para la generación

y seguimiento de trayectorias continuas curviĺıneas es CParametricSpline.

P1

PN

Figura 4.17: Curva spline generada con base en múltiples puntos de apoyo.

Los puntos más importantes que se deben considerar para generar una

trayectoria continua en la plataforma, son los siguientes:

• Generación de polinomios cúbicos de forma paramétrica por cada con-

junto de posiciones de apoyo que sean vecinos entre śı, como se muestra

en la ecuación (3.84).

p(σ) = ak(σ−σk)3+bk(σ−σk)2+ck(σ−σk)+dk, k = 1, . . . , N−1

• Con los polinomios obtenidos, se obtienen poses discretas con el paráme-

tro η.

• Su funciomaniento radica en el conocimiento de todos los puntos de

apoyo P .

• Cualquier pose deseada del efector final está representada por la matriz

de transformación homogénea T (ec. (4.1))

Cada una de estas consideraciones son esenciales para la generación de

trayectorias continuas, y están desarrolladas en la clase CParametricSpline.
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4.7.1 Clase CParametricSpline.

Teniendo la clase CParametricSpline se pueden generar trayectorias con-

tinuas con base en N cantidad de puntos de apoyo. Y la conforman cuatro

funciones principales: InitCartPoints(), InitSplineMatrices(), GetPose()

y PathParameter().

La función InitCartPoints(pDoc, path) está definida como:

void InitCartPoints(CADEFIDDoc∗ pDoc, int path)

La función inicializa todos los puntos de apoyo de una ruta deseada, esto

es, el sistema guarda previamente N cantidad de poses, y de estas poses hay

diferentes rutas. Por ejemplo, se definieron 200 poses para almacenamiento

y edición, de estas poses se tomaron 7 trayectorias con 25 puntos cada una,

de manera que el usuario puede seleccionar una de esas siete rutas.

Entonces, la función InitCartPoints() debe pasar dos argumentos im-

portantes para su ejecución:

• Un puntero al documento pDoc, que guarda todos las variables y

parámetros del manipulador que se esté utilizando.

• La variable entera path, que indica la trayectoria que se desea utilizar.

El pseudocódigo 3 representa la función InitCartPoints(pDoc, path),

se describe a continuación:

Como se muestra al principio de la función, hay un swith() que describe

los posibles casos de las rutas existentes en el sistema. Como se mencionó,

hay 200 poses que el usuario puede manipular, y 7 trayectos posibles para

la aplicación de corte con 25 puntos de apoyo en cada trayecto, lo que hace

que se tengan 175 poses disponibles para hacer las trayectorias continuas

con Spline. Los 25 puntos restantes se utilizaron para almacenar poses

arbitrarias como Home1, Home2, etc. La tabla 4.2, ilustra de que pose a

otra pose almacenada hay puntos de apoyo con sus respectivas rutas y poses

arbitrarias.

Teniendo la trayectoria deseada, se van seleccionando los puntos de apoyo

de las poses existentes en la trayectoria, con pk, se almacenan todos los



CAPÍTULO 4. SIMULACIÓN EN ADEFID 95

Pseudocódigo 3 InitCartPoints() de la clase CParametricSpline

function InitCartPoints(pDoc, path)

beginSwitch (path)

begincase 1:

TableIndex← 5

break

endcase
...

begincase 7:

TableIndex← 155

break

endcase

begincase default:

TableIndex← 180

break

endcase

endSwitch
...

for k ← 0 till n− 1 do

pk ← KawasakiBX100N.PosBX100N[k + TableIndex]

∆pk ← pk+1 − pk

σ0 ← 0

∆σk ←
√

∆x2k + ∆y2k + ∆z2k

σk+1 ← σk + ∆σk

end for

end function

puntos cartesianos de las poses y las variables ∆σk y σk (ec. (3.71)) se

van calculando con base en todos los puntos almacenados de la trayectoria

seleccionada. Para esto es necesario incluir un ciclo for que genere n−1 veces

los cálculos de las variables para los siguientes cálculos matriciales. Ahora,

en esta función solamente se tienen almacenados los puntos de apoyo de la

trayectoria que se desea generar en forma de curva continua, sin embargo,
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Tabla 4.2: Trayectorias disponibles con sus respectivas poses

Path Pose Pose Número

Inicial Final de Poses

Home 0 4 5

1 5 29 25

2 30 54 25

3 55 79 25

4 80 104 25

5 105 129 25

6 130 154 25

7 155 179 25

Arbitrario 180 199 20

por el momento todav́ıa no se ha generado ninguna Spline, solo se han

definido los N puntos de apoyo de la trayectoria seleccionada (path) y sus

aproximaciones de longitud de arco de cada punto de apoyo vecino entre śı,

una manera de visualizar el funcionamiento de InitCartPoints() se muestra

en la figura 4.18.

P1

P2

P3

P4

P5

P6

P7

P8 PN-5

PN-4

PN-3 PN-2

PN-1

PN

x

y

z

...
∆σ1 ∆σ2

∆σ3
∆σ4

∆σ5

∆σ6

∆σ7

∆σN -5 ∆σN -4
∆σN -3

∆σN -2

∆σN -1

Figura 4.18: N puntos de apoyo designados para elaborar una curva spline.

Esto es, por ejemplo, si el usuario quiere que se calcule y genere la

trayectoria Spline con la trayectoria 3 de la tabla 4.2, se toman los puntos
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cartesianos almacenados en las poses 55 a 79, en total son 25 poses, entonces

la variable n − 1 es igual a 25. De esta manera el ciclo for se estableceŕıa

de 0 a 24 para hacer los cálculos previos de la variables iniciales necesarias

para los cálculos de las matrices que más adelante se irán calculando.

Ahora que se tienen las variables previas, se hace uso de la función

InitSplineMatrices() para crear todas las variables y matrices de Spline

para la trayectoria seleccionada.

La diferencia de esta función es que no hay argumentos que reciba di-

rectamente de otras funciones, ni algún valor o dato que se deba regresar.

Sin embargo, en la ejecución de dicha función se van haciendo los cálculos

previos y modificaciones necesarias en las operaciones para la función Spline,

que más adelante serán de suma importancia.

El pseudocódigo 4 que representa la función InitSplineMatrices(void),

se describe a continuación:

La función inicia con un ciclo for de 0 a < n− 1 de alguna trayectoria

seleccionada (en este caso, como todas son de 25 puntos, n − 1 = 25), y

calcula los parámetros αk y βk de los puntos de apoyo, estas dos variables son

importantes para ir creando la matriz A y la matriz C de las ecuaciones (3.99)

y (3.100). Ya que son trayectorias abiertas las 7 trayectorias posibles, son de

tipo Splines naturales. Entonces la matriz que presenta mayor conflicto y que

define la problemática de las Splines es P′′, como se muestra en la ecuación

(3.98) y para los fines de este caṕıtulo, se ilustra con más información en

la ecuación (4.3); primero se necesita hacer que la matriz P tenga todos los

puntos de apoyo, esto es, que sea de N×3; después invertir A y denominarla

M1, se debe tener cuidado en esta operación ya que A debe ser cuadrada

para que se pueda invertir; la siguiente operación es obtener M2 como se

muestra en la ecuación (4.4); posteriormente obtener M3 de acuerdo a la

ecuación (4.5); y finalmente la última operación matricial M4 es el producto

M3P, conforme a la ecuación (4.6).

N×3︷ ︸︸ ︷
P′′ = 6︸ ︷︷ ︸

Escalar

(N−2)×(N−2)︷ ︸︸ ︷
A−1︸ ︷︷ ︸
M1

C︸ ︷︷ ︸
(N−2)×N

N×3︷ ︸︸ ︷
P (4.3)
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Pseudocódigo 4 InitSplineMatrices() de la clase CParametricSpline

function InitSplineMatrices(void)

for k ← 0 till n− 1 do

αk ← ∆σk

βk ← 1/αk

A ← [MatrixA]

C ← [MatrixC]

pk ←
[
xk yk zk

]

P′′ = 6A−1CP

M1 ← InverseMatrix(A)

M2 ← ScalarProductMatx(6,M1)

M3 ← MatrixProduct(M2, C)

M4 ← MatrixProduct(M3, P )

P′′ ← M4

p′′k ←
[
x′′k y′′k z′′k

]

ak ← 1

6∆σk

(
p′′k+1 − p′′k

)

bk ← 1

2
p′′k

ck ← ∆pk
∆σk

− 1

6
∆σk

(
p′′k+1 + 2p′′k

)

dk ← pk

end for

end function

N×3︷ ︸︸ ︷
P′′ =

M2︷ ︸︸ ︷
6 A−1︸ ︷︷ ︸

(N−2)×(N−2)

C︸ ︷︷ ︸
(N−2)×N

N×3︷ ︸︸ ︷
P (4.4)

N×3︷ ︸︸ ︷
P′′ =

M3︷ ︸︸ ︷
6 A−1 C︸ ︷︷ ︸
(N−2)×N

N×3︷ ︸︸ ︷
P (4.5)
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N×3︷ ︸︸ ︷
P′′ =

M4︷ ︸︸ ︷
6 A−1 C P︸ ︷︷ ︸

(N−2)×3

(4.6)

La forma en la que se presentan las ecuaciones (4.1) - (4.6) muestra la

dimensión de las matrices resultantes, y se ve claramente la diferencia exis-

tente en la ecuación (4.6). La manera en la que se describió en la subsección

3.3.2, una Spline natural tiene dos condiciones importantes, de acuerdo a la

ecuación (3.94), la matriz M4 tiene el mismo tamaño de la matriz P′′, esto

es, M4 → (N − 2 + 2)× (3) ≡ P′′ → (N × 3).

Por lo que con la ecuación (4.7), la dimensión de la matriz resultante

en el lado derecho de la ecuación (4.6) cambia conforme se muestra en la

ecuación (4.8).

p′′1 = p′′N = 0 (4.7)

N×3︷ ︸︸ ︷
P′′ =

M4→(N−2+2)×3︷ ︸︸ ︷
6 A−1 C P︸ ︷︷ ︸

N×3

(4.8)

Ahora que se conoce la matriz P′′, que representa los puntos de apoyo de

la segunda derivada de la curva que se desea construir, se pueden calcular los

coeficientes ak, bk, ck y dk que son los que definen la trayectoria curviĺınea

paramétrica de todos los puntos de apoyo inicialmente definidos.

La última función llamada GetPos(), es muy similar a la función GetPos()

de la clase CLinearPath, la diferencia es que en la clase CParametricSpline

se crean los polinomios cúbicos en forma paramétrica en función de las

aproximaciones longitudinales de arco totales de la trayectoria planeada.

La función está definida como:

Matrix GetPos( float mParam, int path);

De manera que debe pasar dos argumentos importantes para su eje-

cución:
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• La variable double mParam, que ingresa valores discretizados desde 0 a

1 para el control y aproximación de poses intermedias en la trayectoria

deseada.

• La variable entera path, que indica la trayectoria que se desea utilizar.

La función GetPos() regresa la matriz de transformación homogénea,

que tiene los datos para conocer la matriz de orientación y el vector de

posición del efector final en determinado instante de la trayectoria que se

esté trazando.

El pseudocódigo 5 muestra como está estructurada la función GetPos()

de la clase CParametricSpline.

Pseudocódigo 5 GetPos() de la clase CParametricSpline

function GetPos(mParam, path)

InitCartPoints (pDoc, path)
...

σ ← mParam ∗ σn−1
k ← PathParameter(σ)

σp ← σ − σk
...

x ← axk(σp)
3 + bxk(σp)

2 + cxk(σp) + dxk

y ← ayk(σp)
3 + byk(σp)

2 + cyk(σp) + dyk

z ← azk(σp)
3 + bzk(σp)

2 + czk(σp) + dzk
...

dm ← x, y, z

Qm ← definida

Tm ←
[
Qm dm

0 1

]

return Tm

end function

Como se muestra en el pseudocódigo 5 la función GetPos(mParam,

path) inicia llamando la función InitCartPoints(pDoc, path) para ini-

cializar los puntos de apoyo en la trayectoria (path) seleccionada, y a su
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vez esta función llama a la otra función InitSplineMatrices(pDoc, path),

para crear todas las operaciones matriciales necesarias. Teniendo todas las

variables y matrices necesarias Splines, es momento de crear los polinomios

cúbicos que se aproximan a una curva continua en el espacio con respecto a

todos los puntos de apoyo existentes. Es aśı, que ahora la parametrización

de la curva ya no va de 0 a 1 como se vio en la clase ClinearPath, ahora

la parametrización de la curva va del valor mı́nimo de sigma (σ1 = 0) hasta

el valor máximo de σ (σn−1 = σmax). Dependiendo del valor que el sis-

tema arroje para σ, es posible crear el trozo de curva en función de un

polinomio cúbico en forma paramétrica, esto es los valores x, y, z que ilustra

el pseudocódigo 5. Estos valores son el vector d, que representa el vector de

posición en la matriz de transformación homogénea T y la matriz de orien-

tación Qm en la trayectoria es tomada con base en las poses de apoyo que

fueron guardadas en el algoritmo 3. Y finalmente se obtiene la trama inter-

media Tm en la cual el efector final del manipulador debe posicionarse y/o

moverse. Ahora, como se explicó al principio de esta función, el parámetro

mParam, también conocido como η, que toma valores discretizados de 0

a 1, va introduciendo esos valores a la función GetPose() para obtener las

diversas poses intermedias de la trayectoria continua en Spline, sin embargo,

el que controla y distribuye los polinomios cúbicos es σ, parametrizado de 0

a σmax.

P1

P2

P3

P4

P5

P6

P7

P8 PN-5

PN-4

PN-3 PN-2

PN-1

PN

 

2 3

4

5

6

7

N-2

N-1

N-3
N-4

N-5
N-6

1
...

Figura 4.19: Curva paramétrica cúbica spline generada con N puntos de

apoyo.
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Como se muestra en el pseudocódigo 5, la función PathParameter(σ) es

llamada mientras GetPose(mParam, path) está corriendo. La figura 4.19

muestra una curva en un espacio tridimensional, conformada por N puntos

de apoyo y la curva cúbica generada por Spline. La función está definida

como se muestra a continuación:

int PathParameter(float m sigma)

La función PathParameter(m sigma) (pseudocódigo 6), solo recibe un

parámetro, m sigma (σ) es una variable tipo double que está parametrizada

de 0 a σmax, como se ha estado mencionando, σ es una aproximación de

longitud de arco de la trayectoria conformada por todos los puntos de apoyo.

La función al final regresa un valor entero k, el cual es muy importante

para la función GetPose(mParam, path), ya que con esta variable se puede

reconocer en qué sección de la curva va a generarse el trozo de polinomio

cúbico entre dos puntos de apoyo vecinos entre si, y es fundamental conocer

la variable k de manera que, es posible seleccionar los coeficientes ak, bk, ck

y dk de la curva creada por Spline.

Pseudocódigo 6 PathParameter() de la clase CParametricSpline

function PathParameter(σ)

for k ← 0 till n− 1 do

if(σ ≥ σk && σ < σk+1) then

return k

end if

end for

return −1

end function

Un ejemplo gráfico del funcionamiento de PathParameter() se ilustra

en la figura 4.21a, en la imagen se muestran los puntos de apoyo los cuales

son entradas importantes para crear la curva paramétrica Spline, de manera

que hay 10 aproximaciones de longitudes de arco (∆σi), que van de punto

en punto con una longitud semejante (idealmente). Y que la aproximación

total de las longitudes de arco es 100 mm, este valor es entonces σmax. Sin
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Figura 4.20: Parámetro m sigma para la función PathParameter().

embargo, como en las explicaciones previas, la función solamente puede crear

un trozo de polinomio cubico por cada conjunto de puntos que sean vecinos

entre śı. De manera que al ser llamada la función GetPose(mParam, path),

mParam toma valores discretizados de 0 a 1.

En un caso particular, mParam ahora es 0.35, entonces este valor entra

a la función GetPose() y σ ahora es mParam ∗ σmax = 0.35 ∗ (100) = 35.

Y la función PathParameter() recibe el valor σ = 35 y si se tiene que cada

longitud de arco mide igual a las otras, cada ∆σi equivale a 10 mm. Y

σ0 = 0, σ1 = 10, σ2 = 20, σ3 = 30, σ4 = 40, . . . , σ10 ≡ σmax = 100. De

tal forma que la función PathParameter(σ) va ir comparando el valor de

sigma con cada σi. Esto es, se compara σ = 35 es mayor a σ0 = 0 y menor

a σ1 = 10 (ver Fig. 4.21b); de manera que no lo es y se incrementa el valor

de k a 1; ahora compara, σ = 35 es mayor a σ1 = 10 y menor a σ2 = 20

(ver Fig. 4.21c); de manera que no lo es y se incrementa el valor de k a 2;

ahora compara, σ = 35 es mayor a σ2 = 20 y menor a σ3 = 30 (ver Fig.

4.22a); de manera que tampoco lo es y se incrementa el valor de k a 3; ahora

compara, σ = 35 es mayor a σ3 = 30 y menor a σ4 = 40, donde ahora este

caso si se cumple (ver Fig. 4.22b), y k = 3 y regresa el valor a la función

GetPose(mParam, path), para hacer el polinomio cúbico entre los puntos

que contenga σ3 y σ4.

Finalmente, una vez que el parámetro sigma haya recorrido todos los σk,

desde σ0 hasta σN−1 que equivale al σmax, la curva Spline es generada con

todas las matrices y variables que se definieron con los puntos de apoyo PN ,

como se muestra en la figura 4.22c.
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(a) Puntos de apoyo para la creación de una curva spline.
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(b) Curva spline con 1 polinomio creado, k=0.
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Figura 4.21: Creación de curva spline con 11 puntos de apoyo.
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(a) Curva spline con 3 polinomios creados, k=2.
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(b) Curva spline con 4 polinomios creados, k=3.

P11

P10

P
P8

P1

P6

P5P4

P3

P2

P7
2

3 4

5

6
7

8

9

10

x

y

z

(c) Curva spline con 11 puntos de apoyo.

Figura 4.22: Curva spline creada con base en las funciones GetPos() y Path-

Parameter().
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4.8 Diseño del manipulador en ADEFID.

En cuanto a la parte de la simulación de manipuladores robóticos en ADRS,

se tomaron como patrón las funciones que se utilizaron para dos manipu-

ladores ya existentes en la biblioteca de ADRS, tal es el caso de los modelos

Adept Viper S650 y Fanuc LR Mate 200iB mostrados en la figura 4.23, para

implementar e integrar el manipulador industrial Kawasaki BX100N (ver

Fig. 4.24), que se escogió para la aplicación de corte en un automóvil.

  

The Adept ViperTM s650 robot is part of a high-performance line of 6-axis 

robots designed for applications such as assembly, material handling, 

packaging, machine tending, and operations that require fast and precise 

automation. The Adept Viper s650 6-axis robot is available in standard, 

Cleanroom, and IP-54/65 versions. 

Product Features and Benefits

•  Adept ACETM software to deploy your applications 
   through a user-friendly interface

•  High-resolution, absolute encoders to provide high  
   accuracy, superior slow-speed following, and easy  
   calibration

•  High-efficiency, low-inertia Harmonic DrivesTM and  
   a lightweight arm to deliver maximum acceleration

•  4 kHz servo update rate to improve path following  
   and control

•  Diagnostics display enables faster trouble 
   shooting

•  Ethernet TCP/IP capability to control the  
   robot through a PC, PLC, or controller

•  Complete interchangeability between robots  
   and controllers

A d e p t  V i p e r  s 6 5 0
Specifications

Reach   653 mm

Payload   Rated 2.5 kg

    Max. 5 kg

Joint Ranges

 Joint 1    ± 170°

 Joint 2    - 190° , +45°

 Joint 3    - 29° , +256°

 Joint 4    ± 190°

 Joint 5    ± 120°

 Joint 6    ± 360°

Inertia Moment (max.)

 Joint 4    0.295 kgm2

 Joint 5    0.295 kgm2

 Joint 6    0.045 kgm2

Joint Speeds

 Joint 1    328°/sec

 Joint 2    300°/sec

 Joint 3    375°/sec

 Joint 4    375°/sec

 Joint 5    375°/sec

 Joint 6    600°/sec

Repeatability

 XYZ    ± 0.02 mm

Pass-Through Connections

(routed from robot base to link four)

 Electrical    10

 Pneumatic    6 mm (x1)

    4 mm (x6)

Brakes   Joints 2 - 6

Mounting    Floor, Table, & Ceiling

Weight    28 kg

Environmental Requirements

 Ambient Temperature  5 - 40 °C

 Humidity Range   5 - 90 %
    (non-condensing)

Power Requirements for SmartController

 24 VDC : 5 A

Power Requirements for eMotionBlox-60R

 24 VDC : 6 A

 200 - 240 VAC : 10 A, single-phase

CE Compliant (cULus option)

The Adept Viper s650 robot comes with the high-performance 
Adept SmartController™ motion controller, which is based on 
the Adept SmartServo architecture. It has a small footprint of 
329w x 187d x 86h mm.

(a) Adept Viper S650 [29]. (b) Fanuc LR Mate 200iB [30].

Figura 4.23: Modelos utilizados en la plataforma ADEFID.

Para cada manipulador se crearon clases espećıficas, donde se incluyen

funciones para el modelo de cada eslabón por separado, aśı como los parámetros

Denavit-Hartenberg (DH) del mismo.

Cada vez que se desea modelar un nuevo manipulador en ADRS, es nece-

sario asignar los parámetros DH correspondientes a las variables globales

que se encargan de ensamblar al manipulador. Tal función conocida como

SetDefaults(), es la que contiene los parámetros DH, el tipo de manipu-

lador que lo conforma, la cantidad de eslabones, la longitud máxima posible

de alcance, entre otros parámetros más y asigna sus valores a la cadena

cinemática del manipulador, donde se va formando su estructura en forma

de eslabones articulados, dándole forma al robot con base en sus parámetros,
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Figura 4.24: Robot Kawasaki BX100N [31].

de tal manera, que se puede visualizar un esqueleto del mismo robot. Este

diseño se utiliza posteriormente para hacer los movimientos deseados en

la trayectoria como rotaciones y traslaciones en la simulación dentro de la

plataforma ADEFID.

Con respecto al concepto de la simulación mixta, se han venido desa-

rrollando proyectos de investigación, tal es el caso del trabajo de Morales-

González [32], que trabajó con el manipulador articulado Fanuc LR Mate

200iB. Dicho concepto se aplica en este trabajo y consiste en generar un

ambiente gráfico con todos los dispositivos que intervienen en el proceso

de simulación y al mismo tiempo conectarse f́ısicamente con uno o varios

dispositivos para controlar y/o monitorear su respuesta. La figura 4.25

presenta evidencias en las que se ilustran el manejo del prototipo virtual

y real del manipulador trabajando coordinadamente.

Para darle una visualización o aspecto más real a la aplicación del pro-

ceso, la plataforma ADEFID tiene la capacidad de procesar archivos CAD,

como se muestra en la figura 4.25b. Para esto es necesario generar los diseños

en algún software de diseño, en este caso se utilizó SolidWorks [33], de tal
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(a) Robot Fanuc real. (b) Robot Fanuc virtual.

Figura 4.25: Simulación del robot Fanuc LR Mate 200iB en ADEFID [32].

manera que se generen diseños que la plataforma ADEFID puede procesar, a

partir de hacer lecturas de archivos STL, sin embargo, su proceso requiere

una serie de pasos que se deben considerar, y que a continuación se describen:

Primer Paso. Teniendo los diseños o diseño único del manipulador

(Fig. 4.26a), es importante separar cada pieza que conforma al robot, esto

es, que si en el diseño se tiene un solo archivo 3D es necesario separar cada

una de sus partes que conforman sus grados de libertad como se muestra en

la figura 4.26b, ya que en ADEFID, cada eslabón tiene su movimiento en el

espacio.

(a) CAD Robot Kawasaki. (b) CAD Eslabón 2 del robot.

Figura 4.26: CAD del robot y sus eslabones.

Segundo Paso. Con las piezas debidamente desacopladas del diseño

inicial, se deben hacer ciertas transformaciones para poder ingresar las piezas
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a la plataforma. Cuando se exporta el objeto desde el software CAD, si éste

no está en el primer octante, el CAD lo posiciona automáticamente y se

pierde la información sobre el sistema de referencia, por lo que es recomen-

dable que el usuario manipule la posición de la pieza para que se tenga el

conocimiento de las coordenadas de traslación.

(a) Traslación de la pieza.

(b) Rotación de la pieza.

Figura 4.27: Operaciones de las piezas del robot en SolidWorks.

Tercer Paso. Ahora que las piezas del manipulador ya están en el

espacio del octante positivo (Fig. 4.28), por recomendación, es necesario

cambiar su orientación en el mismo software CAD. Esto es debido a que

al momento de hacer el ensamble de las piezas de acuerdo a su cadena

cinemática, va a ser más sencillo su acoplamiento final, correspondiendo al

sistema de referencia planteado por los parámetros DH en un cuadro de
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Figura 4.28: Pieza del eslabón 2 ubicada en el octante positivo.

coordenadas Distal, como lo muestra la Fig. 4.29a. Y para poder hacer el

ensamble en la plataforma se debe tomar en cuenta el sistema de coordenadas

Proximal del esqueleto del manipulador (ver Fig. 4.29b), con respecto a la

tabla DH.

Cuarto Paso. Los archivos deben ser guardados en formato STL (ver

Fig.4.30), seleccionando ASCII y en miĺımetros como unidad de medición.

Quinto Paso. Con los debidos cambios y archivos generados, es posible

agregarlos a la plataforma ADEFID y poder hacer la importación de tales

archivos. Con la función ReadSTLFiles de la clase del manipulador que se

esté usando, es posible hacer el llamado de las piezas 3D a la plataforma,

pero es importante tener la referencia del sistema de coordenadas en la

cadena cinemática del manipulador de acuerdo a la tabla de parámetros

DH. Un ejemplo, de acuerdo a la figura 4.31, en la cual se hicieron los

cambios de origen al espacio del primer octante positivo y su debido cambio

de orientación a la pieza del eslabón 4 de las figuras 4.31a y 4.31b. De

acuerdo con el sistema Proximal de la cadena cinemática, la distancia del

punto de origen (al nuevo punto de origen) al origen Proximal del cuarto

eslabón, X está desplazado 210 mm, a su vez Y está desplazado 1300 mm
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(a) Sistema de coordenadas distal.

(b) Sistema de coordenadas proximal.

Figura 4.29: Sistema de coordenadas distal y proximal del manipulador.

y Z está desplazado 1555 mm. Cuando se hicieron todos los cambios en el

desplazamiento de origen anterior al octante positivo, es útil saber cuánto

se desplazó del antiguo sistema de referencia, ya que va ser necesario al

momento de posicionar su estructura en el acoplamiento final. Y finalmente

para la pieza del eslabón 4 quedaŕıa acomodada en la cadena cinemática

como se muestra en la figura 4.32.
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(a) Opciones de exportación de las piezas a STL.

(b) Pieza del segundo eslabón en formato STL.

Figura 4.30: Formato STL.
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(a) Primera medición del 4◦ eslabón Kawasaki BX100N.

(b) Segunda medición del 4◦ eslabón Kawasaki BX100N.

Figura 4.31: Mediciones en los desplazamientos del eslabón 4◦ del robot.
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(a) Referencia Proximal del 4◦ eslabón.

(b) CAD del 4◦ eslabón en la cadena cinemática del robot.

Figura 4.32: Implementación del 4◦ eslabón del robot en ADEFID.

Finalmente, una vez realizado lo anterior con todos los eslabones del ma-

nipulador en la clase del manipulador, el acoplamiento queda debidamente

ensamblado, de manera que tendŕıa una visualización con un aspecto que

parece más real, tal como se ve en la figura 4.33.
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Figura 4.33: Manipulador Kawasaki en la plataforma ADEFID y en el pro-

grama ADRS.

En este caṕıtulo se introdujo la nueva clase de trayectorias curviĺıneas

conocida como CParametricSplines, clase que es clave para que el manipu-

lador trace cualquier trayectoria curviĺınea en el espacio tridimensional uti-

lizando N puntos de apoyo, gracias a las funciones Splines. El siguiente

caṕıtulo presenta los resultados obtenidos de la planeación de la clase ante-

riormente mencionada en el entorno virtual de ADEFID.
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Este caṕıtulo tiene como objetivo dar a conocer el funcionamiento del

algoritmo de control del movimiento y simulación del robot Kawasaki en

la plataforma ADEFID. En forma más espećıfica, se presentan los resultados

obtenidos de la creación de las diversas funciones y clases de las Splines.

5.1 Clase CMKawasakiBX100N.

De acuerdo a las descripciones que se dieron en el caṕıtulo anterior para

incluir un manipulador industrial a la plataforma ADEFID, se creó la clase

del manipulador Kawasaki BX100N, con la estructura cinemática del robot

basada en las especificaciones del fabricante [34], y con las variables DH

del manipulador. Como primer paso, se visualiza el esqueleto y su cadena

cinemática como se muestra en la figura 5.1.

Figura 5.1: Visualización del esqueleto del manipulador Kawasaki en la

plataforma ADEFID.

El cálculo de la cinemática inversa conlleva encontrar la relación que exis-

te entre las articulaciones del manipulador con la posición y la orientación

del efector final [35]. En la tabla 5.1 se muestran los parámetros Denavit-

Hartenberg del manipulador Kawasaki BX100N incluyendo la herramienta

de corte en el efector final.

La clase CMKawasakiBX100N consta de 4 secciones importantes que de-
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Tabla 5.1: Parámetros DH de Kawasaki BX100N con la herramienta de

corte en el EF

Eslabón θi ai bi αi

1 θ∗1 200 465 π/2

2 θ∗2 880 187 π

3 θ∗3 210 187 −π/2
4 θ∗4 0 1100 −π/2
5 θ∗5 0 0 π/2

6 θ∗6 0 385 0

finen los parámetros y tareas del manipulador en la plataforma ADEFID. Cada

uno tiene una o varias funciones que son esenciales para su funcionamiento.

Las secciones que son parte de esta clase son: Parámetros iniciales del ma-

nipulador, generación visual del robot (Render GUI), generación del listado

de poses de apoyo y finalmente el algoritmo de simulación del robot.

5.1.1 Inicialización de parámetros del manipulador.

La función SetDefaults(), Fig. 5.2, es parte importante en la visualización

de la estructura inicial del manipulador, ya que ésta contiene todos los

parámetros DH, más aparte algunas variables secundarias para el manipu-

lador. Sin embargo, es importante definir todos estos parámetros en la clase

del manipulador ya que son los que definen la estructura cinemática del

robot, su área de trabajo, su máximo alcance, la cantidad de grados de

libertad que lo conforman y el tipo de manipulador serial que lo forma.

Esta función también es conocida como la que arranca o inicializa todas

las variables del manipulador, y cuando se abre el proyecto ADEFID, ésta se

ejecuta al principio para actualizar todos los parámetros del robot, en este

caso del Kawasaki.
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(a) Primera parte del código. (b) Segunda parte del código.

Figura 5.2: Función SetDefaults().

5.1.2 Generación gráfica del robot.

El apartado de Render GUI del robot ya se ha visto anteriormente, y en

este apartado hay varias funciones que definen la generación y llamado

de archivos adicionales para la visualización del robot de forma real, es-

tos archivos CAD son especificaciones muy aproximadas a un manipulador

industrial y para poder introducirlas a la plataforma ADEFID se requieren

llamar en formato STL. Las principales funciones para la generación de los

archivos STL del robot son las que se muestran en la figura 5.3.

Figura 5.3: Funciones Render GUI del manipulador.
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Las funciones Draw_3DFrameProx() y Draw_3DFrameDist() generan los

vectores de los ejes coordenado de cada eslabón del manipulador, y como su

nombre lo indica están referidos a los sistemas de coordenadas proximal y

distal. Estas funciones reciben solo dos parámetros, un puntero que contiene

las variables DH y un entero que especifica el eslabón que se esté utilizando

del manipulador, de forma que pasa por cada eslabón para generar su sistema

de referencia. Una visualización de estas coordenadas se muestra en las

figuras 4.29a y 4.29b.

La función ReadSTLFiles() es aquella que hace el llamado y el posi-

cionamiento de cada uno de los eslabones del robot en el formato STL, es

importante tener cada diseño del eslabón en el primer octante ya que es

probable que no se visualice en el entorno gráfico si no se encuentra situado

en el octante positivo. Es necesario saber las distancias desplazadas de cada

diseño al origen para poder situar de manera correcta cada eslabón en la

cadena cinemática del robot, como lo muestra el diseño final del robot en

la figura 5.4. La función ReadSTLFiles recibe una cadena de texto String

la cual almacena e indica la ubicación donde se encuentran almacenados los

archivos STL de los eslabones del robot.

Figura 5.4: Cuadro final del robot Kawasaki en escena en ADEFID.
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5.1.3 Generación del listado de poses de apoyo.

En esta sección se encuentran tres funciones importantes para la creación,

almacenamiento y actualización de poses de apoyo que el usuario quiera

manipular.

La función InitPoses() crea e inicializa el listado de las poses que el

usuario quiere almacenar, por cada pose del efector final en el manipulador

se crean cuatro renglones y en cada renglón hay cuatro variables, esto re-

presenta a la matriz de transformación homogénea T , como en un inicio se

mencionó que se tienen disponibles 200 poses, por lo cual esta función crea

por lo menos 800 ĺıneas que contienen todas las variables de la matriz T

((200 ∗ 4) = 800). Sin embargo, esta función sólo inicializa y crea una lista

vaćıa, no tiene las poses que el usuario quiere almacenar, Fig. 5.5.

Aqúı la función SavePoses(), Fig. 5.6, es la que almacena cada una de las

poses en el archivo de texto que creo anteriormente la función InitPoses().

Ahora con la clase de diálogo CFramePositionPlanningDlg es posible in-

teractuar con las poses que se quieran almacenar, la cual utiliza la función

SavePoses() para guardar cada parámetro de la matriz T . De manera que

cada renglón y columna no tiene un valor cero, sino que ahora es cada varia-

ble de la pose de apoyo la que es almacenada. La figura 5.8 muestra el

listado total de las 200 poses de apoyo guardadas en un archivo de texto.

Finalmente, la función UpdatePoses(), Fig. 5.7, es la que actualiza

todas las poses de apoyo guardadas previamente. Para interactuar visual-

mente también se utiliza la clase diálogo CFramePositionPlanningDlg, la

cual llama esta función cuando se requiera cambiar o editar la posición u

orientación de la pose de apoyo. Esta función también es llamada cada

vez que se abre el proyecto con la función SetDefaults() para hacer una

actualización de las poses más recientemente guardadas.

5.1.4 Algoritmo de simulación.

void CCMKawasakiBX100N::Algorithm(void)

El algoritmo de simulación se encarga de hacer todas las actualizaciones

de pantalla, el cálculo de posiciones y la creación de trayectorias lineales y
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Figura 5.5: Función InitPoses().

cuviĺıneas para que el usuario pueda observar en la pantalla la simulación de

movimiento. De forma que la función Algorithm() involucra la generación

de movimientos que debe realizar el robot en una o varias tareas designadas.

En tal caso, como la tarea que se desea realizar es el corte ya sea por láser

o por alguna herramienta de corte en la superficie de un automóvil, hay

una secuencia de poses de inicio, trayectorias lineales que se deben ejecutar

antes de que comience a trazar las trayectorias continuas en forma curviĺınea.

Como en toda simulación, se pretende que lo que el usuario vea virtualmente,

sea lo más cercano a lo que pasaŕıa en la realidad.

El código realizado para este apartado es un tanto extenso ya que tiene

todos los estados posibles y la secuencia de tareas necesarias para la ejecución

de la aplicación de corte con trayectorias continuas.
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Figura 5.6: Función SavePoses().

Figura 5.7: Función UpdatePoses().

El pseudocódigo 7 de la función Algorithm() muestra la base en la que

tiene la lista de cada estado que contiene poses, trayectorias lineales y trayec-

torias continuas que se estarán ejecutando en la plataforma ADEFID.
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Figura 5.8: Lista de las poses de apoyo almacenadas en un archivo de texto.

Pseudocódigo 7 Algorithm() de la clase CCMKawasakiBX100N

function Algorithm(void)

beginSwitch (nSate)
...

begincase STATE1:

if(FALSE==Timer.blsExpired()) then

if(TRUE==GetFrameParameter(Timer, &η)) then

Qm, dm ← Tm ← GetPose(η)

SetFullInverse(DH,Qm,dm)

end if

else

SetState(SUSPEND)

end if

endcase
...

endSwitch

end function

La función Algorithm() solamente se ejecutará si el manipulador está

en cualquier modo diferente a SUSPEND. Para comenzar a ejecutar cada es-



CAPÍTULO 5. RESULTADOS 125

tado se debe haber dado inicio “Cicle Start”y ejecuta cada estado de forma

automática System.SetMode(AUTOMATIC).

Cada estado de la función del algoritmo consta de un temporizador

(timer), esto es, que el estado en que se encuentra el robot debe ejecu-

tarlo en un tiempo ya previamente definido, de manera que actúa en forma

de temporizador en cada estado, y es usado como la variable de tiempo para

realizar los desplazamientos en cada uno de los movimientos que presenta

el robot de la tarea que define el estado. Si el temporizador no ha expirado

puede continuar con su tarea de movimiento en el manipulador, sin embargo,

si ha terminado el timer termina la ejecución del actual estado y continua

con el siguiente estado por medio del control MaterialHandlingProcess de

la clase CADEFIDDoc.

Una parte muy importante en la ejecución de cada estado es la generación

de movimiento del manipulador en la escena de la plataforma, de manera

que la función GetFrameParameter() se encarga de realizar la actualización

de la escena mostrada en pantalla, es decir, participa de manera activa en

el cálculo de la nueva posición y orientación del robot para cada iteración

realizada. Uno de los parámetros que GetFrameParameter() recibe es el

tipo de interpolación en el movimiento que el efector final debe realizar,

de entre las que se encuentran en la plataforma ADEFID, son las siguientes:

LINEAR, POLYNOMIAL345, POLYNOMIAL4567 y CYCLOIDAL.

La primera interpolación (LINEAR) implica una interpolación lineal entre

condiciones iniciales y finales, donde su velocidad es constante y su acele-

ración es nula en todo su movimiento. Las siguientes dos interpolaciones

tienen una interpolación de orden mayor. Cada una de estas interpola-

ciones implica considerar desde 6 condiciones o más para su planteamiento

en la trayectoria de articulación. De manera que a mayor número de condi-

ciones el grado del polinomio se incrementa, por ejemplo, la interpolación

POLYNOMIAL345 que representa la interpolación polinomial 3-4-5 tiene un

polinomio de quinto grado, la interpolación POLYNOMIAL4567 que representa

la interpolación polinomial 4-5-6-7 tiene un polinomio de séptimo grado, y

la última interpolación utiliza funciones armónicas (CYCLOIDAL), las cuales

hacen visualizar movimientos repetitivos y de manera suave. Gracias a esta

metodoloǵıa es posible obtener un movimiento más real y dinámico, de forma
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que sus movimientos en las articulaciones del manipulador tienen incremen-

tos y decrementos de velocidad y aceleración.

Para el presente trabajo sólo se utilizaron las primeras dos interpola-

ciones en el movimiento del manipulador, la interpolación LINEAR, donde

todos sus movimientos tienen velocidades constantes y aceleraciones nulas,

y la interpolación polinomial 3-4-5 (que se explica con más detalle en la sub-

sección 3.2.2), de manera que con el parámetro POLYNOMIAL345 es posible

observar cómo el manipulador acelera al inicio de su movimiento, después

mantiene su velocidad constante y finalmente desacelera hasta llegar a su

posición final en un tiempo definido. Con estas condiciones de interpola-

ciones se controla la velocidad del efector final.

Teniendo en cuenta qué tipo de movimiento es el que se va a ejecutar,

ahora se debe indicar qué tipo de trayectoria es necesario trazar. Para se-

leccionar el tipo de clase que debe ejecutarse en la trayectoria deseada, se

hace uso de CLinearPath para moverse de punto a punto linealmente, y

CParametricSpline para moverse por una curva paramétrica creada por

N puntos de apoyo. En el algoritmo de control interviene la función Get-

FrameParameter() , donde el timer va generando valores de η en un tiempo

determinado. Estos valores de η son fundamentales en las siguientes fun-

ciones, ya que son los que van ir parametrizando el movimiento del efector

final en la trayectoria.

La función GetPose() recibe cada valor de η en un tiempo discreto, donde

después genera la matriz de orientación y el vector de posición del efector

final en cada valor de η que fue arrojado por GetFrameParameter.

Finalmente la función SetFullInverse() recibe los parámetros DH y

la matriz de transformación homogénea por el parámetro η, la función por

medio de la cinemática inversa hace los cálculos de las variables de articu-

lación y aśı genera los movimientos de cada eslabón del robot.

Con los timers utilizados dentro del algoritmo se controlan el lapso de

interpolación de movimiento en cada trayectoria, los timers parametrizan la

variable η en cada estado, de esta manera es posible acoplar el movimiento

del manipulador en la plataforma de simulación en tiempo real como si se

estuviese ejecutando en un robot industrial real.
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5.2 Clase FordMustang.

Como la aplicación de la tesis es el corte de partes de un automóvil, la

clase FordMustang crea el objeto de la carcasa de un automóvil Mustang

que se dibuja en el entorno gráfico de la plataforma ADEFID. Aśı como se

utilizó para la clase CCMKawasakiBX100N, ReadSTLFiles() se utiliza aqúı de

manera similar en la clase FordMustang, la cual hace el llamado del archivo

STL del automóvil.

De esta manera en la clase CADEFIDRender, las funciones SetupScene()

y RenderUScene() hacen aparecer el diseño del automóvil en la plataforma

ADEFID, como se muestra en la figura 5.9.

Figura 5.9: CAD del automóvil Ford Mustang en ADEFID.

5.3 Cuadros de diálogo.

Los cuadros de diálogo, son nombrados como diálogos, y se usan para pre-

sentar información y recopilar datos del usuario. Los cuadros de diálogo se

proporcionan en todas las formas y tamaños, que van desde cuadros de men-

sajes sencillos que despliegan una sola ĺınea de texto, hasta grandes cuadros

de diálogo que contienen controles complejos. Los cuadros de diálogo son de

dos tipos: modales y no modales. Un cuadro de diálogo modal debe estar

cerrado para el usuario antes de que la aplicación continúe. Y un cuadro de

diálogo no modal permite al usuario mostrar el cuadro de diálogo y volver

a otra tarea sin cancelar o eliminar el cuadro de diálogo.
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El entorno gráfico de ADEFID cuenta con elementos que permiten in-

teractuar con la simulación del manipulador. De entre los elementos que

son importantes en el presente trabajo, se encuentra la manipulación de las

poses de apoyo que el robot debe trazar para formar una curva, que se lo-

gra a través de la clase de diálogo CFramePositionPlanningDlg. Más aún,

la manipulación del robot se logra con los diálogos que evalúan tanto la

cinemática directa como la cinemática inversa, a través de las clases diálogo

CDirectKinDlg y CFullInvKinDlg, respectivamente, como se muestran en

la Fig. 5.11.

La clase diálogo que intervine en el cambio de apariencias y de sistemas

de referencias es CManualSettingsDlg (ver Fig. 5.10) en la cual se puede

visualizar el manipulador en forma real con cada uno de sus componentes

reales del fabricante en STL, o visualizar al manipulador en su forma de

cadena cinemática y/o en su esqueleto que lo define la tabla DH. Adicional-

mente se implementó la clase CSplinesVariablesDlg que corresponde al

diálogo en el que se visualizan todas y cada una de las variables, constantes,

parámetros y matrices que definen las operaciones Splines.

Cabe mencionar que hay más clases diálogo que están en funcionamiento

en el entorno gráfico de ADEFID, el trabajo de Padierna-Garcia [36] describe

los cuadros de diálogos útiles en la modificación de parámetros de escena

y ambiente gráfico de la plataforma ADEFID. Sin embargo, los que se men-

cionaron anteriormente son los más usados para la simulación de manipu-

ladores industriales con trayectorias lineales y continuas.

Las clases diálogo que contribuyen a la simulación del presente trabajo

son CFramePositionPlanningDlg y CSplinesVariablesDlg, las cuales se

describen en la siguiente sección.

5.4 Clase CFramePositionPlanningDlg.

Para poder crear los polinomios cúbicos entre cada postura vecina, se necesi-

tan todos los puntos de apoyo de la trayectoria. Se definieron 7 trayectorias

con 25 puntos (ver Fig. 5.12), dando un total de 175 puntos de apoyo y 25

puntos se utilizaron para posturas arbitrarias.
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Figura 5.10: Edición de los parámetros del robot por la clase CManualSet-

tingsDlg.

De manera que para conocer tales puntos de apoyo se utilizó un software

CAD para trazar trayectorias sobre la superficie del automóvil y asignar

puntos en la trayectoria. Aśı los puntos designados fueron posiciones reales

en la posición de un automóvil Ford Mustang con dimensiones reales.

La clase diálogo CFramePositionPlanningDlg es donde interactúa la

edición y almacenamiento de todas estas poses de apoyo en el documento.

Esta clase forma parte de la clasificación de los no modales, ya que para

la edición de los puntos de apoyo se necesitan otras clases diálogo para in-

teractuar con las posiciones de cada articulación de los eslabones y/o la

orientación y posicionamiento del efector final del robot. En tal caso, la

clase CFramePositionPlanningDlg contiene una sección de control en la

cinemática inversa del manipulador, en la figura 5.13 se muestra el con-

trol de la cinemática inversa (parte superior), se incluyó esta sección en el
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(a) Clase diálogo DirectKinematics-

Dlg.

(b) Clase diálogo InverseKinematicsDlg.

Figura 5.11: Ventanas de control en la cinemática directa e inversa del

manipulador.

Figura 5.12: Puntos de apoyo definidos en diferentes trayectos

mismo cuadro de diálogo para hacer más rápida la edición de las poses de

apoyo con la posición y orientación del robot en un espacio cartesiano. Cabe

mencionar que también se pueden abrir las clases diálogos CDirectKinDlg y
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CFullInvKinDlg para la manipulación del robot en trama de posicionamiento.

Figura 5.13: Cuadro de diálogo perteneciente a la clase CFramePosition-

PlanningDlg

Sin embargo, la parte más importante en esta clase de diálogo es la

manipulación de las poses de apoyo las cuáles son parte importante para

crear los polinomios cúbicos Spline de una trayectoria curviĺınea. La figura

5.14 muestra el control de la planeación de tramas de poses. En este control

se muestran cuatro Listas de texto, en la primera que se encuentra en la

parte derecha, se ilustran todas las poses disponibles (en este caso solo 200),

donde con el cursor se tiene acceso a la selección de cualquier pose en el

documento y ver su matriz de transformación homogénea (T ) presionando

el botón “Change Pose”, que incluye la matriz de orientación y el vector de
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posición del efector final.

La segunda parte de este control son las siguientes tres listas de texto

que ilustran la matriz de orientación y el vector de posicionamiento de la

pose deseada. Estas tres listas de texto muestran la pose previa (Previous

Pose), la pose actual (Current Pose) y la pose siguiente (Next Pose) de la

pose seleccionada en la lista de poses totales.

Figura 5.14: Sección de edición y almacenamiento de las poses de apoyo.

En la figura 5.14 está parte del control de la clase y contiene dos botones

importantes para la edición de las poses de apoyo. El botón “Set From

Actual”sirve para guardar la pose actual con los controles de la cinemática

inversa o cinemática directa, esto es, que si se movieron las articulaciones del

robot o se movieron la posición y orientación y posición del robot y se pre-

siona este botón, automáticamente la clase diálogo guarda la trama matriz

de transformación homogénea al documento y la guarda directamente en el

archivo de texto. Para la edición de una pose ya anteriormente guardada es

el mismo procedimiento como si no se tuviese una pose anterior, solamente

se lleva a un nuevo posicionamiento y orientación del robot y se presiona el

botón “Set From Actual”para editar una nueva pose del manipulador.

Por último, cuando se hayan guardado las poses necesarias que el usuario

requiera, el botón “Go To. . .Previous, Current, Next”muestra en el ambien-
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te gráfico la pose guardada con el manipulador, de manera que es posible

visualizar con el robot las poses guardadas anteriormente.

5.5 Clase CSplinesVariablesDlg.

Las funciones Splines crean múltiples operaciones matriciales y gran can-

tidad de cálculos matemáticos, por lo que es fundamental monitorear y

analizar cada operación para el correcto funcionamiento de la simulación

del manipulador. La clase CSplinesVariablesDlg se enfoca en la visuali-

zación de las operaciones más importantes en los cálculos realizados para la

creación de los polinomios cúbicos Spline con base en los puntos de apoyo

almacenados mediante el uso de la clase CFramePositionPlanningDlg, la

ventana de diálogo asociado a la clase CSplinesVariablesDlg se ilustra en

la figura 5.15. Es importante mencionar que esta clase diálogo solamente

sirve para la visualización y la correcta verificación de las operaciones ma-

triciales de dichas funciones.

La clase CSplinesVariablesDlg se divide en tres secciones que son vi-

sualmente importantes al momento de verificar cálculos y operaciones. En

primer lugar la sección número 1 se encuentra en la parte superior izquierda,

que involucran dos listas de texto, la lista de texto más grande muestra una

lista grande en la que están todos los puntos de apoyo definidos en una

trayectoria previamente seleccionada, de estos puntos de apoyo se hacen los

cálculos de las variables ∆X ,∆Y ,∆Z ,∆σk, y σk. Como se vio en el caṕıtulo

4, todas estas variables iniciales se calculan con la funcion InitCartPoints()

de la clase CParametricSpline. La otra lista de esta misma sección muestra

las poses de apoyo que conforman la trayectoria seleccionada a trazar.

La sección número 2 de esta ventana de diálogo consta de la visualización

de todas las operaciones matriciales y las matrices para calcular la matriz

final P′′. Aparecen las matrices A, C , P y de éstas las operaciones matriciales

de la función Spline. En un momento dado, fue importante tener esta sección

ya que era dif́ıcil verificar múltiples operaciones para el resultado final de

la creación de los polinomios cúbicos Spline. La sección se calcula por la

función InitSplineMatrices() de la clase CParametricSpline.
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Figura 5.15: Cuadro de diálogo perteneciente a la clase CSplinesVariables-

Dlg.

Finalmente la última sección, la sección número 3 se encuentra en la parte

superior derecha, y la conforman un elemento de control y una lista de texto

que muestra los resultados finales. El elemento de control es una barra de

control (Scroll Bar) en la que está parametrizada la variable de entrada η,

que tiene valores discretizados de 0 a 1, y opera en la función GetPose()

y PathParameter() de la clase CParametricSpline. El otro elemento es

una lista de texto que muestra una lista de posiciones resultantes al control

del valor de η, estos puntos cartesianos representan las posiciones de la

curva polinómica Spline creada por todo el sistema Spline. Conforme se

va cambiando el valor de η, se obtienen los puntos que el efector final del

manipulador tiene que trazar como tarea de corte en el automóvil. Aqúı

también salen los puntos de apoyo inicialmente almacenados, pero no solo

estos puntos son obtenidos sino también todos los puntos necesarios para la

nueva curva Spilne creada por las funciones GetPose() y PathParameter().
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5.6 Control de movimiento.

El entorno gráfico que involucra todo el sistema de ADEFID, tiene acceso a

todas las clases diálogo ya previamente mencionadas. Una vez que todas

las poses de apoyo se hayan almacenado, que las trayectorias ya se hayan

definido en la clase del manipulador y la función Algorithm(void) tenga

toda la lista de secuencias de movimientos y trayectorias a realizar, es posible

dar inicio a la simulación de la tarea que se ha planeado para el robot con

“Cicle Start”.

Dentro de ADEFIDDoc se encuentra la función MaterialHandlingProcess

[22], que pertenece al bloque “Update Machine States”del diagrama de flujo

principal de ADEFID, el robot establece diferentes estados, dependiendo de

las variables de control:

• RESET. Si el Manipulador no está en HOME, se mueve en ĺınea recta

de la posición arbitraria hasta HOME, (ver Fig. 5.16).

• PIN. El manipulador se mueve en ĺınea recta de HOME al punto inicial

de la trayectoria principal (Primer punto en el corte del automóvil),

(ver Fig. 5.18).

• POUT. El manipulador realiza la tarea principal (Sigue la trayectoria

continua Spline conformada por los puntos de apoyo), (ver Fig. 5.19).

• SUSPEND. No se realiza ninguna acción en el sistema, no hay ningún

movimiento en las trayectorias planeadas, sin embargo, se pueden

hacer cambios y modificaciones de las posiciones de apoyo como se

muestra en la figura 5.17.

El presente caṕıtulo presentó los resultados finales del trabajo obtenido

de los caṕıtulos 3 y 4. Donde mayormente el caṕıtulo 3 presenta el método

Splines en forma matemática y su funcionamiento, el caṕıtulo 4 presenta

los algoritmos utilizados para generar las funciones Splines en la plataforma

ADEFID. Este caṕıtulo presenta la ejecución del robot adecuado a una tarea

industrial en ADEFID con las funciones anteriormente mencionadas. El si-

guiente caṕıtulo presentará las conclusiones finales de todo el trabajo y los

posibles trabajos futuros.
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Figura 5.16: Estado RESET del manipulador.

Figura 5.17: Estado SUSPEND del manipulador.
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(a) Home.

(b) Punto inicial de la trayectoria.

Figura 5.18: Estado PIN del manipulador.
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(a) Trayectoria 1. (b) Trayectoria 2.

(c) Trayectoria 3 y 4. (d) Trayectoria 5.

(e) Trayectoria 6. (f) Trayectoria 7.

Figura 5.19: Estado POUT del manipulador.
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6.1 Conclusiones generales.

La planificación de trayectorias curviĺıneas con un brazo robótico fue parte

clave para el desarrollo de esta tesis. En un principio se planteó tomar

ecuaciones paramétricas ya definidas, tales como la ecuación de una Hélice,

de manera que el usuario solo teńıa que ingresar la función paramétrica al

sistema. Sin embargo, gran cantidad de aplicaciones y procesos que la indus-

tria maneja, no cuenta con las funciones matemáticas ya definidas para que

el robot las trace, ya que pueden tornarse muy complejas y se necesita de un

gran procesamiento computacional para generarlas. Por lo que se optó en

utilizar las funciones splines que generan tales trayectorias con poco proce-

samiento computacional. Estas funciones solo requieren del conocimiento

de múltiples puntos de apoyo, de tal forma que pueden crearse polinomios

cúbicos en forma paramétrica y se genera un polinomio diferente por cada

conjunto de poses de apoyo que sean vecinos entre śı. Estos puntos de apoyo

son espećıficos para la generación de la trayectoria que se desea trazar.

Figura 6.1: Aplicación de corte de un automóvil.

Con la integración de la clase CParametricSplines al sistema, pueden

desarrollarse gran cantidad de aplicaciones industriales y/o procesos que

requieren de una planificación de trayectorias curviĺıneas complejas o de gran
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precisión en un espacio de trabajo tridimensional. El manipulador Kawasaki

BX100N fue uno de los manipuladores que por sus dimensiones f́ısicas fue

posible incluirlo a la aplicación de corte y/o soldadura en el área de la

industria automotriz (ver Fig. 6.1). Sin embargo, gracias a la flexibilidad de

la plataforma se pueden integrar otros manipuladores que tengan diferente

geometŕıa. Es importante considerar que si hay una curva muy cerrada, se

debe poner la mayor cantidad de puntos de apoyo posibles en tal sección,

para que su trayectoria sea la más aproximada a una curva suave. Entre

más cercanos sean los puntos de apoyo, más precisa será su aproximación

en las propiedades de una curva.

Una de las principales aportaciones de este trabajo fue crear el control

de movimientos y ejecución de trayectorias del brazo robótico dentro de

la plataforma ADEFID, con las múltiples poses de apoyo fue posible crear

una curva que represente la trayectoria continua designada por el usuario

y el monitoreo de las variables de la función spline fue de gran ayuda para

verificar todos los cálculos matemáticos. Para una mayor visualización del

sistema desarrollado, se hizo un video con la simulación del manipulador

haciendo una tarea de corte a un automóvil, dicho video se pude ver en

YouTube [38].

6.2 Trabajos futuros.

Con base en el sistema actual se puede implementar una gran cantidad de

aplicaciones distintas, la función paramétrica spline puede generar múltiples

trayectorias continuas en un espacio cartesiano, aśı que con esta función

pueden desarrollarse aplicaciones industriales de mayor nivel. Una de ellas

es que haya un sistema en el cual múltiples manipuladores estén aplicando

tareas diversas que sigan trayectorias ya sean lineales o continuas en un

transportador (ver Fig. 6.2), donde el producto que se esté tratando sea

trabajado por múltiples manipuladores, esto se maneja frecuentemente en

industrias con grandes producciones en sus ĺıneas de operación.

Otra área donde este proyecto puede seguirse desarrollando, es la orien-

tación del efector final del robot en una trayectoria definida por múltiples

puntos de apoyo. Ya que con las funciones Splines se crean trayectorias
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curviĺıneas que el efector final debe seguir en el espacio cartesiano, sin em-

bargo, la orientación de tal trayectoria puede definirse con el plano osculante

de cada punto de apoyo perteneciente a la trayectoria (como se muestra

en la figura 3.4). La diferencia radica en que no se cuenta con funciones

geométricas definidas, sino que solo se cuenta con los puntos de apoyo que

crean cierta trayectoria curviĺınea.

Figura 6.2: Robots ensamblando y soldando en una ĺınea de producción [39].



Apéndice A

Hoja de datos Kawasaki

BX100N
Hoja de datos del manipulador Kawasaki BX100N [17], datos y carac-

teŕısticas fundamentales para su operación, tales como carga máxima, área

de trabajo, velocidad, repetitividad, dimensiones espećıficas de cada eslabón

del robot, entre otros.

MOTION RANGE & DIMENSIONS BX100N SPECIFICATIONS
Type Articulated

Degrees of Freedom 6 axes

Payload 100 kg

Horizontal Reach 2,200 mm

Vertical Reach 3,560 mm

Repeatability ±0.2 mm

Maximum Linear 
Speed

5,000 mm/s at robot flange

Work  
Envelope  
(degrees)  
&  
Maximum Speed 
(degrees/s)

Axis Motion Range Maximum Speed

JT1 ±160° 135°/s

JT2 +120° ~ -65° 110°/s

JT3 +90° ~ -77° 140°/s

JT4 ±210° 200°/s

JT5 ±125° 200°/s

JT6 ±210° 300°/s

Wrist Load 
Capacity

Axis Maximum Torque Moment of Inertia

JT4 588 N·m 60 kg·m2

JT5 588 N·m 60 kg·m2

JT6 294 N·m 30 kg·m2

Motor(s) Brushless AC Servomotor

Brakes All axes

Hard Stops Adjustable mechanical stopper JT1

Mass 740 kg  (excluding Options)

Body Color Kawasaki Standard

Installation Floor 

Environmental 
Conditions

Temperature 0 ~ 45º C

Humidity
35 ~ 85 % (no dew, nor 
frost allowed)

Vibration Less than 0.5 G

Protection 
Classification

Wrist:  IP67      Base:  IP65      * Equivalent

Options

Linear track options
Risers
Base plate
Adjustable mechanical stopper JT2/JT3
Wrist flange adapter with ø125 mm mounting pattern
Adapter bracket for weld guns and other tools
Integrated dress package

Controller E32  (see E Controller data sheet for specifications)

Kawasaki Robotics (USA), Inc.
United States
28140 Lakeview Drive
Wixom, Michigan 48393
Phone  (248) 446-4100
Email    sales@kri-us.com

90°

77
°

A

1,
09

5
2,

46
5
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56

0

2,200807

3,007

675

200 1,100 �

46
5

88
0

21
0

160°

160°

120°

65°

X

A

XØ 0.3

STANDARD FLANGE

XØ 0.3

�Dimension: 245

�Dimension:  225

X

OPTION FLANGE

（Hollow)

VIEW

2-Ø 10H7 Dp12

Ø 63

30
°

30°

Ø 16
0

6-M10 Dp19

30°

60
°

Ø 190
6-M10 Dp20

Ø 100

2-Ø 10H7  Ø Dp14

Ø 125

Ø 190

Ø 63

(hollow)

INSTALLATION DIMENSIONS VIEW A

JT2

JT2

JT3

JT3

JT1

JT1

JT4±210°

JT5±125°

JT6±210°

Ø 0.06

8-Ø 22

34050 50

250390

34
0

50
50

39
0

195

50
0

2-Ø16G8

Ø 22

30

Working range
based on point P

Unnecessary
to tighten bolts

Point P

www.kawasakirobotics.com

(mm)

Note:  Detailed drawings are available upon request.

Assembly  •  Cutting  •  Dispensing  •  Grinding  •  Handling  •  Inspection  •  Packaging  •  Painting  •  Palletizing  •  Polishing  •  Tending  •  Welding

Canada
Phone  (905) 304-7784

Mexico
Phone  (52) 33-3110-1895

BX100N

BX100N - REV01/14
© Kawasaki Robotics (USA), Inc.  All rights reserved.
Technical specifications subject to change without notice.
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Dimensions of the wristBX250L / BX300L
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