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Resumen

Materia oscura tensorial (TDM) es una propuesta que se ha explorado recientemente
para describir a la materia oscura (DM) como un campo de espin j = 1 en la representacion
(1,0)®(0, 1) del grupo homogéneo de Lorentz, en un esquema de materia oscura escondida.
Bajo este esquema, TDM es un singlete del Modelo Estandar (SM) y las interacciones entre
ambos sectores son del tipo singleteDM-singleteSM. Se ha demostrado que esta propues-
ta se encuentra dentro de las cotas experimentales actuales para valores especificos de su
masa y de las constantes de acoplamiento. En este trabajo se estudia la renormalizacién
de la interacciéon de norma U (1) para TDM a un lazo, en el esquema de substraccién mi-
nima (MS). Se encuentra que la interaccién es no-renormalizable debido, esencialmente, al
comportamiento divergente del propagador de TDM en la region ultravioleta. La similitud
entre la estructura de éste propagador y la del propagador de un campo vectorial masivo,
y por analogia con la solucién a la no-renormalizabilidad de éste tultimo que surge de con-
siderarlo incialmente no-masivo y, posteriormente, dotarlo de masa a través del mecanismo
de rompimiento espontidneo de la simetria, nos conduce al estudio de la renormalizacién
de la interaccién de norma U(1) para TDM no-masiva y, eventualmente, a la biisqueda
de algin mecanismo para dotarlo masa. En el caso no-masivo, el Lagrangiano libre de
TDM tiene una simetria de norma, por lo cual es necesario agregar un término de fijaciéon
de norma a su Lagrangiano. El propagador tiene, ahora, un buen comportamiento en la
regién ultravioleta. Se obtienen los diagramas superficialmente divergentes, se calcula la
autoenergia del campo de norma U(1) y la autoenergia del campo de TDM, y se encuentra
que el primero es renormalizable, mientras que el segundo se puede renormalizar sélo si se
considera una constante de renormalizacién d; para su pardmetro de norma.
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Capitulo 1

Introduccion

El Modelo Estandar de las Particulas Elementales (SM) es la teoria fisica que describe
a la materia y a tres de sus interacciones: electromagnética, débil y fuerte, a nivel funda-
mental. Este modelo fue elaborado progresivamente durante la segunda mitad del siglo XX
y su construccion tedrica sustancial se completd en la década de 1970. En el afio 2012, con
la deteccién del bosén de Higgs en el LHC, culminé la verificacién experimental de su con-
tenido de particulas y de su funcionamiento. Durante todo este tiempo se han desarrollado
multiples experimentos para poner a prueba a este modelo bajo diferentes condiciones, que
han resultado i) en la confirmacién de sus predicciones con un nivel de exactitud y precisién
asombroso, y ii) en la ausencia de evidencia experimental concluyente, de fenémenos en su
dominio, que revele fisica méas alld de él hasta energias del orden de 13 TeV. Por lo anterior,
el Modelo Estandar es, sin lugar a dudas, la teoria fisica mas completa, exacta y precisa
que se ha desarrollado y verificado experimentalmente.

Sin embargo, a pesar del éxito sin precedentes que ha tenido el Modelo Estandar ain
existen preguntas abiertas y fendmenos que no son entendidos o explicados por comple-
to. Algunas de estas cuestiones son, por ejemplo: jPor qué existen tres generaciones de
fermiones? ;Cuédl es el origen de la asimetria materia-antimateria (asimetria bariénica)?
,Cudl es la naturaleza de los neutrinos?, etc. En particular, un conjunto de evidencias
observacionales astrofisicas a escalas galactica, intergalactia y cosmoldgica parecen indicar
la existencia de un elemento desconocido, quizd un nuevo tipo de materia, que tiene la
caracteristica peculiar de que interacciona principalmente a través de la gravedad mientras
que su interaccion electromagnética es nula o, al menos, de muy baja intensidad; por esto
ultimo, a este elemento desconocido se le ha llamado, en general, materia oscura (DM).

Existe una gran variedad de propuestas que intentan explicar a este conjunto de evi-
dencias observacionales astrofisicas; desde las que enuncian que son causadas por algin
tipo de particula hasta las que expresan que podria tratarse de agujeros negros 9, inclu-
so, aquellas que exploran la posibilidad de que sean esclarecidas con modificaciones a las
teorias de gravedad. Entre esta diversidad de propuestas resulta particularmente llamativo
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que aquellas que intentan describir a DM como una particula asumen que el campo co-
rrespondiente pertenece a alguna de las representaciones del grupo homogéneo de Lorentz
de las mismas que hace uso el SM, esto es, a las representaciones escalar (0,0), espinorial
(1/2,0) @ (0,1/2) 6 vectorial (1/2,1/2), sin tratar de ir mas lejos. En vista de esto, recien-
temente se ha explorado una alternativa, llamada materia oscura tensorial (TDM), que va
mas alld de este paradigma. Materia oscura tensorial es la propuesta que plantea la des-
cripcién de DM como un campo cuédntico de espin j = 1 en la representacién (1,0) @ (0, 1)
del grupo homogéneo de Lorentz; ésta se desarrolla en un esquema de materia oscura es-
condida, bajo el cual TDM no tiene cargas del SM y las interacciones entre ambos sectores
son del tipo singleteDM-singleteSM. En su estudio se ha encontrado que cumple con los
requisitos y estd dentro de las cotas actuales para ser considerado como candidato a DM.

Materia oscura tensorial es una teoria cuantica de campo y, como es bien sabido, las
teorias cudnticas de campo poseen divergencias ultravioletas (UV); estas pueden ser sélo
divergencias aparentes o pueden ser, por el contrario, divergencias auténticas (fisicas).
La renormalizacion es el proceso de reescritura de la teoria en términos de sus verdaderas
cantidades fisicas; como consecuencia de esta reescritura algunas de sus divergencias UV son
absorbidas en las cantidades no-fisicas (cantidades desnudas), lo que demuestra que éstas
sOlo eran divergencias aparentes, sin ningtn significado fisico. Cuando todas las divergencias
UV de la teoria pueden ser evitadas con el proceso de renormalizacion, es decir cuando
todas sus divergencias UV son s6lo aparentes, se dice que la teoria es renormalizable; éstas
son teorias consistentes a cualquier escala de energia. Las teorfas en las que no todas
las divergencias UV pueden ser evitadas son llamadas no-renormalizables y éstas poseen
divergencias UV auténticas que se manifiestan a partir de una cierta escala de energia;
sin embargo, debajo de esa escala de energia son perfectamente validas y aceptables como
teorias efectivas. El Lagrangiano de interaccion de TDM entre los sectores DM y SM de
menor dimensién tiene dimension de masa igual a 4; éste hecho abre la posibilidad de que,
detras de esta teoria, exista una teoria fundamental de TDM valida a cualquier escala de
energia. En este sentido, resulta interesante abordar el estudio de la renormalizacién de
TDM con el fin de averiguar si es posible que exista una teoria fundamental de TDM valida
a cualquier escala de energia o si se trata, por el contrario, sélo de un modelo con validez
efectiva. El presente trabajo tiene el objetivo de estudiar esta cuestién en el caso de TDM
acoplada minimamente con un campo de norma U (1), es decir, se estudia la renormalizacién
de la teoria de norma U(1) para TDM, a un lazo.

La organizacion de este documento es la siguiente. En el segundo capitulo se hace
una revision de los fundamentos sobre los que esta construido el SM poniendo énfasis en la
deduccién convencional de los estados cudnticos de particula libre que surgen naturalmente
del grupo de simetrias del espacio-tiempo; se describe el Modelo Estandar; y se comentan
las evidencias que dan lugar a la hipdtesis de materia oscura. En el tercer capitulo se
expone el formalismo de primeros principios que corrige la deduccién convencional de los
estados cudnticos de particula libre y con el que es posible deducir, ademas de los propios
estados cudnticos, la dindmica propia a la que ellos obedecen; se utiliza este formalismo
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para obtener la ecuacién dindmica del campo en la representacién (1,0) @ (0,1) del grupo
homogéneo de Lorentz; se revisan los aspectos clasicos y la cuantizacién canénica de este
campo; y se describe la propuesta de materia oscura tensorial. En el cuarto capitulo se
desarrolla la parte medular de esta tesis: el estudio de renormalizacién de la teoria de
norma U(1) para TDM. Finalmente, en el quinto capitulo se presentan las conclusiones de
este trabajo.



Capitulo 2

Modelo Estandar y materia oscura

Desde siempre el ser humano ha tratado de encontrar una explicacién légica y racional
de la esencia y el devenir de la naturaleza. Esta busqueda se manifestd, sobre todo, en la
antigua Grecia, donde los filésofos presocraticos reflexionaron sobre la composicién tltima
del mundo asi como sobre su diversidad y los cambios que en él acontecen, entre muchos
otros temas. De especial relevancia fue la idea de ‘4tomo’; cuyo significado es ‘indivisible’,
concebida por Demécrito (460 a.C. - 370 a.C.) y que supone la existencia de particulas
pequenisimas, eternas e indivisibles que componen a todo el mundo material. Si bien esta
no fue mas que una pura especulacién filoséfica, el término ‘4tomo’ y la bisqueda de las
particulas indivisibles que componen a todo el mundo fisico siguen vigentes hasta nuestros
dias.

Con el paso del tiempo, la busqueda del entendimiento légico y racional del mundo
fisico se trasladé del ambito filoséfico al cientifico. Un avance sin precedentes tuvo lugar
en el siglo XVII con las contribuciones de Isaac Newton: las tres leyes de la mecéanica y
la ley de la gravitacion universal [1]. Otro avance de gran relevancia sucedié durante la
segunda mitad del siglo XIX, cuando James C. Maxwell ajusta, compila y publica las leyes
de la electricidad y el magentismo [2]. Todos estos conjuntos de leyes tuvieron éxito en
la descripcién de una gran cantidad de fenémenos fisicos en sus respectivos campos; sin
embargo, aun existian resultados experimentales que no podian ser explicados por ellas.

Por un lado, las ecuaciones de Maxwell establecian que la luz era una onda electromag-
nética que se propaga a la velocidad ¢ ~ 3 x 10®m/s, donde se hipotetizé que esta velocidad
era respecto al marco de referencia del ‘éter’; no obstante, los resultados del experimento de
Michelson y Morley [3], disenado para determinar la velocidad de la Tierra respecto a éste
marco de referencia, mostraban que la velocidad de la luz era la misma en todos los marcos
de referencia y en todas las direcciones, independientemente del estado de movimiento del
observador y de la fuente. A su vez, este resultado experimental no era congruente con
las transformaciones galileanas de velocidades entre sistemas de referencia inerciales y més
generalmente, las ecuaciones de Maxwell no eran covariantes bajo transformaciones gali-
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leanas de coordenadas entre sistemas de referencia inerciales, como si lo eran las leyes de la
mecénica de Newton. Por otro lado, se conocia un conjunto de experimentos, que consistian
bésicamente en la interaccién de luz y materia, cuyos resultados no podian ser descritos con
la interpretacién ondulatoria de la luz que provenia de las ecuaciones de Maxwell; algunos
de esos experimentos y resultados eran: las capacidades calorificas de los sélidos a bajas
temperaturas, los espectros atémicos de emision [4, 5], el espectro de radiacién térmica del
cuerpo negro [6], el efecto fotoeléctrico [7], el efecto Compton [§], etc.

A principios del siglo XX surgen dos propuestas radicales que logran explicar ambos
engimas, cada una de las cuales da lugar a una revolucién en el estudio de la fisica. En
el anio de 1905 Albert Einstein publica el articulo titulado ‘Sobre la electrodindmica de
los cuerpos en movimiento’ [9], que postula los dos principios de la teorfa especial de la
relatividad (SR)

s Las leyes de la fisica son las mismas en cualquier sistema de referencia inercial.

s La velocidad de la luz en el vacio es la misma para todos los observadores, indepen-
dientemente del estado de movimiento del observador o de la fuente.

Estos dos principios dan origen a un nuevo entendimiento de los conceptos de espacio
y tiempo, que antes eran concebidos como entes conceptuales independientes, integrados
ahora en un nuevo y tnico ente, que es llamado espacio-tiempo, en el que ya no son
independientes. Con esta teoria se logra entender y explicar el primero de los enigmas
mencionados. Por su parte, en el ano de 1900 Max Planck publica el articulo titulado
‘Sobre la ley de distribucién de la energia en el espectro normal’ [10] en el que introduce
el postulado pionero de la teoria que posteriormente se conocié como mecanica cuantica
(QM) y que bien puede ser escrito como [11]

s Un sistema fisico cuya tnica coordenada es una funcién sinusoidal del tiempo sélo
puede tener energia E tal que

E =nhv, n=0,1,2,--- (2.1)

donde v es la frecuencia de oscilacién y h ~ 6.63 x 1073*m?kg/s es una constante
universal.

La constante universal h fue posteriormente nombrada constante de Planck. Este postu-
lado engendra la idea de que la energia de algunos sistemas estd contenida en pequefios
paquetes discretos de naturaleza corpuscular. Con este postulado, aplicado a la energia
transportada por el campo electromagnético, cuyos paquetes corpusculares de energia son
llamados fotones, se logré explicar el espectro del cuerpo negro [10], el efecto fotoeléctrico
[12] y el efecto Compton [8]; mientras que aplicado a la mecénica de los dtomos y con algu-
nas hipétesis adicionales se obtuvo el modelo atémico de Bohr [13], con el que se pudieron
reproducir muchos de los espectros atémicos. El trabajo de los fisicos enseguida se centrd
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en tratar de entender cudl era el origen fundamental de este postulado. En 1924, Louis
de Broglie en su tesis doctoral titulada ‘Investigacién sobre la teoria de los cuantos’ [14]
propone, de manera analoga a la existencia de una naturaleza corpuscular de los fenémenos
ondulatorios, la existencia de una naturaleza ondulatoria de las particulas; esta hipdtesis
fue confirmada de manera independiente en los experimentos de interferencia y difraccion
de haces electrénicos realizados por Davisson y Germer [15:17], y G.P. Thomson [18], res-
pectivamente, ambos en 1927. En 1926, Erwin Schrédinger publica ‘Una teoria ondulatoria
de la mecédnica de los dtomos y moléculas’ [19], articulo en el que introduce la ecuacién
que lleva su nombre y que junto con la interpretacion probabilistica de la funcién de onda,
propuesta por Max Born [20] en ese mismo ano, constituyen los fundamentos de lo que se
llamé mecanica cuantica ondulatoria. Finalmente, en el afio de 1930, Dirac en ‘Los prin-
cipios de la mecanica cuantica’ [21] precisa la estructura general y formal de la mecénica
cuantica, teoria que sintetiza todas estas hipétesis y principios. Con esta teoria se logra
el entendimiento de las causas subyacentes de los fenémenos que revelaban la naturaleza
corpuscular de la luz y la naturaleza ondulatoria de la materia.

La teoria especial de la relatividad y la mecénica cuantica fueron teorias desarrolla-
das de manera paralela que develaron nuevos aspectos de la realidad fisica en dominios
separados: los efectos peculiares de la primera se manifiestan a velocidades cercanas a la
velocidad de la luz, mientras que los de la segunda a distancias de orden atémico e inferior.
Naturalmente, surgieron intentos por desarrollar una teoria que abarcara ambos dominios
de la realidad fisica integrando de manera congruente a ambas teorias, es decir, surgieron
intentos por desarrollar una mecénica cuantica relativista. Incluso desde el ano 1926 se pro-
puso, de manera independiente por O. Klein [22], W. Gordon [23], y E. Schrédinger [24],
una ecuacion que intregraba a ambos marcos tedricos, que fue llamada ecuacién de Klein-
Gordon, sin embargo, esta ecuacién padecia de problemas conceptuales: probabilidades y
energias negativas. Con el objetivo especifico de obtener una ecuacion cuantica relativista
que no tuviera probabilidades negativas, en 1928 Dirac propone en su articulo ‘La teoria
cudntica del electrén’ [25] la ecuacién que lleva su nombre y que resuelve este problema;
ademads en su articulo de 1930 titulado ‘Una teoria de electrones y protones’ [26] plantea
una propuesta de solucién al problema de las energias negativas a través del principio de
Pauli y la suposicién de la existencia de un ‘mar de particulas’ de energia negativa que
llenaban el vacio, que inicialmente pensé que deberian ser protones (de ahi el titulo de su
articulo) pero finalmente se convenci6é de que deberian ser positrones, es decir, particulas
semejantes al electrén pero con carga eléctrica opuesta; éstas, hasta entonces hipotéticas
particulas, fueron detectadas por primera vez en el afio de 1932 por C. D. Anderson [27].
A pesar de la acertada prediccion de la existencia de los positrones y otros éxitos de la
teoria de Dirac, ain persistian algunos problemas con ella, por ejemplo: la hipétesis del
‘mar de particulas’ que junto con el principio de exclusién de Pauli resuelve el problema
de las energias negativas no funciona para particulas que obedecen la estadistica de Bose-
Einstein; para ese entonces ya se conocian estados con espin 0, que no obedecen la ecuaciéon
de Dirac; entre otros.
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La solucién a estos problemas nacié del trabajo de Born, Heisenberg y Jordan, que en
1926 publicaron ‘Sobre la mecdnica cudntica II’ |28], donde aplicaron los principios de la
mecéanica cuantica al formalismo candénico de sistemas con multiples grados de libertad y, en
particular, a los modos de oscilacién del campo electromagnético; asi lograron reproducir
el espectro de radiacién del cuerpo negro. Es de este modo que inicia el estudio de la
cuantizacién de los campos. Esta teoria que integra, de manera consistente, los principios
de QM y SR a la dindamica de los propios campos es conocida como teoria cudntica de
campos (QFT). Se desarrolla con los trabajos de Jordan y Wigner 29| 30| en 1927 y 1928,
y se formaliza con los trabajos de Heisenberg y Pauli [31, |32] en 1929 y 1930. En este
contexto de QFT, las particulas son interpretadas como la minima manifestacién de un
campo cuantico y de esta manera se evitan los problemas conceptuales de los que padece
la mecanica cudntica relativista.

La dindmica de las particulas elementales, y en general subatémicas, se encuentra en
la interseccién de los dominios caracteristicos de SR y QM, por lo tanto una teoria para su
descripcién debe ser tal que incorpore a ambas de manera consistente. Es asi que QFT re-
sulta un escenario natural para una teoria de las particulas elementales, donde estas tultimas
seran interpretadas como manifestaciones minimas de diferentes tipos de campos. El estu-
dio de las propiedades de las particulas, interpretadas ahora como las minimas expresiones
de campos, y de sus interacciones condujo al desarrollo de modelos que, posteriormente,
fueron integrados en un modelo més extenso, conocido como el Modelo Estandar de las
Particulas Elementales (SM). El SM es la teoria cudntica de campos que describe a las
particulas fundamentales que componen la materia y a tres de las cuatro interacciones co-
nocidas de la naturaleza, a saber: la nuclear fuerte, la nuclear débil y la electromagnética.
Este modelo se construyé durante la segunda mitad del siglo XX [33438] y es, hasta el dia
de hoy, la teoria fisica mas completa, exacta y precisa que ha desarrollado la humanidad.
En el sentido filoséfico es, sin lugar a dudas, el supremo acercamiento al entendimiento de
la composicion ultima de todo lo que existe, de su diversidad y de los cambios que acon-
tecen; es el supremo acercamiento al entendimiento que, desde siempre, la humanidad ha
buscado.

Sin embargo, existen evidencias de fenémenos que no son entendidos o explicados por
completo por este modelo. En particular, un conjunto de observaciones astrofisicas a es-
cala galdctica, intergalactica y cosmolégica parecen revelar la existencia de un elemento
desconocido, quizd un nuevo tipo de materia que interacciona principalmente a través de
la gravedad y su interaccién electromagnética es nula o, al menos, de muy baja intensidad
por lo cual se le ha llamado materia oscura.

En este capitulo se hace una breve revisién del Modelo Estandar y del problema de
la materia oscura. En la primer seccién se desarrollan los fundamentos sobre los que esta
construido el Modelo Estandar; en la segunda seccion se resefia brevemente el propio SM;
y, finalmente, en la tercer seccidon se describen las evidencias que originan la hipétesis de
materia oscura.
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2.1. Fundamentos

La presente seccion es una revision de los conceptos y elementos fundamentales sobre los
que esta construido el Modelo Estandar de las Particulas Elementales. Estos elementos van
desde los principios de la mecénica cudntica y la teoria especial de la relatividad, pasando
por la teoria clasica de campos y el principio de norma, hasta la teoria cuantica de campos,
el tratamiento perturbativo de las interacciones y las reglas de Feynman para el calculo
de amplitudes de procesos a través de los diagramas de Feynman. La exposicion de esta
seccién estd basada en las referencias [39-43).

2.1.1. Mecéanica cuantica

La enunciacion formal y general de la mecanica cuantica fue elaborada por Dirac en su
libro ‘Los principios de la mecanica cudntica’ [21], en el ano de 1930. Esta formulacién se
puede sintetizar en los siguientes seis postulados

1. Toda la informacién de un sistema fisico esta contenida en un vector de estado |1 (t))
que depende paramétricamente del tiempo ¢ y que pertenece a un espacio de Hilbert

H.

2. Los observables O son representados por operadores hermiticos O que actian sobre
el espacio de Hilbert H.

3. La medicién de un observable O sélo puede dar como resultado alguno de los eigen-
valores 0; de su correspondiente operador hermitico O.

4. Antes de realizar la medicién no es posible saber cudl eigenvalor resultard, sélo es
posible conocer sus probabilidades, que estan dadas por

P(os, 1) = [{oil(t)) [ (2.2)

5. El estado del sistema, inmediatamente después de realizar una medicion del obser-
vable O, estard descrito por el eigenestado |o;), correspondiente al eigenvalor o; que
haya resultado de la medicién.

6. La evolucion en el tiempo del estado |¢(t)) es generada por el Hamiltoniano H del
sistema de acuerdo con la ecuaciéon

S 0(0) = Hip.0,0)[0(0). (23

El vector de estado |1 (t)) de un sistema fisico se obtiene de resolver la ecuacién ([2.3)) sujeta a
una condicién inicial [1)(t = 0)). Para especificar esta condicién inicial se debe determinar el
vector del estado inicial del sistema realizando mediciones sobre él, de la siguiente manera.
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Primeramente se efectia la medicién de algtin observable Oy en el sistema; sea o' el
eigenvalor resultado de esta medicién. Si oil1 es no-degenerado, entonces el estado inicial
estd completamente definido por el vector \0§1>, salvo una fase. Por el contrario, si olf es
degenerado, es necesario realizar la medicién de algiin otro observable Oy compatible con
01, es decir que conmuten [0, O2] = 0, tal que el subespacio propio de Oy correspondiente
al eigenvalor oil sea separado en mas de un subespacio propio de Os; sea 032 el eigenvalor de
05 resultado de esta medicién. Si el subespacio propio comtun a O y Oy correspondiente a
los eigenvalores {0?,0?} es no-degenerado, entonces el estado inicial estd completamente
definido por el vector \o’f,o?), salvo una fase. Si, por el contrario, este subespacio es
degenerado, se debe repetir este proceso, tantas veces como sea necesario, hasta realizar
mediciones de un conjunto de observables {01, O, --- , O, }, todos compatibles entre si, tal
que el subespacio propio comun a ellos, correspondiente a los eigenvalores {oi1 , 022, oo, 0l
resultado de las mediciones, sea no-degenerado, con lo que el estado inicial del sistema
estard completamente definido por el vector |olf,oé2, -+, 0in) salvo una fase. La eleccién
de los observables compatibles del conjunto es totalmente arbitraria, sin embargo, puesto
que el operador Hamiltoniano H tiene un papel clave al ser el operador que, a través de
la ecuacién (2.3), dicta la dindmica del estado |1(t)), es conveniente incluirlo, en primer
lugar, dentro de este conjunto.

Conjunto Completo de Observables que Conmutan (CSCO)

La descripciéon completa de todos los vectores de estado posibles de un sistema se obtiene
de la determinacién de una base para el espacio de Hilbert H; esto se logra con la seleccién
de un conjunto de observables compatibles {H, Oy, --- ,O,} entre los que, por lo comenta-
do anteriormente, se incluye primeramente al Hamiltoniano H, y sean tales que todos sus
subespacios propios comunes, definidos por sus eigenvalores { F, oill, -+, 0%} correspondien-
tes, sean no-degenerados. Este conjunto de observables es llamado un conjunto completo de
observables que conmutan (CSCO), del sistema. En virtud de la no-degeneracién de todos
los subespacios propios comunes y de que los eigenvectores de operadores hermiticos co-
rrespondientes a diferentes eigenvalores son ortogonales, los eigenvectores |E, 021117 oo
forman una base ortogonal de H, con lo cual el vector |1(t)) de un estado general del
sistema puede ser descompuesto, en esta base, como

W)= D B0 (Bof oo oplu (). (2.4)
E,Oil [ ’O”Zﬁn

La mediciéon de los observables del CSCO en un sistema es suficiente para determinar
completamente su estado; en particular, su medicién en el estado inicial del sistema es
suficiente para obtener la condicién inicial [1(t = 0)).
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Transformaciones de simetria

Las transformaciones de simetria son transformaciones del marco de referencia desde
el que se describe a un sistema fisico. La aplicacién de una de estas transformaciones,
implementada por un operador 1" en el espacio fisico clasico, serd implementada por un
operador Ur asociado, en el espacio de Hilbert H de estados cudnticos. La regla de com-
posicién entre dos transformaciones Ur, y Urp, (11 y T3, en el espacio fisico clésico) es
la aplicacién sucesiva y ordenada Up, Up, (T17%) de ellas. En general existen dos tipos de
transformaciones de simetria: las continuas y las discretas. Las transformaciones continuas
estan parametrizadas por pardmetros continuos {61, - - , 6, }, mientras que las discretas se
obtienen de cambios discretos, no parametrizables continuamente. El Teorema de Wigner
o Teorema de la Representacion de Simetria |41} |44] establece que todas las transformacio-
nes Ur pueden ser representadas como operadores lineales unitarios 6 anti-lineales unitarios
(anti-unitarios) en H; con esto se asegura la invarianza de la probabilidad

P'(0i,t) = (0l UFUT| (1)) = [(oil(8))* = P(os, t). (2.5)

La transformacion identidad Ur = 1 es lineal y unitaria y, como consecuencia, también lo
son todas aquellas transformaciones continuas conectadas de manera continua con ella. En
particular, una transformacion Up que estd infinitesimalmente cerca de la identidad es

Ur(e) =1 —ieG, (2.6)

donde € es un parametro infinitesimal y G es un operador lineal y hermitico, lo que ase-
gura la linealidad y unitariedad de Ur. Este operador G es conocido como generador de
la transformacién Ur y es, normalmente, un operador asociado a una cantidad observable.
Una transformacién finita Ur(a) de pardmetro finito a se obtiene a través del mapeo expo-
nencial, esto es, como el limite n — oo de la composiciéon sucesiva de n transformaciones
infinitesimales de parametros € = a/n

, . [a n .
Ur(a) = lim [1 —1 (—) G] = exp (—ia@), (2.7)
n—o00 n
y es, por construccién, lineal y unitaria. Las transformaciones continuas que no estan
conectadas de manera continua con la identidad asi como las transformaciones discretas,
pueden ser unitarias o anti-unitarias. El conjunto de todas las transformaciones de simetria
Ur (T, en el espacio fisico clasico) junto con su regla de composicién forma un grupo, es
9y )
decir, es un conjunto cerrado, asociativo, con elemento identidad y elementos inversos.

CSCO y simetrias

La inclusién del operador Hamiltoniano H en el CSCO obliga a que el resto de ope-
radores a ser incluidos en éste conjunto deben conmutar con H (y, desde luego, conmutar

10
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entre ellos). Por otro lado, el hecho de que un operador G conmute con H significa que
la transformacion generada por este operador es una simetria del sistema, como se puede
comprobar de la relacién Ge=1t |g;,---) = g;e7*H!|g;,-- ). De lo anterior se infiere que los
candidatos naturales a pertenecer al CSCO son los operadores hermiticos relacionados con
el grupo de simetrias del sistema. Asi, los candidatos naturales, después de H son

s Operadores de Casimir del grupo completo de simetrias. Los operadores de Casimir
de un grupo son operadores construidos con los generadores del grupo y que tienen
la caracteristica de que conmutan con todos ellos.

s Generadores de algin subgrupo de Lie. El grupo completo de simetrias puede tener
algin subgrupo de Lie conectado de manera continua con la identidad a través del
mapeo exponencial. Todos los generadores de este subgrupo de Lie son candidatos al
CSCO, sin embargo solo pueden ser incluidos aquellos que conmutan entre si, i.e. la
subdlgebra de Cartan.

s Operadores de simetrias discretas. Los operadores que implementan las simetrias
discretas son candidatos al CSCO siempre que sean operadores hermiticos.

A partir de estos tres conjuntos de candidatos al CSCO se deben seleccionar aquellos ope-
radores hermiticos que conmuten con H, tales que también conmuten todos entre si. De
esta manera el CSCO vy, por lo tanto, los estados cuanticos estdn caracterizados comple-
tamente por el grupo de simetrias del sistema y quedan definidos por los eigenvalores del
Hamiltoniano, de los operadores de Casimir, de los operadores de la subalgebra de Cartan
y de los operadores hermiticos correspondientes a las simetrias discretas compatibles con
todos los operadores anteriores.

La mecanica cuantica, algunas veces llamada mecéanica cuantica moderna, logré expli-
car, partiendo solo de los seis postulados anteriores, los fenémenos que habian sido parcial-
mente explicados por la teoria cuantica antigua. Por otro lado se desarrollé, paralelamente,
la teoria especial de la relatividad, que se aborda en la siguiente subseccién.

2.1.2. Relatividad especial

Para describir cualquier suceso fisico es necesario especificar cuatro coordenadas: el
tiempo ¢ y la localizacién espacial 2’ = (z',22,2%) = (z,y, 2) en que aconteci6. Estas
coordenadas se pueden combinar en un objeto de cuatro componentes (¢, 2*) que es llamado
un evento. El intervalo espacio-temporal entre dos eventos (¢, z?) y (t+dt, 2’ +dx?) separados

infinitesimalmente se define como
ds® = Adt* — dax? — dy? — d2*. (2.8)

Si ds? = 0, los eventos estdn conectados por una senal de luz y se dice que la separacién
es tipo luz, mientras que si ds> > 0 6 ds®> < 0 se dice que la separacién es tipo tiempo

11
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o tipo espacio, respectivamente. En virtud del segundo postulado de la teoria especial
de la relatividad, escrito en la introduccién a este capitulo, la separacién tipo luz es un
invariante: si ds?> = 0 en un sistema de referencia inercial, entonces ds’> = 0 en cualquier
otro sistema de referencia inercial, y usando este hecho se demuestra que, en general,
el intervalo espacio-temporal ds? , y como consecuencia el tipo de separacién, son
invariantes [45, pag. 3]. En particular, cuando ds? > 0 es practico definir el tiempo propio
dr, como dr = Vds? /c. Es posible redefinir las coordenadas de los eventos de manera que
todas tengan las mismas dimensiones, como z# = (2%, 2%) = (ct,2"). Con esta definicién
e introduciendo el tensor métrico 7, = Diag(1l,—1,—1,—1) conocido como métrica de
Minkowski, se puede reescribir el intervalo espacio-temporal como

ds? = ny,datdz”, (2.9)

en donde se ha asumido el convenio de suma sobre indices repetidos; en lo sucesivo se adopta
¢ =1, con lo que 2° = t. El espacio de todos los eventos z* cuyo elemento invariante de
longitud ds® es , 6 equivalentemente, el espacio de todos los eventos x* dotado de la
meétrica 1), constituyen el espacio-tiempo de Minkowski. El tensor representado por la
matriz inversa de 7, se denota n*¥, por definicién cumple la propiedad /1., = 85 y
tiene las misma componentes que 7, a saber n*” = Diag(1, —1,—1,—1). Con el uso de la
métrica es posible definir coordenadas x,, duales a x* como x, = n,z" = (20, —2%) y, de
manera reciproca, con la métrica inversa obtener las coordenadas a partir de sus duales,
como z# = nx, = (20, 2%).

La trayectoria de una particula sobre el espacio de Minkowski se puede describir como
una curva continua y suave x# = z#()), parametrizada por un pardmetro absoluto A;
para particulas masivas éste pardmetro puede ser el tiempo propio A = 7 = [dr. La
cuadrivelocidad u* de una particula se define como u* = dz*/dr y tiene componentes
ut = (y,yv), donde v = (1 —v?)~Y/2. Por otro lado, el cuadrimomento p* de una particula
es pt = (E, p) y esta relacionado con la cuadrivelocidad a través de la ecuacion

Po— 2.1
pr=me—, (2.10)

2

de la que se obtienen las conocidas ecuaciones E = my y p?> = E? — p> = m?. De estas

ecuaciones se desprende la parametrizacion
E
coshp =y =—, sinh ¢ = 7|v| :M, (2.11)
m m

donde ¢ es la rapidity, definida como ¢ = arc tanh |v|. De manera andloga a la cuadrivelo-
cidad, la cuadriaceleracién a* de una particula se define como a* = dut/dr = d*z" /dr>.
Un elemento importante de la teoria especial de la relatividad son las transformaciones
entre sistemas de referencia inerciales, que son implementadas como transformaciones de
simetria 7" en las coordenadas z# del espacio-tiempo de Minkowski (al que en lo sucesivo

12



CAPITULO 2. MODELO ESTANDAR Y MATERIA OSCURA

se le llamard, simplemente, espacio de Minkowski). El conjunto de estas transformaciones
conforma el grupo de simetria del espacio de Minkowski, conocido como grupo de Poincaré
6 grupo inhomogéneo de Lorentz, que se examina en la siguiente subseccién.

2.1.3. Grupo de Poincaré

La invarianza del intervalo espacio-temporal ds? (2.9) en los sistemas de referencia
inerciales implica que las transformaciones entre las coordenadas de estos sistemas son
aquellas que lo dejan invariante. La transformacién de coordenadas més general que cumple
esta condicién es una transformacién de Poincaré, definida como

't =AF, Y + at, ¥ =T(A,a)xr = Az + a. (2.12)

Las transformaciones de la forma T'(A,0), implementadas a través de la matriz A*,, son
las transformaciones de Lorentz, también llamadas transformaciones homogéneas de Poin-
caré, que, como se muestra mas adelante, consisten esencialmente de boosts y rotaciones,
mientras que las transformaciones de la forma T'(1,a), implementadas a través de a*, son
traslaciones espacio-temporales. Tanto A, como a* tienen componentes constantes y la
propiedad definitoria de las primeras es

naﬁAaﬂAﬁy =Nuws ATnA =n, (2.13)

con la que se asegura la invarianza de (2.9). Estas matrices A¥, tienen propiedades rele-
vantes que son consecuencia de (2.13)) y que se muestran en el siguiente apartado.

Propiedades de las matrices A

La expresiéon (2.13]) impone 10 restricciones sobre las 16 componentes de A*,, lo que
indica que sélo 6 de sus componentes son independientes. De esta misma expresién se
evidencian los valores de sus determinantes

(detA)? =1 — detA ==+ 1. (2.14)

Las matrices con detA = 1 son llamadas propias, mientras que aquellas con detA = —1
son llamadas impropias. Este resultado ademés garantiza que A~! existe y, de (2.13)), esta
dada por

(AT, =nual®sn™ = ALK, A~ =n ATy, (2.15)

Tanto la matriz identidad 1, como el producto AA y la inversa A~! de cualesquiera matrices
que cumplen ([2.13)), también cumplen esta condicién. Por otra parte, la componente 00 de
(2.13)) implica
3
1 =(A%)2 = 3 (A)? - (M%) >1,  (216)
i=0

13
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lo que a su vez significa que
A% >+1 6 A0y < —1. (2.17)

Las matrices con A% > 1 son llamadas ortécronas mientras que aquellas con A% < 1 son
llamadas no-ortécronas. La matriz producto de dos matrices A y A se clasifica de acuerdo
a la clasificacién de estas. El determinante es

det(AA) = (deth)(detA), (2.18)

lo que muestra que el producto de dos matrices propias o dos matrices impropias es una
matriz propia, mientras que el producto de una propia y una impropia (o viceversa) es
impropia. La componente 00 del producto es

3
(AA)OO = AooAOO + Z]\Oz‘/\io, (219)
=0

en tanto que la desigualdad de Cauchy-Schwarz aplicada a los vectores de tres componentes
A% y Ag y utilizando (2.16]), establece que

3 .
> Ay
i=0
por lo tanto, si A% > 1y A% > 1 se cumple que

(AN)?) > A% A% — 1/ (A%)2 — 14/(A%)2 — 1 > 1, (2.21)

es decir, el producto de dos matrices ortécronas también es una matriz ortécrona.
Algunos ejemplos significativos de matrices A son los siguientes. Cualquier matriz A*,
de la forma

3

3
< | SDE0)2, | SO (Kig)2 = /(R0 — 1,/ (A% — 1, (2.20)

=0 =0

M, =60 4+ why, con Wop = =Wy W K 1, (2.22)

cumple a primer orden en w,,, estd infinitesimalmente cerca de la matriz identidad 1
y es, por lo tanto, propia y ortécrona. Las matrices definidas como P*,, = Diag(1, —1,—1, —1),
T#, = Diag(—1,1,1,1) y (PT)*, = Diag(—1,—1, —1, —1), también cumplen ; P, es
impropia y ortécrona, 7, es impropia y no-ortécrona, y (P7T ) es propia y no-ortécrona.
Estas representan inversiones espacial, temporal y espacio-temporal, respectivamente. Aqui
concluye la revisién de las propiedades de las matrices A.

Como consecuencia de que las matrices A son un conjunto cerrado, las transformaciones
de Poincaré también lo son: la aplicacién sucesiva de dos de ellas, T'(A1,a1) y T'(Ag, az2), es
también una de transformacién de éste tipo

" (AQ)* 2" + af

=(A2)" (A1) 52" + (Ag)¥ ,af + db,

(2.23)

14
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lo que confirma la cerradura del conjunto y muestra que la regla de composicién es
T(AQ, ag)T(Al, al) = T(AgAl, Aoaq + CLQ). (224)

Asimismo, puesto que las matrices A tienen elemento identidad e inversos, el conjunto de
transformaciones de Poincaré cumple los axiomas de grupo, como se verifica a continuacién

1. Cerradura

T(A2,a2)T(A1,a1) = T(A2A1, Asay + a2). (2.25)
2. Asociatividad
T(As,a3) [T(A2,a2)T(A1,a1)] = [T(As, a3)T (A2, a2)] T'(A1,a1). (2.26)
3. Elemento identidad
T(A,a)T(1,0) =T(1,0)T(A,a) =T(A,a). (2.27)

4. Elementos inversos
T(A,a)T(A™Y, =A™ a) =T(A™Y, —A71a)T(A, a) = T(1,0)
T7YA,a) =T(A™Y, —A"1a).

(2.28)

Este es el grupo de Poincaré P. Este grupo cuenta, también, con estructura de variedad
diferenciable y es, por lo tanto, un grupo de Lie; dado que sus elementos estan definidos en
términos de 10 parametros independientes: los 6 parametros independientes de las matrices
A*, y los 4 pardmetros de a#, es un grupo de Lie de dimensién 10. Del axioma se tiene
que cualquier transformacién T'(A, a) puede separarse en una transformaciéon de Lorentz
T(A,0) seguida de una traslacién espacio-temporal 7'(1, a)

T(A,a) = T(L,a)T(A,0). (2.29)

Tanto las traslaciones espacio-temporales T'(1,a) como las transformaciones de Lorentz
T(A,0) forman subgrupos; el primero, abreviado como T4, es un subgrupo conmutativo

T(]l, CLQ)T(]l, al) = T(]l, a + CLQ) == T(]l, CLl)T(]l, ag), (230)

e invariante

T(A,D)T(1,a)T (A, b) = T(1, Aa), (2.31)

mientras que, de la propiedad ([2.13]), se reconoce que el segundo es el grupo O(1, 3), tam-
bién llamado grupo homogéneo de Lorentz, abreviado como HLG o simplemente L, cuya
estructura y accién sobre el espacio de Minkowski se expone en el siguiente apartado.
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Grupo de Lorentz L Propio: detA = +1 Impropio: detA = —1

Ortécrono: A% > 1 Propio ortécrono = L4 Impropio ortécrono = L_4

No-ortécrono: A% < 1 | Propio no-ortécrono = I 1 | Impropio no-ortécrono = L_

Tabla 2.1: Separacion del grupo de Lorentz L en subconjuntos.

Grupo homogéneo de Lorentz en el espacio de Minkowski

El grupo homogéneo de Lorentz L estd compuesto por todas las transformaciones ho-
mogéneas T'(A) = T'(A,0) del grupo de Poincaré; L cuenta, también, con estructura de
variedad diferenciable y, dado que sus elementos estan definidos en términos de los 6 para-
metros independientes de las matrices A*,, es un grupo de Lie de dimensién 6. Su aplicacién
sobre las coordenadas del espacio de Minkowski es

't =AF 2", ' =T(N)x = Az, (2.32)
y su regla de composicién, heredada de la de P (2.24)), es
T(A)T(A) = T(AsAy). (2.33)

Debido a que los valores del determinante y la componente 00 de las matrices A, , elementos
de este grupo, estdn restringidos a los expresados en (2.14]) y (2.17), respectivamente, es
posible distinguir subconjuntos dentro de él de acuerdo a estos criterios

s detA: en el subconjunto con detA = 1 los axiomas de grupo se cumplen, éste es
el grupo SO(1,3), también designado como subgrupo propio. El subconjunto con
detA = —1 no es cerrado y por lo tanto no forma un subgrupo; se le llama subcojunto
impropio.

= A%: en el subconjunto con A% > 41 los axiomas de grupo se cumplen y a éste
subgrupo se le designa como ortécrono. El subconjunto con A% < —1 no es cerrado
y por lo tanto no forma un subgrupo; se le llama subconjunto no-ortécrono.

Con estos dos criterios independientes es posible separar a L en cuatro subconjuntos, como
se muestra en la tabla , de los cuales sélo el propio ortécrono es un subgrupo; a éste
subgrupo se le llama el grupo de Lorentz propio ortécrono y se simboliza con L 4. A
continuacién se identifican los elementos que pertenecen a cada uno de los subconjuntos.
La transformacién identidad 7'(1) pertenece a L4, mientras que cualquier transfor-
macion 7'(1 +w) infinitesimalmente cerca de ella, implementada como 2/ = (6} + wh,)z”
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(2.22) pertenece también a L4 y se puede reescribir en términos de los generadores (J#7)*,
como

o = 5t = S, | 2 (2:34)

donde los generadores son
(JPO), = i(no] —n7H8)), (2.35)
y cumplen, evidentemente, J°? = —J*?. Las transformaciones A*, de pardmetros finitos

0,5 se obtienen a través del mapeo exponencial

. n . m
A¥, = lim [55 - ;HW(JP")“V] = [exp <—;0,,UJPU>] , (2.36)

n—oo n

por construccién estan conectadas de manera continua a la transformacion identidad y, por
lo tanto, pertenecen también a 4. Las componentes J y J 0 de JP? se pueden recopilar
en los generadores J y K a través de las expresiones

1

Jt :§eij’“Jj’“, Kt =J%©, (2.37)
que explicitamente son
00 0 O 0 0 00 00 0 O
10 0 0 0 2 10 0 0 4 3 10 0 —¢ 0
J_OOO—Z" J_OOOO’ J_OiOO’(Q'BS)
00 ¢ O 0 — 0 0 00 0 O
0 ¢« 00 00 ¢ O 0 0 0 ¢
1 _|¢ 000 2 10 0 0 0 3 10 000
K_OOOO’ K_iOOO’ K_OOOO’ (2.39)
00 00 00 00 i 00 0
de donde se observa que
Jh=J, K =—K. (2.40)
El mapeo exponencial (2.36) en términos de J y K es
A*, = [exp (—i0 - J +i¢p - K)]" ), (2.41)
donde los pardametros @ y ¢ son
0" = %g"ﬂ“eﬂ“, ¢ =0". (2.42)
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De la evaluacién del mapeo exponencial (2.41]), las transformaciones de pardmetros 6,
generadas por J, son rotaciones R, (01), R,(0%) y R.(63) respecto a los ejes coordenados

[eXp(—iﬁlJl)]#y = [RI(QI)}“V =

[exp(—i6?J?)])", = [R,(6*)]", =

[exp(—i93J3)]“y = [RZ(G?))}“ =

v

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 cosf' sing!
0 0 —sinf' cosh!
0 0 0 0

0 cosf? 0 —sinh?
0 0 0 0

0 sinf?> 0 cosh?
0 0 0 0
0 cosf® sing® 0
0 —sin® cosf® 0
0 0 0 0

(2.43)

(2.44)

(2.45)

en tanto que las transformaciones de pardmetros ¢, generadas por K, son boosts B, (o),
By (¢?) v B2(¢?®) alo largo de los ejes coordenados

lexp(io" K)]" = [B.(¢")]", =

lexp(i¢®K*)]" = [By(¢*)]", =

[exp(ig°K%)])", = [B:(¢7)]", =

cosh¢! sinh¢! 0 0
sinh ¢! cosh¢! 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
cosh¢? 0 sinh¢? 0
0 0 0 0
sinh¢? 0 cosh¢? 0
0 0 0 0
cosh¢? 0 0 sinhg3
0 0 0 0
0 0 0 0
sinh¢?> 0 0 cosh¢?

(2.46)

(2.47)

(2.48)

los pardmetros ¢ y la rapidity ¢ estdn relacionados a través de ¢ = |¢|. Asi, los generadores
J y K producen rotaciones y boosts, respectivamente, y el subgrupo propio ortécrono L4
esta conformado de rotaciones, boosts y las composiciones entre ellos.

Las transformaciones en cualquiera de los subconjuntos impropios y/o no-ortécronos
no estan conectadas de manera continua con la transformacién identidad y, de hecho, los
cuatro subconjuntos de la tabla no estan conectados de manera continua entre si, lo
que significa que L es un grupo no-conexo de cuatro componentes. Los ejemplos mas basicos
de transformaciones en los subconjuntos impropios y/o no-ortécronos son las inversiones:
paridad T'(P), cuya matriz es P#, = Diag(1,—1,—1,—1) y pertenece a L_4; inversién
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Grupo de Poincaré P Propio: detA = +1 Impropio: detA = —

Ortécrono: A% > 1 Propio ortécrono = P4 Impropio ortécrono = P_y

No-ortécrono: A% < 1 | Propio no-ortécrono = P, 1 | Impropio no-ortécrono = P_ |

Tabla 2.2: Separacion del grupo de Poincaré P en subconjuntos.

temporal T'(T), cuya matriz es T#, = Diag(—1,1,1,1) y pertenece al L_; y la composicién
de ambas, llamada inversion total T'(PT), cuya matriz es (PT)*, = Diag(—1, -1, —-1,—1)
y pertenece a L. Todos los elementos de los subconjuntos L_4, L_| y Ly se pueden
construir a partir de la acciéon de estas transformaciones discretas sobre los elementos de
L+ de la siguiente manera

T(A—4) =T(P)T(Ay4) = T(PA44),
T(A-y) =T(T)T(Ayy) = T(TA4s), (2.49)
T(Asyy) =T(PT)T(Ayq) = T(PT Ayy).

Debido a esto, se tiene que L es
L=LUl_4Ul_juUlyy, (2.50)
donde
Lt =T(P)L+s, L) =T(T)Ls, Ly =T(PT)Lys. (2.51)

Aqui concluye la revisién del grupo homogéneo de Lorentz L como transformaciones en las
coordenadas del espacio de Minkowski.

La separacién de L en los subconjuntos L4, L4, L_; y Ly}, y la propiedad T'(A, a) =
T(1,a)T(A,0) (2.29) generan una separacion analoga en el grupo de Poincaré P, que se
muestra en la tabla (2.2). Como consecuencia, se tiene que P es

P=P 1 UP_+UP_ L UP,y, (2.52)
donde
P_r =T(P,0)P.1, P_, =T(T,0)P4, P, =T(PT,0)P+. (2.53)

El grupo de Poincaré P, como cualquier otro grupo, esta definido de manera totalmente
abstracta por su regla de composicién (2.24) y el cumplimiento de los axiomas de grupo
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—. Su accién como un conjunto de transformaciones sobre un espacio vectorial
especifico es sélo una aplicacion particular de él. En general, existe una diversidad de éstas
aplicaciones que acttiian sobre diferentes espacios vectoriales, de las cuales la aplicaciéon
sobre las coordenadas del espacio de Minkowski (2.12)) es sélo una de ellas; a estas dife-
rentes aplicaciones de la accién del grupo sobre diferentes espacios vectoriales se les llama
representaciones del grupo, su definicién se precisa en el siguiente apartado.

Representaciones de un grupo

Un grupo G es un conjunto de elementos {g;} con una operacién binaria entre ellos g;-g;
que cumple los axiomas de cerradura, asociatividad, existencia de identidad y existencia
de inversos. Definido lo anterior, el grupo esta completa y univocamente establecido. Es
posible mapear este conjunto de elementos abstractos, respetando su regla de operaciéon
binaria, hacia un espacio L(V') de operadores lineales que actiian sobre un espacio vectorial
V', que puede ser de dimension finita o infinita. Si llamamos D : G — L(V') a este mapeo,
entonces la regla de operacion debe ser respetada en el sentido de que se debe cumplir que

D(gi)D(g5) =D(gi - 9;), D(e) =1, (2.54)

es decir, el mapeo D debe ser un homomorfismo del grupo y debe ser, también, sobreyecti-
vo. A cualquier mapeo que cumpla estas propiedades se le llama una representaciéon D del
grupo G. Si la representacién mapea hacia un conjunto de operadores lineales que actian
sobre un espacio de dimensién finita 6 infinita entonces se dice que la representacion es
de dimensién finita 6 infinita, respectivamente. En general, pueden existir muchas repre-
sentaciones diferentes de un mismo grupo, tanto de dimensién finita como de dimensién
infinita. En particular, el mapeo D(g) = 1 para todo g € G es siempre una representacion
de cualquier grupo, y es llamada la representacién trivial.

Si Dy :G— L(Vi) y Dy: G — L(V3) son dos representaciones de un grupo G y existe
un isomorfismo S : Vi3 — V5, entonces las representaciones Dy y Do estan relacionadas
como

Do (g) ZSDl(g)Sfl, para todo g € G, (2.55)

y se dice que son representaciones equivalentes; la relacién corresponde, en este caso,
a un cambio de base en V. Por otra parte, si una representacién U del grupo G mapea todos
los elementos g; hacia operadores unitarios U(g;), se dice que es una representacion unitaria
del grupo. En particular, respecto a las representaciones unitarias de grupos de Lie, existe
un teorema que establece que los grupo de Lie no-compactos no tienen representaciones
unitarias no triviales de dimensién finita, o dicho en sentido positivo, las representacio-
nes unitarias no trivales de grupos de Lie no-compactos son necesariamente de dimensiéon
infinita [39, pag. 16].

Hasta aqui se ha hablado del grupo de Poincaré (y sus subgrupos) limitdndose a su
accion sobre las coordenadas del espacio de Minkowski, es decir, limitdndose a su accién
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sobre el espacio fisico clasico. La mecanica cuantica relativista, es decir la integracion de la
mecanica cudntica con la teoria especial de la relatividad, nace primeramente de establecer
que el grupo de simetria del espacio de Hilbert H de estados cuanticos es el mismo grupo
de simetria del espacio de Minkowski, es decir, el grupo de Poincaré P. A partir de esta sola
premisa se demuestra que los estados cudnticos [¢)) més elementales que pueden describir
a un sistema tienen ciertas propiedades fisicas invariantes; su clasificacién de acuerdo al
valor de estas propiedades se conoce como la clasificacién de Wigner [46]. A continuacién
se revisan los aspectos béasicos de la representacion del grupo de Poincaré P que actiia sobre
el espacio de Hilbert H de estados cuanticos y se deduce la clasificacion de Wigner.

Una transformacion de Poincaré en el espacio de Minkowski, implementada por T'(A, a),
genera una transformaciéon en H, que es implementada por el operador U(A,a) asociado,
donde éste 1ltimo pertenece a una representacién de P que actia sobre H. Como se explicd
en la subseccién , el teorema de Wigner establece que ésta transformacion U (A, a)
puede ser representada como un operador unitario 6 anti-unitario, y en particular, las trans-
formaciones U (A, a) conectadas de manera continua con la identidad pueden representarse
como unitarias; puesto que P es un grupo de Lie no-compacto, éstas representaciones uni-
tarias son de dimensién infinita. El grupo completo de simetria del espacio de Minkowski
y, como consecuencia, de H es P = P4+ UP_UP_  UP, |, donde P14 es el subconjunto que
esta conectado de manera continua con la identidad y, por lo tanto, sus elementos pueden
representarse como operadores unitarios. A continuacién se revisan los aspectos béasicos de
Pyt

El subgrupo propio ortécrono P4 contiene a la identidad U(1) y todos sus elementos
estan conectados de manera continua con ella. Una transformacién U(L + w, €) infinitesi-
malmente cerca de la identidad, con pardmetros infinitesimales ¢ de traslaciones espacio-
temporales y w,, de transformaciones de Lorentz, es

Ul +w,e) =1—ie, PP — %wpUJ’”, (2.56)

donde los operadores P? y J*° son los generadores de las traslaciones espacio-temporales
v los generadores de las transformaciones de Lorentz, respectivamente. A fin de que el
operador U (1 + w, €) sea unitario, los generadores deben ser hermiticos

(PP) =P?, (JPO)T =JPe, (2.57)

y dado que w), es antisimétrico, se puede tomar directamente a J*? antisimétrico también
JoP = —JP? con lo que s6lo hay seis generadores JP? independientes. El generador de
traslaciones temporales P es el operador Hamiltoniano H y los generadores de traslaciones
espaciales P son los operadores de momento. Las componentes J% y J de los generadores
JP? se pueden recopilar en los generadores J y K de la misma manera que en

1

J' :§eiﬂ"fﬂk, K'=J®, (2.58)
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donde J y K son los generadores de rotaciones y boosts, respectivamente, siendo los
primeros los operadores de momento angular. Aplicando la regla de composicién aniloga a
en la expresién U(A, a)U(1+w,e)U 1 (A, a), se obtienen las reglas de transformacion
de los generadores

U(A,a)J°U (A, a) =A,PA° (JH — al' P + a” PH), (2.59)
U(A,a)PPU (A, a) =A, P, (2.60)

y usando estas expresiones con la transformacién U (A, a) = U(1+w, €) se deduce el dlgebra
de Lie del grupo de Poincaré

(P!, PV =0, (2.61)
[P", JP7] =i(i" P7 — "? P?), (2.62)
[T, JP], =i P T — O T — T ), (2.63)

que separada en componentes espaciales y temporales, y escrita en términos de J y K es

[P*, H] =0, [P*, P7] =0, [J°, H] =0, (2.64)
[J¢, PI) =ic®k PF, [K', H] =iP", [K', P'] =iV H, (2.65)
[J8, J7) =ik Jk, [J¢, K9] =ie* K, (K K9] = — igiik gk, (2.66)

Una transformacion finita U(A, a) de pardmetros a, y 6,, se obtiene a través del mapeo
exponencial como

. n .
oo = Ji 1=i(52) P75 (52 ) 7] = (cimp = 0w ) 260
en particular, las transformaciones de Lorentz son U(A,0) = exp(—(i/2)0,,J77) y las
traslaciones espacio-temporales son U(1,a) = exp (—ia,P*).

Los subconjuntos impropios y/o no-ortécronos P_4, P_| y Py estan determinados
por la accién de las transformaciones discretas U(P,0), U(T,0) y U(PT,0) sobre P4 de
manera andloga a las relaciones . Estas transformaciones discretas pueden ser imple-
mentadas como unitarias o anti-unitarias en H. Desde luego, el grupo completo de simetria
es P =P 4+ UP_+UP_; UP,, sin embargo, el andlisis convencional, que histéricamente
se ha hecho, de los estados de particula cuantica relativista libre considera, como grupo de
simetria, inicamente al subgrupo propio ortécrono P+ sin tomar en cuenta, en principio,
a las simetrias discretas. En el analisis convencional, las simetrias discretas son conside-
radas hasta la etapa posterior en la que se han construido los campos. Por lo anterior, es
necesario mencionar y remarcar la siguiente advertencia.

Advertencia. Las simetrias de una particula libre son las simetrias del espacio-tiempo,
en este caso del espacio de Minkowski. El grupo de simetrias del espacio de Hilbert H de

22



CAPITULO 2. MODELO ESTANDAR Y MATERIA OSCURA

estados cuanticos que representan a una particula libre es, entonces, el grupo de Poincaré
P =P UP_+UP_ UP4,. Sin embargo, el andlisis convencional que histéricamente se
ha hecho de los estados de particula cuantica relativista libre considera, como grupo de
simetria, s6lo a su subgrupo propio ortécrono P +. El desarrollo posterior de esta seccién
se restringe a este subgrupo y reproduce los argumentos y resultados de este andlisis con-
vencional. No obstante, es importante enfatizar que, verdaderamente, el grupo completo de
simetrias es P, lo que incluye a las simetrias discretas y, debido a esto, el analisis apropiado
de los estados de particula cudntica relativista libre debe incluirlas también. El analisis de
los estados de particula cudntica relativista libre tomando en cuenta al grupo completo de
simetrias P se realiza en la referencia [42] y se reproduce en la seccién , donde, ademaés,
se comparan las implicaciones que tiene este enfoque completo con las que se obtienen del
analisis convencional, que se presenta en esta seccion. Por lo pronto, el resto de esta secciéon
se limita a P44 y, aqui, se sobreentiende que cualquier transformacién U(A, a) pertenece a
este subgrupo.

La aplicacién de una transformacién de Poincaré U(A,a) sobre un vector |¢)) de H,
da como resultado el vector U(A,a) |1¢), que, en general, es diferente a [1). No obstante,
existen vectores en H que tienen caracteristicas que se mantienen invariantes ante cualquier
transformacion U(A,a), es decir, tienen el mismo valor en cualquier sistema de referencia
y son, por lo tanto, caracteristicas propias del sistema fisico descrito por éstos vectores.
Puesto que los vectores de H describen a particulas libres, éstas son caracteristicas propias
de ellas. Los subespacios de H compuestos por todos los vectores tales que todas sus carac-
teristicas invariantes, p. ej. p> y w?, tienen el mismo valor, denotados como H (P w?)
cerrados bajo las transformaciones U (A, a) y, por esto, son llamados subespacios invarian-
tes; éstos constituyen los subespacios ‘mas elementales’ de H y la unién de todos ellos da
como resultado el propio H. Los vectores dentro de ellos representan estados de particulas
elementales libres. La accion de P4 restringida a cualquiera de estos subespacios invarian-
tes elementales es una representacion de él y es llamada una representacién irreducible. En
el siguiente apartado se precisan los conceptos de subespacio invariante y de representaciéon
irreducible.

, son

Representaciones irreducibles de un grupo

Dada una representacién D de un grupo G, que actiia sobre un espacio vectorial V', se
define un subespacio invariante W C V' como aquel subespacio tal que si w € W entonces
D(g)w € W para todo g € G y todo w € W. En otras palabras, es un subespacio que
es cerrado bajo la accién de la representacion D del grupo G. Tanto el propio espacio
vectorial V' como el conjunto {0}, que incluye sélo al elemento neutro aditivo del espacio
vectorial, son subespacios invariantes y son llamados subespacios invariantes triviales. Una
representacién irreducible de un grupo, abreviada habitualmente como irrep, se define como
una representacion que no tiene subespacios invariantes no-triviales, o dicho en sentido
positivo, sus tnicos subespacios invariantes son los triviales. Si la representacién D no es
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irreducible, entonces es posible descomponer a V como V = W; & W5 donde al menos
uno de los dos subespacios es invariante. La accién de la representacién D’Wi restringida
al subespacio invariante es también una representacion del grupo. Si ademés es posible
descomponer a V como V = W &- - -®W,, donde cada W; es un subespacio invariante que, a
su vez, no tiene subespacios invariantes no triviales entonces se dice que la representacion
D es completamente reducible. La accién de la representacién Dy, sobre cada uno de
estos subespacios invariantes es una representacién irreducible del grupo. En el caso de un
espacio de dimensién finita, la matriz de una representacién completamente reducible se
puede escribir, en la base apropiada, en forma diagonal a bloques donde cada bloque es
una representaciéon irreducible del grupo. Escrito en palabras simples, las representaciones
irreducibles son las representaciones que actian de manera cerrada en los subespacios
invariantes ‘mas elementales’ del espacio V. Algunas veces se utiliza el término irrep para
referirse tanto a la propia representacién irreducible del grupo como al subespacio invariante
sobre el que ésta actia.

Las irreps del grupo de Poincaré propio ortécrono P+, como todas las representaciones
de €l que actian sobre el espacio de Hilbert #, son unitarias. Estas representaciones unita-
rias irreducibles de P+ se obtienen con ayuda de los operadores de Casimir. Los operadores
de Casimir de un grupo son operadores construidos con los generadores del grupo y que
tienen la caracteristica de que conmutan con todos ellos. Para determinar los operadores
de Casimir de P4 es necesario, primero, introducir el operador de Pauli-Lubanski W*#,
que se define como

WH = —%EWWJ,,,)PU, (2.68)
y es hermitico porque J,, y P, lo son; sus componentes son
WHt=(J-P,—JH+ K x P). (2.69)
Como consecuencia de su definicién se tiene que P,WW# = 0, y cumple el algebra

[WH, PY) =0, [WH,J] =i(®* WP — nPPW), Wy, W,] =i WPP?.  (2.70)

Los operadores P? = PPty wW? = W, WH# son ambos hermiticos y ademds compatibles
[P2,W?] = 0. Estos operadores conmutan con todos los generadores

[P?, PP] =0, (P2, JP7] =0, (W2, P] =0, (W2, 7] =0, (2.71)

por lo cual son precisamente los operadores de Casimir de P4. La utilidad de ellos radica
en que, a causa de que conmutan con todos los generadores de P+, son invariantes bajo
su accién

U(A,a)P?UY(A, a) =P?, U(A, a)W2U YA, a) =2, (2.72)
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propiedad que permite encontrar los subespacios invariantes de P+, como se explica ense-
guida. Dado que P? y W2 comutan, éstos tienen eigenvectores comunes. Sea |p?, w?, a) un
tal eigenvector comin, que tiene eigenvalor p? del operador P?, eigenvalor w? del operador
W? y a denota cualesquiera otros eigenvalores, de operadores compatibles con ambos, que
pudiera tener: P? |p?, w?, o) = p? [p?, w?, a), W? |p?,w? a) = w? [p?,w? a). A causa de
, cualquier vector que sea resultado de haber transformado con U(A, a) a uno de éstos
eigenvectores es también eigenvector de ambos operadores con los mismos eigenvalores del
eigenvector inicial

U(A, a)C2U1 (A, @)U (A, @) [p?, w2, @) =C2U (A, a) [p?, w?, @)
CU(A,a) |p?,w?, @) =U(A, a)C? [p?, u?, ) (2.73)
—2U(A, a) [p, v?, @)

donde C? = P2, W2 (c? = p?,w?). De aqui se concluye que los subespacios de H invariantes
bajo P4+ son precisamente los subespacios propios comunes a ambos operadores P2y W2,
o sea HW) = {Ip?, w? a)}o. A su vez, debido a que los eigenvectores de operadores
hermiticos con diferentes eigenvalores son ortogonales, estos subespacios propios son or-
togonales. Ademads, dado que no tienen subespacios invariantes no triviales, éstos son los
subespacios invariantes elementales y las irreps de P4 estdn completamente definidas por
el par de eigenvalores (p?, w?).

En resumen, las relaciones de conmutacion son

[P¥, P"] =0, (2.74)
[P#, JPO] =i(nP P7 — nHo PP), (2.75)
[J#V7 JPU] :i(nVPJHU _ n#PJVU + nVUJﬂP _ nﬂUJVP)7 (276)
[(WH, P"] =0, (2.77)
[WH, JF7] =i(n7H WP — Pt W), (2.78)
[W;u Wll] :iE/,Lupchppay (279)
[P?, X] =0, (2.80)
(W2, X] =0, (2.81)

donde X puede ser cualquiera de los operadores X = P*, J* WH# o composicién de ellos.

Las caracteristicas invariantes de los vectores en las irreps de P4 son los eigenvalores
p? v w? de los operadores de Casimir P? y W?2. Sus espectros y las propiedades fisicas
a las que ellos corresponden se pueden determinar de la siguiente manera. Un CSCO de
Piyes {PH, P2 W2, 8}, donde S es cualquier observable construido como una combinacién
lineal de las componentes de W*; sus eigenvectores |p*, p?, w?, o) describen a estados con
momento p* bien definido P* |pH, p?, w?, o) = p* |p*, p?, w?, o), por ejemplo una particula
de momento p*. En consecuencia, el eigenvalor p? del operador P? sobre estos vectores es
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el cuadrado de la masa del estado
P2 ]p“,p2,w2,a> =p“pu |p/17p27w2’0-> = m2 |pﬂ’p2’ ’UJ2, U> ’ (2'82)

por ejemplo el cuadrado de la masa m de la particula, donde se ha usado la relacién
p?> = m?. La determinacién del espectro y la propiedad fisica a la que corresponden los
eigenvalores w? resulta mas sencilla en marcos de referencia particulares, y su valor es el

mismo en cualquiera de ellos por la invarianza de W?2. Si m # 0, es posible elegir el marco

de referencia en el que un estado es [pi = (m,0), m?, w?, o), es decir, el marco de referencia

en reposo; este estado cumple W0 |pi, m2,w?, o) = 0|p), m?,w?,0) y W |pt',m?, w?, o) =

md |pi,m?, w?, o), con lo cual

w? |p¢%7m27w270> = —m*J? ’p¢7m27w2>0> ) (283)

y dado que J son los generadores del dlgebra de SU(2) (2.66) y J? su operador de Casimir,

se tiene

1 3
W2 |p7H7m2>w27O‘> :_m2](]+1) |p’r‘,m2,w2,o), j:07§>17§7"' ) (284)
lo que muestra que el eigenvalor w? es
. 9 9., . . 1.3
Slm#ov w =—=m ](]+1)7 32075717§a' ) (285)

esta propiedad fisica es, en el marco de referencia en reposo, el espin del estado, por ejemplo
el espin de la particula. Si m = 0, no existe marco de referencia en reposo, pero es posible
elegir el marco en el que un estado es |p;’ = (p°,0,0,p°), m? = 0,w?, o); este estado cumple
Wo |pl',m? = 0,w?, o) = —Wjs |p)',m? = 0,w?, o) = p°J? |pl',m* = 0,w?, ), con lo cual

W2 ’p;L,mZ = 0,w2, U> - - [(Wl)Q + (W2)21| |p'77m2 = 07w2?0> . (286)

Si alguno de los eigenvalores w; 6 ws es no-nulo entonces los espectros de los operadores
W1 y Wa son continuos; puesto que no existe evidencia fisica de estos grados de libertad
continuos, los estados fisicos no masivos tienen w; = 0 y wg = 0, lo que muestra que el
eigenvalor w? es trivial

si m =0, w? =0, (2.87)

que, de hecho, coincide con el limite m — 0 del caso masivo (2.85)). En este caso los vectores
WH y PH son proporcionales
WH = AP, (2.88)
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siendo A un escalar de Lorentz, que, de la componente temporal de esta ecuacién se tiene
que es
J- P
PO

1
‘pf7m2 :0,w2,a> =A |pfam2 :0,w2,a>, )\Zoaiiaila"' (289)

y es posible demostrar que toma los valores indicados [41, pag. 90]; este observable es la
helicidad. En resumen, las caracteristicas propias e invariantes de los estados cuanticos con
m # 0 son la masa y el espin, mientras que la caracteristica propia e invariante de los
estados cudnticos con m = 0 es la helicidad.

Para caracterizar completamente a los vectores dentro de las irreps de P+ es necesario
determinar bases de ellas para el caso m # 0 y para el caso m = 0; esto se logra escogiendo
CSCOs de P4 apropiados para cada caso. Un CSCO para el espacio de estados masivos
es {P*, P2 W2 W3}, donde W3 es la componente u = 3 de WH; sin embargo, en la
literatura [47, pag. 280], [48] algunas veces se usa el CSCO {P*, P2, W2 53} donde S3 es
la componente ¢ = 3 de los operadores de espin S definidos como

1 wop

Estos operadores S cumplen el dlgebra de SU(2) incluso cuando p # 0 (a diferencia de los
W, que cumplen el dlgebra de SU(2) cuando p = 0, pero no cuando p # 0 [49, pag. 63])
y se reducen a J cuando p =20

(5%, 89] =iekS*, [J4, 8] =ie"*S*, Slp—o=— Wlpo =, (2.91)
en particular

=J3 (2.92)

52| 0 :JZ’ SS}p:O -

p=

Una eleccién alternativa de CSCO es {H, P2, P?, W2 J3} que, de hecho, coincide con el
anterior en el subespacio de los estados en reposo

(P, P2W? S5} = {H, P* P* W2, J°}|,_, (2.93)

como consecuencia de que p? = 0 implica necesariamente p = 0 y de que se cumple (2.92)).
En lo subsecuente se utilizara el CSCO {P*, P2, W2, 53} porque posee la ventaja de que
sus eigenvectores tienen momento p* bien definido y eigenvalores de SU(2). Los vectores
de esta base son

‘puam27jv 83> = ’p,u’pQ = m25w2 = _mzj(] =+ 1)753>a (294)
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cuyos eigenvalores de W2 y S3 son, a causa de que se cumple W2 = —m?28? para todo p#,
los de SU(2)

W2 [pt,m?, j,s%) = —m?j(j + 1) [p*,m?,j,s%)  j =0, % 1, (2.95)
§* | m?, g, s%) =5° |p,m?, j, %) ' =—j,=j+1 0 (296)

y satisfacen la relacién de ortogonalidad
(", m?, j, s p",m?, j, %) = 643536°(p' — p). (2.97)

Por su parte, un CSCO para el espacio de los estados no-masivos es { P*, P2, W2 J-P/P°},
con lo que los vectores de la base son

’pﬂa m2 =0, )‘> = ‘pﬂap2 =0, w2 =0, )‘> ) (298)
cuyo eigenvalor de helicidad J - P/P° es

J-P
PO

1
Ipt,m% =0,\) =X\ [p*,m? =0,)) A =0, i§, +1,---, (2.99)
y satisfacen la relacién de ortogonalidad
(p™,m? =0, N|p*,m? = 0,\) = 6xr0°(p' — p). (2.100)

La accién de las transformaciones de Poincaré U(A,a) sobre los vectores de H estd
determinada por un grupo caracteristico de la clase de particula que describan (masiva o
no-masiva), que es llamado el grupo pequeno. La propiedad U(A,a) = U(1,a)U(A,0) per-
mite analizar las traslaciones espacio-temporales y las transformaciones de Lorentz por se-
parado. El efecto de las traslaciones espacio-temporales U(1,a) es U(1, a) [p*, m?, w?, o) =
e~tanP" |pt m? w?, o), donde o = 53, \. A su vez, por la propiedad , las transforma-

ciones de Lorentz U(A) = U(A,0) producen vectores de momento bien definido

PFU(A) |pt,m?, w?, ) =U(A) [UTH(A)PPU(A)] [p#, m?, w?, o)
=U (M)A, P?] |p#,m?, w?, o) (2.101)
:A“PppU(A) |p,u7 m27 'lU2, U>
2 2

por lo que el vector U(A) |p#, m*, w?, o) es una combinacién lineal de todos aquellos con
momento A¥,p”

U(A) |p,u,, m27 U]2, U) = Z CO"O'(Aa p) ’(Ap)ﬂv m2a ’U)2, OJ> ) (2102)

[ea

donde
CU’U(Avp) = <(Ap)/i’ m27 w27 0',‘ U(‘A) |p,u7 m27 ’11}2, U) : (2103)
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La determinacién de los coeficientes Cy,/, (A, p) se realiza de la siguiente manera. Se expresa
el momento p* genérico de cada clase de particula (masiva o no-masiva) en términos de un
momento estandar k* representativo de cada una, como

P = LAy (p)K, (2.104)
siendo la eleccién convencional
m #0 : k" =(m,0,0,0), m =0 : k" =(k°,0,0,k°). (2.105)
La relacién correspondiente a en el espacio de Hilbert es
0%, w?), = U(L(p)) K, p*, w?, ) (2.106)

donde el subindice ¢ indica que, en general, el estado en el miembro izquierdo no es eigen-
vector del operador correspondiente a o. Una transformacién de Lorentz U(A) arbitraria
sobre estos estados es

U(A) [, 0% w?),

U(AL(p)) k", p*, w?, o)
U(L(Ap))U(L™ (Ap)AL(p)) |k, p*, w*, o) (2.107)
U(L(Ap))W (A, p) [K*, p*, w?, o) .

El operador W(A,p) = U(L~'(Ap)AL(p)) implementa una transformacién que cambia el
momento como k — p — Ap — k, o sea, deja invariante a k*. El conjunto de todos los
W (A, p) forma el grupo pequenio asociado al momento estandar k. Con esto, el vector
resultante es

UA) [p, 9%, w?), =U(L(Ap)) Y Dore (W (A, p)) [K¥,p*, w?, ")

2.108
=3 Doro (W(A, ) [(AP)*, p, w2),, (2.108)

donde
Do (W (A, p)) = (K", p*,w?, o'| W(A, p) |k*, p*,w?, o), (2.109)

por lo que, finalmente, el efecto de la transformacién arbitraria U(A) estd determinado por
el grupo pequeno a través de sus elementos de matriz D, (W (A,p)). El grupo pequeno
para las particulas masivas es el grupo SO(3) de rotaciones espaciales, cuya representacion
en H es SU(2), mientras que el grupo pequeno para las particulas no-masivas es el grupo
SO(2)E| de rotaciones en el plano xy, cuya representacién en H es U(1). En suma, para los
estados masivos se tiene

UM, a) [p",m? j) s = e >~ DY) (W(A,p)) [(Ap)",m?, j) s (2.110)
8’3

LEl grupo pequeiio de las particulas no masivas es, en realidad, el grupo IS O(2); sin embargo, la parte
inhomogénea no tiene relevancia fisica.
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con

DBy (W (A, p) = (k2,52 exp (~id O - 0) 1,2, 5, %) (2111)

y para los estados no masivos

UM, a) [p#,m? = 0), = e ™ Dy (W(A, p)) [(Ap)¥, m? = 0),, (2.112)
A

con

Dyy (W(A,p)) = (k*,m* =0, X|exp (—if.J°) [k*,m* = 0, \)
= (k" m? =0, N|exp (—if\) |k*, m? = 0, \) (2.113)
=exp (—i0A)dy .

La propiedad de separacién de las transformaciones de Poincaré en traslaciones espacio-
temporales y transformaciones de Lorentz U(A,a) = U(1,a)U(A,0) induce una separacién
de los vectores en las irreps de P+ como un producto de los vectores en las irreps del
subgrupo de traslaciones espacio-temporales T* y de los vectores en las irreps del subgrupo
homogéneo de Lorentz propio ortécrono L. En el marco de referencia en reposo los estados
masivos son |k#,m?, j,s®) y se cumple que S = J , lo que implica que s = j y s = j3,
por lo que es posible escribir |k#,m?2, j,s3%) = |k*,m?2,j,53) , con lo cual la separacién
mencionada es

[KF,m?, 4, 5°) = [k, m?) [k¥, j, 5%)

Ly (2.114)

donde los vectores |k*,m?) en las irreps del subgrupo de traslaciones espacio-temporales
cumplen

PHEF, m?) =k |k, m?) P2 |k* m?) =m? |k*, m?) (2.115)

y los vectores |k*, j, j3>”-+¢ en las irreps de L4 cumplen

TR 5,500, =i G+ D RS 557 (2.116)
3. 5 23 U NT NTRE:
A N B A TINE A LA I A T (2.117)
Para conocer la estructura de los estados masivos en reposo, ésta separacion nos conduce al
andlisis de las irreps de dimensién finita de L4, que se revisan en la siguiente subseccion.
2.1.4. Grupo homogéneo de Lorentz

La representacion del grupo homogéneo de Lorentz que acttia sobre el espacio de Min-
kowski se revisé en el segundo apartado de la subseccion anterior. Este grupo tiene muchas
otras representaciones, algunas de las cuales acttian sobre espacios construidos a partir del
propio espacio de Minkowski y, por esto, son llamadas representaciones clasicas. Existen,
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también, representaciones que actian sobre espacios vectoriales complejos, de naturaleza
fundamentalmente diferente a la de los construidos con el espacio de Minkowski; éstas re-
presentaciones son llamadas representaciones espinoriales. A continuacién se construyen
algunas de sus representaciones clasicas y, posteriormente, se obtienen sus representaciones
irreducibles, entre las que se encuentran tanto irreps clasicas como irreps espinoriales.

Representaciones clasicas del HLG

Existen objetos construidos a partir de las coordenadas del espacio de Minkowski que
heredan, de ellas, la propiedad de transformarse bajo L. Dos objetos ejemplares son: el
vector dz#(7)/dT tangente a una curva continua y suave x# = x#(7), y el operador gradiente
0y = 0/0z*. Como consecuencia de se tiene

dx'™(T) AR dx (7)

dr U dr
de hecho, estos objetos cambian de esta misma manera incluso cuando sobre las coordenadas
z* se aplica una transformacion no homogénea como . Los objetos que transforman
con A, son llamados cuadrivectores (cuadrivectores contravariantes), mientras que aque-
llos que transforman con (A~1)” ., son conocidos como cuadrivectores duales (cuadrivectores
covariantes) porque estén relacionados con los cuadrivectores, a través de la métrica, de la
misma manera que las coordenadas duales z, con las coordenadas x#, por ejemplo

dx, (1) _da¥(7)
i g
son un cuadrivector dual (covariante) y un cuadrivector (contravariante), respectivamente.
En lo sucesivo se les llamara simplemente vectores y vectores duales. Como consecuencia
de que los vectores y vectores duales obedecen reglas de transformacién opuestas, la con-

traccién de un vector U# y un vector dual V,, o equivalentemente la contraccién de dos
vectores (vectores duales) con la métrica (métrica inversa), es invariante de Lorentz

UV UMY, = MU (A Vs
=(ANP AUV = 60UV = U Vo =U - V. (2.120)

a9, =(A"1)" ,0,, (2.118)

o =9, (2.119)

Partiendo de vectores y vectores duales es posible construir diferentes clases de objetos,
que heredan sus propiedades de transformacién de ellos; con esto se tiene la siguiente
clasificacién

» Escalar: es un objeto de 4° = 1 componente, cuyo valor no cambia. Un ejemplo es la
contraccion U - V' de un vector U¥ y un vector dual V.

» Vector: es un objeto V# de 4! = 4 componentes, que cambian como
V= AP VY. (2.121)

Un ejemplo es el vector tangente da(7)/dr.
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= Vector dual: es un objeto V,, de 4! = 4 componentes, que cambian como

V/ — (A—l)y

f V. (2.122)

I

Un ejemplo es el operador gradiente d,,.
= (0,2)-tensor: es un objeto T*” de 42 = 16 componentes, que cambian como
T = AP AY gTOP. (2.123)
Un ejemplo es el producto tensorial U*V"Y de dos vectores U* y VV.
» (m,n)-tensor: es un objeto Ty, ..., "1 "# de 4™*™ componentes que cambian como

T M1 Hn (A—l)ﬂl

V1 Um

RS (A_l)ﬂmeAlilal - A'unanT,Br"ﬁmalman' (2124)
Un ejemplo es el producto tensorial (V1)y, -+ (Vin)u,, (U1)H - - - (Up)# ™ de m vectores
duales y n vectores.

Esta clasificacién se puede extender si se toma en cuenta la transformacién de paridad.
Bajo una transformacién de paridad P#, = Diag(1, —1, —1, —1) las componentes espaciales
de los vectores cambian de signo pero la componente temporal no cambia. Existen, por otro
lado, otro tipo de objetos, también de 4 componentes, que respetan la regla cuando
A*, pertenece a L4, pero su transformacion ante paridad tiene el signo invertido, es decir,
la componente que cambia de signo es la temporal, mientras que las componentes espaciales
no cambian. Estos objetos son llamados vectores axiales o seudovectores. Un ejemplo de un
seudovector es la contraccion de tres vectores, V|*, VQ'B y V;, con el simbolo de Levi-Civita
et apy: ng = etaBy Vf‘VQB V4!, que, dada la antisimetria de los indices o, By v en el oy s0lo la
parte antisimétrica del producto Vf“Vf V' contribuye, y V& es VI = E“amvl[an V}g] donde
v, vy V;} = VeVEVy — VPVEV] 4 - La contraccién de un seudovector con un vector
dual da lugar a un objeto de una sola componente que, a diferencia de un escalar, cambia
de signo bajo paridad como consecuencia de la transformacién opuesta del seudovector. A
este tipo de objetos se les denomina seudoescalares.

Las representaciones clasicas de L4 son las representaciones que actiian sobre los ob-
jetos listados anteriormente, construidos a partir de vectores y vectores duales. Puesto que
los escalares son invariantes, la representaciéon que actiia sobre ellos es la trivial. La repre-

sentacion que actua sobre los vectores (2.121)) es la misma que acttia sobre las coordenadas
(12.36)

. 2
Aul/ = [GXP <_;0pa<]po>:| 5 (JPU)’UV :Z'(T]pu(;g - 770”55). (2125)
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Respecto a los (0,2)-tensores, una transformacién infinitesimal sobre cualquier TH de

ellos es T = (§h + wha) (05 + w’5)T (2.123), que, a primer orden en Wy, puede ser
reexpresada en términos de los generadores (J7°)"” 5 como

T = [55:65 - ;wpawp”)“”ag} re?, (2.126)

donde los generadores son
(TPOV g =(TP7 ) 8% + (7)Y 6k, (2.127)

con lo cual, la representacion que actiia sobre los (0, 2)-tensores es
i m
AN g = |exp —iﬁpgjpa /3‘ (2.128)
(7

De igual manera, la representacién sobre el espacio de (0,n)-tensores esta generada por
operadores (JP7)H1Hn o, definidos, también, en términos de los generadores vectoriales
(JP7)#, v su aplicacion es a través de una expresién analoga a . En este sentido,
dentro de las representaciones clédsicas, la representacién vectorial es la fundamental porque
con ella se pueden construir las demaés.

El grupo L4 tiene como subgrupo al grupo de rotaciones SO(3), y todos los objetos
anteriores transforman conforme a SO(3) bajo una rotacién, por ejemplo quedan invariantes
ante una rotacién de 2w. Sin embargo, el grupo fundamental de rotaciones no es el grupo
SO(3) sino el grupo SU(2), cuya transformacién de 27 no es la identidad 1 sino su negativo
—1, y cuyo periodo es 47. De lo anterior, se infiere que deben existir representaciones de
L4 cuyo subgrupo de rotaciones sea SU(2) y sean, por lo tanto, sus representaciones
fundamentales; éstas son, precisamente, unas de sus representaciones espinoriales. Para
encontrarlas es necesario abordar el estudio de las irreps, que se revisa a continuacién.

Representaciones irreducibles de L4

El algebra de Lie de L4 es (2.63)
[JHY, TP = i(n"P JHT — ptP JVT 4 7 JHP — nh? JVP), (2.129)

que escrita en términos de los generadores de rotaciones J y de boosts K, se separa en las

relaciones (2.66))
[JE, J7) =ig'® Jk, [J¢, K] =ic* K, (Kt K9] = — igiik g*, (2.130)

La primera de estas ecuaciones solo involucra a los generadores J y es, precisamente, el
algebra de Lie del grupo SU(2), la segunda indica el cardcter vectorial 3-dimensional de
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K y la tercera muestra que los K no cierran un algebra. Dado que las representaciones
de dimensién finita de L4 no pueden ser unitarias porque éste un grupo no-compacto a
causa de los boosts, se tiene

Jt=J, K'=— K. (2.131)

Para obtener los operadores de Casimir es necesario introducir, primeramente, los opera-
dores A y B como
A=

(J —iK), B =_(J +iK), (2.132)

N | —
N | —

ambos hermiticos como consecuencia de (2.131). En términos de estos operadores, el dlgebra
de Lie de L4+ se separa en dos dlgebras SU(2) independientes

[AY) AT] =igik AR [AY, B7] =0, [B?, BY] =ik B¥. (2.133)

Los operadores A2 y B2 son ambos hermiticos, compatibles, y son los operadores de Casimir
de sus respectivos grupos SU(2): [A2, AY] = 0, [B%, B'] = 0, con lo que sus espectros son
ala +1) con a = 0,1/2,1,--- y b(b+ 1) con b = 0,1/2,1,---, respectivamente. Estos
operadores son precisamente los operadores de Casimir de L4

(A2, J1] =0, [A% K] =0, (B2, J'] =0, [B?, K] =0, (2.134)

y sus subespacios invariantes son los subespacios propios comunes a ambos, definidos por
(a,b); puesto que éstos no tienen subespacios invariantes no triviales, las irreps estan defi-
nidas por (a,b). Los valores que pueden tomar a y b no estdn acotados superiormente, por
lo tanto existe un nimero infinito numerable de irreps de L +. Una organizacién esquema-
tica de ellas se muestra en la tabla . Una eleccion alternativa para los operadores de
Casimir de L4 es

C, =A%+ B? C_=A?-B? (2.135)
cuyos eigenvalores son
Cy: ala+1)+bb+1), C_: ala+1)—0bb+1). (2.136)

Esta eleccion alternativa de los operadores de Casimir de L4 es utilizada en la subseccién
porque resulta apropiada para el andlisis que ahi se realiza; mientras tanto, durante
el resto de la presente subseccién se trabaja con A% y B?.

En virtud de que el dlgebra de Lie se ha separado en las dlgebras SU(2)4 y SU(2)p, los
operadores A% y B3 son compatibles con A2, B? y compatibles entre si; ademéas, por ser
generadores de SU(2) sus espectros son mg, = —a,—a+1,--- ;ay my=—b,—b+1,--- b,
respectivamente. Con esto, los eigenvectores comunes a los operadores {A2, B2 A3 B3}
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Tabla 2.3: Organizacién esquemadtica de las irreps de L +.

son |a,b;mg, mp) y forman una base ortogonal. Puesto que hay 2a + 1 valores posibles de
mq y 2b+ 1 valores posibles de my, la dimensién de la irrep (a,b) es (2a +1)(2b+ 1).
Los generadores de rotaciones J y boosts K, en términos de A y B son

J=A+ B, K =i(A - B). (2.137)

Puesto que J, A y B cumplen algebras de SU(2), la primer ecuacién indica que J es
una suma de espines, por lo que el pardmetro j del eigenvalor de J? toma los valores
j=la—"blJla=b+1,---,a+b—1,a+b. Esto muestra que, en general, una irrep (a, b)
de L44 contiene varios sectores de espin j. Sin embargo, las irreps del tipo (a,0) (B = 0)
y (0,b) (A = 0) llamadas irreps derechas e irreps izquierdas, cumplen

derechas: (a,0), B =0, J =A, K =iJ, (2.138)
izquierdas: (0,b), A =0, J =B, K =—1iJ, (2.139)

por lo cual contienen un sélo sector de espin, j = a 6 7 = b, y por esto suelen expresarse
con el propio pardmetro j: (4,0) y (0, 7). En ellas, los generadores de rotaciones son iguales
Ji0) = Jo,4) = J) pero los generadores de boosts difieren en un signo Ko =Ko, =
iJU). En los siguientes apartados se examinan los aspectos béasicos de las irreps que se
muestran en la tabla (2.3): (0,0), (1/2,0), (0,1/2), (1/2,1/2), (1,0), (0,1). Por otro lado,
las representaciones de la forma (4,0) @ (0,7) que son, evidentemente, representaciones
reducibles de P+ también tienen espin j bien definido; éstas son irreps del operador paridad
y se revisan en la seccién .

Irrep (0,0)

La base {|a, b;mq, mp)} de esta irrep es B o) = {|0,0;0,0)} y la descomposiciéon de un
vector en ella es |¢) = |0,0;0,0) (0,0;0,0|¢). La dimensién de esta irrep es 1, lo que significa
que ésta sélo contiene al elemento identidad y, por consiguiente, es la representacion trivial.
Dado que sus elementos no cambian, éstos son precisamente los escalares y esta irrep
también es llamada escalar. Los estados de esta irrep tienen espin j = 0.
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Irrep (1/2,0)

La base {1, b ma, ma)} o5 Bajag) = {11/2,0,4+1/2,0),11/2,0:=1/2, 00} = 1) . [1) }
y la descomposicién, en ésta base, de un vector de ésta irrep es |¢)p = 1) g g(T V)5 +
1) r g [¥) - Dado que la base es ortogonal, se puede representar matricialmente como

) =vm(h) = (5). D =vnh) = (7). (2.140)
con lo que la representacién matricial del vector [¢)) , es
)= v = pl1 [9) () + plb W n) = (20 917) . 2aa)
rU V)R
La representacién matricial de los generadores J*¥ es
J(M1V/2,0) = R<ea\Jﬁ72,o) lev) p = i(aﬂal/ —o"at), (2.142)
donde {leq) p} = {le1) g, le2) g} ={M g, )R} Y
ot =(1,0), ot =(1, —0o); (2.143)

o son las matrices de Pauli. Sus componentes J y K son

Jja0 =T = %7 K1 )20) =iJ /) = Z% (2.144)
Esta irrep también es llamada 1/2-espinorial derecha, sus vectores |¢), son nombrados
espinores de Weyl derechos y tienen espin j = 1/2.

Irrep (0,1/2)

La base {Ja,bima, ms)} o5 Bz = {10,120, +1/2),[0,1/2:0,~1/2)} = {[1), . [1),}
y la descomposicién, en ésta base, de un vector de ésta irrep es [¢), = 1), (T |[¥), +
1) (4 [¥) . Dado que la base es ortogonal, se puede representar matricialmente como

1), =vL(1) = ((1)> : =) = (?) : (2.145)
con lo que la representacién matricial del vector |¢); es
) = or = L0 [ n () + L (L [9) b)) = (L” "”L) | (2.146)
L)L
La representacién matricial de los generadores J*¥ es
Torge = Ll mlen), = 3(@"0" = o"o") (2.147)
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donde {leq); } = {lei)y,le2) } = {114} v con o y * definidas en (2.143)). Sus

componentes J y K son

-7 . . .o
Toap =T = 2’ K12 =— i = —i_

5 (2.148)

Esta irrep también es llamada 1/2-espinorial izquierda, sus vectores |¢); son nombrados
espinores de Weyl izquierdos y tienen espin j = 1/2.
Irrep (1/2,1/2)

Esta representacion puede ser construida de dos maneras: i) como (1/2,0) ® (0,1/2) 6
ii) como (0,1/2) ® (1/2,0); el siguiente desarrollo aplica para cualquiera de ellas. La base
{’av ba Mg, mb>} €S

={10, [T [0 [
y la descomposicién, en ésta base, de un vector de ésta irrep es [V) = [T1) (11 |V) +

ITL) (1L VY4 (V) +[4) (4 |[V). Dado que la base es ortogonal, se puede representar

matricialmente como

1 0
it =ven =g | th=ven =, | (2.150)
0 0
0 0
i =van =], W =van =gl (2.151)
0 1
con lo que la representacién matricial del vector |V) es
V)=V =0t V)vVEn+ V) V()
(11 1V) 2159
HE VD Ve = | {7 - |
(V)

La representacién matricial de los generadores J* es J(#11;2,1 /gy = (€] ‘]51//2,1 /2y l€s), donde

flea)} = fler) . lea),lea) s ea)} = {I1), 1), [41), 140} i en lugar de utilizar la base
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{leqa)} se utiliza la base {|f-)} = {|fo),|f1),|f2),|f3)}, relacionada con la primera a través
de la matriz unitaria M por medio de la ecuacién

o) =Mo" €a) , (F7] = (e (M), (2.153)

que explicitamente es

1

o - -L o0
| fo) L V2 V2 le1)
L 9 0 1
o B e Vi) (2.154)
P (-5 0 0 = {les) |’
1 1
|f3) 0 &5 5 0 [
la representacion matricial de los generadores J# es la de los generadores vectoriales ([2.125))
Ty = 1Ty fo) = 1707 = 17767). (2.155)

Esta irrep es precisamente la representacion cuadrivectorial, y sus elementos |V') escritos
en la base |f,) son los cuadrivectores. Los vectores de esta irrep tienen dos sectores de
espin, un singlete j = 0 y un triplete 7 = 1. El tratamiento completo de esta representacién
debe incluir tanto a la (1/2,0) ® (0,1/2) como a la (0,1/2) ® (1/2,0), los detalles de su
construccion completa se muestran en la seccién IV de [42].

Irrep (1,0)

La base {|a, b; mg, myp)} de esta irrep es By o) = {|1,0;+1,0),1,0;0,0),[1,0; =1,0)} =
{I+1)z,10)z,|-1)z} v la descomposicién, en ésta base, de un vector de ésta irrep es
W) g = [+1) g g(+1V) p +10) g ROI¥) g+ |—1) p R(—1|¥) . Dado que la base es ortogonal,
se puede representar matricialmente como

1 0 0
4+1)p =Ur(+1) = (0], [0)p=Ur(0)= (1], |-1)p=Yr(-1)={0], (2.156)
0 0 1

con lo que la representacién matricial del vector |¥) , es
W) g = Vi = p(+1[W) gV R(+1) + R(O[¥) gVR(0) + {-1|¥) gV R(-1)

rRHFUY) R (2.157)
= R<O|\IJ>R
R<_1‘\IJ>R

La representacion matricial de los generadores J* es J(“lyo) = (e J" |ep), donde {|eq) g} =
{let)r,le2) g} = {IM g L) g} Sus componentes J y K son

Ji0 =JV, Ko =idW, (2.158)
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donde
1 i
O O D R I
V=5 (1) Il B =5 0 5|, =00 0]. (2159

Esta irrep también es llamada 1-espinorial derecha, sus vectores |¥), son nombrados 1-
espinores derechos y tienen espin j = 1.

Irrep (0,1)

La base {|a, b;ma,mp)} de esta irrep es B(g 1y = {|0,1;0,+1),]0,1;0,0),(0,1;0, 1)} =
{|4+1);,10); ,|—1), } v la descomposicién, en ésta base, de un vector de ésta irrep es |¥),; =
+1)  (+1W) . +10), (O]¥); +|=1); ;(=1]|¥) ;. Dado que la base es ortogonal, se puede
representar matricialmente como

1 0 0
|+1), =V (+1)={0], |0),=¥r(0)=|1], |-1),=¥Yr(-1)=[(0], (2.160)
0 0 1

con lo que la representacién matricial del vector [¥); es

“I/>L =V¥r :L<+1‘\I/>L\I'L(+1) + L<0|\I’>L\I/L(O) + L<_1’\II>L\I’L(_1)

LY, (2.161)
= L<O|\IJ>L
L<_1‘\II>L
La representacion matricial de los generadores J* es .J (%Vl) = (e J ég”l) lep), donde {|eq); } =

{lex); s le2) .} = {1, ) }- Sus componentes J y K son
Jio, =IV, Ky =—iJY, (2.162)

donde los JM) estan definidos en (2.159). Esta irrep también es llamada 1-espinorial iz-
quierda, sus vectores |¥); son nombrados 1-espinores izquierdos y tienen espin j = 1.

Los vectores en las irreps de L4 eran el componente que faltaba para la construccién
de los vectores de estados masivos en reposo |k*,m?,7j,53), en (2.114). En la siguiente
subseccion se continda con la construccién de dichos estados y se exponen las ecuaciones
dindamicas a que obedecen.
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2.1.5. Estados masivos y sus dinamicas

En el marco de referencia en reposo la separacion (2.114]) de los estados masivos es
|k*,m2, 4, 5%) = |k*,m?) \k“,j,j3>|]_+T. El vector ]k“,j,j3>|]_+T es un vector de espin j y
componente j3 bien definidos, en cualquier representacién de [ ++. Por ejemplo, para j = 0,
en la irrep (0,0), es |k*,j :(],]'3>[L+T = |p(k*)); para j = 1/2, en la irrep (1/2,0) es
k#, 5 =1/2,5%)y ., = [b(k", 5°)) g, enlairep (0,1/2) es [k, j = 1/2,5%)y . = [ (K", 5°))
y en la representacion (1/2,0) @ (0,1/2) es |k, j = 1/2,]’3)[L+T = [p(k*, j%)); y para j = 1,
= |U(k", j°)) g, en lairrep (0,1) es [k¥,j = 1,5%); =
L. = (k%) En

= |®(k*,j,5%)) para expresar de manera genérica

en la irrep (1,0) es |k*,j = 1’j3>"-+T
|W(kH,53));, v en la representacién (1,0) @ (0,1) es |k*,j =1,53)
lo sucesivo se utilizara |k*, j, j3)

Lip
cualquiera de estas identificaciones. Los estados con momento p* = L, (p)k" arbitrario se

obtienen al aplicar el operador de boost U(L(p)) sobre ellos
2, ) s =U(L)) (B m?, g, %) = [0 m2) [, 1) 5 (2.163)

donde [®(p", j)) ;5 = U(L(p)) |®(kH, §,5%)) ; proyectando a (2.163)) en el espacio de configu-
raciones se obtiene su funcién de onda ®(a#,j) = e T D ;3(p", j).
Las ecuaciones de eigenvalores que definen a los estados masivos en reposo son

Pk, m?, §, °

) =kH [k, m?, 4, 5%)
P2 k", m?, j, %)

)

)

(
m? |k, m?, 4, 5%) (
_m2j(j+1)|k;'u7m27j7j3>a (2166
j3’kﬂvm27j7j3>' (

W2 k# m?, j, 5
T3kt m?, 4, 5

La transcripcién de estas ecuaciones para los estados boosteados |pH, m?, 5) ;3 se obtiene al
aplicar el operador de boost U(L(p)) en ellas como UOU (U |kH,---)) = o(U |kH,---)).
Después de su aplicacién, la ecuacion ([2.164)) expresard que el estado boosteado tiene mo-
mento p" = L(p)* k", las ecuaciones ([2.165]) y (2.166]) expresardn que se encuentra en la
capa de masa p?> = m? y tiene momento angular j y la ecuacién expresara que
es eigenvector del operador (Ifl(p))lp(Lfl(p))QUJF"’7 es decir, del operador J* boostea-
do. Puesto que sélo las primeras tres seran ecuaciones covariantes de Lorentz, las tinicas
restricciones covariantes que impone el grupo de Poincaré propio ortécrono P4 sobre los
estados masivos es que se encuentren en la capa de masa y tengan momento angular j
definido. En particular, la dindmica propia de la funcién de onda ®(z#, j) de una particula
de espin j no estd dictada por P4, éste solo exige que la dindmica debe ser congruente
con la ecuacién de Klein-Gordon, expresada en la ecuacién (P? — m?) |p#,---) = 0 al ser
proyectada en el espacio de configuraciones.

Las ecuaciones dindmicas propias de las funciones de onda ®(x*,j) para particulas
de diferentes espines j han sido encontradas histéricamente de manera casual, tratando
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de resolver problemas especificos en su tiempo, y no de manera sisteméatica ni partiendo
de primeros principios. Recientemente, en la referencia [42] se ha demostrado que estas
ecuaciones pueden ser obtenidas sistematicamente a través de un formalismo de primeros
principios que tiene a la simetria de paridad como el actor determinante de ellas. En la
seccion se reproduce el argumento expuesto en dicha referencia. Por lo pronto, se
presentan las ecuaciones para particulas masivas en las representaciones (0,0), (1/2,0) @
(0,1/2) y (1/2,1/2) sin otra justificacién tedrica fundamental més que el hecho de que
estan construidas con operadores en la misma representacion que la funciéon de onda y que
sus dindmicas cumplen, también, la ecuacién de Klein-Gordon.

Klein-Gordon

Es la ecuaciéon para una particula de espin j = 0, descrita por el escalar ¢(x) de la irrep
(0,0)
(0% +m?) ¢(z) = 0, (2.168)

donde 0% = 0"0,. Esta ecuacién expresa Unicamente la restriccién de que la particula
descrita por la funcién escalar ¢(z) debe estar en la capa de masa.
Dirac

Es la ecuacién para una particula de espin j = 1/2, descrita por el espinor ¢(z) de la
representacion (1/2,0) & (0,1/2)

(iv' 0y —m)(x) = 0. (2.169)

Las matrices v* se definen como

= ( 0 U;) : (2.170)

ok

y cumplen la propiedad
{v" 9"} =20 (2.171)

Es debido a esta propiedad que la funcién espinorial ¢(z) también cumple la ecuaciéon de
Klein-Gordon, como se puede comprobar al aplicar el operador (iy*9d,+m) por la izquierda

a la ecuacion (2.169)).

Proca

Es la ecuacién para una particula de espin j = 1, descrita por el cuadrivector A,(x) de
la irrep (1/2,1/2)

9, FM (z) + m?A¥ (z) =0, (2.172)
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donde FH = gAY — 0¥ A*. De esta misma ecuacion se deduce que A* cumple
9 A* =0, (2.173)

propiedad que garantiza que A* cumple la ecuacion de Klein-Gordon, como se comprueba
de expresar la ecuacion (2.172)) dnicamente en términos de A*.

La interpretacién del escalar ¢(x) de la ecuacion de Klein-Gordon como una funcién de
onda presenta problemas conceptuales ya que su densidad de probabilidad no es definida
positiva y ademas tiene energias negativas. Tratando de resolver el primero de estos proble-
mas, Dirac obtuvo la ecuacién que lleva su nombre; el espinor () de ésta ecuacion tiene
densidad de probabilidad definida positiva pero sigue padeciendo de energias negativas. La
propuesta de Dirac [26] para resolver éste problema fue hipotetizar la existencia de un mar
de particulas llamadas positrones, similares al electrén pero de carga eléctrica opuesta, que
llenaban los niveles energéticos negativos y por lo tanto, a través del principio de exclusiéon
de Pauli, evitaban que los electrones descendieran a estos niveles emitiendo energia ilimi-
tada en su descenso. El positrén se descubri6 en el afio de 1932 [27], lo que significé un
gran logro para la teoria de Dirac; sin embargo, la hipétesis del mar de positrones era, atn,
misteriosa. Con la intencién de obtener una ecuacién que no tuviera energias negativas, en
1936 Al. Proca, propone en [50] la ecuacién que lleva su nombre.

A pesar de que algunas de estas ecuaciones evitaban algunos de los problemas con-
ceptuales, la descripcién de particulas cuanticas relativistas a través de una funcion de
onda era aun enigmatica; por ejemplo, parecia que, dentro de este marco, no existe des-
cripcién consistente de las particulas de espin j = 0, ademdas de que parecia no haber
forma. de describir procesos en los que el niimero de particulas no se conserva. La solucién
a estas dificultades se encuentra en la reinterpretacién de los objetos ¢(x), 1 (z),- -, como
campos-operadores cudnticos que se aplican sobre vectores que describen estados, ya no
como funciones de onda. La teoria que estudia esta nueva interpretacién, también llamada
segunda cuantizacién, es la teoria cudntica de campos; para abordarla es necesario, antes,
revisar los aspectos basicos de los campos clasicos, sus dindmicas y sus simetrias.

2.1.6. Campos clasicos y principio de norma

Un campo ¢4(x), a = 1,---, N es una funciéon que asigna un objeto de naturaleza
especifica (escalar, espinorial, vectorial, etc.) a cada punto del espacio-tiempo. La dindmica
de los campos estd determinada por el principio de minima accién

§S =0, S :/d4x£(¢a,8u¢a), (2.174)

que implica el cumplimiento de las ecuaciones de Euler-Lagrange, también llamadas ecua-
ciones de movimiento 6 ecuaciones de campo
oL 9 oL
d¢a " O(Ouda)

=0, (2.175)
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que serdan N ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden para los campos ¢, ().
La densidad Lagrangiana, o simplemente Lagrangiano £(¢q, 0,¢4), es una funcién escalar
formada por los campos y sus primeras derivadas parciales. Los Lagrangianos que difieren
en un término frontera 0, f*(¢,) producen las mismas ecuaciones de movimiento y, por
esto, se dice que son equivalentes.

En el formalismo Hamiltoniano la dindmica de los campos se determina a través de las
ecuaciones de Hamilton, que establecen la evoluciéon temporal de los campos ¢, y de sus
momentos canénicos conjugados m,. El momento canénico conjugado 7, de un campo ¢,
es

oL

la densidad Hamiltoniana H es una funcién de los campos y sus momentos candnicos
definida como

H(ba, Ta) = TaOoba — L(¢a; Ouda), (2.177)

donde se asume el convenio de suma sobre los subindices a, y el Hamiltoniano H es la
integral de esta densidad H sobre todo el espacio

H = /d%%(qba,wa). (2.178)
Las ecuaciones de Hamilton son
0H 0H
a = s a = — 7 21
o r Ao 5o, (2.179)
donde 6 /67, y 6/d¢p, son derivadas funcionales respecto a m, y ¢4, definidas como
da () O0ma(T)
=626 (z — ), =526W (z — ). 2.180
5¢b(y) b ( y) 57Tb(y) b ( y) ( )

Las ecuaciones de Hamilton (2.179)) seran 2NV ecuaciones diferenciales de primer orden para
los campos y sus momentos candnicos conjugados. Estas ecuaciones se pueden reescribir
en términos del bracket de Poisson de la siguiente manera

do¢a ={¢a, H}pp s doma ={ma, H} ppg , (2.181)

donde éste bracket, entre dos variables dindmicas A(dq, Ta, 0i0a) ¥ B(Pa, Ta, Oide) cuales-

quiera, se define como
5A 6B 6A 6B
_ 3 _
{A,B}pp = /d z <6¢a P 5%) ) (2.182)

En general, la evolucion temporal de cualquier variable dindmica F = f BrF (¢a, Ta, Oida)
puede ser escrita en términos de estos brackets como

80F = {F,H}pp. (2.183)
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En particular, el bracket de Poisson entre los campos ¢,(x) y sus momentos candénicos
conjugados 7, (z) a tiempos iguales cumple

{6a(t, ), m(t, y)} pp =00 (x — ), (2.184)
{¢a(t’ $)7¢b(t¢y)}PB =0, (2185)
{Wa(t7m)a7rb(tvy)}PB =0, (2-186)

El formalismo Hamiltoniano y los brackets de Poisson son especialmente ttiles y esenciales
en el proceso de cuantizacién de los campos dentro del esquema de cuantizacién candnica,
que se revisa en la subseccién . Mientras tanto, en el resto de esta subseccién se
utiliza la formulacién Lagrangiana.

A continuacion se muestran los Lagrangianos que dan lugar a las ecuaciones dindmicas
para los campos escalar ¢(z), espinorial 1 (z) y vectorial A*(x) vistas en la subseccién
anterior, y sus soluciones correspondientes; adicionalmente se muestra el Lagrangiano de
Maxwell para un campo vectorial sin masa, con el que se obtienen las ecuaciones de la
electrodinamica clasica en su forma covariante. Cabe mencionar que el campo espinorial
¥ (x) solo tiene aplicacién en el contexto cudntico; su tratamiento como campo clasico sélo
es ilustrativo.

Klein-Gordon

El Lagrangiano de Klein-Gordon para un campo escalar real ¢(z) es

1 2
L = 50,00"6 - m?dﬂ, (2.187)
su ecuacion de movimiento es la ecuacién de Klein-Gordon ([2.168]), cuya solucion es

d3p

¢(@) :/ (27)3+/2E,

donde Ep = \/p? +m?, y ap son coeficientes. En el caso de un campo escalar complejo, el
Lagrangiano

(ape_ip'”" + a;eip'x) ‘ (2.188)

pO:Ep )

L=0,0"0 ¢ —m?¢*¢ (2.189)
produce ecuaciones de Klein-Gordon tanto para ¢(x) como para su complejo conjugado
¢* ()

(0", +m?)¢(z) =0, (0"0,, + m*)¢* (z) =0, (2.190)
cuyas soluciones son
d3p

¢(@) :/ (27)3+/2E,

y su complejo conjugado, donde, de igual manera Ep, = \/p? + m?2, y ap, bp son coeficientes.

(ape™ """ + bpe™)| (2.191)

pOZEp ’
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Dirac

El Lagrangiano de Dirac es
Lp = Bl Dy — m)o, (2.192)
que produce las ecuaciones
(i 8y — m)d(z) =0, D()(iv"9 0+ m) =0, (2.103)

cuyas soluciones son
vl = / 27) \/ﬁ Z ap s’ (p)e™ " + b W (p)eP )| oy o U =197, (2.194)

donde Ep = \/p? +m?2, y ap s, bp s son coeficientes; los espinores u*(p) y v*(p) son

u®(p) = (‘/\/?:Z Z) ; v*(p) = (_@;J , (2.195)
¢ = (é) , &= <(1)> . ot =—igke = (?) . P =—iok* = <_01) . (2.196)
Proca

El Lagrangiano de Proca es

1 2
L=—F"Fu+ %A“Am (2.197)

su ecuacion de movimiento es la ecuacién de Proca (2.172), cuya solucion es

d3p —ip-x * * DT
AH($) / 27T Z E,U«(pa )\)ap,/\e P + eu(pa /\)ap,)\e P )‘pOZEp ? (2198)

\/2Ep =
donde Ep, = \/p? + m?2, y €,(p, A) son vectores que cumplen p,et(p, \) = 0.

Maxwell

El Lagrangiano de Maxwell es

L=~ F"F,, (2.199)
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que describe, también, a un campo vectorial real A, (). Su ecuacién de movimiento es
o F" =0, F., =0,A, —0,A,, (2.200)

que son las ecuaciones de la electrodindmica clasica en su forma covariante, en ausencia
de fuentes (cargas y corrientes). Una propiedad caracteristica de este Lagrangiano es su
invarianza ante la transformacién

Au(z) = Al () = Au(x) — 9,0(x), (2.201)

que es llamada transformaciéon de norma y constituye una simetria del Lagrangiano como
consecuencia de la invarianza del propio tensor Fj,,. Con la libertad que da esta simetria
de norma, siempre es posible elegir el campo de manera que cumpla la condicién 9, A* = 0,
elecciéon conocida como norma de Lorenz. Con esto, la ecuacién de movimiento se
reduce a (9214#(51}) = 0, que es, precisamente, la ecuacién de Klein-Gordon para el campo
A, (x) con m = 0. Su solucién, en esta norma, es

d3p - —ip-x * ¥ _ipT
Ay(x) :/ Z (eu(P, Nap e T + €, (p, N aj, e )|p0=Ep’ (2.202)

(2m)%\/2wp £
_ 2 n _
donde wyp = \/p?, y €,4(p, A) son vectores que cumplen p e (p, ) = 0.

En la dinamica de los campos hay cantidades que se mantienen constantes en el tiempo;
éstas cantidades son llamadas cargas conservadas. Existe una relaciéon entre las simetrias
continuas de una accién S y las cargas conservadas en su dindmica. Esta relacion esta
enunciada en el teorema de Noether, que se expone a continuacién.

Teorema de Noether

Una transformaciéon infinitesimal arbitraria en los campos ¢4 (x) de la accién ([2.174))
induce una variaciéon S en ésta tltima

ba(x) = ¢ (2) =pa(x) + 6 (), S— 8 =8+468S. (2.203)

Si 85 =0, la accién es invariante, la transformacién de los campos es una simetria de ella
y, en consecuencia, es una simetria de la dindmica. A nivel del Lagrangiano L, para que
la transformacion ¢,(x) — ¢/, (x) sea una simetria de la accién debe, a lo mas, modificar a
L en un término frontera como £ — £’ = L 4 0L donde 6L = 9, F"(¢). Por otro lado, la
variacién dL en términos de las variaciones d¢, de los campos es

oL oL

oL = 00,
£= 5627 50,00)

5(Ouda), (2.204)

46



CAPITULO 2. MODELO ESTANDAR Y MATERIA OSCURA

expresion que puede ser reescrita como

oL oL oL
oL = (mwa) * [a% ~ O (a@m)] Oa. (2.205)

El segundo término de esta expresion se anula por las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.175)),
por lo tanto se debe cumplir la ecuaciéon de continuidad para la corriente j#

oL
a,j" =0, i =——-"X — FH(¢), 2.206
donde se ha renombrador X, (¢) = d¢,. La corriente j* es llamada corriente de Noether y
su ecuacion de continuidad da la lugar la carga conservada )

Q= /d3xj0, (2.207)

llamada carga de Noether. Es asi que cualquier simetria continua de la accién S tiene
asociada una carga conservada Q. La transformacion ¢,(z) — ¢, (x) puede ser tanto una
transformacion entre los campos ¢, independiente de las coordenadas del espacio-tiempo
como una transformacién de los campos que es consecuencia de la transformacién en las
coordenadas del espacio-tiempo. En el primer caso la simetria es propia de la teoria de
campo y se conoce como simetria interna, en el segundo caso la simetria es propia del
espacio-tiempo y se conoce como simetria externa.

Una de las simetrias externas es la simetria de traslaciones espacio-temporales x# —
" = x# 4 ¢ del espacio de Minkowski. Ante estas transformaciones, los campos ¢, (x) y
el Lagrangiano £ cambian como

da(1) = ¢l (T + €) =¢a(x) + "0uda(x), L L =L+ e"o,L, (2.208)

por lo que X, = €"0,¢,, F* = €L y la corriente de Noether j* (2.200] es

oL
i = € 0vga — €L, 2.209
5(Oua) (2:209)
que implica una corriente conservada T*, para cada €” independiente
oL

0, T+, =0, T, =————0,¢qs — 0L L. 2.210
M a(ap,¢a) ( )

Este tensor T#, es el tensor de energia-momento; sus cargas conservadas son la energia F
14 bl
y el momento P de los campos ¢

E :/d3azT00 = /d% (a(gofé)am — E) , (2.211)

P :/d?’xTOi = /dea(gfb)qua; (2.212)
0%Pa
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de las definiciones del momento canénico 7, , de la densidad Hamiltoniana H y del Hamil-
toniano H , se comprueba que la energia E y el Hamiltoniano H coinciden.

Una simetria interna es, por ejemplo, una transformaciéon U(1) global e, también
llamada transformacion de fase global, aplicada sobre el campo escalar complejo 6 el campo
de Dirac, en sus respectivas acciones. En el caso del campo escalar complejo ¢(x) esta
transformacion es

d(z) = ¢ (x) =e“¢(x), o () = ¢ (x) =e " (2), (2.213)

bajo la cual, evidentemente, el Lagrangiano (2.189) es invariante £ — £’ = L con lo que
F* =0, y la corriente de Noether j* es

=i (60" — $" 0" 8): (2.214)

la carga conservada () de esta corriente es
Q= / Bz’ =i / d*z (p0°¢* — ¢*9°9) . (2.215)

En el caso del campo de Dirac ¢ (z) esta transformacién es

() = P (z) =e"p(x), () = P (x) = ij(x), (2.216)

bajo la cual el Lagrangiano de Dirac (2.192) es invariante £ — £ = £ con lo que F* = 0,
y la corriente de Noether j* es

J* = PyHy; (2.217)

la carga conservada () de esta corriente es

Q= / dPrpyOy = / 3zt (2.218)

Una transformacién U(1) local, o de fase local, es una en la que la fase € depende
de las coordenadas del espacio-tiempo 6 = 6(z), con lo cual el factor que implementa la
transformacién en los campos es €?®), A diferencia de la transformacién de fase global,
ésta no es una simetria de los Lagrangianos del campo escalar complejo (2.189)) ni de Dirac
porque, en este caso, la derivada 0, no conmuta con el factor e?(®) Es posible,
sin embargo, construir Lagrangianos que posean simetria local, a partir de los que tienen
simetria global, a través de la introduccién de un campo de norma. La relevancia fisica
de este procedimiento radica en que da lugar, naturalmente, a términos de interacciéon
entre el campo del Lagrangiano original y el campo de norma que, para grupos de simetria
particulares, describen adecuadamente las interacciones fundamentales en la naturaleza.
La prescripcién para llevar a cabo esta promocién de simetria global a simetria local para
la introduccién de interacciones de norma es conocida como principio de norma y se revisa
en el siguiente apartado.
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Principio de norma

La obtencion de un Lagrangiano con simetria local a partir de uno con simetria global

se consigue reemplazando la derivada parcial 9, por el operador derivada covariante D,

que es, esencialmente, la suma de la derivada parcial y un campo de norma. Para el caso
U(1) este reemplazo es

Oy — D,y = 0, +iqA,, (2.219)

de manera que cuando el campo cambia con ¢?(®)

transformacién de norma A, — Aj, = A, — 0,,0.
En el caso del campo escalar complejo ¢(x), las transformaciones conjuntas son

, el campo de norma A, cambia con la

Cb N ¢l :eiqe(a:)¢’ d)* N ¢*/ :e—iqe(l‘)¢*7 AN — AL :A/‘ - 8/‘0’ (2220)

con esto, se tiene que el factor D¢ y su complejo conjugado Dj;¢* transforman de la misma
manera que ¢ y ¢*, respectivamente

DLqﬁ/ :equ(I)DH¢’ D;/¢*, :e—iqe(x)DZ(b*_ (2.221)

El término cinético del Lagrangiano del campo complejo (2.189)) serd entonces reemplazado
por

(0"0)"(0up) = (D"¢)" (D), (2.222)

que es un término invariante de fase local, como consecuencia de . Al desarrollar
este término, se ve que estd compuesto por el término cinético (0*¢)(0,¢) del Lagran-
giano libre y por otros que incluyen productos entre ¢, d,¢ y A,, los cuales representan
interacciones entre ellos. Este acoplamiento que surge a través de la derivada covariante es
llamado acoplamiento minimo. Asi, el Lagrangiano del campo escalar complejo ¢ acoplado
minimamente al campo de norma A, es

L= (D"6)*(Dud) — 66— {F™Ep, (2.223)

donde se ha incluido al término cinético del campo A,,. La teoria descrita por el Lagrangiano
(2.223)) se conoce como electrodindmica escalar.
En el caso del campo de Dirac ¢(z), las transformaciones conjuntas son

P — o =@y, b — o =@, Ay — Al =A, — 9,9, (2.224)
con lo que el factor D, (x) transforma como
Dy = @Dy, (2.225)

Asi, el Lagrangiano de Dirac acoplado minimamente al campo de norma A, es

. 1
L =YDy —m)yp — ZFWFW; (2.226)
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la teoria descrita por este Lagrangiano se conoce como electrodindmica espinorial.

En el caso U(1), el principio de norma conecta tres conceptos que previamente estaban
desconectados: la invarianza de fase de la funcién de onda ¢(z) en mecénica cudntica
(expresado aqui como un campo cldsico); la invarianza de norma de la electrodindmica
clasica; y la fuerza de Lorentz, que se obtiene implementando la sustituciéon en
términos del momento como p* — p* — qA* sobre el Hamiltoniano de una particula libre.

Este principio se puede aplicar en otros Lagrangianos y/o con otros grupos de simetria
més alld del U(1). La extensién a grupos de simetria no-abelianos como el SU(2) y SU(3)
da lugar a teorias con interacciones de norma tipo Yang-Mills como se ilustra enseguida.
El Lagrangiano de N campos fermiénicos f; libres, todos de masa m es

N
L= [0y —m)f; =f(iy" O — m)f, (2.227)

donde f = (f1,---, f)%, f = (f1,---, fn). Puesto que este Lagrangiano posee simetria
SU(N) global, bajo la cual f — f = e ' Tf v f — f' = 97" f donde T® son los
generadores del grupo, es posible promover ésta a una simetria local con la introduccién
de un campo de norma. La sustitucion del principio de norma, en este caso, es

0, — D, =10, + igA,,, A= AsT, (2.228)

donde ahora A, es un vector que toma valores en el grupo SU(N). Las transformaciones
conjuntas son

[ f/<Uf T J U Ao A =UAUT QU (2229)

donde U = U(z) = e~ @1, con esto, el factor D, f transforma como
D, f' = UD,f. (2.230)

El Lagrangiano invariante de norma SU(N) es
- 1 ,
L= flivVD, —1m|f — iTr(F“ Fu), (2.231)

donde el tltimo es el término cinético del campo A, = AfT, cuyo tensor de esfuerzos es
Fu = (=i/9)[Dy, D)) = 0,A, — 0,A, +ig[A,, A)] = F§, T y contiene interacciones de
tercer y cuarto orden entre los campos Aj;.

Asi, la promocién de una simetria global de un Lagrangiano hacia una simetria local
se realizara a través del reemplazo de la derivada parcial por una derivada covariante
que incluye un campo de norma y da lugar, por esto, a interacciones de acoplamiento
minimo entre los campos del Lagrangiano original y el campo de norma introducido en la
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derivada covariante. Cabe sefialar que un Lagrangiano puede tener, desde luego, términos
de interaccién que no son de acoplamiento minimo, es decir, que no provienen de la derivada
covariante; éstos son llamados acoplamientos no-minimos. Sin embargo, las interacciones
de acoplamiento minimo con campos de norma han resultado ser acertadas para describir
las interacciones de norma fundamentales del SM.

Habiendo revisado los aspectos basicos de la teoria clasica de campos y el principio de
norma para introducir interacciones de norma entre ellos, se procede a la exposicion de la
teoria que impone los principios de la mecdnica cuantica sobre los propios campos, esto es,
la teoria cuantica de campos.

2.1.7. Teoria cuantica de campos

La teoria cudntica de campos (QFT) es la teoria que integra de manera congruente a la
mecanica cuantica con la teoria especial de la relatividad. En este contexto las particulas
son interpretadas como la minima manifestacién de un campo que las representa. En el
esquema de cuantizacién canénica, la cuantizaciéon de los campos se realiza promoviendo
los campos clasicos a campos-operadores que actian sobre un espacio de Hilbert de esta-
dos cudnticos e imponiendo relaciones de conmutacién (para campos de espin entero, i.e.
bosénicos) 6 anticonmutacién (para campos de espin semientero, i.e. fermidnicos) entre el
campo y su momento canénico conjugado a tiempos iguales. Las relaciones de conmuta-
cién/anticonmutacién que se imponen surgen de la promocién del bracket de Poisson entre
los campos clasicos y sus momentos canénicos conjugados a tiempos iguales hacia el con-
mutador entre los campos-operadores y los momentos-operadores a través de la sustituciéon

{ e — —i[ , ] (2.232)

Siempre que se trate de teorias de campo libre, los campos-operadores estaran formados co-
mo combinaciones lineales de operadores cuyo efecto es incrementar/disminuir las variables
fisicas de un estado; el incremento/disminucién de estas variables fisicas del estado corres-
ponde exactamente al que resultaria de incrementar/disminuir el nimero de particulas del
estado y, por esto, estos operadores son llamados operadores de creacién/aniquilacién de
particulas. Cuando existen restricciones en la dindmica del campo, la cuantizacién candnica
se lleva a cabo de acuerdo al procedimiento desarrollado por Dirac en [51], en el que un
nuevo tipo de bracket, conocido como el bracket de Dirac { , },p, es el que se pro-
mueve hacia el conmutador —i[ , |; los detalles de este procedimiento se encuentran en
[51}, 52]. En los siguientes apartados se muestran los elementos bésicos de la cuantizacién
candnica de los campos escalar real y escalar complejo, ambos considerados como campos
libres, es decir, sin interacciones con otros campos ni autointeracciones. El campo de Dirac
es un sistema con restricciones, por lo que el estudio de su cuantizacién debe realizarse
siguiendo el método de Dirac [51]; los detalles de este procedimiento pueden consultarse en
[52].
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Campo escalar real

El campo-operador escalar real ¢(z) de Klein-Gordon, correspondiente a (2.188)), es

(2.233)

donde ahora ay, y sus hermiticos conjugados ai, son operadores de aniquilacién y de creacién

de particulas de momento p, respectivamente. El operador momento canénico conjugado
m(x) es

oL ; d3p\/E>'p —ip-x ip-T
7I-(‘T) = a(ao¢) :80¢: —’L/W (ape p —a;,ep >

Las relaciones de conmutaciéon que se imponen son

[¢(tv m)’ ﬂ-(tv y)] :i5(3) (37 - y)7 [¢(ta w)v d)(t? y)] =0, [ﬂ-(t7 $)a W(ta y)] =0, (2'235)

)
pOZEp

(2.234)

pO:Ep

que implican las siguientes relaciones de conmutacién entre los operadores a, y a;,

[apﬂ aI]] :(271')35(3) (p—a), [ap’ aq} =0, [a;rw QL] =0. (2.236)

Los operadores Hamiltoniano H (2.211f), momento P (2.212) y nimero de particulas N

son

1 d?
H =3 /de 2 4 (Vo) 4+ m?¢? = / ﬁEpa;,ap, (2.237)
3 dp
P=[dz:7V¢p:= (2ﬂ)3papap, (2.238)
d®p
N = (%)Sa;ap, (2.239)
estos conmutan entre si
[H, P'] =0, [H, N] =0, (P!, P7] =0, [P?, N] =0, (2.240)

y forman un CSCO, cuyos eigenestados comunes, denotados por |E, p,n), cumplen
HI|E,p,n) =E|E,p,n), P|E,p,n)=p|E,p,n), N|Epmn) =n|Epmn). (2.241)

El estado vacio, indicado por |0), se define a través de la relacién ay, |0) = 0 para todo p,
con lo que cumple H |[0) = 0|0), P|0) = 0]0) y N |0) = 0|0). Los estados definidos como
Ip) = (2Ep)1/2a;, |0) tienen eigenvalores

H|p) =Ep|p), Plp) =p|p), Nlp)=Ip), (2.242)
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y representan, por lo tanto, a estados de una particula |p) = |Ep, p, 1). Los estados de la
forma

Pn
P pa) = ] 2Ex)Y2d), 10), (2.243)

p'=p1

tiene eigenvalores

H’pla"' 7pn> = Z Ep/ |p17"' 7pTL>a (2244)

p'=p1
Plpi,--,pa)=| > P |Ip1,- . pn), (2.245)

p'=p1
Nlpi, - ,pn) =n|p1, -+ ,Pn) (2.246)

y representan, por lo tanto, a estados de n particulas |p1,--- ,pn) = > Ep,, Y Pi;1).

Campo escalar complejo

Los campos-operadores complejos ¢(x) y ¢*(x) correspondientes a (2.191)), son

o(x) _/d3p (a e~ T 4l eip'm) (2.247)
~ ) (2n)32E, \'? P P=Fp '
d3 . 4
T(r) = p t pipT —ipw
ot (2) / NN (ape + bpe ) g (2.248)

donde ahora ap,bp, y sus hermiticos conjugados aL,bL son operadores de aniquilacién y
creacién de particulas de momento p, de las especies a y b, respectivamente. Los operadores
momento candnico conjugado son

_ oL _ T d3p\/Ep T _ipx —ip-x
7T¢(x) _8(80¢) = 80(15 = Z/W (ape P — bpe™ P ) o’ (2.249)
oL d3p 71 -x ip-x
o (7) = 0T = 9% — / (%v)gf ( pT gl ) . (2.250)

Usando ¢ = ¢, ¢ = @1, m = Ty Y T2 = T4, las relaciones de conmutacion que se imponen
son

[‘bl (ta w)v T (t’ y)] :iéij(s(g) (w - y)a [(bi(ta w)v ¢j (t> y)] =0, [771' (ta w)v T (t, y)] =0, (2'251)
que implican las siguientes relaciones de conmutacién entre los operadores ap, bp, aL y b;r,

lap, a}] =(27)36® (p — q), [bp, b] =(27)%56®) (p — q), (2.252)
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mientras que cualquier otra relaciéon de conmutacién independiente de estas se anula. Los

operadores Hamiltoniano H (2.211]), momento P (2.212)), carga U(1) @ (2.215]), nimero

de particulas N, y ntmero de particulas NV, son

1 3 9 d3p
H =3 /d T Mgt + Vol - Vo +m2¢lp = / (271-)3Ep (ai,ap + bpr> , (2.253)
Po @ nyVos (Vom = | -2 p(abay +bip 2.254
= I]}‘7T¢ ¢+( ¢ )7T¢1' = Wp (apap+ p p), ( . )
d3p
P I R N Y- (L S to ot
Q=i | &@z: ¢t — %" - / OO <apap bpbp) : (2.255)
dgp 1 d3p +
_ — P 2.2
Ne (27T)3apapv Ny / (27T)3bpb177 ( 56)
éstos conmutan entre si
[H, P =0, [H,Q]=0, [H,N,] =0, [H,N;]=0, [P',P]=0, [P’Q]=0, (2.257)
[P',N,] =0, [P’ ,Ny] =0, [Q,N,] =0, [Q,Ny]=0, [Ny, Ny]=0, (2.258)

y forman un CSCO, cuyos eigenestados comunes, denotados por |E,p, (ng — np), na, np),
cumplen

H|E,p,(ng —ny),ng,mpy =E|E,p, (ng — np), ng, np) (2.259)
P |E,p, (ng — np),ng, np) =p |E, D, (Ng — np), Mg, Np) (2.260)
Q|E,p, (ng — np),ng,np) =(nag —np) | E, P, (ng — np), N, np) (2.261)
No |E,p, (ng — np), ng, mp) =ng |E, P, (Mg — Np), Nay M) (2.262)
Ny |E,p, (ng — np), na, ) =np | E, p, (Ng — M), Na, M) - (2.263)

El estado vacio, indicado por |0), se define a través de las relaciones ay [0) = 0y by [0) =0
para todo p, con lo que cumple H |0) = 00), P |0) = 0]0), Q@|0) = 0]0), N, |0) = 0]0)
y Ny|0) = 0]0). Los estados definidos como |p), = (2Ep)1/2a;r, 10) v |p), = (2Ep)1/2bi, |0)
tienen eigenvalores

H|p), =Ep|p), H |p), =E, |p), , (2.264)
Pp), =pp),, P p), =pIp)y . (2.265)
Qlp), =+1Ip),, QIp), = —1[p),, (2.266)
Nolp)o =+11[P),, Na|p), =0|p)y (2.267)
Ny |p), =01p), Ny |p), =+ 1|p),, (2.268)

y representan, por lo tanto, a estados de una particula |p), = |Ep,p,+1,1,0) vy |p), =
|Ep,p,—1,0,1), que tienen la misma energia Ejp y momento p, pero eigenvalor de carga Q
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opuesto; estos son las particulas y sus antiparticulas correspondientes. Los estados de la
forma

Png dny,
D1, P @1y 5 Q) = H (2Ep/)1/2aL, H (2Eq/)1/2b:r], |0) (2.269)
p'=p1 a'=q
tiene eigenvalores
Png q’ﬂb
H’plv'"7pnaaQIa"‘7an>: Z Ep’+ Z Eq’ ’plv"'ypna7QI7"'aan>7
p'=p1 q=q
(2.270)
Png qnb
P’pla"' yPng,d1, " 7QHb> - Z p,+ Z q/ ‘pl:"' yPng>d1, 7qnb>a (2271)
p'=p1 9=q
Q ’pla oy Pngsq1y aqnb> = (na - nb) |pla 3 Pngsdql, 7qnb>7 (2272)
Na ’pla"' yPng>4q1, - 7qnb> =Ng |p15”' s Png-d1, - ,an>7 (2273)
Nb’plv"' 7pna7q17'” 7qnb> :nb|p17"' 7pna7Q17"' 7q7lb>7 (2274)

y representan, por lo tanto, a estados de n, particulas de la especie a y n; particulas de la
especie b [p1, -+, Pn,s Q1s 2 Gny) = [22(Ep; + Eq,), 22(Pi + @i), (Na — M), 1a, )

Los campos cuanticos libres son los ejemplos mas sencillos de teorias cuanticas de cam-
po. Sin embargo, el mundo fisico estd compuesto de diferentes tipos de campos/particulas
y los fenémenos que se observan en él surgen, en su mayoria, de interacciones entre algunos
de estos distintos tipos de campos/particulas. Para describir estos fenémenos a nivel cuan-
tico es necesario desarrollar teorias cudnticas de campos con interacciones. En el siguiente
apartado se expone brevemente la forma en la que se estudian las teorias cudnticas de
campos interactuantes.

Campos interactuantes

Las ecuaciones dindmicas de los campos clasicos libres son ecuaciones diferenciales
lineales. Debido a esto, es relativamente sencillo encontrar soluciones y es posible, gracias
al principio de superposicion, construir la solucién general como una combinacién lineal
de todas ellas, p. €j. . Al realizar el proceso de cuantizaciéon canénica, el campo
clasico es promovido hacia un campo-operador y su soluciéon general es una combinacién
lineal de soluciones donde, ahora, los coeficientes pasan a ser operadores de creaciéon y
aniquilacién de particulas. Las teorias de campos interactuantes, en cambio, son teorias de
campo cuyas ecuaciones dindmicas son no-lineales 6, equivalentemente, cuyos Lagrangianos
contienen términos que son productos de tres o mas campos. El hecho de tener ecuaciones
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no-lineales dificulta la buisqueda de soluciones y, mas aun, el principio de superposicién deja
de ser valido. Por lo anterior, es practicamente imposible encontrar una solucién general
y, como consecuencia, promoverla hacia un campo-operador cuantico escrito en términos
de operadores de creacién y aniquilacién, y con éstos determinar el espectro de estados
de la teoria cudntica. Existe, sin embargo, una forma de estudiar a las teorias cuanticas
de campos interactuantes para el calculo de amplitudes de procesos y obtener resultados
sensibles cuando la intensidad de la interaccidon es pequena; esta forma es utilizando el
tratamiento de teoria de perturbaciones. A continuacion se esbozan los pasos clave de este
desarrollo que concluye, como bien es conocido, en el método de diagramas y reglas de
Feynman para el célculo de amplitudes de procesos.

El Lagrangiano que describe a una teoria con interacciones puede ser escrito como
L = Lo+ Lint, donde Ly es un Lagrangiano libre y L;,; son términos que contienen el
producto de tres o mas campos 6 derivadas de éstos, que son los que dan lugar a las
interacciones. En términos del Hamiltoniano, esta separacién es

que por ejemplo, para el caso en el que L;,; no depende de derivadas de los campos se
tiene Hjpy = — f d3xLin:. Un ejemplo ilustrativo es la teoria de un campo escalar real con
término de interaccién proporcional a ¢*, cuyo Lagrangiano es

1 m? A
—— w2 N4
L 5 ol 5 ¢ 4!<z5 , (2.276)

y su Hamiltoniano de interaccién es

A

Hint = E

ot (2.277)
El tratamiento perturbativo de las interacciones para el calculo de amplitudes de procesos
es posible siempre que la constante de acoplamiento A\ contenida en H;,; sea A < 1,y
se aborda de la siguiente manera. Primeramente se divide al proceso en tres etapas: en la
etapa inicial se asume que las particulas estan separadas por una distancia muy grande, por
lo que las interacciones entre ellas son despreciables y el estado del sistema esta descrito
por un vector |a;) de la teoria libre; en la etapa intermedia las particulas se han acercado y
las interacciones entre ellas adquieren importancia, estas interacciones modifican el estado
inicial; en la etapa final las particulas resultado de las interacciones se separan por una
distancia muy grande por lo que las interacciones entre ellas vuelven a ser despreciables y
el estado del sistema esta descrito, ahora, por un vector |ay) de la teorfa libre. El efecto de
las interacciones que suceden en la etapa intermedia se introduce a través de un operador
unitario que es llamado la matriz S; asi, el estado final del sistema serd |af) = S'|a;). La
amplitud de que, a partir de un estado inicial |a;) se obtenga, después de la interaccion,
un estado final particular |b) es

(blag) = (b|S]as) (2.278)
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Incluso en teorias con interacciones existe una probabilidad no nula de que el estado final sea
el mismo que el inicial |af) = |a;), lo que significa que las particulas no interactuaron. Para
separar la amplitud propia de este tipo de procesos de la amplitud propia de los procesos
en los que si hubo interacciones es conveniente escribir a la matriz S como S = 1 + T,
donde T es la matriz relacionada con los procesos en los que |af) # |a;). La amplitud de
un proceso es el elemento bésico para calcular cantidades medibles en el experimento, p.
ej. secciones eficaces 0 = [do 6 tasas de decaimiento I' = [ dI'. El procedimiento para
calcular amplitudes se resume a continuacién.

El célculo de la amplitud (b|S|a;) comienza con el uso de la férmula de reduccion LSZ
[53]. Por simplicidad se expondra el procedimiento para el caso de una teoria de un campo
escalar real ¢(z). En este caso el estado inicial esta descrito por un vector |ki,--- , k)
de la teoria libre; la amplitud de que, después de la interaccién, se obtenga un estado
final |p1,--- ,pn) es (P1, -+ ,pn|S|k1,- -+, km). La férmula de reducciéon LSZ, en este caso,
establece

11 / d'zier i ] / d'y;e ™V (QI T {$(21) - G(wn)d(y1) - Dlym) } Q)
i=1 j=1

Z A
~ || 2 \/7Z . || 2 ’ s <p15”'7pn|s|k17"'7km>u
O 3Ep. \ p»—m2+z€ LL 2 —m?2 4+ e
Py Pi =171 ]:1 J
k‘?—}Ekj

donde |€2) es el estado vacio de la teoria interactuante y T'{ } es el operador de ordena-
miento temporal, definido como

T{6(y)o(2)} = 0(y° — 2°)p(y)d(x) + 0(2° — y*)d(2)(y), (2280)
donde 6(2°) es la funcién escalén: 6(z%) = 1 si ¥ > 0y 6(2°) = 0 si 2° < 0. Esta
formula muestra que la amplitud (p1,- - ,pp|S|k1, - ,km) es esencialmente el residuo

de los polos de la transformada de Fourier de la funcién de correlacién de n + m puntos
(QT{d(x1) - &(ym)} |Q) cuando los momentos estan en la capa de masa; el cilculo de la
amplitud se resume, entonces, al cdlculo de las funciones de correlacién.

Para calcular las funciones de correlacion (Q| T{p(z1) - - ¢(ym)} |2) es necesario reex-
presarlas en términos de campos libres y en términos del vacio de la teoria libre. Esta
reexpresién conduce a la relacion [40]

(01T {¢1(w1) - ¢r(wn) exp[—i [ d'aH] } |0)

(QUT {p(w1) -+~ ()} 1) = (o|T {exp[—i i d4$7'f]]} 0) ,

(2.281)

donde |0) es el vacio de la teoria libre y ¢7(x) es el campo en la imagen de interaccién, esto
es, el campo que evoluciona en el tiempo con el Hamiltoniano libre Hy

$1(t, @) = U0 (1, m)e ol o), (2.282)
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y, por esto, su dindmica es la de un campo libre. Este campo ¢;(x) esta relacionado con el
campo ¢(x) a través de

¢(t,$) = UT(t,t0)¢[(t,$)U(t,t0), (2283)
donde el operador U (t,t) es
t
Ult,to) =T {exp [—i dt'HI(t')} } (2.284)
to

y Hj(t) es el Hamiltoniano de interacciéon Hj,; en la imagen de interaccién
Hi(t) = etfolt=to) f;  e=iHo(t—t0) (2.285)

El miembro derecho de la expresién puede ser calculado desarrollando la funcién
exponencial en serie de potencias de [ d*zHy siempre que la constante de acoplamiento A
sea A < 1, con lo que se obtendran términos que son valores de expectacion en el vacio de la
teorfa libre, del ordenamiento temporal de productos de campos libres ¢;(z). Estos valores
de expectacién en el vacio son calculados expresando a los campos ¢;(x) en términos de
los operadores de creacion y aniquilaciéon de particulas ai,, ap y utilizando sus relaciones
de conmutacion. De esta manera se puede realizar el calculo de las funciones de correlacién
(QT{p(x1) - d(ym)} |Q2) hasta el orden deseado en g. El célculo de valores de expectacion
en el vacio de productos que incluyen mas de dos campos se torna laborioso; sin embargo,
es posible reducirlo sélo al calculo de valores de expectacién en el vacio de productos de
unicamente dos campos como se explica a continuacion.

El propagador de Feynman se define como el valor de expectacion en el vacio de la
teoria libre, del ordenamiento temporal del producto de los campos ¢;(z) v ¢1(y)

0IT{d1(x)b1(y)}0) . (2.286)

Por su parte, el ordenamiento temporal T{¢;(z)¢r(y)} puede ser reescrito como
T{¢1(x)o1(y)} =: ¢1(x)d1(y) : +D(x —y), (2.287)
donde : : es el operador de ordenamiento normal de los campos, cuya accién sobre su

argumento es colocar a todos los operadores de aniquilacién a la derecha de los operadores
de creacién y donde D(z — y) se define como

D(x —y) = 0(° = °)[¢7 (x), 67 )] + 0(° — 2°)[67 (), ¢7 (2)], (2.288)

expresion en la que QZS}'_(%) denota el término del campo ¢r(x) que contiene al operador de
aniquilacion y ¢, () denota el término que contiene al operador de creacion. Puesto que
el valor de expectacién en el vacio de cualquier ordenamiento normal es nulo, el valor de
expectacion en el vacio de , i.e. el propagador de Feynman, es entonces

OIT{¢r(x)¢1(y)}0) = D(x —y), (2.289)
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que puede ser expresado como

4 .
D(z—y) = / d’p ——C) (2.290)
(2m)4 p?2 — m? + ie ’

y cuya transformada de Fourier es, evidentemente

~ 1

D(p) (2.291)

:pz—mQ—i-ie'

Como se menciond en el parrafo anterior, la importancia del propagador de Feynman radica
en que cualquier otro valor de expectacion en el vacio del ordenamiento temporal de un
producto de méas de dos campos se puede escribir sélo en términos de él; ésto es posible
gracias al teorema de Wick.

El teorema de Wick es una relacién entre el ordenamiento temporal y el ordenamiento
normal de un producto de campos, que generaliza a la expresion para productos
de més de dos campos. Puede ser expresado de manera general como

T{or(z1) - Pr(xm)} =: ¢r(x1) - - dr(xm) + todas las contracciones posibles :, (2.292)
donde la contraccién es una operacién entre pares de campos definida como
Contraccién{¢r(x1)pr(z2)} = D(z1 — x2). (2.293)
En particular, para un producto de tres campos establece

T{p1(x1)d1(x2)r(x3)} = : dr(x1)d1(x2)d1(23) : +D(x1 — 22)P71(73)

+ D(z1 — 23)¢1(22) + D(22 — 23)¢1(21), (2:284)
mientras que para un producto de cuatro campos es
T{pr(x1)¢r(z2)r(x3)dr(za)} =
L dr(21)@r(22)dr(w3)dr(za) + +D(x1 — 22) : dr(w3)r(zs) :
+ D(21 — 3) : ¢r(w2)@r(za) : +D(21 — 24) : @r(z2)Pr(23) : (2.295)

)+ ¢r(w2)or(
+ D(z2 — x3) : ¢r(21)dr(x4) : +D (22 — 24) : ¢r(w1)¢r(w3) :
+ D(w3 — 24) : ¢r(21)¢1(w2) + +D (21 — w2)D(23 — 24)
+ D(xl — .%‘3)D(.%'2 — 1'4) + D(xl — .%'4>D(.%'2 — 1'3).

Debido a que el valor de expectacion en el vacio de cualquier ordenamiento normal es nulo
y a que (0|¢r(x)|0) = 0, se tiene

O1T{p1(z1)¢1(x2)P1(3)}|0) =0, (2.296)
O|T{¢r(x1)01(22)P1(23)P1(24)}|0) =D(21 — 23) D (22 — 4)
+ D(l‘l — ac4)D(ac2 — .263). (2.297)
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En general, el valor de expectacion en el vacio del ordenamiento temporal del producto de
un numero impar de campos siempre es nulo y el de un ntimero par de campos siempre
puede escribirse como una suma de productos de propagadores de Feynman.

Asi, el célculo de funciones de correlacién se reduce, esencialmente, al cociente
entre sumas de productos de propagadores de Feynman y, de hecho, existe un método
diagramético para determinarlas directamente. El cdlculo de la funcién de correlacién de dos
puntos (QT{¢(x)(y)|Q}) en la teoria Hiny = (A/4!)¢* resulta conveniente para describirlo.

De acuerdo a se tiene
_ OIT {¢1(x)pr(y) exp [—i [ d*2 507 (2)] } \0>.

(QIT {(x)d(y)} 192) OIT {expl=i [ #2232} 0) (2.298)
El numerador del miembro derecho es
O {or@)on) + er@port | =i [atzfota] + 1o
=D(x—y)+3 <_42'/\> D(xz —y) / d*2D(z — 2)D(z — 2) (2.299)

+12 <_42'A> /d4zD(:r Dy — 2)D(z— 2) 4o .

Dicho método permite obtener esta expresion a partir de diagramas, llamados diagramas
de Feynman, que representan a cada uno de los términos y a partir de un conjunto de
reglas, llamadas reglas de Feynman, que asignan a cada parte componente de los diagra-
mas un factor determinado, de manera que al multiplicar todos los factores se obtiene
su contribucién a . Los diagramas estan compuestos de lineas, que representan a
propagadores de Feynman de los campos; vértices, que representan las interacciones de la
teoria; y puntos externos. Las lineas siempre terminan en vértices o en puntos externos.
Este método establece, primeramente, que

suma de todos los diagramas
(o|lr {qﬁl(x)cb[(y) exp [—i/d4z7-[1] } |0) = ( posibles con dos puntos > , (2.300)
externos.

y las reglas de Feynman, para cada parte componente de los diagramas, en esta teoria son

1. Para cada linea

Yy =D(z—y). (2.301)

2. Para cada vértice

L = —i) / d*z. (2.302)
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3. Para cada punto externo
Toe— = 1. (2.303)

4. El resultado debe ser dividido entre el factor de simetria propio de cada diagrama.
Asi, de acuerdo a la regla (2.300)), los diagramas que contribuyen son

o {orortesp |1 [ atzf ot bio) -

y+<:c y%>+<x-&-y>+ >

expresién grafica de la que, utilizando las reglas de Feynman listadas anteriormente, se
recupera la expresion (2.299)). Por su parte, el denominador del miembro derecho de ([2.298))
es

x

<0\T{1 —i/d‘*zi!qs;*(z) +~-}\o>. (2.305)

Los diagramas que contribuyen a esta expresién estan formados por lineas internas y vérti-
ces, pero no estan conectados a ninguno de los puntos externos z e y; éste tipo de diagramas
son conocidos como diagramas vacio-vacio. Los diagramas vacio-vacio aparecen también en
algunos términos del numerador multiplicando a diagramas que si estan conectados a los
puntos externos (éstos ultimos son llamados diagramas conexos). El efecto neto que tiene el
denominador es, precisamente, cancelar las contribuciones de los diagramas vacio-vacio en
el numerador, con lo que las tinicas contribuciones efectivas a las funciones de correlacién
vienen de los diagramas conexos y, por lo tanto, el calculo de la funcién de correlacién de
dos puntos y, en general, de cualquier funcién de correlaciéon de n puntos se simplifica de
la siguiente manera

suma de todos los diagramas
> (2.306)

QT {p(x1) - d(zn)} Q) = < conexos posibles con n puntos

externos.

Teniendo la funcién de correlaciéon es necesario, ahora, introducirla en la formula de
reduccién LSZ (2.279)), calcular su transformada de Fourier y tomar el limite en el que los
momentos estan en la capa de masa para obtener, finalmente, la amplitud del proceso. Sin
embargo, es posible identificar diagramas y reglas, llamadas diagramas y reglas de Feynman
en el espacio de momentos, heredadas de sus correspondientes en el espacio de posiciones,
con las que se puede obtener directamente la amplitud del proceso, sin necesidad de pasar
por todos estos pasos. La exposicion de ellas se muestra en el siguiente apartado.
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Reglas de Feynman

El procedimiento para el cdlculo de amplitudes delineado anteriormente produce siem-
pre una expresion de la forma

(pr,- -  PuliTIky, - k) = 2m)* W D “pi = > &y | iMys, (2.307)
i=1 j=1

donde My; = M(p1,--- ,Pn; k1, - , kp) es la amplitud invariante. Las reglas de Feynman
en el espacio de momentos permiten calcular directamente la amplitud invariante My; a
través de los diagramas de Feynman en el espacio de momentos. Estos diagramas estan
compuestos de lineas internas, que representan propagadores de Feynman en el espacio de
momentos; vértices, que representan las interacciones de la teoria; y lineas externas, que
representan a los estados iniciales y finales. Cada linea tiene asociado un momento. La
prescripcién para su calculo es

suma de todos los diagramas
iMp; = conexos y amputados, con ) (2.308)
estados inicial y final dados.

Las reglas para asociar factores determinados a cada parte componente de los diagramas
depende de la teoria particular de que se trate. Para el caso de la teorfa Hi = (A/4!)¢?,
las reglas son

1. Para cada linea interna

b ~ 7
= D(p) = . 2.309
= D) = e (2:309)
2. Para cada vértice
= —\. (2.310)
3. Para cada linea externa
N (2.311)

4. Imponer la conservacién del momento en cada vértice.
5. Integrar sobre los momentos ! que no quedan determinados: [ d*l/(2m)%.

6. El resultado debe ser dividido entre el factor de simetria propio de cada diagrama.
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De hecho, las tres ultimas de estas reglas son totalmente generales, es decir, se aplican
en cualquier teoria. Los momentos indeterminados a los que se refiere la regla 5 surgen
cuando hay diagramas con lazos, en éstos el momento interno del lazo no queda fijo por
conservacion de momento y se debe integrar sobre él. La determinacién de las reglas para
las lineas internas y vértices de cualquier teoria se puede realizar haciendo uso de la accién
tomada como funcional de los campos ¢, [43]

Lolpa] = /d4x£[¢a], (2.312)

n

de la siguiente manera. El factor asociado a los vértices es il'g,, .., (p1,- -+ ,Pn), definido a

través de la relacion

. : 0"To[¢al
T (p1y e pn) 2T D (py + -+ pu) = i(2m) 4" 0 , 2.313
Oay n(pl p )( ) (pl p ) ( ) 5¢a1 (pl) T 5¢an(pn) ( )
donde la accién de la derivada funcional §/d¢,(p1) se define como en ([2.180))
d¢a(p1) 4
L — 596@) (p1 — po); 2.314
5¢b(P2) b (pl p2) ( )

este factor estd determinado, basicamente, por los términos de interacciéon del Lagrangiano,
omitiendo los factores de los campos. El factor asociado a las lineas internas es Dq,q,(p1),

definido como .

aiaz

; (2.315)
p2=—p1

Dayay(p1) =i [Fg(pl,m)]

que es el propagador de Feynman y estd determinado, basicamente, por el inverso del ope-
rador cinético del campo en el espacio de momentos. Finalmente las reglas para las lineas
externas (iniciales y finales) asocian un espinor, vector 6 tensor de polarizacién, correspon-
diente al campo y a la polarizacién del estado inicial/final que dicha linea representa.

Estos son, en esencia, los conceptos y elementos basicos sobre los que estad construido
el Modelo Estandar de las Particulas Elementales. En la siguiente secciéon se describe,
brevemente, la forma en que estos elementos se ensamblan para edificar a esta teoria.

2.2. Modelo Estandar

El Modelo Estandar de las Particulas Elementales es la teoria cuantica de campos
que describe a las particulas fundamentales que componen la materia y a las particulas
mediadoras de tres de las cuatro interacciones conocidas de la naturaleza, a saber: la
nuclear fuerte, la nuclear débil y la electromagnética. Los ingredientes que constituyen a
este modelo son los siguientes: un conjunto de particulas de materia, un conjunto de bosones
de norma y el bosén de Higgs. Estos ingredientes son acoplados de acuerdo al principio de
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’ Fermiones ‘ I ‘ II ‘ III ‘ Q H ’ Bosones

(1,0)®(0,1) | Quarks (Z) @ (t> 2/3 R gluones

b) | -1/3 &5 wtz
1 1 Ve vy vy 0 v
(5,0)@ (0, 3) | Leptones ( . ) ( . > < i ) 1 (0.0) | Tiggss

Tabla 2.4: Particulas del Modelo Estandar. Tabla reproducida parcialmente de [54].

N[ —

)

Sl

norma y de tal modo que el mecanismo de rompimiento espontaneo de simetria dote de
masa a algunos de ellos.

Las particulas de materia son fermiones de espin-1/2, en la represetacién (1/2,0) @
(0,1/2) del HLG, que se clasifican en quarks y leptones; los quarks experimentan la in-
teraccién nuclear fuerte y los leptones son neutros ante esta fuerza, mientras que tanto
los primeros como los segundos experimentan las interacciones electromagnética y débil
(ésta tltima so6lo a través de sus componentes de quiralidad izquierda). Al mismo tiempo,
éstos se agrupan en tres generaciones de acuerdo a su escala de masas, donde cada genera-
cién contiene un doblete de quarks y un doblete de leptones, como se muestra en la tabla
. Las particulas de las generaciones II y III decaen hacia particulas de la generacion
I, y es por esto que la materia cotidiana estd compuesta sélo de particulas pertenecientes
a esta familia. Las interacciones fuerte, débil y electromagnética entre las particulas son
introducidas a través del principio de norma con un grupo de simetria

SU@B).®@SU(2),@U(1)y. (2.316)

El grupo SU(3). describe la interaccién fuerte y da lugar a 8 bosones de norma, corres-
pondientes a los 8 generadores de éste grupo; éstos bosones son llamados gluones. El grupo
SU(2)p ® U(1)y, donde el subindice L significa que la interaccién de norma SU(2) sélo
actia en las componentes de quiralidad izquierda de los quarks y leptones, describe a la
interaccion electrodébil y da lugar a 4 bosones de norma, correspondientes a los 4 gene-
radores de éste grupo; éstos bosones son los W+, Z y el fotén . Todos los bosones de
norma tienen espin-1 y estdn en la representacién (1/2,1/2) del HLG. El campo de Higgs
es un campo escalar de espin-0, en la representacion (0,0) del HLG que, a través del rom-
pimiento espontaneo de la simetria SU(2);, ® U(1)y hacia la simetria U(1)g del campo
electromagnético

SUR2)LeUl)y = U(1)g (2.317)

por medio del mecanismo de Higgs, dota de masa a los fermiones y a los bosones W+ y Z,
y da lugar al bosén de Higgs como remanente. En la tabla se muestra el contenido de
bosones.

El Modelo Estandar es la teoria fisica méas completa, exacta y precisa que se ha de-
sarrollado y verificado experimentalmente. Su construccién teérica sustancial se completd
en la década de 1970 [33:38|; ésta incluia particulas que ya habian sido descubiertas y
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predecia la existencia de otras mas que, posteriormente, fueron todas encontradas, siendo
la dltima el bosén de Higgs en el afio 2012 [55]. Desde que se completd su construccion
hasta el dia de hoy, no se ha encontrado evidencia experimental concluyente, de fenémenos
en el dominio de este modelo, que revele fisica mas alld de él, hasta energias del orden
de 13 TeV. Sin embargo, a pesar del éxito sin precedentes que ha tenido esta teoria, atn
persisten interrogantes abiertas y fenémenos que no son entendidos o explicados por com-
pleto. En particular, un conjunto de evidencias observacionales astrofisicas parecen revelar
la existencia de un nuevo tipo de materia que interacciona principalmente a través de la
gravedad y su interaccién electromagnética es nula o, al menos, de muy baja intensidad
por lo cual se le ha llamado materia oscura. La bisqueda de la descripcién de la naturaleza,
de la materia oscura es uno de los topicos de investigacién de frontera méas abordados en
la actualidad. En la siguiente secciéon se presenta una descripcion breve de las evidencias
que motivan la hipdtesis de la materia oscura.

2.3. Materia oscura

La hipotesis de materia oscura esté sustentada en evidencias observacionales astrofisi-
cas a escala galactica, intergaldctica y cosmologica, que revelan lo que serian sus efectos
gravitacionales. En las referencias [56, 57] se describen éstas evidencias, que a continuacién
se resumen.

Escala galactica. Existe una discrepancia entre las curvas de rotacién, i.e. la velocidad
rotacional como funcién del radio, que predicen las teorfas de gravedad (la teoria de Newton
y la teoria de relatividad general) y la que se ha medido en observaciones astronémicas, en
galaxias espirales. De acuerdo a las teorias de gravedad, la velocidad rotacional v(r) como
funcién del radio r estd dada por v(r) = \/GM (r)/r, donde M (r) es la masa de la galaxia
hasta un radio 7, que se obtiene de mediciones de luminosidad suponiendo una relaciéon
masa/luminosidad constante, asi, para radios en los que se alcanza M (r) ~ constante, la
velocidad decrece como 1/4/7; sin embargo, las observaciones astronémicas muestran que
la velocidad se mantiene practimente constante con el radio. Esta discrepancia desaparece
si se asume que existe un halo de materia no-luminosa cuya masa crece como M (r) o r y,
por lo tanto su densidad va como p(r) < 1/r%. En la figura se muestran las curvas de
rotacién para la galaxia NGC6503, obtenida de la referencia [58].

Escala intergalactica. Existe una discrepancia entre la masa del cimulo de galaxias
Coma obtenida de su andlisis dinamico y la obtenida de mediciones de luminosidad. De
acuerdo al teorema del virial, la velocidad cuadratica media a lo largo de la linea de
vision (v?) estd dada por (v?) = 5GM/3R, donde R y M son el radio y la masa del
ciamulo, respectivamente. El cédlculo de M a través de esta ecuacién devuelve el valor
M ~ 4.5 x 1013 M, que, dividido entre su luminosidad L = 8.5 x 10'° L da una relacién
masa/luminosidad v ~ 500; éste valor es dos érdenes de magnitud superior a la relacién
masa/luminosidad del vecindario solar. La discrepancia entre estos anélisis desaparece si se
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Figura 2.1: Curvas de rotacién para la galaxia NGC6503. La linea con guiones representa a
la materia luminosa, la linea con puntos al contenido de gas y la linea con guiones y puntos
al halo de materia oscura. Al considerar las contribuciones de estos tres elementos la curva
de rotacién se ajusta a los valores medidos. Figura obtenida de la referencia [5§]

asume que existe materia no-luminosa que compone la mayor parte de la masa del camulo
Coma.

Escala intergalactica. La teoria general de la relatividad establece que la distribucién
de materia determina la geometria del espacio-tiempo y, como consecuencia, la trayectoria
de la luz. Esto implica que la luz emitida por una fuente y detectada por un observador
aparecera distorsionada, desde la perspectiva del observador, cuando un objeto lo suficien-
temente masivo pasa a través de la linea de visién observador-fuente; éste efecto se conoce
como lente gravitacional. Si se supone que el halo de materia no-luminosa de nuestra galaxia
estd compuesto por objetos compactos masivos (MACHOs, acrénimo de Massive Compact
Halo Objects) hechos de materia del Modelo Estandar como, por ejemplo, estrellas enanas
blancas frias, enanas marrones 6 agujeros negros, entonces deberia haber muchos eventos
de lente gravitacional de corta duracién. Sin embargo, analizando la luz proveniente de
estrellas fuera de nuestra galaxia se ha encontrado que éste niimero de eventos es muy
bajo en comparacién con lo que se esperaria si el halo de materia no-luminosa estuviera
compuesto tnicamente por MACHOs y, a lo més, éstos podrian dar cuenta sélo del 8 % del
contenido de materia no-luminosa en el halo. Asi, la conclusiéon es que la mayor parte de
la materia en el halo de materia no-luminosa de nuestra galaxia debe estar distribuida de
manera uniforme y no en objetos compactos.

Escala cosmoldgica. El modelo cosmolégico ACDM es el modelo actualmente aceptado
para describir la evolucién del universo [57]. Este modelo esta basado en la teoria general
de la relatividad y en el principio cosmolégico, que establece que el universo es homogéneo e
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isotrépico a grandes escalas (2 100Mpc). El principio cosmoldgico es introducido a través
de la métrica de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker en las ecuaciones de Einstein y
produce las ecuaciones de Friedman. En este modelo se considera que el universo esta
compuesto por los siguientes ingredientes: materia baridnica, radiaciéon, neutrinos, materia
oscura y energia oscura, ésta tltima en forma de una constante cosmologica. Las mediciones
del fondo césmico de radiacién de microondas (CMB) realizadas por el satélite Planck [59]
y sus antecesores asi como la formaciéon temprana de estructura en el universo pueden
ser reproducidos y explicados si se considera que el universo estd compuesto en un 26 %
aproximadamente por materia oscura.

Este conjunto de evidencias demuestran que la hipotesis de la materia oscura es in-
eludible y, para desentraflar su naturaleza, se han propuesto diferentes tipos de objetos
como candidatos. Los candidatos deben, desde luego, cumplir con una serie de requisitos
necesarios para ser considerados como tales; algunos de éstos requisitos son, por ejemplo:
interactuar muy débilmente con la radiacién electromagnética, ser estable a escalas cosmo-
l6gicas de tiempo, reproducir la densidad obtenida de las mediciones del CMB, etc. Existe
una propuesta reciente que plantea la descripcion de DM como un campo en la representa-
cién (1,0)@ (0, 1) del HLG [60464] y se ha encontrado que cumple con los requisitos para ser
considerado como candidato [60-64]. Esta propuesta es llamada materia oscura tensorial y
se aborda en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Materia oscura tensorial

Materia oscura es uno de los problemas més notables y enigmaticos de la fisica actual.
Existe una gran variedad de candidatos, de muy diferentes naturalezas y propiedades,
propuestos para su descripcion fundamental 6 efectiva: desde particulas como los axiones,
cuya masa es del orden de 107%eV, hasta agujeros negros primordiales, con masas de
hasta 10°Mg ~ 107'eV e, incluso, propuestas de modificacién a las teorfas de gravedad
(MOND, MGR). En relacién con esto, resulta particularmente llamativo que las propuestas
de campos como candidatos a materia oscura pertenecen, por lo regular, a las mismas
representaciones del grupo homogéneo de Lorentz presentes en el Modelo Estandar, esto
es, a las representaciones escalar (0,0), espinorial (1/2,0) & (0,1/2) 6 vectorial (1/2,1/2).
En vista de lo anterior, resulta interesante explorar alternativas que vayan mas alla de
este paradigma. Materia oscura tensorial (TDM) es una propuesta que va en este sentido.
TDM es la propuesta que plantea la descripcién de DM como un campo cuantico en la
representacion (1,0) & (0, 1) del HLG; ésta se desarrolla en un esquema de materia oscura
escondida, bajo el cual TDM no tiene cargas del SM y las interacciones entre ambos sectores
son del tipo singleteDM-singleteSM. En articulos recientes [60-64] se ha estudiado esta
propuesta y se ha encontrado que cumple con los requisitos y estd dentro de las cotas
actuales para ser considerado como candidato a DM.

El presente capitulo es una revisién de la propuesta de materia oscura tensorial: desde
su dinamica libre hasta el propio modelo de TDM y los resultados que se han obtenido. En
la primer seccién se reproduce el formalismo de primeros principios, de la referencia [42],
para obtener la ecuacién que dicta la dindmica libre para el campo de la representacion
(1,0)® (0,1) del HLG. En la segunda seccién se describen los aspectos clésicos y cudnticos
de éste campo, estudiados en las referencias [65] |66]. Finalmente, en la tercer seccién se
describe la propia propuesta de TDM, estudiada en |60-64], asi como los resultados y las
conclusiones a que se ha llegado.
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3.1. Paridad y dinamica de los estados masivos

Como se mencioné en la subseccion , la integracién consistente de la mecanica
cuantica y la teoria especial de la relatividad s6lo es posible a través de la teoria cuantica
de campos. No obstante, las ecuaciones que rigen la dindmica libre de los campos cuanticos
son las mismas ecuaciones de la mecanica cuantica relativista, pero interpretadas para
campos cuanticos, no ya para funciones de onda. Esta observacién posibilita la bisqueda
de ecuaciones de campo atendiendo sélo a los principios de la mecanica cudntica relativista,
es decir, atendiendo sélo a los postulados de la mecanica cuantica y a la teoria especial
de la relatividad, sin involucrar, en principio, lo concerniente a la teoria de campos. En
la subseccién se revisaron las representaciones unitarias irreducibles del grupo de
Poincaré propio ortécrono P4+ que, como se menciond, es convencionalmente aceptado
como el grupo de simetrias de las particulas cudnticas relativistas libres, y en la subseccién
se hizo énfasis en que las tnicas restricciones que impone P4 sobre los estados
masivos es que éstos se encuentren en la capa de masa p?> = m? y que tengan momento
angular j bien definido. La primera de éstas condiciones, en el espacio de configuraciones,
significa que la dindmica de la funcién de onda ®(x*,j) de una particula de espin j debe
cumplir con la ecuaciéon de Klein-Gordon, pero mas alld de esto no hay nada en P4+ que
determine la dindmica propia de la funcién de onda ®(x*, j). En esa misma subseccién se
presentaron las ecuaciones dindmicas para las funciones de onda de particulas masivas de
espines j = 0 en la representacién (0,0), j = 1/2 en la representacién (1/2,0) & (0,1/2) y
j =1 en la representacién (1/2,1/2) sin otra justificacién tedrica fundamental mas que el
hecho de que estaban construidas con operadores en la misma representacién que la funcién
de onda y que sus dindamicas cumplen, también, la ecuacion de Klein Gordon.

El grupo completo de simetrias del espacio de Minkowski es, sin embargo, el grupo de
Poincaré P = P4+ UP_4UP_  UP, | que incluye a las simetrias discretas de paridad T'(P,0),
inversién temporal T'(7, 0) e inversién total T'(PT,0), no sélo su subgrupo propio ortécrono
P_+. Como consecuencia, el grupo de simetrias del espacio de Hilbert H de estados cudnticos
es, también, el grupo de Poincaré P completo; esta observacién se enuncia enseguida como
un lema.

Lema. Las simetrias de una particula cuantica relativista libre son las simetrias del espacio-
tiempo, en este caso del espacio de Minkowski. El grupo de simetrias del espacio de Hilbert
‘H de estados cuanticos que representan a una particula libre es, entonces, el grupo de
Poincaré P = [P+T U IP_T U [P—i U [P-H/

Un analisis y caracterizacion completos de los estados cuanticos de particula libre debe
incluir, por lo tanto, a las simetrias discretas U(P,0), U(T,0) y U(PT,0). Esta observacién
es la premisa sustancial de la referencia [42], en la que, a partir de ella, se desarrolla un
método general de primeros principios para deducir ecuaciones de onda propias de las
funciones de onda ®(x*, j) de particulas masivas de espin j en cualquier representacién del
grupo homogéneo de Lorentz. En particular, para la representacién (1/2,0) @ (0,1/2) se
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obtiene la ecuacién de Dirac y para la representacién (1/2,1/2) se obtiene la ecuacién de
Proca. Este formalismo revela, ademés, el origen de la simetria de norma en la simetria
de paridad. El desarrollo que se presenta en esta seccion reproduce los argumentos de las
secciones II y III de dicha referencia. Primeramente se examina el papel de las simetrias
discretas en el grupo de Poincaré, después se analizan las representaciones del grupo de
Lorentz que son irreps de paridad y, finalmente, se construyen los estados masivos y se
deducen las implicaciones dindmicas que naturalmente poseen.

3.1.1. Simetrias discretas en el grupo de Poincaré

Habiendo revisado el grupo de Poincaré propio ortécrono P4 en la subseccién ,
la presente subseccién se enfoca en el rol que juegan las simetrias discretas dentro de P y
sus implicaciones en los estados cuanticos del espacio de Hilbert H. Las transformaciones
discretas del grupo de Poincaré en el espacio de Minkowski son T'(P,0), T(7,0) y T(PT,0),
implementadas por las matrices P*,, T#, y (PT)*, respectivamente, definidas como
P#, = Diag(1,—-1,—-1,-1), T#, = Diag(—1,1,1,1) y (PT )", = Diag(—1,—1,—1,—1). En
este capitulo se utilizard el simbolo D para representar genéricamente una transformaciéon
discreta, cualquiera de éstas, o sea D = P, T, PT. Las transformaciones discretas en el es-
pacio de Hilbert H son U(P,0), U(T,0)y U(PT,0) que, por el teorema de Wigner |41} 44],
pueden ser representadas como operadores lineales unitarios ¢ anti-lineales unitarios (anti-
unitarios). Aplicando la regla de composicién de P a U(D,0)U(1 + w,e)U 1(D,0)
se obtienen las relaciones

U(D,0)(iJ*)UY(D,0) =iD, D, J*,

U(D,0)(iPP)U1(D,0) =iD," P*, (3.2)
que son expresiones andlogas a , pero ahora para las transformaciones discretas
U(D,0); aqui se han mantenido los factores i porque las transformaciones discretas pue-

den ser, en principio, antilineales. La componente temporal de (3.2]), para cada una de las
transformaciones discretas, es

U(P,0)(iH)U Y(P,0) =iH,
U(T,0)iH)U Y(T,0) = —iH,
U(PT,0)(iH)U Y(PT,0) = —iH.
Debido al signo menos en los miembros derechos de (3.4) y (3.5), la implementacién
de U(T,0) y U(PT,0) debe ser anti-lineal, ya que de otra manera el estado obtenido
de su aplicacién a un estado |E), que cumple H |E) = E|E), tendria energia negativa

H(U(D,0)|E)) = —E(U(D,0) |E)),D = T,PT; la implementacién anti-lineal de ellas da
lugar a degeneracién del estado |E), en lugar energias negativas. Puesto que (3.3)) no tiene
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signo negativo en su miembro derecho, U(P,0) no padece de este problema y la transfor-
macién de paridad puede ser implementada como lineal y unitaria

UT(P,0)U(P,0) = U(P,0)U'(P,0) = 1. (3.6)

La unitariedad de U(P,0) aunado al hecho de que su doble aplicacién es la identidad
U2(P,0) = 1, revelan que éste es, también, un operador hermitico

UT(P,0) = U(P,0). (3.7)

Con lo anterior, las expresiones (3.1)) y (3.2)), separadas en sus componentes espaciales y
temporales son

U(P,0)HU Y(P,0) =H, U(P,0)PUL(P,0) = (3.8)
U(T,0)HU Y(T,0) =H, U(T,0)PUYT,0) = (3.9)
U(PT,0)HU Y(PT,0) =H, U(PT,0)PUL(PT,0) :P, (3.10)
U(P,0)JUY(P,0) =J, UP,0)KU(P,0) = (3.11)
U(T,0JUNT,0) =—J, U(T,0)KU(T,0) K, (3.12)
U(PT,0)JU Y (PT,0)=—J, U(PT,0)KU Y(PT,0) = (3.13)

Estas expresiones contienen toda la informacién de la accién de las transformaciones dis-
cretas sobre los generadores PP y JP?; con esta informacion, se procede ahora a estudiar
las implicaciones que tienen ellas en los estados cuanticos masivos.

Las irreps del grupo propio ortécrono de Poincaré P+ estdn definidas por los eigenva-
lores p? y w? de sus operadores de Casimir P? y W?2. De la separacién espacio-temporal de

Pty WF (2.69) junto con las expresiones (3.8)-(3.13)) se observa que P? y W?2 conmutan
con todas las transformaciones discretas

U(D,0)P*U~1(D,0) =P?, U(D,0)W?U~1(D,0) =w?, (3.14)

por lo cual las irreps de P, al igual que las de P+, estan definidas por los eigenvalores p?
y w?, que para el caso masivo son p?> = m? y w? = —m2j(j + 1), esto es, la masa m y el
espin j de los estados.

Como se vi6 en la subseccién , dos CSCOs del grupo propio ortécrono P4 para
el espacio de estados masivos son los conjuntos {P*, P2 W2 S3} v {H, P2, P2, W2, J3},
que coinciden en el subespacio de estados en reposo, i.e. en el marco de referencia en
reposo. En lo que respecta al grupo de Poincaré P, puesto que se busca conocer especifi-
camente las implicaciones de la simetria de paridad en los estados masivos, es conveniente
elegir un CSCO que incluya al operador U(P,0), que de ahora en adelante se renombra
como

L= U(P,0). (3.15)
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Dado que II no es compatible con las componentes espaciales P del momento, véase ,
no es posible incluir también a éstas ultimas. Dos CSCOs de P para el espacio de estados
masivos son los conjuntos {H, P2, P2, W2, S3 11} y {H, P?, P2, W2, J3, 11}, que coinciden
en el subespacio de los estados en reposo

{H, PQ,PZ,WZ,SB’,H}\pQ:O = {H, P, P*, W2, J3,H}\p2:0 (3.16)

como consecuencia de que p? = 0 implica necesariamente p = 0, y S lp=o = J (2.92). En
lo subsecuente se utilizara el CSCO {H, P?, P2, W2, J3 II}. Los vectores de esta base son

‘E7p27m27j7j377r> = ’Eap27p2 = m27w2 = _mQj(j + 1)7j3a7r>7 (317)

en particular, los vectores con p? = 0 tienen momento bien definido p = 0, por lo tanto
|E,p* = 0,m?, 4, ;% ) =k m? j,5° 7, k" =(m,0,0,0). (3.18)

La transformacion de Lorentz que lleva el momento k* al momento genérico p* es el
boost p* = LF,(p)k”. La aplicacién de este boost en el espacio de Hilbert es a través de
U(L(p)) = U(L(p),0) que, actuando sobre |k*, m?, j, j3,7), produce estados de momento
p* bien definido en virtud de que

PRU(L(p)) [k, m?, j, 3%, m) =U(L(p)) [U~"(L(p)) P*U (L(p))] |K",m?j, 5°, m)
=U(L(p))[L(p)" ,P] K, m?, 5,5, )

9 . 3 (3.19)
=L(p)" k"U(L(p)) |k",m?, j, j°, m)
:p“U(L(p)) |k#7 m2a Js j3’ 7I'> 5
por lo tanto es posible escribir
P, m?,4) s = U(L(p)) [k*, m?, §, 5%, 7), (3.20)

donde los subindices j2, 7 indican que el vector en el miembro izquierdo no es eigenvector
de los operadores J? y II porque éstos no conmutan con los generadores K de boost, véase
(2.66| y [3.11)). El efecto de las traslaciones espacio-temporales U(1,a) sobre estos estados
es

U1, a) [p",m?, o = e 0 [ m?, ) jo o (3:21)
mientras que el efecto de las transformaciones de Lorentz U(A) = U(A,0) es

UM P, m?, ) js  =U(AL(p)) [K*,m?, j, 5%, m)
=U(L(Ap))U(L™ (Ap)AL(p)) [K",m?, j, j°, ) (3.22)
=U(L(Ap))W (A, p) k¥, m?, j, j°, ) ,
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donde W (A, p) = U(L~Y(Ap)AL(p)) es un elemento del grupo pequeno de k* = (m,0,0,0),
o sea, un elemento del grupo SU(2), por lo tanto

UM [p",m?,5) j3  =U(L(Ap) > DY, o (W(A,p)) k¥, m?,j, 5, ')

j/3,7T/

:ZDj/37j3 (W(A,p)) ’(Ap) ,m ’j>j/3,7r ,
j/3

donde los elementos de matriz D](.QW, son

j3m

DY)

V) on = (kP m?, ., exp (—z’J(j) : 9) K+ m?, 5,5, m) = DY) bm, (3.24)
que son diagonales en los valores de m porque los operadores II y J conmutan, .

La propiedad de separacién de las transformaciones de Poincaré en traslaciones espacio-
temporales y transformaciones de Lorentz U (A, a) = U(1,a)U(A,0) induce una separacién
de los vectores en las irreps de P como productos de vectores en las irreps del subgrupo
de traslaciones espacio-temporales T4 y vectores en las irreps del subgrupo homogéneo de
Lorentz L. En el marco de referencia en reposo los estados masivos son |k*, m?, 7,53, 7) y
esta separacion es

|KH,m?, j, 3%, m) = [k m?) (B9, §, 57w (3.25)

donde los vectores |k*,m?) en las irreps del subgrupo de traslaciones espacio-temporales
cumplen

PH [ m?) =k |k, m?). P2k, m?) =m? [k, m2),  (3.26)

y los vectores |k*, j, j3,7), en las irreps de L cumplen

J? k", 4,55, ) =5+ 1) k"4, 5% ) (3.27)
JERM 5,52, ) =32 1k 5,50, T (3.28)
(k) |k, j, 5%, m)y = |kM, 3, 5%, 7). (3.29)

Es decir, ademas de las ecuaciones de eigenvalores para J? y J? (que aparecen también
en el andlisis convencional de los estados masivos, véase (2.116]) y (2.117))), los vectores
|k*, 4, 53, m) cumplen la ecuacién de eigenvalores correspondiente para el operador de pa-
ridad II(k). Esta tltima ecuacién es la restriccién adicional que surge de considerar como
grupo de simetria el grupo de Poincaré P completo. La separacién nos conduce,
ahora, a la revisién de las representaciones de L que tienen paridad bien definida, especifi-
camente a las representaciones de [L que son, al mismo tiempo, irreps de paridad II.
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3.1.2. TIrreps de paridad en el grupo homogéneo de Lorentz

Las irreps del grupo de Lorentz propio ortécrono L 4 se revisaron en la subseccién
. La presente subseccién se enfoca en el estudio de las representaciones de L4
que son, al mismo tiempo, irreps de paridad. Las irreps de L4 estdn definidas por los
pardmetros (a,b) que determinan a los eigenvalores a(a+ 1) y b(b+ 1) de sus operadores de
Casimir A? y B2, y tienen dimensién (2a + 1)(2b + 1). De las definiciones y de la
accion del operador de paridad II sobre los generadores J y K, mostrada en las expresiones
, se tiene que la accién de II sobre los operadores A y B es

IMAII! =B, IIBI ! =A, (3.30)

por lo tanto, II mapea la irrep (a,b) de L4 a la irrep (b, a). Debido a esto, las unicas irreps
de L4 que son también irreps de paridad son aquellas de la forma (a,b = a). Sin embargo,
si b # a, es posible construir irreps de paridad como la suma directa (a,b) @ (b,a). Como
se expuso en las ecuaciones ([2.137)), (2.138) y (2.139), las irreps (a,b) contienen sectores
de espin con j = |a—b|,|a—b|+1,--- ;a+b—1,a+ by, en particular, las irreps derechas
(a,0) e izquierdas (0, b) tienen espin j bien definido j = a y j = b, respectivamente, con lo
cual, las irreps de paridad de espin j bien definido son aquellas de la forma (4,0) @ (0, j),
cuya dimensién es 2(2j + 1); durante el resto de esta seccion se trabaja solamente con estas
representaciones.

Tanto los vectores |7, 0; 52,0) de (j,0) como |0, j;0, j3) de (0, j) son eigenvectores de J?
y J3, o sea, cumplen las ecuaciones y (3.28)), separadamente. Para el cumplimiento
de es necesario construir, con ellos, eigenvectores de I en (j,0) @ (0, j); esta tarea
se realiza con ayuda de los operadores de Casimir Cy = A? + B>y C_ = A% — B?,
introducidos en . El operador C tiene el mismo eigenvalor j(j + 1) en las irreps
(7,0) v (0, 7), mientras que los eigenvalores del operador C'_, en ellas, difieren en un signo:
j(7 +1) para (4,0) y —j(j + 1) para (0,7). Lo anterior permite distinguir a las irreps
derechas e izquierdas por el signo de este eigenvalor. Para esto, es 1til usar el operador de
quiralidad x, que se define como el C_ normalizado

A? — B?
= ) 3.31
X @+ D) +ob+1) (3:31)
cuyos eigenvalores £ en las representaciones (7,0) y (0,7) son £ =1y £ = —1, respectiva-
mente y, por su definicién, cumple la propiedad
Iyt =—y — {II, x} =0. (3.32)

Con esto, es posible denotar a las representaciones (4,0) y (0, ) en términos de j y £ como

(4,¢)
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y sus respectivos vectores como
+:4.5%) =15,0:5°,0), =:5,5°) =10,5:0,5%) (3.34)

donde la etiqueta + corresponde a los eigenvalores £ = +1 de y. Debido a que II y x
anticonmutan, la aplicaciéon de Il en un eigenvector de y invierte su eigenvalor &

XIL[E; 4, 5%) = —TIx |€4,5%) = —€MT1¢; 5, 5°) (3.35)
especificamente
I |+;5,5°) = |-:5.5°) I |=:4,4%) =454, 5°) . (3.36)

De aqui es evidente que los eigenvectores de paridad son las combinaciones lineales |+; 7, 73)+
|—; 7, j3) y, puesto que estos ya cumplen las ecuaciones (3.27)), (3.28) y (3.29), son precisa-
mente los eigenvectores |k*, j, 73, 7).

1

k.5, 5% 0 =—= (|1+54,5°) + 1—34.5%)) , (3.37)

2

k“) ') '37_ == +a .) j3) — ) .7 3 . 338
[K#, 5, 3% =)0 \/Q(! 3,5°) = 1=33,3°)) (3.38)

La base {|—|—;j,j3) =37, j3>} de la representacién (7,0)®(0, j) es llamada la base quiral.
Los operadores que actiian de manera cerrada en las representaciones derechas e izquierdas
son, en esta base, diagonales a bloques O = Diag(Opg, Op), por ejemplo el operador de
quiralidad x, mientras que el operador de paridad II, que intercambia las quiralidades

(3.36)), es antidiagonal a bloques

=

1y41 O ) < 0 12j+1>
= , II = . 3.39
X < 0 141 T9j41 O (3:39)
Una transformacién de Lorentz propia ortécrona, en esta base, es
~ (Ur(A,0) )
U(A,0) = < 0 UL(A,0)) (3.40)
y los generadores son
Jioy O JW 0
J(J,O)@(O,g) ( 0 J(o,j) 0 J(j) ) (3 )
K 0 iJU) 0
K, N =G0 = S 42
(7,0)©(0,) < 0 K(og)) ( 0 _Z'J(J)> (3.42)

Los ejemplos no triviales més simples de las irreps de paridad (j,0) & (0,7) son las
representaciones (1/2,0)®(0,1/2) y (1,0)&(0,1). En los siguientes apartados se examinan
sus aspectos basicos y se escriben explicitamente los vectores |kH, j, 53, +), en cada una.
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Representacion (1/2,0)®(0,1/2)
La base quiral {|+;1/2,53),|—;1/2,5%)} es

Baa20e0:1/2) = { (’T3R> ’ <|¢3R> | <r¢(>)L> ’ (!&) } (3.43)

E{|+§T> 3 |+;¢> ) ‘_;T> 3 |_’*L>}

La descomposicién, en ésta base, de un vector [i)) de ésta representaciéon es la siguiente

) = [ 1) (bt he) s 4) (s b o) [ =1) (=51 Je) =343 (51 J). Dado que la. base

es ortogonal, se puede representar matricialmente como

1 0
. 0 . 1
[0 =0 =14 | [+ =) =1, | (3.44)
0 0
0 0
. 0 . 0
=1 === = =v(=h =14 (3.45)
0 1
con lo que la representacién matricial del vector [i)) es
[y =¥ =(+ T [) v(+5 1) + (+5 L [¥) (45 1)
(+371 ) (3.46)
+; :
) e+ (s = [
(=34 [¥)
La representacion matricial de los generadores J*¥ es
JE ) i [ohEY — gVEH 0
" _ [ “a/20 . 1 (old" —o"0
J(1/2,0)@(0,1/2) - ( 0 J(fé)ljl/2)> 1 ( 0 FhoV — UVUM> ) (3.47)
donde o* y * estan definidos en . Sus componentes J y K son
J 0 1/ 0
S _(Jas0 > .1 < > , 3.48
(1/2,0)®(0,1/2) ( 0 J(0,1/2) 2\ 0 o ( )
iJl 2,0 0 . i1 (o 0
K(1/270)€B(071/2) = ( ((]:{ ) _ZJ(O 1/2)) = 5 (@ —0'> . (349)

Los vectores |¢) de esta representacion son llamados espinores de Dirac y tienen espin
j=1/2.
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Los eigenvectores de paridad |k, j = 1/2, j3, &), son

K, 1/2,5°%,4) = \ﬁ (1+:1/2,5%) + 1=51/2,5%)) (3.50)
0, 1/2.3%, =)y == (H51/2.5%) = |=51/2.5%) (351)
que reescribiendo |k#,1/2, 53, +), = |53, &) son
T, +) 7(I+ 1=,
4o +) 7(\+ b+ 1=8), )
It =) 7(\+ 1= 1=1),
4. =) =ﬁ (54 = 1=49).

Desde luego, estos |j3, £) forman, también, una base ortogonal de ésta representacién, que
es conocida como la base de Dirac; su representacién matricial en la base quiral es

1 0
1 0 1 1
1T, 4+) =v(t,+) = vARE 4+ =p, +) = 7ol (3.53)
0 1
1 0
1 0 1 1
1T, =) =¢(h,—) = ﬁ 1| =) =v(, —) = ﬁ 0 (3.54)
0 -1

Representacién (1,0)®(0,1)
La base quiral {|+;1,53),|—;1,7%)} es

Boy@0,1) = { (|+(1)>R) ’ ('%R) ’ <|_é>R> ’ <y+(1)>L> ’ <|0(§L> ’ (!—(1)>L> } (3.55)

La descomposicion, en ésta base, de un vector |¥) de ésta representacion es de la siguiente

manera W) = |4;+1) (+; 1|¥) + |+;0) (+5 0[¥) + [+; =1) (+; =1[¥) + | = +1) (= +1|¥) +
|—;0) (—;0|¥) + |—; —1) (—; —1|¥). Dado que la base es ortogonal, se puede representar
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matricialmente como |+;53) = ¥(%;52), donde

1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
\P(_v—i_l) - 1 ) \Il(_70) - 0 ) \Ij(_v_l) - 0 ’ (357)
0 1 0
0 0 1
con lo que la representacién matricial del vector |¥) es
|W) = U = (+; +1|¥) U(+;+1) + (+50/¥) U(+;0) + (+; —1|¥) ¥(+; 1)
+ (= Y U= 41) + (=5 0[¥) U(—;0) + (= —1[¥) ¥(—; —1)
(45 +1|¥)
(+:;0]@) (3.58)
(+;=1¥)
(=5 +1]¥)
(= 0/w)
(= —11%)
La representacién matricial de los generadores J*¥ es
JE 0
JH S S (3.59)
(1,0)®(0,1) ( 0 J(%,l)
Sus componentes J y K son
(Jae O\ _(JD 0
J(1,0)es(o,1) - ( 0 J(o,1) = o JOU ) (3.60)
iJ 0 iJO 0
K = (@0 = 61
(1,0)@(0,1) ( 0 —iJ o) 0 —ig)> (3.61)

donde los J() estén definidos en (2.159). Los vectores |¥) de esta representacién son
llamados espinores (1,0) & (0,1) y tienen espin j = 1.
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Los eigenvectores de paridad |k, j = 1, j3, &), son

130 =5 (51,5 + = 1.5).
0, 1,5%, - == (L% = 1= 15%).
que reescribiendo |k#, 1,3, &), = |53, £) son
L) =5 () + i),
0.4) == (14:0) + =50)).
—1,4) == (i =1) + =),
=) == () = =i +),
0.) =5 (1+:0) = |=:0).
1) == (i =1) = =),

(3.62)

(3.63)

(3.64)

Estos |72, &) forman, también, una base ortogonal de ésta representacién; su representacién

matricial |53, 4) = ¥(j3, £) en la base quiral es

1 0
0 1
110 110
U(+1,4) :ﬁ aE v(0,+) :\ﬁ ol U(—-1,4+)
0 1
0 0
1 0
0 1
1 0 1 0
‘I}(—i_l’_) :E 11 \I](O,—) :ﬁ 0 ) \Il(—l,—)
0 -1
0 0

0

0

1

ol (3.65)
0

1

0

0

1

0 (3.66)
0

-1

Habiendo encontrado los eigenvectores |k*, j, j3,7r>[L, se pueden construir ya los esta-
dos masivos en reposo |k*, m?, 7,73, ), de (3.25)). En la siguiente subseccién se realiza la
construccion de dichos estados y se deducen las implicaciones dindmicas que naturalmente

poseen.
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3.1.3. Estados y dinamica de las representaciones (j,0) @ (0, j)

En el marco de referencia en reposo la separacién (3.25) de los estados masivos es
|kt m?2, 4,53, ) = |k*,m?) k", j,j3,7),, donde el vector |k¥,j, 3, m), pertenece a una
irrep de paridad. Por ejemplo, en la irrep (1/2,0) @ (0,1/2) es |k*,j =1/2,53,7) =
[ (kH, 53, 7)), mientras que en la irrep (1,0)(0,1) es |k*,j = 1,53, m), = [V(kH, 53, 7)). En
lo sucesivo, para expresar de manera genérica cualquiera de estas identificaciones se usara
\kH,m?2, 4,753, 7). = |®(k*, j, 73, 7)). Los estados con momento p* = L(p)* k" arbitrario se
obtienen al aplicar el operador de boost U(L(p)) = U(L(p),0) sobre ellos

P, m®, ) js . = U(L(p)) |k, m?, 5, 5%, ) = [pH,m?) |9 (0", 1)) jo v » (3.67)

donde [®(p",j)) ;s . = U(L(p)) |®(kH, 4,73, 7)); proyectando a en el espacio de con-
figuraciones se obtiene su funcién de onda ®(x*,j) = e*"p'xq)js’w(p“,j).

Las ecuaciones de eigenvalores que definen a los estos estados masivos en reposo son
las mismas que en l) y, adicionalmente, la de paridad

(k) [k*,m?, j,j°, =) = = |k*,m?, j, 5%, 7). (3.68)

La transcripcion de las primeras para los estados boosteados |p#, m?2, 5) j3 . tienen el mismo
significado que se mencioné en la subseccién (2.1.5). Respecto a la ecuacién de paridad, al
aplicar un boost sobre ella se obtiene

[U(L(p)IL(k)UH(L(p)) — ] [P, m?, j) ;s = O, (3.69)

que, en vista de que (3.11)) implica que IL(k)U(L(p))II-*(k) = U1 (L(p)), se puede reex-
presar como

[UX(L(p)IL(k) — 7] [p*,m?, ) ja - = 0. (3.70)
Esta ecuacién puede ser escrita en forma matricial en las representaciones (7,0) @ (0, j)
calculando explicitamente el operador de boost U(L(p)) = Diag(Ur(L(p)), Ur(L(p)))

exp (—1K ;o) 0
U(L(p)) = ( AL )
0 exp (—iK () - ¢) (3.71)
_ (exp (J(j) 'nqﬁ) 0 '

N 0 exp (—J(j) neg) )’
Las exponenciales pueden ser calculadas observando que el operador h = JU) . n tiene
los mismos eigenvalores del operador J3, es decir —j,—j +1,---,j — 1,5 y dado que toda

matriz cumple la ecuacién caracteristica de sus eigenvalores se tiene
(h+j)h+j—1)--(h—j+1)(h—j) =0, (3.72)

ecuacién que permite escribir a k%1 como un polinomio de orden menor a 2j + 1, especi-
ficamente como un polinomio de orden 2j — 1, con lo que las exponenciales exp (+h) sélo
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tendran un ntmero finito de términos independientes y serdan, de hecho, un polinomio de
orden 2j en h. En los siguientes apartados se realiza este procedimiento para obtener la
condicion (3.69) explicitamente para los casos j =1/2y j = 1.

Caso j =1/2

La representaciéon matricial de J(1/2) es J(1/2) = o /2. El operador h = J1/2).n cumple

1 1 1
h+=)(h—2)= h? == :
< + 2) < 2> 0 = 7 (3.73)
con lo que
. . E+m+to-p
U L —e* — cosh ? 4 2h sinh ? = 3.74
w1 (L)) : 3 e (374)

donde se ha usado cosh ¢ = E/m. El operador de boost U(L(p)) es explicitamente

E+m+ps p1 — P2 0 0
. p1+ip2  E+m—ps3 0 0
U(L =N . 3.75
(L(p)) 0 0 E+m—ps —pi+ip (3.75)
0 0 —p1—1ip2 E+m+ ps

donde N = 1/4/2m(E + m). Los vectores |¢(p")) ;s . = U(L(p)) [ (k*, j3, 7)), representa-
dos matricialmente por ;s - (p"), se obtienen de aplicar (3.75) a los vectores en reposo en

B53) y B39

E+m+ps p1— ip2
N p1 + ip2 N [E+m—p3
Y — — , 20— . 5 376
Y1+ (") G Etm—ps Y+ (") 73| —pi+ip (3.76)
—p1 — ip2 E+m+p3
E+m+p3 p1— ip2
N p1 + ip2 N | E+m—p;3
() == : _(p") =— . : 3.77
¢T, (p ) \/5 —E—m+ps ¢i, (p ) \/5 p1 — ipy ( )
p1+ip2 —E—m—p3
La ecuacion (3.69) es
(U(Lp)I(F)UH(L(p)) = 7) Wy (") = 0; (3.78)
del calculo explicito se obtiene que
"
_ p
U(L(p))IU~ (L(p)) = 2, (3.79)
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donde
AV =TI(k) = i (3.80)
’ a0 )’

con lo que (3.78)) es
(Yo — mml)js - (p") = 0, (3.81)

que es precisamente la ecuacién de Dirac en el espacio de momentos para las particulas

7m = +1) y antiparticulas (m = —1). La proyeccién de los estados |p*, m?,1/2).s _ sobre
-] 77r

. . .« s o 71 T
el espacio de configuraciones es la funcién de onda (z#) = =" %13 - (pM) y esta cumple,
como consecuencia, la ecuacién de Dirac

(iv" 0y — ml)p(2") = 0. (3.82)

Este célculo demuestra que la ecuacién de Dirac no es otra cosa méas que la expresiéon
covariante de la ecuacién de eigenvalores del operador de paridad II(k) en la representacion
(1/2,0) & (0,1/2). El operador II(p), definido como

I(p) = U(L(p)I(k)U ™ (L(p)), (3.83)
cumple I1?(p) = 1, que implica la relacién
(v'pu) = p°1, (3.84)

ya conocida de antemano, pero deducida aqui como consecuencia de las propiedades del
operador de paridad.

Caso j =1
La representacién matricial de J™M) es la definida en (2.159)), que aqui se reescriben

1
1 ) (1) ) 7 . . 10 0
o={v Y ul o=l YoTE] s 8 8 01 - (3.8)
El operador h = JU - n cumple
(h+1)(h—0)(h—1)=0 = h3 =h, (3.86)

con lo que

1, 1. .)2
Up/L(L(p)) =e*"% = 1 & hsinh ¢ + h*(cosh¢ — 1) = 1 & Jmp + ni.(]E +p 3n> ., (3.87)
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donde se ha usado cosh ¢ = E/m. El operador de boost U(L(p)) es explicitamente

U(L(p)) = Nx
(m(E+m)+(E+m)J1-p+(J1-p)2 0 )
0 m(E+m)— (E+m)J'-p+ (J'-p)?)°
(3.88)

donde N = 1/(m(E+m)). Los vectores [¥(p")) s . = U(L(p)) |W(kH, 3, 7)), representados
en matriz por ¥;s - (pt), se obtienen de aplicar (3.88]) a los vectores en reposo (3.65))-(3.66])

(B +m)(m +p3) + p3 + prp—
(E +m+ ps)p+
N pi
N , 3.89
V2 | (E+m)(m —ps)+ p3 + pip— (3:89)
—(E +m — p3)p+
2
Py

Vi (p) =

(£ +m + p3)p—
m(E +m) + 2pyp-
N | (E+m—ps)ps
V2 | —(E+m—ps)p- |’
m(E +m) + 2pyp_
—(E +m+ ps)p+

o +(p") = (3.90)

>
(E+m —ps3)p—
N | (E+m)(m—p3)+p2+ _
\I/—l,—i-(pu) :72 ( )( 11;23) P3 T P+P
—(E +m + p3)p-

(E +m)(m + p3) + p2 + pip-

, (3.91)

(E +m)(m + p3) + p2 + pip—
(E+m+ p3)p+
N p2
Uy (ph) == + : 3.92
“(p)x@ —(E +m)(m — p3) — p3 — p+p— (3:92)
(E +m —p3)p+
2
2
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(E' +m + p3)p—
m(E +m) + 2pyp-
N (

E+m —p3)py
Wo_(p") = , 3.93
0, (p) \@ (E+m—p3)p_ ( )
—m(E+m) —2pyip_

(B +m+ p3)p+
P2
(E +m — pg)p_
N | (E+m)(m—ps3)+ p3+ pep—
U__(p") =—= 3 , 3.94
(E +m+ p3)p—

—(E +m)(m + p3) — p3 — p4p-
donde p+ = p; +ips. La ecuacién (3.69) es
(U(L)I(E)UH(L(p)) — ) Wjs - (p") = 0; (3.95)

del calculo explicito se obtiene que
- SH pupy
U (L(p)IIU ™ (L(p)) = 7m5 : (3.96)

donde S*¥ es un tensor formado por matrices 6 X 6, que es simétrico S¥# = S y sin traza
S#,, = 0, por lo que s6lo nueve de sus matrices componentes son independientes. Este tensor
es, precisamente, uno de los operadores que forman la base covariante de operadores de la
representacion (1,0)@ (0, 1) inducida por paridad, que fue desarrollada en la referencia [67].
La base de este espacio de operadores es {1, X, S XSuv, Muv, Cuvag}, cuyas definiciones
y propiedades, establecidas en [67], se anexan en el apéndice El tensor S, puede ser
expresado en términos del operador unidad 1, paridad II y los generadores de Lorentz M,
de esta representacién, como

S,uu == H(k) (:H-n/u/ - Z'(770,11]\40V + nOVMOM) - {MO;M MOV}) ) (397)
cuyas matrices componentes son
S —TI(k), S = _TI(k)xJ", S =TI(k) (=69 + {J*, J7}), (3.98)

que en forma matricial en bloques 3 x 3 son
w_ (0 1 i (0 J i 0 —6% + {J*, J7}
5 _(n @)’ ST=lso0) U 09 + {J*, J7} 0 - (3.99)
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Con esto, la ecuacion ([3.95)) es
(8" pupy — 7m?1) Vs . (p*) = 0; (3.100)

la proyeccién de los estados |p#,m?,j = 1) B sobre el espacio de configuraciones es la
funcién de onda W(z#) = e~ "7* W3 . (p!) y esta cumple, como consecuencia, la ecuacién

S* 9.0, +m?1) (") = 0. 3.101
(S"0,

Esta ecuacién fue obtenida, anteriormente, por Weinberg en [68] siguiendo un camino dife-
rente; sin embargo, se demostré que posefa soluciones taquiénicas p?> = —m?. La existencia
de estas soluciones puede rastrearse en las propiedades algebréicas del tensor S, [67], que
implican

(S(p)* =p'1, (3.102)

donde S(p) = S*p,p, vy, debido a lo cual, al aplicar el operador S(9) —m?1 por la izquierda

a (3.101)), se obtiene
(0% —m*) T(zt) = 0. (3.103)

Este problema se puede resolver tomando en consideracién el hecho de que los ntimeros
cuanticos m y p? son independientes y, por lo tanto, la condicién de eigenvalores de pa-
ridad y la condicién p? = m? deben ser impuestas de manera independiente. Esto puede
realizarse definiendo proyectores de paridad independientes de la condiciéon p? = m? vy,
posteriormente, proyectar sobre la capa de masa. Los proyectores de paridad en reposo son

Pr(k) = = (1 + I1(k)) (3.104)

DO | =

que al ser boosteados son P (p) = (1/2)(1 +7S(p)/m?); éstos son proyectores siempre que
estén restringidos a la capa de masa, pero dejan de serlo cuando se esta fuera de ella. Para
mantener la independencia de 7 y p? es necesario trabajar con los proyectores

Pr(p) = % (11 + ng)) , (3.105)

que cumplen las propiedades definitorias de un proyector incluso cuando se estéd fuera de
la capa de masa

P% (p) =P+ (p), P+ (p)P+(p) =0, P+ (p) +P—(p) =1. (3.106)
La proyeccién independiente se obtiene de la proyeccién sobre paridad (m = +1) seguida
de la proyeccién sobre la capa de masa p? = m?

p2

P+ (0) T 2 (P") = s (0H), (3.107)

85



CAPITULO 3. MATERIA OSCURA TENSORIAL

que puede ser reescrita como

(Swptp” — m?1) Ups . (p") =0, (3.108)
donde )
E,ul/ = 5 (n,uz/]]- + Suu) . (3109)

La ecuacién correspondiente en el espacio de configuraciones para la funcién de onda ¥ (z#)
es
(2,00"0" + m?1) U(zH) = 0; (3.110)
esta ecuaciéon ya no tiene el problema de las soluciones taquidnicas, como se comprueba
de aplicar el operador (1/2)(0? — S(9)) + m?1 por la izquierda, con lo que se obtiene la
ecuaciéon de Klein-Gordon
(0% +m?) ¥(zt) = 0. (3.111)

La ecuacion (3.110)) es la expresién covariante de la proyeccién independiente sobre paridad
y sobre la capa de masa, en la representacién (1,0) & (0,1), de la funcién de onda ¥ (z#) y
es la que rige su dinamica propia.

Este formalismo muestra que la ecuacién dindmica propia de la funciéon de onda que
describe a una particula de espin j tiene su origen, esencialmente, en las propiedades cova-
riantes del operador de paridad II(k) en cada representacién, es decir, fundamentalmente
en el hecho de que paridad es un buen niimero cuantico para los estados de particula libre.
Su aplicacién puede realizarse, de manera anéloga, en cualquier representacion (j,0)@® (0, )
con j > 1y, en general, en cualquier representacién (a,b). En la seccién IV de [42] se aplica
este formalismo en la representacion (1/2,1/2), tratada como la suma directa de los pro-
ductos tensoriales (1/2,0) ® (0,1/2) y (0,1/2) ® (1/2,0), y se muestra que ésta también
tiene el problema de las soluciones taquiénicas que posee la (1,0) & (0,1); al resolverlo
de manera andloga a como se ha expuesto aqui, es decir, considerando la independencia
de los ntimeros cuanticos 7 y p?, se obtiene precisamente la ecuacién de Proca. Ademas,
se muestra que en el caso no-masivo emerge una simetria relacionada con la libertad en
la elecciéon de una de las componentes de paridad del campo y se encuentra que ésta es,
precisamente, la simetria de norma del campo vectorial no-masivo.

Teniendo ya la ecuaciéon , que rige la dindmica propia de la funcién de onda
U (z*) que describe a una particula cuantica relativista masiva de espin j = 1 en la repre-
sentacion (1,0) @ (0,1), en la siguiente seccion se revisan los grados de libertad que posee,
su interpretacion como ecuacién de campo clasico y su cuantizaciéon canonica.

3.2. El campo de la representacién (1,0) @ (0,1)
El estudio de los aspectos clésicos y cudnticos del campo ¥(z) de la representacion

(1,0) @ (0,1), cuya dindmica estd dada por la ecuacién (3.110)), se realizé en [65]. El de-
sarrollo que se presenta en esta seccién se basa en dicha referencia. Primeramente, es
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conveniente trabajar en la base que diagonaliza a paridad II, esta base se obtiene de la ba-
se quiral 1D a través de la transformaciéon O = FO, F T, donde la matriz F en bloques

3 x3es
1 /1 1
F = ﬁ (]1 _]1>, (3.112)

con lo que las componentes del tensor S*” son

w (1 0O 0i 0 —J i =0+ {J I} 0 ,
5 :<® _ﬂ), s :(JZ. @), SJ:( ! 5 Ly gy ) ¢ (3113)

esta base es, de hecho, la base definida en (3.64]).
En ésta base la separacién de ¥(z) es ¥(x) = (¥, (z),¥_(z))T y la ecuacién (3.110)
en bloques 3 x 3 es

P4+mP+(J-V)?: —J- Vo U (z)\
< JVo,  mPe(J- é?) <\P+<x>> -0 (3119
es decir
(0% +m? + (T - V)?| Uy(2) =+ J - VIV_(z), (3.115)
[m? —(J- V)| U_(z) == J - VU, (). (3.116)

Puesto que la segunda ecuacién no involucra derivadas temporales de ¥_(x) ésta es una
restriccion de ella, y permite expresar a W_(x) en términos de la derivada temporal de
Vi (z)

U _(z)=-0"1T- VoV, (z), (3.117)
donde el operador O~ = [m? — (J - V)?]7! es no-singular porque (J - V)? nunca es
proporcional a 1. A causa de esta restriccion, el campo sélo tiene 6 — 3 = 3 grados de

libertad complejos, recopilados en W, (z). Aplicando el operador O por la izquierda a la
ecuacion (3.115) y usando (3.116)) se obtiene la ecuacién dindmica para ¥, ()

([0* +m? + (T - V)?] [m® = (J - V)?] + (J - V)?05) Uy (z) = 0, (3.118)

que, haciendo uso de la propiedad (J - V)3 = (J - V)V?, obtenida a partir de (3.86)), se
reduce a la ecuacién de Klein-Gordon

m? [0° + m?] U (z) = 0. (3.119)
Cualquier espinor de la forma ¥ (z) = e~®*W¥, (p), con p?> = m?, cumple esta ecuacién,
por lo tanto, de la ecuacion (3.117)) se obtiene U_(p) = —(J - p/E)¥ 1 (p) y la forma de la

solucion es, finalmente

v = (10) = (gl 20
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donde N es un factor de normalizacién.
El espinor W¢ de carga U(1) conjugada se obtiene de la transformacién de ¥ a través
de la ecuacién
U =CU =TU", (3.121)

donde la matriz I' estd compuesta por el operador de inversion temporal U

U o 0 0 1
I'= , U=exp(—inJs)=10 -1 0], (3.122)
o -v 1 0 0

y cumple la propiedad I'(S#*)*I'~!, que es definitoria para I' como operador de conjugacién
de carga, como se puede ver de acoplar minimamente la ecuacién con un campo de
norma U(1). A diferencia de la teoria de Dirac, los operadores de conjugacién de carga C
y paridad II conmutan

[c,11] =0, (3.123)

lo que revela que, en este campo, no hay relacién entre las componentes de paridad negativa
y las antiparticulas. Renombrando a los espinores en el espacio de momentos como u(p) =
W, (p), su conjugado de carga correspondiente es

u®(p) =T'u"(p), (3.124)
que satisface, al igual que u(p), la ecuacién
(Suwpt'p” —m1) u(p) = 0. (3.125)

De la misma manera, los espinores adjuntos u(p) y @°(p) cumplen sus correspondientes
ecuaciones adjuntas

u(p) (Z,Wp“p” - m2]l) =0, u‘(p) (ZWp”p” - m2]1) =0. (3.126)
Al estar normalizados de acuerdo a la ecuacion

tr (p)us(p) = Uy (p)ug(p) = dr,s (3.127)
cumplen la relacion de completitud

S(p)+m2.

o3 (3.128)

> un(p)un(p) = > ug(p)ug(p) =
T T
Después de esta breve exposicién de las propiedades de los espinores solucién de la
ecuacién del campo y sus grados de libertad, se revisan, a continuacién, los elementos
basicos de los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano de este campo clasico. El anélisis
clasico y los resultados que se obtienen son importantes para abordar la cuantizaciéon
candénica del campo.

88



CAPITULO 3. MATERIA OSCURA TENSORIAL

3.2.1. Campo clasico

El Lagrangiano de este campo es
L= 0,959, —m* V7, (3.129)
donde ¥ = W', que produce la ecuacién dindmica para el campo U(z) y su adjunta
(2,,0"9" + m*1) ¥(z) =0, \If(x)(zufa_ﬂg” + m?1) =0, (3.130)

cuyas soluciones generales son

d®p , A _
_ —ip-x * c ip-x ot
V() —/(2@3@ ET (Cp,rur(p)e pT 4 dpvrur(p)ep )‘pOZEp, U =V, (3.131)

donde Ep = \/p? +m?2, y ¢pr, dp, son coeficientes.
El Lagrangiano (3.129) tiene, desde luego, simetria de Poincaré, dentro de la que se

encuentra la simetria de traslaciones espacio-temporales ¥ — 2'* = a2t + €, que, a través
del teorema de Noether, da lugar a la conservacién del tensor de energia-momento T,

definido en , que para este caso es
TH, = 8, USHP U + 9y USHY, U — 51 (aaxifzaﬂaﬁxp - mQ\IJ\IJ) , (3.132)
cuyas cargas conservadas son la energia F
E = / &z (00UEP 00V — 0,570,V + m* V) (3.133)
y el momento P
P= / Pz (VISY9, VU + 9,5V ) . (3.134)

Este Lagrangiano tiene, también, simetria U(1) global, que da lugar a la conservacién de
la corriente

J* =i (0T — UTH*O, V) , (3.135)

cuya carga conservada es
Q=i | &z (9, ¥V — UE"*0,V). (3.136)

En el formalismo Hamiltoniano es conveniente separar el campo ¥ y su momento ca-
noénico conjugado Ily en espinores de tres componentes con el fin de poder identificar los
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verdaderos grados de libertad del espacio fase y, posteriormente, realizar la cuantizaciéon
de la manera apropiada

U = <(§) : Iy = (:) , (3.137)

con lo que existen, en principio, 24 grados de libertad: 6 de los campos {¢g, ¢L}, 6 de sus
momentos candnicos asociados {Wa,ﬂl}, 6 de los campos {ga,gl} y 6 de sus momentos
canénicos {Taﬂ';f }. Con esto, el Lagrangiano (3.129) se separa como

£ =006 006 + 06106 — 50081.7'0i€ — S00€ 0y
— %a,-gbuiaog — %aiguiaogb + %aﬂzﬂ{ﬂ, J710,6 (3.138)
1 o
+ 50€1{J", }05€ = m? (96 — €1¢).

Los momentos canénicos 7, 7 y sus adjuntos 7', 71 son

oL o L p__ oL Lo
Ta = 3o Qo) 2(@5 I as T CYS 00%a 2(J 0i£")a, (3.139)
oL 1 : oL 1 .
- — (96T T, e ——— P VA 3.140

Las ecuaciones (3.140) no contienen derivadas temporales de ¢ ni de &' como consecuencia
de que el Lagrangiano no tiene términos cuadraticos en dp€ ni en dpé'; estas ecuaciones
son restricciones primarias de la dindmica y seran denotadas con p, y pa

Pa =Ta + %(aiwﬂ)a =0, ph =71 + %(ﬂa@)a =0. (3.141)
La densidad Hamiltoniana H (2.177)) es
H =a(Oo¢a) + (D06})7] + 7a(B0a) + (D€)7L — £

1 ) 1 )
=Tamy + 5Ta(J0E)a + 5 (01 )

1 i j i
+ (01 T)a(J70;€)a — (9:6)(9'6a) (3.142)
1 o 1 o
= 500U I 00 — SOELT' T Y abDia
+m? (¢l da — E16a).
Puesto que se trata de una dindmica con restricciones, la evolucion temporal es generada

por el Hamiltoniano H* en el que se introducen las restrcciones a través de multiplicadores
de Lagrange

H* = / dBaH* = / &3z (H + Aapa + )\:;p:;) , (3.143)
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con lo que las ecuaciones de Hamilton son

SH* 1, .
_ I ) 144
60¢a 57[_& U + 2(J 8@{)(17 (3 )
OH* i f tgigi 25t + Lgat i
OoTq = — Son —0;0'¢}, — 0;0;(¢" " J7)q — m g, + 5(@‘)\ J")a; (3.145)
H*
9o&a o Aas (3.146)
0Tq
oTa = — 552[ — %@(Wﬂ)a - g(ajaiguiﬂ)a +m?2¢], (3.147)

y las correspondientes para las variables adjuntas ¢¢T1, 7Tj]:, 52, T(;[, que resultan ser las ecua-
ciones adjuntas de las anteriores. Puesto que la dinamica debe obedecer las restricciones,
se debe cumplir que

dopa ={pa, H*} =0, dopl ={pl, H*} = 0; (3.148)

estas producen las restricciones secundarias
) 1 .y
Ko =0;(mJ")g — 5(ajaigtﬂ,ﬂ)a +m2¢l =0, (3.149)

Ky =0;(Jm") g — = (0;0;T°J7€)q +m2E, = 0, (3.150)

1
2
de las que, al exigir que la dindmica las obedezca, se obtiene

A — 9i(oT T, =0, Ao — 0i(Ji¢)q =0, (3.151)

ecuaciones que determinan a los multiplicadores de Lagrange A, y )\L. De los 24 grados de
libertad inciales, al tomar en cuenta las 12 restricciones {fs} = {pa, pl, Ka, HL}, éstos se
reducen, con lo que resultan finalmente 24 — 12 = 12 grados de libertad. Estos 12 grados de
libertad en el espacio fase corresponden a 6 grados de libertad, 6 equivalentemente 3 grados
de libertad complejos, del espacio de configuraciones y son los necesarios para describir a
un campo de particulas y antiparticulas de espin j = 1.

Como se mencioné en la subseccién , la cuantizacién canoénica de los campos con
restricciones se realiza de acuerdo al procedimiento desarrollado por Dirac en [51], en el
que el bracket de Dirac { ,  },p, definido como

{A7 B}DB = {A7 B}PB - /d32d32/ {A7 fa(tvz)}PB A;bl(zﬂ z/) {fb<t7 z/)7 B}pB ’ (3'152)

donde Agp(z,2z’) es el bracket de Poisson entre las restricciones del sistema a tiempos
iguales

Ap(z,2') = {fa(t, z), fb(t,z’)}PB, (3.153)
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es el que se promueve hacia el conmutador —i[ , ]. Las expresiones que se obtienen
para el bracket de Dirac de los campos y sus momentos canénicos clasicos son

o2
{¢a(t, ), m(t,y)} pp = [1 - (szz)} 58 (@ — y), (3.154)
ab
{¢a(t7w))7—b(t7y)}DB :07 (3155)
{fa(t7$)7ﬂb(t7y)}D3 :07 (3156)
R vAY:
{&(t, ), m(t,y)} pp =(JQZQ)‘“’5(3> (x —y), (3.157)
que pueden ser recopiladas en la expresion
2
(a(t. ), (M)t 9)) = 50— LT 600] 5000y (3.158)
ab

Habiendo revisado los aspectos clasicos del campo y teniendo la expresién de los brackets
de Dirac (3.158) que debe ser promovida hacia el conmutador, se muestran en la siguiente
subseccion los resultados del proceso de cuantizacién candnica del campo.

3.2.2. Campo cuantico
T

Las expansiones de los campos ¥ y ¥ en términos de operadores cp,, d;r,vr de creacién
de particulas y operadores cp ., dp, de aniquilacion de particulas son

d*p _ ,
— — —ip-T t c ip-x
\I/(l') / (27T)3\/E 2 (Cp,rur(p)e +dp,rur(p)€ > pozEp’ (3.159)
_ dgp A ‘

[ %P o (i i ipa
() / (27T)3\/E zr: (Cp,rur(p)e + dp Uy (p)e ) =i, (3.160)

donde E, = \/p? + m?. Las relaciones de conmutacién obtenidas a partir de (3.158|) como

la promocién de los brackets de Dirac hacia el conmutador —i[ , ] son
J-V)?
e, ), (Mt )] =[50 = VSS9 s0@oy), (aae
ab

que al ser impuestas implican las siguientes relaciones de conmutacién entre los operadores
de creacién y aniquilacién de particulas

[Cpm cj;,s] :(277)35T85(3) (p—a), [dpﬂ"v di;,s} :(27T)35r55(3) (p—q), (3.162)

siendo nulas cualesquiera otras relaciones de conmutacién entre operadores, independientes
de éstas.
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Con estas relaciones de conmutacion es posible realizar el calculo explicito de los opera-

dores Hamiltoniano H ([3.133), momento P (3.134)) y carga U(1) @ (3.136) para expresarlos

en términos de los operadores de creacién y aniquilaciéon de particulas. El resultado para
el Hamiltoniano es

H :/d% OIS0V — 9, U5 9,0 + mPUV

d3p
~ [ S B (e + ) 169

para el momento P es

P= / &z VISV, ¥ + 9, IOV

d3p
:/ (27)3 2P (CL,TCW + d;rdp,r) : (3.164)

y para la carga @ es

Q=i | &z :0,92°°0 — U299,V :

3
:/ (;lw}))?’ Z (CL”’CP”” - dL,rdPW) ) (3.165)

mientras que los operadores nimero de particulas N. y Ny estdan definidos en su forma
convencional

d3p + d3p +
Ne= | G > b reprs No= [ G > dldp,. (3.166)

Los resultados para H, P y @ en términos de los operadores de creaciéon y aniquilaciéon
de particulas de las especies ¢ y d, son congruentes con la interpretacién de la energia,
momento y carga obtenidas como la suma sobre un conjunto de particulas de las especies
cy d.

El propagador de Feynman D(x — y) es el valor de expectacién en el vacio, del ordena-
miento temporal del producto entre el campo W¥(x), en el punto z, con el campo adjunto
U (y), en el punto y

D(z = y)ab = (OIT{Wa(z)¥y(y)}0) . (3.167)
El resultado de este calculo se puede expresar como
d*p iA(p) PN 500 1
D(z —y) = ey 2 5@ (p — 3.168
@)= [ e T+ S 60— ), (3168)
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donde

—p? + S(p) + 2m?

2m?2 ’
El segundo término en el miembro derecho de no es covariante; sin embargo, el
propagador a utilizar para el calculo de amplitudes se obtiene simplemente omitiendo este
término no covariante |68|, con lo cual el propagador es, finalmente,

A(p)

(3.169)

d4p lA(p) —ip-(x—y)
D(z —y) —/ (277)4p2—m2+i66 , (3.170)

y su correspondiente en el espacio de momentos es, evidentemente,

~ iA(p) i
o) — _ 171
(v) p?—m?+ie  X(p) —m21l+iel’ (3.171)

donde la tltima igualdad es simbélica, en la que 1/(3(p) —m?1) representa la matriz inversa
de X(p) — m?1 con X(p) = Xwp'p”, y puede demostrarse de la siguiente manera

' —m?1 A
‘ ; B(p) =m = iA(p) —, (3.172)
Y(p) — m21 +iel R(p) — m?1  p? —m? +ie
donde )
R,u,y =z (nuujl - S/ﬂ/) ) (3173)

2
y R(p) = Rp"p”, haciendo uso de que R(p)X(p) = 0.
Después de esta exposicién de la dindmica libre del campo ¥ de la representacion
(1,0)®(0, 1) del grupo homogéneo de Lorentz y sus aspectos clasicos y cudnticos, se aborda
a continuacién la resena de la propuesta de materia oscura tensorial.

3.3. Materia oscura tensorial

La separacion del Lagrangiano (3.129)) en componentes de quiralidad es
1 - - _
L= (0,0 RO* UL, + 0,050,V ) —m* VRV + (L <> R), (3.174)

donde se ha usado ¥ = (¥, Ug)T. El término cinético de este Lagrangiano acopla a las
componentes de quiralidad izquierdas y derechas, lo que implica que no es invariante ante
transformaciones independientes en ellas y, por lo tanto, éste Lagrangiano no puede tener
interacciones de norma quirales. En el contexto del Modelo Estandar, esto significa que el
campo ¥ no puede tener interacciones de norma SU(2)r, vy, este hecho, motiva su estudio
como posible candidato a materia oscura; por otro lado, nada impide, en principio, que
este campo ¥ pueda tener interacciones de norma fuertes SU(3). o de hipercarga U(1)y.
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Materia oscura tensorial (TDM) es la propuesta para describir a materia oscura con
este campo . El adjetivo ‘tensorial’ se debe a que existe un mapeo |42, 69, 70| entre la
representacion (1,0) @ (0,1) del HLG y el espacio de tensores antisimétricos de segundo
rango, bajo el cual las 6 componentes del espinor ¥ = (¥, \I/i+3)T en una base particular
son mapeadas hacia las 6 componentes independientes del tensor antisimétrico ¥, g a través
de las relaciones

Wil =ik gk Yol —gits, (3.175)

Este mapeo se resena en la seccién del apéndice [A| y se utiliza en el capitulo 4| para
hacer los célculos que alli se presentan. La propuesta de TDM fue estudiada en [60564] y
estd planteada bajo un esquema de materia oscura escondida. En este esquema se asume
que DM no tiene cargas del SM ni viceversa y las interacciones entre ambos sectores
son del tipo singleteDM-singleteSM. La adopcion de este esquema estd justificada por las
siguientes proposiciones: si DM tuviera carga SU(3). interaccionaria fuertemente con la
materia ordinaria, fenémeno que no se observa; si DM tuviera carga U(1)y tendria carga
electromagnética y ya no seria materia oscura. Por otro lado, se asume la existencia de un
campo de norma U (1) p oscuro, bajo el cual DM esté cargado y que permite distinguir entre
sus particulas y antiparticulas. Bajo este esquema, el Lagrangiano de interaccién entre el
sector-DM y el sector-SM tiene la forma

Lit =Y %ODMOSM, (3.176)

donde Opyr y Ogas son operadores singletes de los sectores DM y SM, respectivamente, y
A es una escala de energia que compensa la dimensién de los operadores. El Lagrangiano de
interaccién de menor dimensién de masa, mas general (sin considerar auto-interacciones)
que se puede construir es

Lint = V(gs1 + igyx) VPP + g, ¥ M, ¥ B, (3.177)

donde @ es el doblete SU(2)r, complejo de Higgs, P = ioy®* es su conjugado de carga y
BM es el tensor de esfuerzos U(1)y, relacionado con el tensor de esfuerzos F*” del campo
electromagnético y el tensor de esfuerzos Z# del bosén Z a través del angulo de Weinberg
Ow

B = cos Oy F* + sin Oy ZM . (3.178)

En las referencias [60{64] se ha puesto a prueba a TDM calculando una serie de observa-
bles que, al compararlos con las mediciones que se tienen de ellos, restringen los posibles
valores de su masa m y de las constantes de acoplamiento g, g, y g¢- Se encuentra que las
predicciones estan dentro de las cotas experimentales y observacionales actuales siempre
que el valor de la masa de TDM esté en el intervalo [62.470,62.505] GeV (m ~ mg/2) y la
constante de acoplamiento g5 en [0.98,1.01] x 1073,
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Capitulo 4

Renormalizacion de la teoria de
norma U(1) para TDM

En el calculo de amplitudes de procesos con teoria de perturbaciones en teoria cuanti-
ca de campos suelen aparecer resultados divergentes que surgen de la regién ultravioleta
de los diagramas con lazos; éstas son conocidas como divergencias ultravioletas (UV). En
algunas teorias estas divergencias pueden ser evitadas al reescribir la propia teoria en tér-
minos de sus verdaderas cantidades fisicas, éste proceso es conocido como renormalizacién
y las teorias con esta propiedad son conocidas como renormalizables. Dado que en las
teorias renormalizables todas las divergencias UV pueden ser evitadas, éstas son teorias
consistentes a cualquier escala de energia. En las teorias no-renormalizables, por otro lado,
siempre aparecen divergencias UV que no pueden ser evitadas y se manifiestan a partir
de una cierta escala de energia; no obstante, debajo de esa escala de energia las teorias
no-renormalizables son perfectamente aceptables como teorias efectivas.

Materia oscura tensorial produce predicciones que se encuentran dentro de las cotas
experimentales y observacionales actuales para los candidatos a materia oscura y, por lo
tanto, es un candidato a DM. El Lagrangiano de interaccion entre los sectores DM y SM de
menor dimensién es , cuya dimensién de masa es 4; este hecho abre la posibilidad de
que, detras de esta teoria, exista una teoria fundamental de TDM que sea valida a cualquier
escala de energia. El estudio de la renormalizacién de TDM va en ese sentido: saber si es
posible que exista una teoria fundamental de TDM valida a cualquier escala de energia o
si se trata, por el contrario, sélo de un modelo efectivo. En este capitulo se aborda esta
cuestion estudiando la renormalizacion de la teoria de norma U(1) para TDM, a un lazo.

En la primer seccion se exponen los fundamentos de renormalizacion y el procedimiento
para realizarla, utilizando para ello el ejemplo de la teorfa A¢*. En la segunda seccién se
desarrolla el estudio de la renormalizacion de la teoria de norma U (1) para TDM. El anélisis
de los resultados obtenidos nos conduce el estudio de la renormalizacion de la teoria de
norma U (1) para TDM no-masiva, que se desarrolla en la tercer seccién.
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4.1. Fundamentos de renormalizacion

El célculo de amplitudes de procesos truncado a nivel de arbol, es decir considerando
unicamente diagramas de Feynman que no contienen lazos, produce resultados finitos. Con
estos resultados es posible calcular secciones eficaces ¢ = [do o tasas de decaimiento
I' = [dD' que pueden, posteriormente, ser comparados con los valores que se miden en
los experimentos. Sin embargo, el cdlculo a nivel de arbol sélo es una aproximaciéon a
la amplitud total. La amplitud total de un proceso se obtiene de considerar a todos los
diagramas conexos y amputados posibles, congruentes con los estados inicial y final de dicho
proceso. Entre ellos se encuentran, desde luego, diagramas con lazos. Asi, si se desea obtener
una mejor aproximacion para la amplitud se deben considerar diagramas que contienen
lazos. Las contribuciones de estos diagramas son conocidas como correcciones radiativas.
No obstante, el calculo de algunas de estas contribuciones produce un resultado divergente,
cuyo origen se encuentra en la region de integracion [ — oo de la integral sobre el momento
[ del lazo y, por esto, son llamadas divergencias ultravioletas (UV). Estos resultados son, al
menos en principio, desconcertantes porque no producen un valor que pueda ser comparado
con lo que se mide en los experimentos.

La forma de evitar estos aparentes ‘defectos’ de teoria cudntica de campos es a través de
la renormalizacién, que consiste, esencialmente, en una reescritura de la teoria en términos
de las verdaderas cantidades fisicas Oy. El primer paso hacia la renormalizacién es la
regularizacién. La regularizaciéon consiste en capturar las divergencias en un pardametro
finito A (6 €) que, al final, se hard tender hacia un valor especifico en el que se recuperan
las divergencias de la teoria. Existen diferentes esquemas de regularizacién, por ejemplo:
regularizacién por corte superior, regularizacién dimensional, etc. La regularizacién por
corte superior consiste en evaluar las integrales de los momentos [ de los lazos no hasta
una escala de energia infinita sino hasta una escala superior de energia finita A; al final del
célculo la divergencia se recupera tomando A — o0o. La regularizacién dimensional, por su
parte, consiste en evaluar las amplitudes y, como consecuencia, las integrales de los lazos en
dimensién D arbitraria; al final del cdlculo se hace el reemplazo D = 4 —2¢ y la divergencia
se recupera en el limite ¢ — 0. Habiendo elegido el esquema de regularizaciéon se procede
con la renormalizacién. Un andlisis de las consecuencias de las contribuciones divergentes
regularizadas, en los diagramas, revela que algunas de estas pueden ser interpretadas como
corrimientos 6 reescalamientos en los campos, masas y constantes de acoplamiento de la
teoria respecto a los valores que tienen originalmente en el Lagrangiano; éstos tultimos
son conocidos como valores desnudos o cantidades desnudas Oy. Asi, las cantidades fisicas
Oy son igual a sus correspondientes cantidades desnudas O, més el corrimiento infinito
regularizado 00 = 0O(A) que depende del pardametro regulador A (6 € en regularizacién
dimensional), es decir: Oy = Oy +JO(A). Puesto que las cantidades desnudas Oy, no son ya
cantidades fisicas, sino parametros no fisicos que se pueden escoger a conveniencia, siempre
pueden ser ajustadas de manera que absorban el corrimiento infinito regularizado 6O(A) y
de manera que la suma O¢ = O, +J5O(A) de como resultado precisamente el valor Oezp que
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se mide en el experimento para dicha cantidad, es decir, se escogen como O = Oegp—0O(A),
con lo que resultard Oy = Ogyp. Esta manera de elegir a O siempre anulara al infinito
regularizado 0O(A) de la cantidad fisica sin importar el valor que tenga, por lo tanto la
cantidad fisica Oy serd siempre independiente del pardmetro regulador A y serd igual al
valor que se mide en el experimento para dicha cantidad. En particular serd anulado incluso
en el limite divergente, i.e. cuando A — oo (6 € — 0 en regularizacién dimensional) que
implica 00O(A) — oo. En sintesis, la renormalizacién es el proceso de reescritura de una
teorfa fisica en términos de las verdaderas cantidades fisicas (también llamadas cantidades
renormalizadas) de manera tal que todas las divergencias sean absorbidas en las cantidades
desnudas (no fisicas) correspondientes.

Por supuesto, no todas las teorias son renormalizables. Para conocer de antemano la
viabilidad de la renormalizabilidad de una teoria existe un criterio sencillo que se reduce
al andlisis dimensional de las constantes de acoplamiento de la teoria. Para ilustrar su
deduccién se considera, como ejemplo, el caso de la teoria (A/n!)¢™ en D dimensiones. El
Lagrangiano de esta teoria es

P L (1)
2 2 n!" ‘
La contribucién de un diagrama que tiene L lazos, a la amplitud de un proceso, sera
proporcional a la integral

DEidPlo - - - dP
/(k d“kid%kg---d" kg (4.2)

7 —m?tie) .- (k2 —m? +ie)
La convergencia/divergencia de esta integral depende, esencialmente, de la comparacién
entre el nimero de potencias de momento en el numerador (relacionado con el nimero
de lazos y en algunos casos con el nimero de vértices) contra el nimero de potencias de
momento en el denominador (relacionado con el nimero de propagadores). En este sentido
resulta til definir el grado superficial de divergencia D de un diagrama, de la siguiente
manera

D = (potencias de k en el numerador) — (potencias de k en el denominador).  (4.3)

Si para un diagrama se tiene D > 0, se espera que el diagrama tenga divergencia proporcio-
nal a AP, donde A es el regulador de corte superior; si se tiene D = 0, se espera que tenga
divergencia proporcional a In A; mientras que si se tiene D < 0, se espera que no contenga
divergencia. A pesar de que existen excepciones a este criterio es, de cualquier manera, un
método conveniente en primera instancia. En la teoria (A\/n!)¢™ en D dimensiones, cada
lazo contribuye con D potencias de k en el numerador y cada propagador contribuye con
2 potencias de k en el denominador, por lo que el valor de D es

D = DL — 2P, (4.4)
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donde L = nimero de lazos y P = nimero de propagadores. El nimero de lazos L se puede
expresar en términos del niimero de propagadores P y el niimero de vértices V' como

L=P-V+1, (4.5)

a su vez, puesto que el vértice esta conectado a n lineas que pueden ser lineas externas o
propagadores que conectan a otro vértice, se tiene

nV =N + 2P, (4.6)

donde N = numero de lineas externas. Con estas dos ultimas expresiones es posible rees-
cribir a D en términos sélo de N y V', que resulta ser

pon[a(%52) v (252)x 0

Para un proceso especifico IV es constante. El signo del factor que multiplica a V' determina
si D es creciente, consante, 6 decreciente con V. Si el factor es positivo entonces D es
creciente con V, lo que significa que el grado superficial de divergencia de los diagramas
crece con el orden del diagrama y, por lo tanto, hay un nimero infinito de diagramas
divergentes; en este caso la teoria es no-renormalizable porque se necesitaria un nimero
infinito de parametros en el Lagrangiano para absorber este ntimero infinito de divergencias.
Si el factor es nulo entonces D es constante con V', lo que significa que el grado superficial
de divergencia de los diagramas no depende del orden del diagrama; en este caso la teoria
es renormalizable. Si el factor es negativo entonces D es decreciente con V', lo que significa
que el grado superficial de divergencia de los diagramas decrece con el orden del diagrama
y, por lo tanto, s6lo hay un nimero finito de diagramas divergentes; en este caso se dice que
la teoria es super-renormalizable porque s6lo se necesita un ntimero finito de parametros en
el Lagrangiano para absorber estas divergencias. Este factor que multiplica a V' coincide,
de hecho, con el negativo de la dimensién de masa de la constante de acoplamiento A en el
Lagrangiano , como se puede comprobar al hacer el anélisis dimensional de A partiendo
de que la accién S = [ dPzL es adimensional y, asimismo, la expresién puede ser
deducida directamente de un anélisis dimensional [40]. La conclusién de que la dimensién
de masa de la constante de acoplamiento determina la pendiente del grado superficial de
divergencia D = D(V') como funcién de V' y por lo tanto determina si la interaccién es no-
renormalizable, renormalizable 6 super-renormalizable no es propia de la teoria (\/n!)¢"
sino que, en realidad, es un resultado general que se cumple para cualquier teoria. Asi pues,
el criterio es finalmente

= Teoria no-renormalizable: la constante de acoplamiento tiene dimensién negativa de
masa.

= Teoria renormalizable: la constante de acoplamiento es adimensional.
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s Teoria super-renormalizable: la constante de acoplamiento tiene dimensién positiva
de masa.

Con este criterio se pueden clasificar directamente como no-renormalizables a las teorias
cuya constante de acoplamiento tiene dimensién negativa de masa sin profundizar mas en
su estudio. En cambio, para demostrar la renormalizaciéon de una teoria no solo es necesario
que su constante de acoplamiento sea adimensional o que tenga dimensién positiva de masa,
sino que se debe realizar el procedimiento arriba descrito, es decir, reescribir la teoria en
términos de las verdaderas cantidades fisicas y mostrar que es posible absorber todas las
divergencias en las cantidades desnudas. La manera de realizarlo se delinea a continuacién.
El procedimiento sistematico para la renormalizacién de una teoria se conoce como
teoria de perturbaciones renormalizadas y se describe enseguida; para fines ilustrativos se
revisa el caso de la teorfa (A\/4!)¢* en D = 4. El Lagrangiano de esta teoria es y la
constante de acoplamiento A\ es adimensional. El grado superficial de divergencia (4.7) es

D=4—N, (4.8)

lo que indica que sélo existen tres diagramas superficialmente divergentes: aquellos con
N =0, N =2y N =4, que se muestran enseguida

‘ { >'< (49)

Puesto que el primero sélo representa un corrimiento inobservable en la energia del vacio,
los tnicos diagramas significativos son el segundo y tercero. Las cantidades que aparecen
en el Lagrangiano son las cantidades desnudas: el campo desnudo, que se denotara como
¢p; la masa desnuda, que se denotard como my; v la constante de acoplamiento desnuda,
que se denotara como Ay, es decir

1 m? A
L= S0u0nd" 6y — 510 — Si - (4.10)

El objetivo es reescribir este Lagrangiano en términos de las cantidades fisicas ¢, m y A, de
manera que se obtengan términos andlogos a los que aparecen en para ellas y, como
consecuencia, se obtendran términos residuales, llamados contratérminos, que contienen a
las cantidades desnudas ¢y, mp ¥ Ap; éstos contratérminos seréan utilizados, posteriormente,
para absorber las divergencias de los diagramas. En primer lugar se escribe el campo
desnudo ¢, en términos del campo fisico ¢; la relacién entre ambos es

¢y = Z'%¢, (4.11)
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donde Z es conocida como constante de renormalizacién del campo. El Lagrangiano (4.10))
en términos de ¢ es

2
L= %Zﬁﬂgb@”gb - %Z& - %Z%‘*. (4.12)

Para obtener términos andlogos a los de (4.10)) pero escritos en términos de las cantidades
fisicas ¢, m y A es necesario introducir las cantidades dz, d,, vy Jy, definidas como

oy =7 — 1, Om =miZ —m?, Oy =M\ Z2 — A\, (4.13)

con lo cual el Lagrangiano es

1 m? A 1 1 1
L=28,00"p — —¢* — =" + 2620,00" — Zmd® — —*; (4.14)
S0u00" S — o6 = S0t 4+ 2020,00"6 — S6nd” — 0"
los tres primeros términos son los términos fisicos y los tres tltimos son los contratérminos.
Las cantidades fisicas se definen a través de las siguientes condiciones, conocidas como
condiciones de renormalizacién fisica o condiciones de renormalizacién on-shell

—‘— :ﬁ + (términos regulares en p? = m?), (4.15)
p? —m? + e

=—4)\, cuando s =4m? t=u =0, (4.16)

donde s = (p1 +p2)® = (p3+p1)% t = (1 —p3)> = (P2 —p1)® y u = (pr — pa)? =
(p2 — p3)? son las variables de Mandelstam. La primera indica que el diagrama con dos
lineas externas, incluyendo las contribuciones a todos los 6rdenes, debe tener un polo en la
masa fisica m? con residuo igual a 1. La segunda indica que el diagrama de cuatro lineas
externas, incluyendo las contribuciones a todos los érdenes, debe ser igual a la constante
de acoplamiento fisica A cuando s = 4m?, t = u = 0. El Lagrangiano da lugar a un
nuevo conjunto de reglas de Feynman que incluye reglas para los términos fisicos y reglas
para los contratérminos; estas reglas son

1. Para cada linea interna

==\ 4.17
p2_m2+i€ ( )

2. Para cada vértice

= —i\. (4.18)
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3. En cada diagrama considerar la contribucion del contratérmino
O = i(p0s — bm). (4.19)

4. En cada diagrama considerar la contribucién del contratérmino

= —ify. (4.20)

Ademas se deben considerar, también, las reglas 3, 4, 5 y 6 que se listaron en la subsecciéon
([2-1.7). A pesar de que las reglas y parecen iguales a las (2.309) y (2.310) de
la subseccién ([2.1.7)), las (4.17)) y estan escritas en términos de las cantidades fisicas
mientras que (2.309) y (2.310) estaban en términos de las cantidades desnudas.

Para ilustrar este procedimiento de renormalizacién, a continuacién se muestra su apli-
cacién en la teorfa (A\/4!)¢* en D = 4 a un lazo, utilizando el esquema de regularizacién
dimensional. Primeramente es conveniente reescribir la condiciéon de renormalizacion
de la siguiente manera: sea —iM?2(p?) la suma de todos los diagramas conexos y ampu-
tados de dos lineas externas, tales que al cortar una de sus lineas internas, el diagrama no
se separa en dos piezas; éste tipo de diagramas son llamados diagramas irreducibles de una

particula y son abreviados 1PI
1 = —iM?(p?). (4.21)

El diagrama con dos lineas externas, incluyendo las contribuciones a todos los érdenes, es
la suma de todos los diagramas formados como la sucesién de diagramas 1PI, que puede
ser escrita como una serie geométrica

* 0 00

1

T2 —m? 1+ e p—m2+ze p—m2+ze

1
1 M2 - 4.
T2 —m2—|—ze{ + [MEY)] p2—m2+ie+ } (4.22)

p _m2+7/6{ ZMZ )]m}

= G T
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Escrito de esta manera, la condiciéon de renormalizacion (4.15)) se traduce en las siguientes
condiciones para la funcién M?2(p?)

o, T B (4.23)

M2 2
(»*)] pi

2 —on2
pr=m p2=m?2

la primera corresponde a exigir que el polo se encuentre en la masa fisica m? y la se-
gunda corresponde a exigir que su residuo sea igual a 1. Ahora se procede al cédlculo de
—iM?(p?). Las contribuciones a un lazo vienen del siguiente diagrama y el contratérmino

correspondiente, cuyo resultado es

—iM?(p?) :Q +——

) dPk { 9 (4.24)
T 2/ (2m)P k2 —m? + ie +ip*0z = om)

ix 1 Ta-9) )
-—3 @) 072 (m2)1- D/2+Z( POz — Om).

El primer término contiene una divergencia en D = 4, como se puede comprobar al hacer
el reemplazo D = 4 — 2¢ y desarrollar en serie alrededor de e =0
D

— 1 2 2
(4m)D72 (m2)i=D2 — ()2 [—e—i—fy— 1+ Inm* —Indr + O(e7) |, (4.25)

donde v =~ 0.5772 es la constante de Euler—-Mascheroni. Para que las condiciones de renor-
malizacion (4.23) se satisfagan, la eleccién de los contratérminos 0z y 6, debe ser

A T(-9)

oz =0, Om = — 2(47)D/2 (m2)1-D/2’

(4.26)

Es de notar que, como consecuencia de esta eleccién, no solo se obtiene un resultado finito
para M?(p?) sino que, de hecho, se cumple M?(p?) = 0 para todo p?; este es un resultado
peculiar de la teoria (A\/4!)¢* a nivel de un lazo que, en general, no se cumple en otras
teorias. Ahora se aborda el cdlculo del vértice i M (ps, ps; p1, p2). Las contribuciones hasta
nivel de un lazo son los siguientes cuatro diagramas y el contratérmino correspondiente,
cuyo resultado es

ZM p3ap4,p17p2

DT DA

=—i\+ (— s)+ iV (t) + iV (u)] —idy,

103



CAPITULO 4. RENORMALIZACION DE LA TEORIA DE NORMA U(1) PARA TDM

donde s, t y u son las variables de Mandelstam y

Vo) :1/ Pk i
W=y (2m)P k2 — m? + ie (k + p)2 — m2 + ie

:i/ldxr(z_g) !
0

2 (4m)P/2 [m? —z(1 — x)p2]27D/2'

(4.28)

Esta integral contiene una divergencia en D = 4, como se puede comprobar al hacer el
reemplazo D = 4 — 2¢ y desarrollar en serie alrededor de ¢ = 0

1
3272

1
iV(p?) = /0 dx <1 —7+In4r —In [mQ —z(l - ac)pz] + 0(62)> ) (4.29)

Para satisfacer la condicién de renormalizacién (4.16]), la eleccion del contratérmino 6y debe
ser

5y = — A2 [V(4m?) + 2V (0)]

_ﬁw /1 d 1 n 2

T2 ampz fy [m2 — z(1 — 2)4m2)> P2 [m2)2- P/ (4.30)
)\2

~ 3272

1
/ dx <3 —3v+3ln4dr —In [m2 —z(1— :c)4m2] — 21nm2> i
0 6

Reemplazando este valor de 0 en (4.27) se comprueba que se obtiene un resultado finito

ix2 i m? —z(1—1x)s
. . B WA |
ZM(p3ap4ap17p2) iA T /0 d |:H <m2 — .%'(1 — $)4m2>

+In (m2 - ig - x>t> +1n <m2 - ffé - x)u)] .

De esta manera se completa la renormalizacién de la teoria (A/4!)¢* en D = 4 a un lazo.

El esquema de renormalizacion que se ha expuesto es conocido como esquema de re-
normalizacién fisico 6 on-shell, porque los contratérminos son elegidos de manera que se
cumplan las condiciones y , que son las que definen a las cantidades fisicas. Sin
embargo, en algunos casos, para el cilculo de algunas cantidades sélo es necesario sustraer
la parte divergente de los diagramas, sin necesidad de que se deban cumplir las condiciones
de renormalizacion on-shell. Es debido a esta necesidad, que existe un esquema de renor-
malizacién alternativo conocido como esquema de substraccién minima (M S), en el que se
realiza precisamente esto: los contratérminos son elegidos de manera que anulen sélamente
los términos divergentes ~ 1/e de los diagramas. Existe, también, otro esquema conocido
como esquema de substraccién minima modificada (M S) en el que se sutraen los términos
divergentes ~ 1/e y los términos constantes 7, In4mw que aparecen al evaluar las integrales.
En este trabajo se hace uso del esquema de substraccién minima M S.

(4.31)
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Habiendo expuesto los fundamentos de renormalizacion y el procedimiento sistematico
para realizarla, se contintia ahora con la exposicién de la parte medular de esta tesis: el
estudio de la renormalizacién de la teorfa de norma U(1) para TDM, a un lazo.

4.2. Renormalizacion a un lazo

El Lagrangiano que describe la dindmica libre de TDM es (3.129)), que aqui se reescribe
para tener como referencia

L=0,95"9,¥ — m*T0. (4.32)

El analisis dimensional de este Lagrangiano muestra que la dimension de masa del campo W
es igual a 1. El esquema de regularizaciéon que se empleard sera regularizacion dimensional
y el esquema de renormalizacion que se abordara serd el esquema de substraccién minima
MS. La esctructura de esta secciéon es la siguiente: en la primer subseccién se introduce
la interaccién con el campo de norma U(1) a través del principio de norma; en la segunda
subseccion se reescribe el Lagrangiano en términos de las cantidades fisicas, con lo que se
obtiene la separacién entre términos fisicos y contratérminos; en la tercer subseccion se
muestran las reglas de Feynman para ambos tipos de términos en el Lagrangiano; en la
cuarta subseccién se verifica el cumplimiento de la identidad de Ward-Takahashi, que es
una identidad que relaciona a las funciones de correlaciéon en una teoria de norma; en la
quinta subseccién se realiza el calculo de la autoenergia del campo de norma U(1); en la
sexta subseccion se realiza el calculo de la autoenergia del campo V¥; y, finalmente, en la
séptima subseccion se hace un andlisis en el que se identifica el origen primordial de los
resultados que se obtienen para ambas autoenergias.

4.2.1. Interaccién con el campo de norma B*

El acoplamiento del campo ¥ de TDM con un campo B* de norma U(1) a través del
principio de norma manifiesta la suposicién de que el campo V¥ esta cargado bajo B*: como
consecuencia, esta carga permite distinguir a las particulas de ¥ de sus anti-particulas. Del
principio de norma, la interaccién es introducida insertando el acoplamiento minimo por
medio de la derivada covariante como

oMU — DI = OMT + igB* U, oMU — DM = g — jgBH T, (4.33)

donde g es la carga. El Lagrangiano de esta teoria interactuante se obtiene al realizar el
acoplamiento minimo en (4.32]) y sumar el término cinético y el término de fijacién de
norma, o gauge-fixing, de B*

1

_ _
L =D"¥%, D'V — m? TP — 1B By %

(8,B")?, (4.34)
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donde B, = 0,B, — 0,B,, y el tltimo es el término de fijacién de norma, con pardmetro
de norma &£. Desplegando los términos en la derivada covariante, este Lagrangiano es

_ _ 1
L =D"¥%, D'V — m? TP — 1B B — 2?(8#3“)2
_ _ | 1
=(0"¥ — igB*W)%,,, (0" ¥ +igB"¥) — m*UV¥ — ~B" B, — —(9,B")?
( g ) ,uu( g ) 4 v 25( 1 ) (4.35)
_ _ 1 1
=0MTY,, 0" — mOU — 1B B — 5% (8,B")*

+ig ["UE,, ¥ — UX,,0"V] B + ¢*UY,, VB B.

El primer renglén en el tltimo miembro de esta ecuacién contiene los términos libres de
los campos y el segundo rengléon contiene a los términos de interaccién: uno de orden g y
otro de orden ¢2. El andlisis dimensional de este Lagrangiano muestra que la constante de
acoplamiento g es adimensional, por lo tanto esta teoria es candidata a ser renormalizable.

Los campos y parametros en son los campos y pardmetros desnudos, que de
ahora en adelante serdn denotados con un subindice b para distinguirlos de los campos y
parametros fisicos 6 renormalizados, que seran introducidos en la siguiente subseccién. El

Lagrangiano (4.35) es entonces
- - 1
L =D" 0%, Dy, — m2U, W, — -

4

1
28

1 2 4.36
%, (9.By) (4.36)
+igpy [0" 02, Ty — Up%,,0M 0] By + g2V, %, ¥, B By .

Bl By — = (0,B})?

_ _ 1
=M%, 0" U, — mp U0y, — 1By Bow =

En la siguiente subseccién se introducen los campos y parametros fisicos y se realiza la
separacion de éste Lagrangiano en términos fisicos y contratérminos.

4.2.2. Términos fisicos y contratérminos

El Lagrangiano debe ser reexpresado en términos de las cantidades fisicas de
manera que se obtengan términos analogos a los que aparecen en él, pero escritos en
términos de ellas y, como consecuencia, se obtendran los contratérminos. Primeramente se
escriben los campos desnudos ¥y, y B{f en términos de los campos fisicos ¥ y B* a través
de las relaciones

v, =730, B =73 B, (4.37)
con las que el Lagrangiano es
L =Z20"VY,,0" 0 — ZomiO¥ — éBWBW _5 (8,B")?
4 28 (4.38)

+igyZa 2y (0PN, U — US,, 0" BY + g2 27505, U B"B”.
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La separacion de este Lagrangiano en términos fisicos y contratérminos es

_ | 1
L =0"0%,,0"V —m* TV — 1B By — % (0"B,,)?
+ig [0"UE,, ¥ — ¥%,,0"V]| BY + ¢*U%,, VB'BY

)

(4.39)
+ 67, [0MUE,, 0"V — mPTV] — 5, TV —

+1igdy [0MTUS,, U — VS, 0M¥] B” + ¢*530%,, VB B,
que se logra introduciendo las constantes definidas como

5z, =75 — 1, 87y =73 — 1, 6m =Zo(mi —m?), (4.40)
2

b 1/2 9h 1 Zs
O0g ==ZoZ5' " — 1, 03 ==27975 — 1, - =— (4.41)

gt g £ &
Los términos en los primeros dos renglones de (4.39) son andlogos a (4.36]), pero escritos
solo en funcién de las cantidades fisicas, éstos son los términos fisicos; los términos en
los dltimos dos renglones de (4.39)) dependen de las cantidades desnudas a través de las
constantes ¢§, éstos son los contratérminos. En la siguiente subseccién se presentan las reglas

de Feynman del Lagrangiano (4.39).

4.2.3. Reglas de Feynman
Las reglas de Feynman para los términos fisicos del Lagrangiano (4.39) son

. MoV
p B i po— oy i (n“”—(l—ﬁ)qqé’)

X(p) — m? + i€’ g + e

9

I

r =—igSu(p +p)”, p/ =2ig*% .,

p

donde se debe recordar que la expresién para el propagador del campo ¥ es simbélica y
representa

- B 1 _ iA(p)
D(p) = Y(p) — m2 +ie  p? —m?2 + i€’ Alp)

como se mencioné en (3.171)), ademés de que X(p) = X,,.p"p" y S(p) = Swptp”. Es de
notar que la Unica regla que depende del parametro de norma & del campo B* es la de su

:—p2 + S(p) + 2m?

o , (4.42)

107



CAPITULO 4. RENORMALIZACION DE LA TEORIA DE NORMA U(1) PARA TDM

propagador. Por su parte, las reglas de Feynman para los contratérminos son

D . . H v , v v
——R@—>— =i07,(2(p) — m?) — 0, @i = — 187, (0" — ¢q”),

by

I

o = —igdy%,u(p' +p)", J =2ig%63% 0.

A diferencia de las reglas para los términos fisicos, en las reglas para los contratérminos
no aparece el parametro de norma £ del campo B*. En la siguiente subseccién se revisa el
cumplimiento de la identidad de Ward-Takahashi para este conjunto de reglas de Feynman.

4.2.4. Identidad de Ward-Takahashi

La identidad de Ward-Takahashi es una identidad que relaciona a las funciones de
correlaciéon de m puntos con funciones de correlacién de n — 1 puntos, en el espacio de
momentos, de teorias de norma. Esta identidad es consecuencia de la invarianza de norma
de la teorfa y, para el caso de una teoria de norma U(1), es enunciada de la siguiente
manera. La amplitud M (k;p1,--+ ,pn;q1, -+ ,qn) de un proceso que involucra a una par-
ticula externa (inicial o final) del campo de norma con momento k, que en el contexto de
QED seria un fotén y por simplicidad asi serd llamada de manera genérica, tiene la forma
ME;pi, - pnsqis - s qn) = €u(B)MP(kip1, -+ pnsqis- -+ 5 qn), donde €,(k) es el estado
de polarizacién del foton, p1,- - ,p, son los momentos del resto de particulas inciales y
q1," " ,qn los momentos del resto de particulas finales. Sea Mo(p1, - ,Pn;q1, - ,qn) la
amplitud obtenida de remover al fotén externo de momento k, entonces la identidad de
Ward-Takahashi establece que

B MP (i p1y D@+ 5 qn) = 9 3 IMo(Dr -+ pnsqny -+ @i — Ky 5 0n) (
: 4.43)

_MO(ply"' apl+kv yPniql, - aQn)]

Es posible mostrar [40] que el miembro derecho de esta ecuacién no contribuye en el célculo

de los elementos de la matriz S, por lo que, cuando M(k;p1, -+ ,Pn;q1, "+ ,qn) €8 un
elemento de la matriz S, la identidad de Ward-Takahashi (4.43) se reduce a
k“Mu(k;ph'" yPniq1, - ;CIn> :0; (444)

que, en esta forma, es llamada, simplemente, identidad de Ward.

En el caso de la teoria de norma U(1) para TDM, la verificacién de la identidad
a nivel de arbol es inmediata. Si se denota por iV,(p,q) el valor del vértice ¥WB y por
iV (p,q, k) el valor del vértice YWWBB

iVu(p,q) = —igZuw(p +q)", Vi (p, 4, k) =2ig°S 0, (4.45)
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la identidad establece las siguientes dos igualdades
KVu(p,q) =9[D~(q — k) = D~ (p + k)], (4.46)
KV (p,a. k) =gV (p,q — k) = Vi(p + k, q)). (4.47)
La verificaciéon de la primera de ellas es

K'Vi(p,q) =9[D~ (¢ — k) = D™ (p + k)]
m?] —

gD
k=92 (p+ )" =g[X(q — k) — 9[=(p + k) —m”] (4.48)
~98u(a = p)"(p + @) =g[E(p) — m*] — g[E(q) — m?]
98w (d"q” — p'p") =g[E(p) — X(q)];
donde se ha usado ¢ = p + k. La verificacion de la segunda es
KV (p, a, k) =g[Vi(p,q — k) = Vi(p + &, q)]
k(205 ,0] =gl=9%0u(a — k + )] = 9[=9Suu(a +p + k)] (4.49)

29" Sy (g — )" =9[~9% (2p)"] = 9[~9%(20)"]
20”5, (4 — p)* =297y (q — p)*.
Por lo tanto, la identidad de Ward-Takahashi se cumple a nivel de arbol. En la siguiente

subseccion se comienza el calculo de los diagramas para abordar la renormalizacién de esta
teoria.

4.2.5. Autoenergia del campo de norma B*

La autoenergia de un campo es la suma de las contribuciones de orden superior al nivel
de arbol que tiene su funcién de correlacién de dos puntos (en el espacio de momentos); en
otras palabras, es la suma de las correcciones, a todos los érdenes, a su propagador. Para
esta teoria, la funcién de correlacién de dos puntos del campo B* es

+©+Q+O(g4). (4.50)

PP . [ (2
La autoenergia fisica a nivel de un lazo es de orden g? y se denotard como —ZH,(W) (q);
estd compuesta por los diagramas segundo y tercero del miembro derecho de la ecuacién
anterior mas el contratérmino correspondiente

l+q

= ZHZE?)(Q) - i(;Zg (q277/u/ - qMQV) ) (4.51)
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donde —iHZ(l,Q)(q) es la suma de las amplitudes de los diagramas de un lazo

La evaluacién de la amplitud —iHZg)(q) a partir de estos diagramas, usando las reglas de

Feynman, es

1
(4 q) —m? +ie

4
—iHZ(VQ)(Q) — / (jﬁ§4Tr {[—z’gE,m(?l +q)°]

X [—ig2,s(2l + q)?] (4.53)

i
Y(l) — m? +ie

.92 7

RiS] G +z’e}‘
Para regularizar dimensionalmente, se debe evaluar esta integral en dimensién D arbitraria
y posteriormente hacer la sustitucién D = 4 — 2¢ para recuperar la divergencia en el limite
¢ — 0. La medida de integracion pasa a ser d°1/(2m)P y la extensién de las definiciones de
los operadores S,,, y ¥, a dimensién D se realiza de la siguiente manera. Como se coment6
en la seccién y se resefia en la seccién del apéndice |A] en D = 4 existe un mapeo
[42. 169, 70] con el que es posible reescribir los espinores de la representacion (1,0) @ (0, 1)
como tensores antisimétricos de segundo rango. Asi, por ejemplo, las 6 componentes del
espinor ¥ = (U¢ Ut3)T de la representacién (1,0) @ (0,1) en una base particular, son
mapeadas hacia las 6 componentes independientes del tensor antisimétrico ¥,z a través de
las relaciones

Y =gk, v =g (4.54)

es decir, cada indice espinorial es mapeado hacia un par de indices de Lorentz antisi-
métricos; a estos indices de Lorentz se les suele llamar indices internos de Lorentz para
diferenciarlos de los indices de Lorentz que no estan relacionados con la estructura interna
de la representacién. Bajo este mapeo, los operadores O de (1,0) @ (0,1) son reescritos
como tensores Oy, de cuarto rango, antisimétricos en los indices o3 y en los 7. De esta
manera, los operadores 1 y S,,, son reescritos como

1
]laﬁ'yzﬁ 25 (770477755 - 77a677[3’y) ) (4'55)

(S/u/)aﬁfycS :nuulaﬁwé - nu'y]laﬂué - nuéﬂaﬂwu - nufyﬂaﬂ;ﬁ - "71/511&,87#; (4'56)
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la reescritura del resto de operadores de la base de la representacién (1,0)@(0, 1) se muestra
en la seccion ((A.2) del apéndice [Al Con estos resultados, el operador ¥, es reescrito como

1
(Zw)aﬁvé 25 (nuvﬂaﬁvé + (S;w)aﬂvé)
(4.57)

1
:nuu:ﬂ-a675 - 5 (nu71a6y6 + nuélaﬁ'yu + nuvlaﬁpﬁ + nuéﬂaﬁ'yu) .

Este mapeo permite, entonces, reescribir a los operadores 1 y S, y, como consecuencia,
a X, en términos unicamente de la métrica 7,,. A partir de estas expresiones, la exten-
sibn de la definicién de los tensores 1, S, y X, a dimensiéon D arbitraria es directa:
simplemente se sustituye la métrica 7, = Diag(l,—1,—1,—1) en D = 4 por la métrica
N = Diag(1, —1,---,—1) en dimensiéon D. La integral en dimensiéon D es entonces

]
(1l +q) —m? +ie

D
I = [ T {[—z’gzm@z )

—ig¥,5(21 R — 4.
x [—ig¥,p( +q)]2(l)_m2—|—ie (4.58)
o o L
+ 20075 E(l)—mQ-i-ie}
que, utilizando la expresién (4.42)) para el propagador, es
L@ (g) = 2/ dPl [Tr{Zu A+ q)SsA0)} (21 + )% (21 + ¢)°
w D=9 [ (9D [+ q)2 —m? +ie][I2 — m? + ie] (459)

L TZea0)),

12 —m?2+ e

El calculo de esta integral puede realizarse empleando las técnicas convencionales para
computar integrales D dimensionales, por ejemplo: parametros de Feynman, rotacién de
Wick, reduccion de Passarino-Veltman, etc. Su calculo puede realizarse, también, con ayuda
del software computacional Wolfram Mathematica [71] haciendo uso del paquete FeynCalc
[72{74] al expresar todos los operadores que contiene, en términos unicamente de la métrica
N en dimension D. El resultado que se obtiene, de esta segunda manera, es

—iI 3 (q) = () (PN — qua) (4.60)

donde la funcién escalar —ilI*(?) (¢?) es

(2) (2 iy’
— ) = 55D = Dymig?
x {4m? [SD(D — 1)(D — 2)m* + 2(D + 1)(D + 2)m?¢? — Dq*] Bo(0,m?,m?) (4.61)

—D(D —-2) (4m2 - q2) [8(D — Dm* +2(D — 7)ym?¢® + ¢ ] Bo(q?, m? m2)}

111



CAPITULO 4. RENORMALIZACION DE LA TEORIA DE NORMA U(1) PARA TDM

y la funcién Bo(q?, m?,m?) es una de las integrales de Passarino-Veltman [75], definida, en
general, como

dPi 1
) 2 2 2
B , Mg, M :/ " BEE) 462
0(q10: Mg ) (2m)P (14 q0)2 — m% +ie][(l + q1)? — m% + i€ ( )
con ‘J%o =(q1 — q0)2; en particular las integrales que aparecen en " son
dPi 1
. 2 2 2 2
B _ 4.63
et o) = [ A e 9
dPl 1
. 9 2 2
B _ ) 4.64
im"Bo(0,m”, m") /(QW)D 12 — m? + ic]? 460

En el apéndice [B] se expone brevemente el método de reduccién de Passarino-Veltman y
sus integrales. La forma del resultado (4.60) garantiza el cumplimento de la identidad de

Ward 1’ puesto que al contraer —iHZf (q) con ¢* 6 ¢”, se anula
—ig"I ) (q) = =i (¢?) (" — i*av) =0, (4.65)

lo que significa que la identidad de Ward se cumple también a nivel de un lazo.

En el esquema de substraccion minima M S, la renormalizacion se realiza sustrayendo
con el contratérmino Unicamente los términos divergentes de la amplitud. Para obtener el
término divergente de (4.61)) se debe realizar la sustitucion D = 4 — 2¢ y desarrollar en
serie de potencias de € alrededor de ¢ = 0. Realizando este procedimiento con FeynCalc
se obtiene que la parte divergente de —iIl*(?)(¢?), que se denota como Div[—ilI*(®)(¢?)], es

Div [—z'n*@)(q?)] _ (78m* — 12m?¢* + ¢*) (4.66)
384m2mie ’

en el que la divergencia esté expresada en el factor 1/e. Con este resultado y de la expresion
, la parte divergente de la autoenergia fisica —iH,(fV) (¢), denotada como Div[—iH,(fV) (9)],
es finalmente
: 1(2) _ ig® 4 2 2 4 . 2

Div [—ZHW(Q)} =— [M (78m —12m*q¢° +¢q ) + 0z, (C] Ny — q#Qy) . (4.67)
La constante dz, debe ser elegida de manera que anule los términos divergentes de esta
expresién. Sin embargo, esto no es posible, debido a que hay términos divergentes pro-
porcionales a g% y ¢* que, obviamente, no pueden ser anulados por una constante; lo mas
que se puede lograr es anular, con dz,, la divergencia del término proporcional a m*, pero
seguiran existiendo los otros términos divergentes. Por lo anterior, la autoenergia del cam-
po de norma B*, a un lazo, no es renormalizable. En la siguiente subseccion se realiza el
calculo de la autoenergia del campo V.

112



CAPITULO 4. RENORMALIZACION DE LA TEORIA DE NORMA U(1) PARA TDM

4.2.6. Autoenergia de TDM

La funcién de correlacién de dos puntos del campo V¥ es

:‘i: A S @ +0(g"). (4.68)

La autoenergfa fisica a nivel de un lazo es de orden ¢? y se denotard como —iM2(2) (p);
estd compuesta por los diagramas segundo y tercero del miembro derecho de la ecuacién
anterior méas el contratérmino correspondiente

k /ﬂ
— k
—k
—iM?*@) (p) = 2 ﬁ P 1L R G S
= —iM**D(p) +idz, (S(p) — m?) — idm, (4.69)

donde —iM**®@)(p) es la suma de las amplitudes de los diagramas de un lazo

—iM*(p m {i} (4.70)

La evaluacién de la amplitud —iM*2(2 a partir de estos diagramas, usando las reglas
de Feynman, es
d'k i
—iM*?>?) :/ —ig% 0 (2p — k)®
¢ (p) (271')4 [ g 1 (p ) ]Z(p—k)—m2+ze

4 (1 - &)

—ig%,5(2p — k)P :
x [~ig¥ys(2p — k)"li K2 1 e (4.71)
v kHEY
.9 ._77“ + (1 _5) 2
+ [21g ZW] 1 2 e .

Para regularizar dimensionalmente se debe evaluar esta integral en dimensién D; la medida
de integracion pasa a ser dP1 / (27r)D y el tensor X, estd dado por la expresion lb escrita
en términos de la métrica D—dimensional 7). La integral en dimensién D es entonces

—iM**?) (p) = / A7k [—ig%a(2p — k)°] i
(2m)P . Y(p—k)—m?+ie
4 (16
—ig%,5(2p — k)P k
x [—igZyp(2p — k)°Ji 2 i (4.72)
. (1= &)
2i9°% k
+ 200" 1 k2 + i€ ’
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que, utilizando la expresién (4.42)) para el propagador, es

D _
—iM*2?) (p) =¢° / gﬂ)kD { [(?_a ?)(Qp_ :Lli”i] (2p—k)*(2p — k)
[—77“”]{32 + (1 _ f)k“k”] 22/“/ [_,r],uuk,Q + (1 _ é—)k,uky] } (473)

(k2 + ie]? (k2 + i€]?

Al igual que en el caso anterior, esta integral puede ser calculada en el software compu-
tacional Wolfram Mathematica |71] haciendo uso del paquete FeynCalc [72-74] al expresar
todos los operadores que contiene, en términos tinicamente de la métrica D—dimensional
Nuw- BEs importante notar que, dado que el célculo en FeynCalc se realiza en indices in-
ternos de Lorentz expresando a los operadores S, y ¥,, en términos inicamente de la
métrica D—dimensional 7, a través de las relaciones y , el resultado que se
obtiene estara expresado, también, en indices internos de Lorentz, es decir, estara escrito
en términos inicamente de la métrica D—dimensional 7,,,. Para identificar la combinacién
lineal de los operadores de la base {1, X, Suv; XSuvs My, Cuvap} a la que dicho resultado
corresponde es necesario determinar sus componentes en esta base, o sea, determinar el
coeficiente que debe acompanar a cada operador en la combinacion lineal. Referente a esto,
es util recordar la manera general en que se lleva a cabo esta tarea en un espacio vecto-
rial arbitrario. Respecto a una base ortogonal, la determinacion de las componentes de un
vector se realiza, basicamente, a través de la proyecciéon del vector sobre cada elemento de
la base. Respecto a una base no-ortogonal, una forma de determinar las componentes es
realizando un cambio de base hacia una base ortogonal, encontrar las componentes en la
base ortogonal y, finalmente, regresar a la base no-ortogonal; de hecho, la base ortogonal
puede ser construida a partir de la propia base no-ortogonal por medio del proceso de or-
togonalizacién de Gram-Schmidt [76]. La base de operadores {1, x, Sy, XSuv, Muv, Cuvag}
es ortogonal en D = 4, pero la base que se obtiene al extender los operadores a dimen-
sién D arbitraria de la manera en que se ha explicado aqui resulta ser no-ortogonal para
D # 4. Dado que en regularizacién dimensional, antes de tomar D = 4 — 2¢ y € — 0,
se trabaja en D # 4, para encontrar la combinacién lineal de los operadores de la base
{1, x, Sy XS My, Cvap} ala que el resultado obtenido del célculo en FeynCalc corres-
ponde, es necesario encontrar una base ortogonal y determinar sus componentes respecto
a esa base, para después regresar a la base no-ortogonal. La base ortogonal se constru-
ye a partir de la base {1, X, Suv, XxSuvs My, Cuvap} esencialmente a través del proceso de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt, como se explica en la seccién del apéndice
Después de realizar todo este procedimiento con el resultado que se obtiene de FeynCalc,
se encuentra que la expresién para —iM*2(2) (p) en términos de los operadores de la base
es

_ZM*Z(Q) (p) = _ia(p2v m27 67 D)p2]]- - Zb(p27 m2a 57 D)S(p) (474)
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donde el coeficiente a(p?, m?,€, D) es

2 2 ™49
D) =
alp’s & D) = o 5 9D — 1) D

x {[4(D-2)D(¢ - 1)(p* - m2)
x ((D —4)ym* —2p* (2(D — 2)m* +p ))]Bo (0,0,0)
—2m? [m*(D — 4)D(D + 4¢ — 11) + m*p*(D(D(5D — 4) + 16§ — 4) + 16)

—p*D(D + 8¢ — 20)] Bo(0, m?, m?) (4.75)
+ (D —2)D [m®(D — 4)(D + 8¢ — 15) + m*p*(D(6D + 8¢ + 21) — 60)
+m?p* (9D? — D + 16¢ — 28) — p°(D + 16¢ — 28)] By (p*, 0, m?)
— [4(D -2)D(¢ - 1) (p* — m?)?

x ((D —4)ym* = 2p* (2(D — 2)m? + p*))] Co(0,p*,p* 0,0, m*)}

y el coeficiente b(p?, m?,&, D) es
s
bp*,m*, ¢, D) = _32(D - 2)(Dg— 1) Dm2p*
x {[4(D - 2)( 1)(2—m2)
x (Dm* +2p (2(D = 2)m* + p?) )] Bo(0,0,0)
—2m? [m*(D + 4¢ — 11)D + m?*p?*((5D — 28)D — 16¢ + 20)
(4.76)

+p* (3D + 8¢ — 24)] Bo(0,m*, m?)
+ (D —2) [m°D(D + 8¢ — 15) + m*p? (6D + 8(D — 4)€ — 47D + 64)
+m?p* (9D? — 69D — 16¢ + 96) + p®(3D + 16¢ — 32)] Bo(p?, 0,m?)
— [4(D=2)(¢ = 1)(p* — m?)?
x (Dm* +2p* (2(D — 2)m* + p*))] Co(0,p*,p* 0,0,m*)},
en las que las funciones By(0,0,0), Bo(0,m?, m?), Bo(p?,0,m?) y Co(0,p?,p?,0,0,m?) son

las integrales de Passarino-Veltman, las primeras tres definidas en la expresion (4.62) y la
tltima definida como

dPk 1
2m)D [(k + 5)2 +ie]?[(k — §)% — m? +ie]

iw*Co(0,p%,p*,0,0,m*) = / ( (4.77)

Para obtener el término divergente de (4.74]) se debe realizar la sustituciéon D = 4 — 2¢
y desarrollar en serie de potencias de € alrededor de ¢ = 0. Realizando este procedimiento
con FeynCalc se obtiene que la parte divergente de —iM *2(2)(]9), que se denota como
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Div[—iM*23)(p)], es

i92 (3m*(2¢ + 1) + 15m?p? + p*(4 — 3¢))

s | 2(2) - _
Div [ iM (P)} 1927m2m?2e ! (4.78)
g7 (12m? 4 p*(7 - 66)) ()
384m2m?2e P

en donde la divergencia estd expresada en el factor 1/e. Con este resultado y de la ex-
presiéon 1) la parte divergente de la autoenergia fisica —iM?(?)(p), denotada como
Div[—iM?®2)(p)], es finalmente

g% (3m*(2¢ + 1) + 15m?p? + pt(4 — 3¢))
1

. . 2(2
Div [_ZM ( )(p)} - 19272m2e L
2 2 2
g% (12m? + p*(7 — 6¢))
—! 38472m2e 5(p)
+idz, (S(p) — mQ) — i0m
_ | B2+ 1) + 15m?p? 4 pt(4 - 30)) (4.79)
19272m2e
_%(zﬁ —2m?) + 54 1
[ 2 2 2
| g? (12m2 + p*(7T—68)) 6y,
¢ 384m2m2e 2 S(p).

Las constantes dz, y 0, deben ser elegidas de manera que anulen los términos divergentes
de esta expresién. Sin embargo, esto no es posible, debido a que hay términos divergentes
proporcionales a p*1 y p2S(p) para los que no existen contratérminos que los puedan anular.
Por lo anterior, la autoenergia del campo ¥, a un lazo, no es renormalizable.

Tanto la autoenergia de B* como la autoenergia de ¥ son no-renormalizables; estos
resultados muestran que la teoria de norma U(1) para TDM es no-renormalizable. En
la siguiente subseccién se hace un andlisis del origen primordial de esta conclusién y se
propone un enfoque alternativo para estudiar la renormalizacion de esta teoria.

4.2.7. El propagador de TDM en la regién UV

Las autoenergias de ambos campos son no-renormalizables. El origen de estos resultados
puede rastrearse en la forma del propagador del campo W (4.42)) que, escrito explicitamente,
es

i —p® + S(p) +2m°
=1 .
Y(p) —m?2+ie  2m2(p? — m?2 + ie)

(4.80)
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En la regién UV se cumple que p? > m?. En esta region, la contribucién del tercer término
que compone a D(p) es de orden 1/p?, lo que significarfa una contribucién de —2 al grado
superficial de divergencia de un diagrama por cada propagador de ¥. Sin embargo, la
contribucién de los terminos primero y segundo, en la regién UV, es de orden p?/p? = 1,
por lo que su contribucién y, como consecuencia, la contribucion global del propagador de
¥ al grado superficial de divergencia de un diagrama es nula. La reescritura del propagador
en términos de los proyectores de paridad Py (p) y P_(p) definidos en es

2 2
- P+(p) — E=~P_(p)
D(p) =i m 4.81
(p) =i PR (4.81)

donde los proyectores son

1 S(p)
Esta reescritura (4.81) revela que los términos divergentes en la region UV, i.e. los de
orden p?/p? = 1, estdn relacionados con las componentes de paridad negativa. Tomando
en cuenta las observaciones anteriores, se deduce que el grado superficial de divergencia D
de un diagrama con Ny lineas externas del campo V¥, N, lineas externas del campo B¥,
V3 vértices VW B y Vy vértices VW BB esta dado por

D=4—2Ny — N, +2(Vs + Vi), (4.83)

a diferencia de la expresiéon D = 4— Ny — N, que serfa la que se obtendria si la contribucién
global del propagador a D fuera de —2 en lugar de ser nula. La expresién para D es
creciente con el nimero total de vértices V' = V3 + V del diagrama, lo que significa que,
para un proceso especifico (Ny = cte, Ny = cte), siempre hay diagramas superficialmente
divergentes a partir de un determinado orden O(g"™) y, como consecuencia, un nimero
infinito de ellos. En conclusion, el origen de la no-renormalizabilidad de la teoria de norma
U(1) para TDM estd en la forma del propagador del campo .

En este momento es conveniente rememorar el conocido caso de la no-renormalizabilidad
del campo vectorial masivo y su solucién en el contexto del Modelo Estandar. El Lagran-
giano del campo vectorial masivo es el Lagrangiano de Proca , y su propagador

€es
quqv

- —i (nu — EF)
D,.(q) = m- - 4.84
14 (Q) q2 . mQ 4 i€ ( 8 )

Este propagador presenta un problema similar al de TDM: en la regién UV, la contribucién
del segundo término que lo compone es de orden ¢?/¢?> = 1, por lo que la contribucién
global del propagador al grado superficial de divergencia de un diagrama es nula y, por
lo tanto, una teoria que incluya campos vectoriales masivos es, al menos en principio,
no-renormalizable. El Modelo Estandar contiene campos vectoriales masivos: los bosones
vectoriales W* y Z: sin embargo, el problema del propagador, en este contexto, se evita de
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la siguiente manera. Los bosones vectoriales, siendo bosones de norma, son considerados,
incialmente, no-masivos (una masa inicial no-nula violarfa su simetria de norma) y su masa
la adquieren, posteriormente, a través del rompimiento espontdneo de la simetria. Posterior
al rompimiento espontédneo de la simetria, el propagador del campo vectorial resulta ser

- —1 (77,ul/ - (1 - 5) qulq,, 2)

Dyu(q) = po e - . (4.85)
donde £ es su parametro de norma y m es la masa que adquirié. Todos los términos que
componen a este propagador son, en la regién UV, de orden 1/¢?, por lo cual ya no tiene
el problema del propagador de Proca y, con ello, se consigue un campo vectorial
masivo con un propagador bien comportado en la regién UV y de esta manera se evita el
problema de la no-renormalizabilidad del campo vectorial masivo.

En la referencia [42] se muestra que la ecuacién de Proca surge del formalismo de
primeros principios en la representacién (1/2,1/2), de la misma manera que la ecuacién
libre de TDM surge en la representacién (1,0) @ (0, 1). El propagador de Proca resulta ser

. —P_(q) + TP (g)

D = m 4.86
V(Q> ¢ q2 _ m2 + e ) ( )

donde P (q) y P_(q) son los proyectores de paridad en la representacién (1/2,1/2) que,
en una base particular, tienen la forma

Py (a))", =q:§“, P_(q)]y =% - qqqﬁ (4.87)

con la cual el propagador adquiere la forma convencional . Asi, se revela que
la estructura del propagador del campo vectorial masivo es, esencialmente, la misma que
la del propagador de TDM, cada uno en su respectiva representacién, como se comprueba
al comparar las expresiones y . En el contexto de renormalizacién, lo ante-
rior indica que el problema de la no-renormalizabilidad de TDM es, en esencia, el mismo
problema de no-renormalizabilidad del campo vectorial masivo, s6lamente formulado en
una representacion diferente del HLG. La observacion de esta similitud nos conduce a la
bisqueda de una solucién a la no-renormalizabilidad de TDM, andloga a la soluciéon ya
conocida para el campo vectorial masivo, a saber: considerar al campo de TDM inicial-
mente no-masivo y, posteriormente, buscar algiin mecanismo para dotarlo de masa. En la
siguiente seccion se realiza el estudio de la renormalizacién de la teoria de norma U(1) para
TDM no-masiva. La buiisqueda del mecanismo para dotar de masa a TDM es una tarea que
estd més alla de los objetivos de este proyecto.

4.3. Renormalizacion a un lazo: caso no-masivo

El desarrollo que se expone enseguida, hasta antes de la primer subsecciéon, esta basado
en la seccion V de la referencia [42], que trata, precisamente, sobre el estudio del campo ¥
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de la representacion (1,0) @ (0, 1) en el caso no-masivo. El Lagrangiano (4.32)) y la ecuacién
dindmica (3.110)) del campo ¥ tienen un limite m — 0 suave, por lo que el Lagrangiano de
la teoria no-masiva es obtenido simplemente tomando m = 0

L=0"0%,,0"V. (4.88)
Este Lagrangiano puede ser reescrito como
L= 8“@2#,,8”\1/ = —UX(9)V + 8"(\TIZW8”\IJ) ~ —UX(9)V, (4.89)

donde la equivalencia en la ultima relaciéon es debido a que el segundo término del tercer
miembro es un término de frontera, por lo que se puede tomar directamente £ = —¥X(9)W.
Es posible reescribir este Lagrangiano en términos de los proyectores P (9) y P_(0) usando
las relaciones

1 1
P'Pi(p) =5 (" + S(p) = Z(p), p'P-(p) =5 (" = S() = R(p), (4.90)
donde se debe recordar que R, = (1/2)(nu1 — S,.), con lo cual
L=—-TV3*P,(0)7, (4.91)

y la ecuacién dindmica es entonces
9*P, (0)T =0. (4.92)

Tanto la ecuaciéon de movimiento como el Lagrangiano involucran sélamente a la compo-
nente de paridad positiva de ¥, por lo tanto la componente de paridad negativa no est4 fija
y la dindmica es invariante ante cambios en ella. Esta simetria se manifiesta en la libertad
de norma para cambiar a ¥ como

U — U =V + 9*P_(0)®, (4.93)

donde ® es un espinor cualquiera de la representaciéon (1,0) @ (0,1), en virtud de que
P (0)P_(9) = 0. Dado que el operador en el término cinético del Lagrangiano es
un proyector, este operador no puede ser invertido y, por consiguiente, el propagador del
campo no estd definido. Para obtener un operador cinético invertible y, en consecuencia,
un propagador bien definido, es necesario agregar un término de fijacion de norma al
Lagrangiano. Agregando un término proporcional a 8“\TJRW8” U al Lagrangiano se
obtiene

_ 1 _
L= 005,00 + 0" VR, 0T, (4.94)

donde ( es el parametro de fijacién de norma; que puede ser reescrito como

L=—00 [m(a) + éP_(a)} U o [q, <2W N 2Rw) 8@]
~— UH? [[m(a) " 2”3(8)} v, (4.95)
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con lo que la ecuacién dinamica es ahora

0% [P (0) + 2[&3_(8) T =0. (4.96)

Aplicando el operador P_(0) por la izquierda en (4.96|) se obtiene la restricciéon que fija la
norma de ¥

1

Zc’ﬂﬂt(a)\y =0 (4.97)
que, siempre que ¢ sea finito, establece que la componente de paridad negativa de ¥ es
nula. Con esto, el operador cinético ya es invertible y el propagador estd dado por

_ i _Z,IP+(p)+C[P_(p) :Z.Jl+(C_1)[P—(P).

D(p) = - "
®) p*P+(p) + ¢p*P-(p) p? + i€ p? +ie

(4.98)

Todos los términos que componen a este propagador son de orden 1/p?, debido a lo cual
ya no tiene el problema del que padecia el propagador del caso masivo en la regién UV y,
con ello, se puede esperar que la teoria no-masiva sea renormalizable.

La esctructura de esta seccion es la siguiente: en la primer subseccién se introduce la
interaccién con el campo de norma U(1) a través del principio de norma y se muestran los
diagramas superficialmente divergentes que posee; en la segunda subseccién se reescribe
el Lagrangiano en términos de las cantidades fisicas, con lo que se obtiene la separacién
entre términos fisicos y contratérminos; en la tercer subseccién se muestran las reglas de
Feynman para ambos tipos de términos en el Lagrangiano; en la cuarta subseccién se
verifica el cumplimiento de la identidad de Ward-Takahashi; en la quinta subsecciéon se
realiza el cdlculo de la autoenergia del campo de norma U(1); en la sexta subseccién se
realiza el cdlculo de la autoenergia del campo V; y, finalmente, en vista del resultado
obtenido en la sexta subseccién, en la séptima subseccion se explora una eleccién diferente
de contratérminos

4.3.1. Interaccién con el campo de norma B*

De la misma manera en que se hizo para el caso masivo, la interacciéon con un campo
B* de norma U(1) es introducida a través del principio de norma, es decir, insertando el
acoplamiento minimo por medio de la derivada covariante como

oMU —DHE = OMV + ig B, M DM = 9T — igBrD, (4.99)

donde g es la carga. El Lagrangiano se obtiene al realizar el acoplamiento minimo en (4.94)
y sumar el término cinético y el término de fijacion de norma de B*

1

_ 1
L =D"g (z,w - CRW> DY@ — 2By, B" — (8,B")?, (4.100)

1
26
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donde el dltimo es el término de fijacién de norma de B, con parametro de norma &.
Desplegando los términos en la derivada covariante, este Lagrangiano es

_ 1 S B 1
L =Dy <2W + ZRW> D% — - B" By, 2—5(59“3#)2
_ _ 1 1 1
=(0MT — igB"W) <2W + ZRW> (0"V +igB"¥) — 2 B" B, — i(aﬂB“F
_ 1 1 1
=" <2W + ERW> O"W — T B" By — % (8,B")? (4.101)

1

¢
. 1

+ 9’0 (aw + ER,w) UBrBY.

_ - 1
+ig [8/‘\11 (EW + R,W) U — v <EW + ZRW) 8”\11] B

El primer renglén en el dltimo miembro de esta ecuacién contiene los términos libres de
los campos, el segundo renglén contiene un término de interaccién de orden g y el tercero
contiene un término de interaccién de orden g2, siendo la constante de acoplamiento g
adimensional.

Puesto que la contribucién global del propagador de ¥ al grado superficial de divergen-
cia es, ahora, —2, el grado superficial de divergencia de esta teoria es

D=4- Ny —N,, (4.102)

por lo que sélo hay un nuimero finito de diagramas superficialmente divergentes, a saber,
aquellos con Ny +N, < 4. Los diagramas superficialmente divergentes que son significativos
son los siguientes

a) w‘w b) =‘= c) A (4.103)
d>A e>>‘< f>;< o
9) X (4.105)
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Los diagramas a) y b) son las autoenergias de los campos B* y U, respectivamente; los dia-
gramas d) y f) representan las correcciones a los vértices YW B y YW BB, respectivamente;
y los diagramas c), €) y g) son otros diagramas superficialmente divergentes que aparecen.

Los campos y pardmetros en son los campos y pardmetros desnudos, que de
ahora en adelante seran denotados con un subindice b para distinguirlos de los campos y
pardmetros fisicos 6 renormalizados, que seran introducidos en la siguiente subseccién. El

Lagrangiano (4.101)) es entonces

— 1 1 1
E :Dzu\pb (E#V —|— bR"W> DZ\I’[) - ZB;;“/B[)MV - 27&)(6#.85)2

G
T ; ATy 1 v ; v 1 124 1 M2
:(6”\111, — ngBb \I’b) EMV + aRuy (8 \I/b + ’lgbBb \I’b) — ZBb Bb;w — 2—&)(%31))
=", (2, + 1r O, — EB“”Bb L (0,B")°
T T 47b T og, \Rb

- 1 — 1
+ igp |:(9'U“\I’b (EMV + CRW,> U, — U, (EHV + CRM/) 8”\1!4 BII;
b b
_ 1
AL (EW + CRW> U,B/'BY.
b
(4.106)

En la siguiente subseccién se introducen los campos y parametros fisicos y se realiza la
separacion de éste Lagrangiano en términos fisicos y contratérminos.
4.3.2. Términos fisicos y contratérminos

El Lagrangiano debe ser reexpresado en términos de las cantidades fisicas de
manera que se obtengan términos analogos a los que aparecen en él, pero escritos en
términos de ellas y, como consecuencia, se obtendran los contratérminos. Primeramente se
escriben los campos desnudos ¥y, y B{: en términos de los campos fisicos ¥ y B* a través
de las relaciones

v, =2,/%0, Bl =7)*B*, (4.107)
con las que el Lagrangiano es

_ 1 7. Z:
L=20"0 (S, + =Ry | 0"0 - 2B, — 22 (5,B")?
) 4 28
_ 1 _ 1
+igpZy 2y [aw <2W + CRW> v (EW + CRW> aw] BY (4.108)
b b

. 1
+ g Z2 23V <2W - CRW> UB'B”.
b
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La separacion de este Lagrangiano en términos fisicos y contratérminos es

1

1B Bus — 5 (0B,

- 1 1
L=0"V(2,,+=R l,> o’
( et 2
+ ig [8“@ (EW + éRW> v -0 (EW + ERW> 8“\1/] BY

_ 1
+ g*V <2W - CRW> UB'B”

) 5 (4.109)
+ 6,0M0 (EW + <RW> o' — %B“"BW
, _ 1 _ 1 ,
+igdy [O"W [ X, + ZRW U—w|X,+ ERW o'v| B
- 1
+ g%05W (EW + CRW> UBIBY,
que se logra introduciendo las constantes definidas como
87, =75 — 1, Sz, =75 — 1, 8y =L 7,73% —1, (4.110)
g
2
9 1 Z3 1 1
b3 =22 7,75 — 1, - =28 S ==, (4.111)
9 £ & ¢ &

Los términos en los primeros tres renglones de son analogos a , pero escritos
sélo en funcién de las cantidades fisicas, éstos son los términos fisicos; los términos en
los ultimos tres renglones de dependen de las cantidades desnudas a través de las
constantes §, éstos son los contratérminos. En la siguiente subseccién se presentan las reglas
de Feynman del Lagrangiano (4.109)).

4.3.3. Reglas de Feynman
Las reglas de Feynman para los términos fisicos del Lagrangiano (4.109]) son

p 1+ (¢-1DP_(p) w2y i (g“”—(l—f)"%y)
- B p? +ie B Q2 + ie
Hov
= —ig <2 + 1R >(p’+p)” =2ig* (E + 1 )
w7 B » p 7B )

donde se debe recordar que

Py = (4.112)

N | =
N
=
H_
@‘52
0| S
N—
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ademés de que S(p) = S.p'p”. Es de notar que el pardmetro de norma £ del campo B*
aparece solo en la regla de su propagador, mientras que el parametro ¢ aparece tanto en la
regla del propagador del campo W como en las reglas de los vértices YWB y YWWBB. Por
su parte, las reglas de Feynman para los contratérminos son

1
- =iz, <E(p) + CR(p)> @t = i02,(¢*9" — ¢"q")

Hov
) 1 . 1
y = igdy <EW + CRW) (P +p)” v =2ig”03 (EW + CRW> -

A diferencia de las reglas para los términos fisicos, en las reglas para los contratérminos
no aparece el pardmetro de norma £ del campo B* pero, al igual que en aquellas, si
aparece el parametro (, tanto en el contratérmino del propagador del campo ¥ como en
los contratérminos de los vértices. En la siguiente subseccién se revisa el cumplimiento de
la identidad de Ward-Takahashi para este conjunto de reglas de Feynman.

4.3.4. Identidad de Ward-Takahashi

La verificacién de la identidad de Ward-Takahashi (4.43)), en el caso de la teorfa de
norma U (1) para TDM no-masiva, a nivel de arbol es inmediata. Si se denota por iV, (p, q)
el valor del vértice WWB y por iV, (p, q, k) el valor del vértice VWBB

) . 1 v _ 1
iVu(p,q) = —ig (EW + CR“”> (p+q)", iVu(p,q,k) =2ig> (EW - CR“”> ., (4.113)
la identidad establece las siguientes dos igualdades
KVu(p,q) =g[D" (g — k) — D™ (p+ k)], (4.114)
KV (0, 4, k) =gV (p, ¢ — k) = Vi(p + K, ). (4.115)

La verificacién de la primera de ellas es

k"Viu(p,q) =g[D "' (q— k) — D' (p + k)]

o [—g (EW T éRW> (p+ q)"] —g [E(q R+ zR(q _ k)]
|2+ 0+ R+ o) w116)
0 (B 2 ) (0= 0+ 0 =9 [50) + 10| -5 [ 500) + 1100
o (B LR ) @ = 9'0) =0 [0+ LR0)| — o 20+ TR0
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donde se ha usado que ¢ = p+ k y que

D7 (p) =p°P(p) + épg[P—(p) =X(p) + i_R(p). (4.117)

La verificacién de la segunda es
KV (p,q. k) =gV (p,a — k) = Vo.(p + k. q)]
1 1
kH [2g2 (EW + CRW>} =g [—g (ZW + CRW> (¢g—k —i—p)“}

-9 [—g (EW + 2.RW> (g+p+ k‘)“]

29° <ZW + 2RW> (¢ —p)* =g [_ p <EW n i R;w) 2p) M] (4.118)
-9 [—g (EW + zR“”> (2q)“}
2% (B + £ ) (090" =267 (S + o) (4=

Por lo tanto, la identidad de Ward-Takahashi se cumple a nivel de arbol para todo valor
del parametro ¢ que aparece en las reglas. En la siguiente subseccién se comienza el calculo
de los diagramas para abordar la renormalizacién de esta teoria.

4.3.5. Autoenergia del campo de norma B*

Al igual que en el caso masivo, la funcién de correlacién de dos puntos del campo B*

+©+Q+O(g4). (4.119)

P . [ (2
La autoenergia fisica a nivel de un lazo es de orden g? y se denotara como —zHEW)(q);
estd compuesta por los diagramas segundo y tercero del miembro derecho de la ecuacién
anterior mas el contratérmino correspondiente

es

= —ill;{P(q) — 02, (1w — ¢uav) » (4.120)
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donde —iHZ(VQ)( ) es la suma de las amplitudes de los diagramas de un lazo

i @ th (4.121)

La evaluacion de la amplitud —ZHW a partir de estos diagramas, usando las reglas de
Feynman, es

il (q) = /(il)ﬂr{ :—ig (EW + 2Rm) (2 + g)° } Lt ((l . q))2”°+ Zl€+ 9)
x :—z'g (zyg + éR,ﬁ) (20 +q) } 1t (52;1;6”)‘(” (4.122)
+ :22'92 <ZW + CR“"H LT (52;126")‘([) } :

La regularizacién dimensional se realiza evaluando esta integral en dimensién D arbitraria
y posteriormente se hace la sustitucién D = 4 —2¢ para recuperar la divergencia en el limite
¢ — 0. La medida de integracién pasa a ser d”1/(2m)P y la extensién de las definiciones
de los operadores X, y I,, a dimensién D es a través del mapeo que se expuso en la
subseccion y que se muestra en la seccidon del apéndice con el que se
obtiene

1
(ZW)ané :i (nuvﬂaﬁ'yﬁ + (SMV)Q5’75)
1
:nuuﬂ-aﬁ'y6 - 5 (77/1"/1]-0451/5 + nuﬁﬂ-a,@'yu + nu'y]]-a,B,ué + 77V5:ﬂ-a,3’y,u) ) (4123)
1
(R/w)aﬁfyé 25 (nyvﬂaﬁw - (SuV)aﬁ'yé)

1
:i (n,wy]laﬁué + nuéﬂaﬁ'yu + 77u'y]lo¢,b’,u§ + nuéﬂaﬁ'yu) ) (4'124)
y con las cuales, la extension a dimensiéon D es directa: simplemente se sustituye la métrica
N = Diag(1, —1,—1,—1) en D = 4 por la métrica n,,, = Diag(1,—1,---, —1) en dimensién
D. La integral en dimensiéon D es entonces

—ilT: (q) = / (;:)ZD Tr{ :—ig (Z,ua + 2Rm> (21 + ¢)° ] 1+ ((z . q))f; Zl€+ 9)

X _—ig (Euﬁ + i»Ruﬁ) (2l + Q) :| R %2:_?330)

[ 1 1 —1DP_(I
o (e )2

(4.125)
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que, reescribiendo al propagador como

. 1 —1)P_ p? ~ DR
Dip) =i +(22+26 (p) _.p +(p(2<+i€))2 (p)

: (4.126)

es

_Z'Hzg)

L oan [T { (EW + %Rm> [(1+ @)+ (¢ = DR( + )]
0= [ Gy [(EERar:

EV lRI/ l2 (C - 1)R<l)
X < ﬁ+< B[l)z[_’_;—]Z ]}
Tr! (S + iR ) [P+ (¢ = DR()
—2 {< " : [/;2>+[7,e]:_ ] }

(20 +q)* (2L + q)° (4127)

Esta integral puede ser calculada en el software computacional Wolfram Mathematica [71]
haciendo uso del paquete FeynCalc [724{74] al expresar todos los operadores que contiene,
en términos unicamente de la métrica 7, en dimensiéon D. El resultado que se obtiene es

—i P (q) = =i () (N — Q) (4.128)

donde la funcién escalar —ilI*(?) (¢?) es

@y T
d ) = 16(D — 1)¢2
x {2(D = 2)(¢ = 1)*[D(¢ — 1) + 4] Bo(0,0,0)
+2[2D% (3¢3 - 5¢2 +5¢ — 1) — D (3¢* + 16¢% — 46¢* + 40¢ — 9) (4.129)

+2 (3¢* +10¢ = 5) (¢ — 1)*] Bo(¢*,0,0)
(D )( )2 [D(C_1)+C2+2C+5:| q2CO(an27q27070’0)
+(D = 2)(¢* = 1)%¢"Do(0,¢%,0,4%, 4% ¢%,0,0,0,0) },
y las funciones Bg(¢?,0,0), Co(0,¢%, ¢%,0,0,0) y Do(0,¢%, 0,42, ¢ ¢ 0,0,0,0) son las in-

tegrales de Passarino-Veltman [75]; la primera definida en (4.62)), la segunda definida en
(4.77) y la tercera definida como

dPl 1
2m)P (1 + )2 +ie]?[(l — )% + ie]*

iTDo(0, 4%, 0, 4% ¢ ¢%,0,0,0,0) = / : (4.130)

Es importante mencionar que estas integrales, ademéas de las divergencias ultravioletas,
contienen divergencias infrarrojas, esto es, divergencias en el limite ¢> — 0. Este tipo de
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divergencias ocurren naturalmente en teorias no-masivas, como la que se esta tratando, y

la forma de anularlas es tomando en cuenta las contribuciones que vienen de la emisién de

particulas de muy baja energia que son indetectables en los experimentos. En este trabajo

no se aborda el estudio de dichas divergencias. La forma del resultado garantiza el
)

cumplimento de la identidad de Ward 1) puesto que al contraer —iHZZ,Q (q) con ¢* 6
q”, se anula

—ig"T ) (q) = =i (¢?) (" — i*av) =0, (4.131)

lo que significa que la identidad de Ward se cumple también a nivel de un lazo.

Para obtener el término divergente de se debe realizar la sustitucién D = 4 —2¢
y desarrollar en serie de potencias de € alrededor de € = 0. Realizando este procedimien-
to con FeynCalc se obtiene que la parte divergente de —Z'H*(Z)(q2), que se denota como
Div[—iIT*®) (¢?)], es

;2
Div [—iH*(2)(q2)] - _64%26 (C* =8¢ +6¢2—8C+1), (4.132)

en el que la divergencia estd expresada en el factor 1/e. Con este resultado y de la ex-

presién (4.120]), la parte divergente de la autoenergia fisica —iH,(EV) (¢), denotada como

Div[—iﬂfy (¢)], es finalmente

. 9
. (2 tg 4 3 2 : 2
Div [ ~ill2)(q)| = - [W (¢* =8¢* +6¢> =8¢ +1) + iz, | (M — quav) - (4.133)
La constante 0z, debe ser elegida de manera que anule los términos divergentes de esta
expresion. Puesto que el coeficiente divergente del factor tensorial qznw, - quqv, que se
obtuvo en el célculo, es constante respecto a ¢, éste puede ser anulado por dz, haciendo

la eleccién
(8 46— 8C+1 4134
0z, = ——"o - _ '
Zs GWCQE(C ¢P+6¢° —8¢+1) (4.134)
y, por lo tanto, la autoenergia del campo de norma B*, a un lazo, es renormalizable. En

la siguiente subseccién se contintiia con el cilculo de la autoenergia del campo V.

4.3.6. Autoenergia de TDM

La funcién de correlacién de dos puntos del campo ¥ es

:‘:_ P S @ + 0. (4.135)

La autoenergia fisica a nivel de un lazo es de orden g? y se denotard como —iM>?)(p);
estd compuesta por los diagramas segundo y tercero del miembro derecho de la ecuacién
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anterior mas el contratérmino correspondiente

—iM?@(p m S

—iM*2 @ (p) 4 idy, <2( )+ CR( ) (4.136)

donde —iM*2(2) (p) es la suma de las amplitudes de los diagramas de un lazo
k
— k:
p grok

s

—iM*2@) (p) = 4 + L

(4.137)

La evaluacién de la amplitud —iM*2(2) (p) a partir de estos diagramas, usando las reglas
de Feynman, es

B |

. 1 - 4+ (1 - &)
— PN — 2
X l: Zg( vs + CRVﬁ) ( D — k) :| 2 + e

. M+ (L= €)M
+ [2192 <2W+ CRW)] Ea B

Para regularizar dimensionalmente se debe evaluar esta integral en dimensién D; la medida
de integracion pasa a ser dP1/(2m)" y los tensores ¥ w' Y Ry estan dados por las expresiones
(4.123) y (4.124]) escritas en términos de la métrica D—dimensional 7. La integral en
dimension D es entonces

ciar2® ) = [ A iy (Bt L) | EEE 00

. 1 M+ (1=
X [—zg (El,g + CRVB> (2p — k) } 2 e

v _ kHEY
+ [21’92 <EMV+CRMV):| LR g) h }

(4.138)

k2 + ie
(4.139)

129



CAPITULO 4. RENORMALIZACION DE LA TEORIA DE NORMA U(1) PARA TDM

que, utilizando la expresion (4.126]) para el propagador, es

. dPk | (Zpa + {Rua) [((0—F)* + (¢ = DR(p — k)]
—’LM*2(2) (p) :gQ/ (27_[_)1) ( (S )[(p — k,)z — ie]2
<2Vﬂ + %Ruﬁ) [k + (1= kHE"]
8 (52 + ic]2
(S + ER ) [~ k2 + (1 = ) hh]
(k2 + ie]?

(2p _ k)a(2p _ k)/o’ (4.140)

Al igual que en los casos anteriores, esta integral puede ser calculada en el software
computacional Wolfram Mathematica |71] haciendo uso del paquete FeynCalc [72{74] al
expresar todos los operadores que contiene, en términos inicamente de la métrica D—di-
mensional 7,,,. El resultado que se obtiene de este calculo estd expresado en indices in-
ternos de Lorentz y, para identificar la combinacion lineal de los elementos de la base
{2, x, Sy, XS, Myuw, Crvap}t a la que dicho resultado corresponde es necesario proyectar
el resultado sobre cada uno de los elementos de la base ortogonal, desarrollada en la secciéon
del apéndice [A con el fin de identificar los coeficientes de la combinacién lineal co-
rrespondiente y, posteriormente, regresar a la base no-ortogonal; es el mismo procedimiento
que se realizo en el calculo de la autoenergia de ¥ para el caso masivo. Después de realizar
todo este procedimiento con el resultado que se obtiene de FeynCalc, se encuentra que la
expresién para —iM*2(2) (p) en términos de los operadores de la base es

—iM** @ (p) = —ia(p?, ¢, €, D)p*1 — ib(p?, ¢, €, D)S(p) (4.141)

donde el coeficiente a(p?,(, &, D) es
2.2
a(p®,(,€,D) = ﬁ
x {[4(C(—4Cy + T¢C+8E—9) + ( + 46— 7)
—D(C(C(C +16€ — 15) + 8¢ — 5) + 8¢ — 13)] By(0, 0, 0)
+ [9D*(¢ — 1)* + D(C(¢(13¢ — 31) — 8 + 111) + 8¢ — 29) (4.142)
+4 (= +4(¢C - 1) (P +1) £+ 7¢% — 27¢ + 5)] Bo(p*,0,0)
+ 2 [(D(C(C(C + 16€ — 15) + 3) + 16€ — 21)
+4(C(C(8CE — 11¢ — 126 + 13) +4€ — 5) — 8¢ + 11))] Cy(0, p%, p?, 0,0, 0)
+ [4p*(¢ - 1)(€ —1) (D —2(¢* +1))] Do(0,p%,0,p% p*,p*,0,0,0,0)}
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y el coeficiente b(p?, ¢, &, D) es

2 2 -1
b(p27C7§?D) = ;2(91)(31)6)2

x {[=D(¢(3¢ + 16y — 26) + 8¢ — 9)
—16(¢(¢ — 1)(§ —2) — £+ 1)] Bo(0,0,0)
+ [D(=9D(¢ — 1) + ¢(11¢ 4 62) — 33) (4.143)
+ 8¢ (D +2¢*) — 16(4¢ + € — 2)] Bo(p*,0,0)
+p* [D (3¢* + 16(¢ + 1)€ — 26¢ — 17)
—16¢(¢(3 — 26) + &) +32(¢ — £+ 1)] Co(0,p%, 9%, 0,0,0)
— [4p*(¢ —1) (D +2¢* — 2)] Do(0,p%,0,p*, p*,1%,0,0,0,0)} ,

en las que las funciones Bg(p?, 0, 0), Co(0, p?, p?,0,0,0) y Do(0,p?,0,p%, p%,p?%,0,0,0,0) son
las integrales de Passarino-Veltman, definidas en (£.62)), (4.77) y ([4.130).

Para obtener el término divergente de (4.141)) se debe realizar la sustitucion D = 4 — 2¢
y desarrollar en serie de potencias de € alrededor de ¢ = 0. Realizando este procedimiento
con FeynCalc se obtiene que la parte divergente de —iM*2()(p), que se denota como
Div[—iM*23)(p)], es

G*(C+1) (3¢ —2¢6+3) ,
! 647m2(%e ri
B Z.92(C —1) (4¢3 + (7 - 3¢) + 4)

9672(2e

Div [—iM*2(2) (p)} -
(4.144)

S(p)

en donde la divergencia estd expresada en el factor 1/e. Con este resultado y de la ex-
presion (4.136)), la parte divergente de la autoenergia fisica —iM 2(2)(})), denotada como
Div[—iM?®?)(p)], es finalmente

2(¢+1) (3¢ —2¢¢+3
GP(C—1) (4 +¢(T-3¢) +4)
—1
9672(2%e

+idz, <z(p) - éR(p)> (4.145)
g+ (B —2E+3) bz <1 + 1)
64m2(2¢ ¢

2
| PC—1) (4 +C(T—38) +4) by, 1
_Z[ 9672C2e _2<1_ )]S(p)’

S(p)

p°1
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que, simplificando, se reduce a

2 (a2
Div [_iM2(2)(p)} _ Z.Cz—zl g9 (3C327T22<C€§ +3) 522] 21
¢ 2 (4¢2 + ¢(7 — 36) + 4) 0
¢C—11g + —3§) +
TS [ 4872(Ce - 522] S(p)-

Dado que existe divergencia tanto en el término proporcional a p?1 como en el término
proporcional a S(p) y puesto que sélo se dispone de la constante dz, para anular a ambas,
la tnica manera en que la divergencia puede ser completamente removida de —iM2(2) (p)
es en los siguientes casos:

» ( = 1. Con esta eleccion se tiene que 3, + (1/¢)Ruv|c=1 = N, por lo que si se hace
esta eleccién desde el principio, la autoenergfa —iM*2(2) (p) sélo tendra componente
a lo largo de p?1, como se puede comprobar de la expresién , y entonces su
parte divergente puede ser anulada escogiendo a dz, como

_FBE-2e+3)| 239
02 = T g L a6 (4.147)

» ( = —1. Con esta elecciéon se tiene que X, + (1/{)Ruv|c=—1 = Suu; si se hace esta
eleccién desde el principio, la autoenergia —iM*2(2) (p) tendra componentes tanto a lo
largo de p?1 como a lo largo de S(p), como se puede ver de las expresiones y
(4.143)), sin embargo sélo existird divergencia en el término proporcional a S(p), como
se puede comprobar de la expresion , v entonces la parte divergente puede ser
anulada escogiendo a dz, como

(A (T -38) +4) g2 (1+39)
8z, = procrs . R (4.148)

» ( #1y (# —1. Si no se cumple una de las dos condiciones anteriores, entonces la
unica forma en que ambas divergencias puedan ser anuladas simultdneamente de la
expresion (4.146)) es que se cumpla que

(3¢2 = 2¢€+3) (4 +¢(7T—38) +4)

= . 4.14
32m2(e 4872 e (4.149)

Esta ecuacién involucra a los pardmetros ¢ y &, pero la dependencia en & se anula y
la ecuacion se reduce a
(2 —14¢+1=0, (4.150)

132



CAPITULO 4. RENORMALIZACION DE LA TEORIA DE NORMA U(1) PARA TDM

cuyas soluciones son

¢ =7+4V3, ¢ =7—4V3. (4.151)
La parte divergente puede entonces ser anulada escogiendo a dz, como
—¢(£—21)
Og, = —=>——= 4.152
% 32712 (4.152)

para cualquiera de los valores ¢ = 7 % 44/3.

En conclusién, con la separacién que hemos hecho entre términos fisicos y contratérminos,
la autoenergia del campo ¥ sélo puede ser renormalizada cuando el parametro ¢ toma
alguno de los siguientes cuatro valores

(=+1, ¢ =T+4V3. (4.153)

Es de notar que, a pesar de que el parametro de norma & del campo B* estd involucrado en
el célculo de la autoenergia —iM*2(2) (p) y especificamente en su parte divergente ,
las condiciones bajo las cuales la autoenergia es renormalizable no dependen de
éste pardmetro sino sélo de (.

4.3.7. Nuevos contratérminos

En el anglisis anterior se concluyé que la autoenergfa —iM2(2) (p) del campo ¥ es renor-
malizable sélo para los cuatro valores especificos del parametro { mostrados en . Este
resultado es consecuencia del hecho de que la autoenergfa —iM2(2) (p) tiene una divergencia
proporcional a p?1 y otra divergencia proporcional a S(p), siendo ambas independientes
en general, y se dispone solo de dz, para anular a ambas divergencias, como se puede
ver en la expresion ; en otras palabras, se trata de un sistema de dos ecuaciones,
en general independientes, para una sola incognita dz, por lo cual no es resoluble en ge-
neral, solo en casos particulares. Las condiciones manifiestan el hecho de que las
divergencias se pueden anular con dz, sélo cuando Div[—iM??)(p)] no tiene componente
en S(p), correspondiente a ¢ = 1; cuando no tiene componente en p?1, correspondiente a
¢ = —1; 6 cuando tiene ambas componentes pero las divergencias de ambas componen-
tes son iguales, correspondiente a ¢ = 7 & 4/3. Para anular las divergencias en ambas
componentes de manera general es necesario un nuevo contratérmino para la autoenergia
de ¥ que contenga una nueva ¢ independiente a dz,. El tinico pardmetro que puede dar
lugar a un nuevo contratérmino para la autoenergia de W es el pardmetro de norma (. La
renormalizaciéon de pardmetros de norma es un tema que ya ha sido abordado y estudiado
en la literatura, tanto a nivel puramente tedrico [77, pag. 660] como en su aplicacién en
célculos computacionales [78, pag. 93]. La justificacién de este procedimiento yace en el
hecho de que puesto que los parametros de norma son parametros no-fisicos y la matriz S
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es independiente de ellos, su renormalizacién no tiene secuelas en la matriz S. Si se modifica
la renormalizacién trivial de ¢ que se habia hecho en (4.111)) y se redefine introduciendo
una constante J; de la siguiente manera

11 Zy 7

T — o¢ =% (4.154)
la separacién del Lagrangiano (4.108]) es ahora
L =0"T (EW + 23“,,) O — %B’“’Bw —~ 216 (0"B,)*
+ig [amp <2W + 2RW> v_ T <2W + 21%#”) aw] B
+ g0 <2W - éRW> U BHBY

1

¢
, _ 1 _ 1 ,

+igd, [aw (EW + CRW> U—U <2W + <RW> auqf} B

(4.155)

_ 0
+02,0M (EW + RW) v — R,

4

_ 1
+ g%03 0 (EW + CRW> UB'B”

+ 60" TR, 0"V +igde [0"UR,, ¥ — VR, 0"¥] B” + ¢*6; ¥R, VB"B",

donde se han utilizado las mismas definiciones para 0z,, dz,, dy ¥ 63 que en (4.110) y
(4.111]). Como se puede apreciar aparecen los mismos términos fisicos y contratérminos
del Lagrangiano pero, adicionalmente, aparecen los contratérminos de la ultima
linea, que involucran a d;.. Dado que los términos fisicos son los mismos que en ,
la reglas de Feynman para ellos son las mismas que antes; en cambio, las reglas para los
contratérminos son ahora

1)
. S [5222(1)) + (? +5<> R(p)} :
H v . 2 uv wov
/vvvv®/vvw __7'5Z3(qg —qq)7

: 0 v
p/ = — Zg |:(ngp,y + (Cg +6<> R/JJ/:| (p/ +p) Y

5
) y =2ig? [532W + (5’ + 54) RW] :
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Puesto que los términos fisicos son los mismos, la identidad de Ward-Takahashi (4.114)
y se sigue cumpliendo; el resultado para —iHZ(f)(q) y su contratérmino
no cambian, por lo cual la conclusién es la misma que en (4.134); y, el resultado (4.141))
para —iM*2(2) (p) tampoco cambia pero su contratérmino si, con lo cual la parte divergente
Div[—iM??) (p)] es

2 1) (3¢2 -2 3
o ] - [FEDOE KD 5 (1) 4]
g =1) (A + T =38 +4) 4, 1\ &
-t [ 967T2C26 _2<1_C> +§ S(p),
(4.156)

expresion que se reduce a (4.145)) cuando se toma 6, = 0. Con esto, ya es posible escoger a
las constantes dz, y 6¢ de manera que se anulen las divergencias en ambos términos para
cualesquiera valores de £ y (; la eleccion que efectiia esta anulacién es

Cg? (17¢3 —3¢3(4€ —5) + 3¢ + 1)

0z, = 0
% 19272(%¢ ’ ¢

(¢ -14C +14¢ - 1)
N 19272(3¢ ’

(4.157)

con estas elecciones la autoenergia del campo ¥ es renormalizable.

En resumen, el resultado (4.146) mostré que la constante dz, no es suficiente para
renormalizar de manera general la autoenergia de ¥ a un lazo y reveld la necesidad de
introducir una constante ¢ independiente a dz, para lograrlo. Puesto que el inico parametro
que puede dar lugar a un contratérmino para la autoenergia de ¥ con una ¢ independiente
a 0z, es el pardmetro de norma (, es necesario renormalizar a (. La introduccién de d;
definida en la relacion y el resultado (4.156)) junto con la eleccién de las
constantes 0z, y 0¢ muestran que la introduccién de d¢ es, ademds de necesaria, suficiente
para renormalizar de manera general la autoenergia de ¥ a un lazo. Lo anterior indica que,
para la renormalizacién general (i.e. para cualesquiera valores de los pardmetros de norma
¢y &) y consistente de este modelo es necesario tomar en cuenta la renormalizacién del
parametro de norma ¢ del campo V.
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Conclusiones

Materia oscura tensorial es la propuesta para describir a DM como un campo cudntico
en la representaciéon (1,0) & (0,1) del HLG; su dindmica libre es deducida a través de un
formalismo de primeros principios que tiene como elemento determinante a la simetria de
paridad. Esta propuesta asume un Lagrangiano con interacciones entre los sectores de DM
y SM del tipo singleteDM-singleteSM, cuya dimensién de masa es 4; este hecho abre la
posibilidad de que, detras de esta teoria, exista una teoria fundamental de TDM que sea
valida a cualquier escala de energia. Para indagar la factibilidad de este supuesto, y asi
determinar si TDM puede dar lugar a una teoria fundamental o si se trata, por el contra-
rio, s6lo de un modelo efectivo, es necesario abordar el estudio de su renormalizacién. El
presente trabajo, orientado en este sentido, tuvo el objetivo de estudiar la renormalizacién
de TDM cuando ésta tiene una interaccién de norma U(1), a un lazo en el esquema M S.

Primeramente se realiz6 el cdlculo de la autoenergia del campo B* y, al extraer la
parte divergente del resultado, se encontré que ésta tiene términos proporcionales a ¢ y
¢*, que no pueden ser anulados por el contratérmino correspondiente. Enseguida se realizé
el calculo de la autoenergia del campo W y, al extraer la parte divergente del resultado se
encontré que ésta tiene términos proporcionales a p*1 y p%S(p), que tampoco pueden ser
anulados por los contratérminos correspondientes. El origen primordial de estos resultados
fue rastreado en la forma del propagador de TDM, que contiene términos de orden cero en
el momento y por lo tanto producen divergencias en la regiéon UV. Estos términos hacen
que la contribucién global del propagador al grado superficial de divergencia D sea nula,
por lo cual no contribuye a disminuirlo y, como consecuencia de ello, se encontré que D es
creciente con el nimero de vértices, lo que demuestra que la teoria es no-renormalizable.

Habiendo mostrado la no-renormalizabilidad de la teoria, se buscaron alternativas para
abordar el problema con otro enfoque. Asi, del reconocimiento de la similitud de la estruc-
tura del propagador de TDM con la del propagador del campo vectorial masivo se identificd
que el problema de no-renormalizabilidad de TDM es, en esencia, el mismo problema que
tiene el campo vectorial masivo, sélo que formulado en una representaciéon diferente del
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HLG. Teniendo esta identificacién, se plante6 una aproximacién diferente al estudio de la
renormalizacion de TDM que surgié por analogia con la manera en que se renormaliza
el campo vectorial masivo. Esta aproximacion alternativa consiste en considerar al cam-
po de TDM inicialmente sin masa y, posteriormente, dotarlo de masa a través de algin
mecanismo. Este enfoque nos condujo, entonces, al estudio de la renormalizacién de TDM
no-masiva, dejando para un eventual trabajo posterior la btsqueda de algin mecanismo
para darle masa.

En el caso no-masivo el Lagrangiano libre de TDM tiene una simetria de norma, relacio-
nada con la libertad en la elecciéon de las componentes de paridad negativa del campo, por
lo que para obtener su propagador es necesario agregar un término de fijacién de norma;
el propagador obtenido es de orden 1/p? en todos los términos, por lo cual ya no tiene
el problema del que padecia el propagador del caso masivo. Este Lagrangiano se acopld
minimamente con el campo de norma U(1) y se obtuvieron los diagramas superficialmente
divergentes. Se realiz6 el calculo de la autoenergia del campo B* y se extrajo su parte
divergente; se encontré que, en este caso, la divergencia si puede ser anulada por el contra-
término correspondiente. Se procedié entonces, al calculo de la autoenergia de TDM y se
extrajo su parte divergente; se encontré que ésta tiene tanto una divergencia proporcional
a p?1 como una divergencia proporcional a S(p), siendo ambas independientes en general.
Dado que sélo se dispone de la constante ¢z, para anular ambas divergencias, ésta anu-
lacién soélo es posible en los siguientes casos particulares: cuando { = 1, que corresponde
al caso en que la autoenergia sélo tiene divergencia proporcional a p?1; cuando ¢ = —1,
que corresponde al caso en que la autoenergia sélo tiene divergencia proporcional a S(p);
6 cuando ¢ = 7 #+ 4v/3, que corresponde al caso en que la autoenergia tiene divergencia
tanto en p?1 como en S(p), pero ambas son iguales. En vista de que para anular a ambas
divergencias de manera general, es decir para cualquier valor de (, es necesario una cons-
tante 0 independiente a dz, en el contratérmino de la autoenergia y puesto que el tnico
pardmetro que puede producirla es ¢, se introdujo la constante de renormalizacién d;. Con
la introduccién de esta constante fue posible anular ambas divergencias de manera general
y, con ello, renormalizar la autoenergia de TDM.

Estos resultados muestran que la autoenergia del campo B* y del campo de TDM, en
la teoria de norma U(1) para TDM no-masiva, son renormalizables a un lazo, lo que indica
que el enfoque alternativo para abordar la renormalizacion de TDM parece, al menos hasta
esta etapa, una alternativa viable. Desde luego, es necesario atin continuar con el estudio
de la renormalizacion del resto de diagramas superficialmente divergentes, que incluye a los
vértices YW B, VWWBB, etc. En caso de que se encontrara que la teoria es renormalizable
serfa necesario, posteriormente, buscar un mecanismo para dotar de masa al campo de

TDM.
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Apéndice A

Base covariante de la
representacion (1,0) @ (0, 1)

En este apéndice se presenta la base covariante de operadores de la representacion
(1,0) & (0,1) del HLG inducida por paridad; la reescritura de los elementos de esta base
en indices internos de Lorentz; y, finalmente, su ortogonalizacién en D # 4.

A.1. Elementos de la base

La base covariante de operadores de la representacion (1, 0)@®(0, 1) inducida por paridad,
fue desarrollada en [67]. La base de los operadores de esta representacién es la base del
espacio [(1,0) @ (0,1)] ® [(1,0) & (0,1)] y la naturaleza de los objetos que la componen
puede identificarse de la descomposicién de este producto como

[(1,0) @ (0, 1)]* = (0,0)2 & (1, 1)2 @ (1,0) & (0,1) & (2,0) & (0,2). (A1)
Los elementos que componen esta base son, entonces, los siguientes.

» Dos operadores en la representacién (0,0). Estos operadores son la unidad 1 y qui-
ralidad .

» Dos operadores en la representacion (1,1). Estos operadores son el tensor S, si-
métrico y sin traza (S*, = 0) y el que se obtiene de multiplicarlo por quiralidad

XSuw-

» Un operador en la representacion (1,0) @ (0, 1). Este operador es el tensor M), cuyas
componentes son los generadores de Lorentz de esta representacién.

» Un operador en la representacion (2,0) @ (0,2). Este operador es un tensor Cyuag,
con las simetrias

C;waﬁ = _sz,uaﬁ = - C,uzzﬁou C,LLI/CMB :Caﬁ,uu; (AQ)
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cualquiera de sus trazas es nula y ademaés satisface la identidad de Bianchi
Cuwvas + Cuapy + Cugra = 0. (A.3)

La base es entonces
{:I]-vX) Sul/aXSul/yMume,uaB} . (A4)

El operador unidad 1 es la matriz unidad 6 x 6. En la base quiral, el operador de quiralidad
X ¥y las componentes del tensor M,,,, en bloques 3 x 3, son

(1) . (1)
1 0 J 0 1, 0
= ; Mi; =eiji | 7F ; My = " ’ A5
* <® —ﬂ> ’ J’“( 0 J,ﬁ”) ’ ( 0 —z‘J}“) (4.5)

donde las componentes J,gl) estan definidas en (2.159). El operador S,,, es
S;w =1I (]17]#1/ - i(nO,uMOV + 7701/M0,u) - {MO,ua MOV}) ) (A-6)
el operador xS, es x - Sy y el operador Cap €s

C/waﬁ = 4{Mum Maﬂ} + Z{Muon MVB} - 2{Muﬁa Mm} - 8(77ua77u6 - nuanuﬂ)]l- (A‘7)

La estructura algebréica de Lie y de Jordan para esta base de operadores se puede encontrar
en la referencia [67]. De particular importancia es la relaciéon de anticonmutacién entre el
tensor S, y Sag, que es

4 1 1
{Suv» Sap} = 3 (nuanuﬁ + Mvallup — 277uv77a5> 6 (Cpewp = Cupra) (A.8)

e implica la relacién
(S(p)* = p"1, (A.9)
donde S(p) = S*pup,.

A.2. Indices internos de Lorentz

El mapeo entre la representacién (1,0) & (0,1) del HLG y el espacio de los tensores
antisimétricos de segundo rango se desarrolla a detalle en la referencia [42]. La realizacién
de este mapeo es manifiesta en la base {|v;; )}, definida a partir de la base (3.55)) de la

siguiente manera

o1, +) |+ +1)
) +50)
s, +) | _ 1 (1 1\ /Mg O +; —1)
"Uly_> N ﬂ <ﬂ —]l) < 0 ME) |_;+1> ) (AIO)
) —0)
03, =) = —1)
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donde las matrices en el miembro derecho estan escritas en bloques 3 x 3 y Mg es

1 1 0 1

Mp=—|—- 0 1¢]. (A.11)
V2o V2 o

Las componentes de los espinores ¥ = (0! U+3)T en esta base estdn relacionadas con las

componentes ¥ y U% de un tensor antisimétrico de segundo rango ¥*? de la siguiente

manera

Ul =ik gk, Yo =it (A.12)

Este mapeo hace corresponder a cada indice espinorial un par de indices antisimétricos
de Lorentz, que son llamados indices internos de Lorentz para diferenciarlos de los indi-
ces de Lorentz que no estan relacionados con la estructura interna de la representacién.
De esta manera, los operadores O, son mapeados hacia tensores de cuarto rango Oup+s
antisimétricos en los indices a8 y vd. Asi, los operadores de la base son

1
ﬂ-aﬁ'y& :i (7705777&5 - 77&677,37) ) (A13)
1
XaBys 2550467(53 (A14)
(S,uy)oz,b’vé :77;“/104,876 - nuvﬂab’ué - 77#6101[371/ - nuvﬂaﬁué - nuéﬂaﬂ'ym (A-15)
(M,ul/)ozﬁfyd = - i(nu'y]laﬁué + nudﬂaﬁ'yy - nwuﬂaﬁué - 776V1a,8'yu)7 (A'16)
(C;wpo)aﬁvé =320y Lsspo — 32LaypoLasuw + 6May X spou + 6185 Xavypouw (A.17)
+ 8104557]]-/)0';41/ + 1610¢Bp0167uu + 16]]-Ocﬁuu:ﬂ-5'ypa - 16]]-o¢(5p0:ﬂ-6'yuu
- 161a6uu:u—ﬁ'ypoa
donde
Xowpa;u/ = 277ap1;w70 - 277aaﬂ/wwp - Qnauﬂuwpa + 277au]l;wpa- (A-18)
Con esto, los operadores ¥, = (1/2)(nul + Su) v Ruw = (1/2) (w1 — Suw) son
1
(Euu)aﬂvé 25 (77;”/104,375 + (SW)ocBVJ)
1
=N Lapys = 5 (MurLapvs + MusLagy + vy Lagus + MusLagyu) (A.19)
1
(Ruw)apys ) (NuwLapys — (Suv)apys)
1
25 (nu’yzﬂ-aﬂué + nutsﬂ-aﬁﬁ/zx + nuvﬂaﬁpé + 771/6:[1-0467#) ) (AQO)
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L T [ 2 [ x | Sag | xSap | Map | Caps |
1 Nig| 0 0 0 0 0
X 0 | Ngx| O 0 0 0
S 0 0 | Ngg 0 0 0
XS | 0 0 0 | Ngys| O 0
M, 0 0 0 0 Ny |0
Cuvps | 0 0 0 0 0 | Neg

Tabla A.1: Ortogonalidad de la base covariante en D = 4.

A.3. Ortogonalizacién en D arbitraria
El producto interior entre dos operadores A y B se define como
A-B=Tr[AB], (A.21)

donde A = ITAII (donde debe recordarse que II = S0). Los operadores adjuntos de los
elementos de la base {1, x, XSy, Myuw, Cuvag} son

1 =1, X=-X, EW =S, (A.22)
XS/J,ZI :XS/JJ/7 M,ul/ :M,ully Cuuaﬁ :Cuyaﬁ, (A23)

Con este producto interior la base es ortogonal, como se muestra en la tabla (A.1)), en
donde las constantes N diagonales son

- =Tr[T1] = (A.24)
Ny =Tr[xx] = (A.25)

(Ng.g) e =Tr[Spy aﬁ] = 4nammu + Wlas N = 2Nap T (A.26)
(N5 s mvap =TrXS X Sap] = Naunpy + Mavsy — 2NapNuw, (A.27)
(N37.0) e =Tr[M 1, Mag] = 810570, Mja — 810a70[uMh8 + 41lalul)8) (A.28)
(N@C)uupaaﬁwi :Tr[éuvpa ocﬁwé] =() (A.29)

mientras que las no-diagonales son todas nulas.

La extension de la base {1, x, xSuvs My, Cuvap} @ dimensién D arbitraria se realiza a
través de las expresiones -, sustituyendo la métrica n,, = Diag(1,—-1,—1,—-1)
en D = 4 por la métrica n,, = Diag(1,—1,---,—1) en dimensién D. La base en dimensién
D obtenida de esta manera resulta ser en general no-ortogonal, como se muestra en la
tabla donde, ademas de las constantes diagonales, aparecen constantes no-diagonales
no-nulas. Las constantes N diagonales son
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LT [ 1 [ x [ Sas [ xSas [ Mag | Capye |
1 Nig | 0 | Nyg 0 0 Ni.c
X 0 | Ny | 0 | Nyys 0 0
Sw |[Nig] 0 | Ngg 0 0 Ng.o
XSw | 0 [ Nes| 0 | Ngs| O 0
M, 0 0 0 0 [Nyy| O
Cuvps | N2 | 0 | NI, 0 0 Nz

Tabla A.2: No-ortogonalidad de la base covariante en D.

Ny ; =To(1] = S D(D ~ 1), (A.30)
Ny =Trlxn] = 3 D(D ~ 1)(D ~2)(D - 3), (A31)
(Ng.s)/w(yﬁ :Tr[g;wsaﬁ] = 2(D - 2)(7701#7751/ + naunﬂu) (A'32)

1
+ i[D(D - 9) + 16]7704677;w:

(Nig.y ) mas =Tr[XSuxSas] = i(D —2)(D — 3) {8naunsy + 8navmpy (A.33)
—[D(D = 9) + 24|napmuw }
(N7.ap) e =Tr[M , Mag] = 2(D — 2) {2008M0[u7ja — 2M0aM0[u")5 (A.34)
B Hafu)g §
(Na.o)uwpoasns =Tr[CuvpsCaprsl = (---), (A.35)

que se reducen a las expresiones ((A.24])-(A.29)) para D = 4; las constantes N no-diagonales

son

(Ng.s)as =TrfTSas] = 5(D ~ 1)(D ~ (A.36)
(Ni.c)apys =Tr[LCapys] = 4D = 3)(D = 4)(Nasngy — Naryss) (A.37)
(N 8o =TS 5] = — (D = 1)(D = 2)(D ~ 3)(D — 4)1e, (A.38)
(Ng.c)pwapys =Tr[SuCapysl = 4(D = 4) {(D = )nuasngg + 3Nerpguiys  (A.39)

+377a5776{u7’1/}'y + 3"7&/”75[7”6]1/ + 377041/”5[7”5];1} )

de donde es evidente que para D = 4 todas estas constantes no-diagonales son nulas,
recuperando asi la ortogonalidad de la base en D = 4.

La ortogonalizacion de la base para cualquier valor de D puede realizarse a través
del proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt [76]. Este proceso establece que la base

ortogonal, denotada por {1+, x*, Sjl,, (XSW)L, Mj,/, ijﬁ}, estd dada en términos de la
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no-ortogonal {1, X, Sy, XSuvs My, Cuvag}, por las relaciones

- (A.40)
Tr[x1]
L THL, A4l
X Tr[1+11] | )
- —_—
S/i_lj :SNV - Tr[sﬂjl ]:ﬂ.J— - Tr[%x ]XJ_a (A42)
Tr[1+1+] Tr[xtxt]
Tr[xS,,1"] Tr[xS,,x "]
(XSLW)J_ :XSI-LV -t - (A'43)
Tr[111] Tr[xtxt]
Q 1
IR
Tr[SiBSOfﬁ]
i —
et =y, — B wl ]y TMwx] (A.44)
Tr[1111] Tr[xtxt]
AT 1 AT 1
_ M(Saﬁ)i - TMSaﬁ> ) (xS,
Tr[Si‘BSi‘/B} Tr[(xSap)*(XSap)™]
Cyr =Cppo — lCmpol ]y THCuwpox "] 1 (A1)
Tr[111] Tr[xtxt]
_ B e
_ DO Sas) (g1 TilCumpo(XSag) ] (. o)
Tr[SéﬁSéﬁ] Tr[(xSas)* (X Sas)*]

Tr [6WMM iﬁ]

(317
Tr[MjﬁMofﬂ]

)

donde en los indices repetidos en los denominadores no hay suma, sino que toman los valores
correspondientes de los indices del numerador sobre los que si hay suma, por ejemplo

Tr[xS,, S+ Tr[xS,, S Tr[xS ., S5
b‘f fﬁ] (5°8)+ = T[Xf” fO] S0)L 4 T[Xf” fl] (SO oo, (A46)
Tr[SaﬁSaﬁ] Tr[Sg0:550) Tr[Syi Spi]

por lo cual los denominadores no son covariantes y pareciera que la base ortogonal cons-
truida de esta manera es necesariamente no-covariante, sin embargo, como se muestra
enseguida, resulta que la mayoria de los términos no-covariantes se anulan y el tnico que
no se anula puede determinarse de una forma alternativa que si es covariante. Para realizar
las siguientes simplificaciones se toma en consideracion la tabla . Utilizando el hecho
de que 1+ = 1 y de que Tr[y1] = 0 se tiene

Xt=x— el =y, (A.47)
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mientras que, usando Tr[S,,x] = 0, el tensor S jy se reduce a

T[S Pl Tr[Su —
_ TlSwd))  TrlSwx] S — %Wﬂ. (A.48)

St =5, L
i u Tr[11] Tr[xx]

De esta expresion se tiene Tr[xiSWSiﬁ] = Tr[xS,,Sa5] — (D = 4)/D)napgTr[xS,,1], v

puesto que Tr[xS,,,Sas] = 0y Tr[xS 1] = 0 se concluye que Tr[xisws(i-ﬁ] =0, con lo cual
el tensor (xS,,)" es

Tr[XSuVIL] B Tr[XS[,LVX] . Tr[Xi’SMVSi_E]

XSVJ_:XSV_ — — X — SQBL
Oy : Tr[11] Trxx] Tr[S,S4] )
TI'[E VX] D -4
:XS/J,V - ?{X]X = XS;LV - TT/,UWX = XS;J[V (A49)

De la tabla (A.2)) se puede ver que el producto interior de M,,, con cualquier otro elemento
de la base es nulo y, puesto que ni Siﬁ ni (xSas)t involucran a M, v S€ obtiene

— — AT 1
vty =g, - S0Letly O], T Ss) o)
p TR Tr[11] Tr[xx] Te[S1,SL)
Tr[M 1, (xSag)*
m 8)7] (XSaB)J_ = M,,. (A.50)

 Tr[(Sas) L (xSap) ]

Finalmente, teniendo en cuenta que Tr[C uup0X] = 0, Tr[Cuwpo (XSap) ] = Tr[Cwpo X Sas) —

(D —=4)/D)napTr[Cuvpex) = 0y Tr[CuypeMag] = 0, el tensor C’j,jpa es

Gl =Co ~ ST
- w(gaﬁ 1 TM)(SQB)L] (5o%)
T[S, 55.5] Tr[(xSap) L (XSas)-]
— MM&B
Tr((M opMaps)
=G~ 2ty e g5, (A51)
Tr[11] Tr[95,5,]

Hasta antes de este resultado todos los términos no-covariantes que habian aparecido en la
ortogonalizacién de los otros elementos de la base se habian anulado; el tercer término en
el miembro derecho de esta tltima expresién es el tinico término no-covariante que no se
anula. La no-covarianza viene del denominador del tercer término (porque, como se explico
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anteriormente, no hay suma sobre los indices repetidos en el denominador), pero es posible
determinar de una manera alternativa y covariante al tensor C’jupg si se asume que tiene
la forma

Tr[C v pol]

CJ_ = Cuvpo — —
o Tr[11]

Hvpo ]]. - tuypgaﬁ(SaB)J_, (A52)

y se busca el valor del tensor t,,,,5q4 exigiendo que Cj,,pa sea ortogonal a todos los demés
elementos de la base que ya se han construido. La expresién (A.52)), por su forma, ya es

ortogonal a los elementos 1, ¥, (XSW)J- y M,,,. La ortogonalidad con el elemento Sf;,, exige
que el tensor t,, ;0 cumpla la siguiente ecuacién
TS5 CL ] = TS Cranpo] — b Te{SL (55)4] = 0, (A.53)
es decir, se debe cumplir que
burpoas Tr S (S*) ] = Tr[SEChupol; (A.54)
una solucién a esta ecuacién es la siguiente
1 -
tuvpoap :mﬂ[siﬁcwpo]
3(D —4) A.55
:m {D(Mapsp o + Nownslplo) ( )
+77a,u77,8[anp}u + naanﬁ[unu]p) + 477&677V[077p]u}
como se comprueba al sustituir en el miembro izquierdo de (|A.54))
- 1 - -
tuvpoap Tr[S5(SYF) ] :mTr[s;BCWU]Tr[%(Saﬁ)ﬂ
! e A
:ETY[SiBCHVPU](Dn?ng + DSy — 20%n,5) (A.56)
:Tr[Sﬂ/-éCm,pa],
donde se ha usado que
— D -2
Te(S55(5*°) 1) = 2=~ (Dngnf) + Dnn — 20n]) (A.57)

asi como S(% = S,t; y Siﬁnaﬁ = 0. Con esto, la base ortogonal estd compuesta finalmente
por los operadores {1, y, Sjy, XSk, My, ijpg}, donde

nZ
T[S, 1]
Sy =S — e 1, A58
we TR Ty 1) (A.58)
Tr[C v pol]
4L vpo aBy L
OFWPU :C/WPJ - ﬁﬂ - t,LLl/poa,B(S 6) s (A59)

145



APENDICE A. BASE COVARIANTE DE LA REPRESENTACION (1,0) @ (0,1)

que explicitamente son

D -4
S/J[y :SMV - D T]w/]l, (A60)
(D —4)(D — 3)
C;J[Vpa :C;wpo -8 D(D 1) nu[gnp]u]l (A.61)

3(D — 4
- D(D—2)) {D(napnﬁ[unu]a + Naw8[pMo) + Nap"Bloplv + naanﬁ[unu]p)

+4na5nu[anp}u} (Saﬁ)L

y que, evidentemente, se reduce a la base original en D = 4. A partir de las expresiones
y , y usando la tabla se comprueba directamente que esta base es
ortogonal.

La base ortogonal en D arbitraria es 1til en el contexto de regularizacién dimensional
para determinar los coeficientes de la combinacion lineal en la que un operador se descom-
pone. Por ejemplo, el operador espinorial escalar de Lorentz V(p), dependiente sélo del
momento p”, mas general que se puede definir es

V(p) = a(p®)1 + b(p®)x + c(p®)S*(p) + d(P*)xS*(p), (A.62)

donde S*(p) = Sofﬁpapﬁ y los términos proporcionales a M,z y 03_575 se anulan al estar
contrafdos con los momentos p®p? o con la métrica n*? por las simetrias que poseen. Debido
a la ortogonalidad de la base, los coeficientes se pueden obtener de proyectar a V(p) sobre
cada elemento de ella, asi se obtiene que

oy Tr[IV(p)] oy Tr[xV(p)]
(p°) = T b(p)—iTrWX] , (A.63)
C(pz):Tr[SL(p)V(p)] d(p?) = TSt (p)Vp)] (A.64)
Tr[SL(p)S+(p)] Tr[xS+(p)xS+(p)]

Una vez determinados los coeficientes se puede reescribir el operador S*(p) en términos de
S(p) y p*1 a partir de la relacién
D—4
1L

SH(p) = S(p) - —5—p"1 (A.65)
para expresar a V' (p) en términos de la base no-ortogonal. Este procedimiento fue el que se
utilizé para, a partir del resultado que devuelve FeynCalc para la autoenergia —iM *2(2) (p)
del campo W escrito en indices internos de Lorentz y en el cual es dificil reconocer la
combinacién lineal de operadores a la que corresponde, calcular los coeficientes y asi deter-
minar la combinacién lineal de operadores de la base a la que dicho resultado corresponde,

expresada en las ecuaciones (4.74)) y (4.141)).
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Método de reduccion de
Passarino-Veltman

El método de reduccién de Passarino-Veltman [75] es un método para reducir el calculo
de integrales tensoriales, que aparecen en diagramas con lazos, al calculo sélo de integrales
escalares. Para ilustrarlo en el caso mas sencillo, considérese la integral con una potencia
de momento en el numerador

dPl "
B(q) = / 2m)D 12— m2 +id)[(l + q)2 — m2 + ie] (B.1)

que, por covarianza de Lorentz debe ser igual a B*(q) = Bi1(¢?)q". Para calcular By1(q?)
se contrae la integral con ¢*, con lo que se obtiene

/ dP l-q _ B B2)
CrP 2 —m2 +id[(l+ q) —m2 +iq D .
haciendo uso de la relacion
1
Lg= S {[(+0? —m? = [? = m’] - ¢*} (B.3)

la integral es

Bi(¢®)¢® = 3

W L e e
/ (2m)P [12 — m2 +ie][(I + q)2 — m?2 + i¢]

1 dPl 1 1
e e i e Y

2
_[l2 —m2+ie”(l—|—q)2—’m2+i6]}’
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al cambiar la variable [ de integraciéon en el segundo término del miembro derecho como
Il = 1—q (d°l = dP(l — q) = dPI) se cancelan los dos primeros términos del miembro
derecho, con lo cual

2
1
Bu(¢*)q* = - %BO(QQ,mz), = Bui(¢*) = = 5 Bo(¢*,m?), (B.5)
donde b
d~l 1

Bo(q*,m?*) = : B.6
olg”,m) /(271')D 2 —m? +id[(l + q)2 — m? + i (B.6)

Por lo que, finalmente, la integral tensorial B*(q) es

1

BY(q) = 5 Bo(a’, m*)a", (.7

determinada sélo por la integral escalar By(g?, m?).

Este procedimiento se puede realizar de manera analoga para una integral con cualquier
numero de potencias de momento en el numerador. Por ejemplo, la siguiente integral con
dos potencias de momento en el numerador

o[ dPl 11
B*(a) = / @m)D (2 +i€|[(l + q)2 + ie] (B.8)

por covarianza de Lorentz debe ser igual a B*(q) = Boa1(q?)q"q"+ Ba2(q*)n*". Al contraerla
con g, y utilizar la relacién 1’ con m? = 0, se obtiene

dP1 (q- DI

CIMB'LW((]) :/ (27T)D [l2 + ZEH(Z + q)2 + ie] (B.9)
[ )
T2 / 2m)P (17 +i€[(I + q)? +ie] ” o
que es igual a
P R B
q.B" (q) —2/(2W)D {12+ie (14 q)? +ic (B.11)

B q2l1/
[12 4 i€][(I + q)2 — m? + ie] } ’

haciendo el reemplazo [ — | — q en el segundo término del miembro derecho, la integral se
reduce a

, _1 le qu q2l1/ .
4B () _2/ (2r)D {P Yie  [2+igl[(l +q) + 1] } (B12)
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la primer integral es nula, como se comprueba al hacer el reemplazo [ — cl

dPl 1 d°l 1 P11
/ - :CD_Q/ —_— = / :O, (Bl?))
2m)P 12 + ie 2m)P 12 + ie 2m)P 12 + ie

siempre que D # 2. Con esto, se tiene

2 le v 2
4B a) = qz/ CP [+l +q? +id 5 Bold®.0). (B.14)

Por otro lado, si B*”(q) se contrae con 7, se obtiene

Vo[ dPl 12 [ dPl 1

N B" (q) —/ 2m)P 12 +id[(Il + q)2 +ie] / (2m)P (I + q)? + ie
[ dPl 1 0
- G-

En resumen, las relaciones que se tienen para B**(q) = Bo1(q?)q"q” + Ba2(¢*)n*" son

(B.15)

2
0.B" (q) = (¢*Ba1(¢*) + B2a(4*)) ¢ = —1-Bo(a*. 0)q" (B-16)

M B (4) =¢*Ba1(¢%) + DB (q*) = 0, (B.17)
resolviendo este sistema de ecuaciones para Ba1(q?) y Baa(q?) se obtiene

D q2

mBo(QQa 0), Bas(q?) ZmBg(cf, 0). (B.18)

Ba(q®) = -

Por lo que, finalmente, la integral tensorial B*(q) es
2

q 2 v
— = B e

17 D 17
B"(q) = — mBg(QQ,O)q”q +

1
—— = (—Dg*a" 20HYY Bo(a?. 0
4(D_1>( "¢ + ") Bo(q*,0),

(B.19)

determinada sélo por la integral escalar By(g?,0).
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