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Introduccion

La quimica matematica es el drea de investigacién dedicada a estudiar las apli-
caciones de matematicas en la quimica y se ocupa principalmente del modelado
de fenémenos quimicos. Entre sus diferentes dreas y metodologias de investi-
gacion, en esta tesis nos interesa como se usa la teoria de graficas en quimica
matematica. Particularmente como tratar la combinatoria de la grafica asi
como con el estudio matemético de los isémeros y el desarrollo de descriptores
topoldgicos.

Dentro de la quimica matematica existen indicadores estructurales llama-
dos indices. Dichos indicadores son valores obtenidos a partir de la grafica
de un compuesto molecular (la gréfica obtenida al considerar los dtomos de
una molécula como vértices y los enlaces como aristas ignorando los dtomos
de hidrégeno). Los distintos indices topolégicos de una molécula se relacionan
fuertemente con distintas de sus propiedades quimicas, por ejemplo, con el punto
de ebullicién. El estudio de estos indices puede desarrollarse desde un ambito
meramente matematico, esto es, desde la teoria de gréficas.

Existen indices basados en propiedades topoldgicas o combinatorias como
los {ndices de Randié [7, 9, 43, 28, 29, 35, 17, 8] y Wiener [44], y otros basados
en propiedades espectrales (relacionados con los valores propios de la matriz de
una grafica) como la energia de graficas [33, 39, 21, 1] y el indice de Estrada
[25, 18, 36, 14, 45]. En esta tesis se hace un estudio sistematico de los indices
mas usados, especificamente de la energia de graficas, el indice de Randi¢, el
indice de Wiener y el indice de Estrada. Para cada uno de éstos se dan ejemplos
y se muestran los resultados mas importantes. Se recolecté un compendio de
resultados y demostraciones ya conocidas.

En 1975, Milan Randié [43] propuso dos indices, Ry = ZiNj(did;%) y
Ro=3%",; (d;dj)~" para medir el grado de ramificacién del esqueleto de dtomos
de los hidrocarburos saturados llamandolos indices de ramificacién. Fue en
1998 que Bollobas y Erdos generalizan este indice al sustituir el exponente
—% por cualquier niimero real. El indice de Wiener fue definido en 1947 por
Harry Wiener [44] con el nombre de “path number” como la suma de las dis-
tancias entre los pares de vértices. Wiener mostré que dicho indice esta es-
trechamente relacionado con los puntos de ebullicién de los alcanos asi como de
otras propiedades fisicas de los compuestos quimicos que dependen del ntmero,
tipo y arreglo estructural de los dtomos en las moléculas. El indice de Estrada
fue introducido para caracterizar el grado de doblamiento de una proteina por
Ernesto Estrada en 2000 [18], aunque no fue hasta el 2007 que fue llamado de
esta forma por de la Pefia [14].

Hoy en dia, existen muchos indices literatura ademas de los descritos ante-
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8 INTRODUCTION

riormente. En esta tesis trataremos brevemente, en particular, los siguientes:
indice de Hosoya [26], el indice de Hiper-Wiener [32, 22|, el indice de Zagreb
[20, 23, 13, 11, 12], el indide de Padmakar-Ivan [42] y el indice de Szeged [24, 16].
Varios de estos indices se relacionan con algunas medidas de centralidad, al final
de esta tesis se presenta un breve resumen de dichas medidas; especificamente de
la centralidad de eigenvector, la centralidad de Katz, PageRank, la centralidad
de cercania, la centralidad de intermediacién, la centralidad de subgrafica y la
energia de vértices.

La tesis estd dividida en ocho capitulos. En las primeras dos capitulos se
muestran un compendio de las definiciones bésicas y teoremas que se usaran.
Este compendio esté dividido en dos partes. En el primer capitulo presentamos
los temas referentes a Teoria de gréficas. Por otra parte, en el segundo capitulo,
presentamos, la Teoria Espectral (de Matrices y de Gréficas).

En los siguientes capitulos, 3, 4, 5 y 6, se decriben con detalles los principales
indices topoldgicos y medida espectrales que se consideran en esta tésis.

En el capitulo 3, primero, se describe la energia de graficas y se mues-
tra brevemente la relacién que guarda dentro de la quimica con el modelo de
Huckel(HMO). Luego, se dan algunos ejemplos, se describe la férmula de Coul-
son que se usa para demostrar algunas desigualdades y se presentan algunas
desigualdades generales y otras aplicadas solamente a arboles.

En el capitulo 4 se describe el indice de Randié. Se menciona como surgié
este indice y su uso para medir el grado de ramificaciéon de una molécula. Se
dan varios ejemplos asi como como algunas desigualdades. Como ultimo, se
muestra dentro de los arboles cudles graficas maximizan o minimizan el indice
de Randié¢, R, segin el parametro o dado.

En el capitulo 5 se desarrolla el indice de Wiener. Se explica un poco su
relacién con el punto de ebullicion de los alcanos. Después, se dan algunos
ejemplos y se muestra un método para calcular este indice en arboles.

El capitulo 6 trata sobre el indice de Estrada. Se menciona como fue in-
troducido para describir el doblamiento de las proteinas, se dan ejemplos y se
muestran algunas cotas para este indice. Dentro de las cotas mostradas se hacen
dos correciones, una pequena corecciéon en la demostracion de de la Pena que
sin mas inconveniente mantiene el mismo resultado y otra en la demostracion
de Jian-Ping Liu y Bo-lian Liu en la que no fue posible arreglar la prueba para
mantener el mismo resultado, quedando este como conjetura. Sin embrago, al
tratar de evadir el paso incorrecto en la demostracién se obtuvo una nueva cota.

Finalmente, en el capitulo 7 se exponen de forma breve otros indices topolégicos
como el indice de Hosoya, el indice de Hiper-Wiener, el indice de Zagreb, el
indide de Padmakar-Ivan y el indice de Szeged. En este mismo capitulo se
presentan ademas otro tipo de medidas que sirven también para describir una
grafica, llamadas medidas de centralidad. Se da su definicién y se muestra
la relacién que tienen con algunos de los indices mencionados en los capitulos
anteriores.



Capitulo 1

Preliminares en graficas

En este capitulo se introduce la teoria de graficas, un tema clasico y bien cono-
cido. Para el lector interesado en el tema se sugiere consultar el libro de Diestel
[15], de donde se tomaron la mayoria de las definiciones.

En la primera seccién se da una breve introducién al surgimiento de la teoria
de graficas. Por ser un tema bien conocido no se dan demostraciones. Final-
mente en la tercer seccidon se muestran varios ejemplos de graficas.

1.1 Inicios en graficas

La teorfia de graficas tiene sus inicios con el problema de los puentes de Konigsberg,
que fue formulado en el siglo XVIII. La ciudad de Konigsberg estaba separada
por el rio de Pregel que al bifurcarse separaba el terreno en cuatro regiones
distintas que a su vez estaban unidas por siete puentes. Se decia que la gente de
la ciudad se entretenia tratando de formar una ruta alrededor de la ciudad que
cruzara cada uno de los siete puentes solamente una vez. Fue en 1736 que Euler
demostré que no es posible hacer dicho recorrido. Euler traté este problema por
medio de dos pasos generales. Primero remplazé el mapa de la ciudad por un
diagrama que mostraba las principales caracteristicas. Denot6 a las cuatro areas
de tierra por puntos A, B,C, D y los siete puentes que unian a las porciones de
tierra correspondientes por lineas a,b,c,d,e, f,g. A estos puntos se les llama
vértices o nodos y a las lineas que los unen aristas.

Figura 1.1: Diagrama del problema de los siete puentes de Konigsberg.

Euler determiné que los puntos intermedios de un recorrido posible debian
estar conectados por un numero par de lineas. Esta abstracciéon del problema
fue la que di6 origen a la nocién de gréfica.

9



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES EN GRAFICAS

Mas adelante, en 1847, la teoria de graficas seria usada para otros fines,
como el analisis de redes eléctricas por Kirchoff, quien publicarid sus leyes para
calcular el voltaje y la corriente en los circuitos eléctricos. En 1857, Caley
resolvié el problema de enumeracién de isoméros representando cada compuesto
como un 4rbol (una grafica conexa sin ciclos) usando los vértices como dtomos
y las aristas como enlaces quimicos. En el libro de Norman L. Biggs, E. Keith
Lloyd y Robin J. Wilson [6] se puede ver més a detalle la historia de la teorfa
de gréficas.

1.2 Definiciones basicas

Sin méas predmbulos comenzaremos con una serie de definiciones béasicas sobre
teoria de gréaficas. Estas se brindan en cualquier curso elemental de matematicas
discretas por lo que el lector conocedor puede omitir esta seccién. Los conceptos
y exposiciones fueron tomadas del Diestel [15].

Definicién 1.2.1 (Grafica) Una grdfica G consta de un par ordenado (V(G), E(G))
donde los elementos de E(G) son pares (v,w) (por simplicidad escribimos vw),
conv,w € V(G). Los elementos de V(G) reciben el nombre de vértices y a los
elementos de E(G) se les llama aristas. El tamano de una grdfica se denota por

|G| y estd dado por el tamano del conjunto V(G). Consideraremos solamente
graficas simples y no dirigidas, esto es, las aristas de la forma vv no son vdlidas

y no hay diferencia entre la arista uv y la arista vu.

Definicién 1.2.2 (Vértices vecinos y aristas incidentes) Dado dos vértices
w,v de una grdfica, decimos que son vecinos o que estdn conectados si existe una
arista que los contiene y lo denotamos por u ~ v. De forma similar decimos
que dos aristas son incidentes si ambas aristas contienen a un mismo vértice.
También decimos que dos aristas son independientes si no son incidentes.

Definicién 1.2.3 (Grado) El grado de un vértice v es la cantidad de vecinos
que tiene y se denota por d(v).

Definicién 1.2.4 (Grado promedio) FEl grado promedio de una grifica G es
el promedio de los grados de sus vértices y se denota por d(G).

Teorema 1.2.1 En una grifica G, la suma de los grados de los vértices es igual
a dos veces la cantidad de aristas.

2ABG)] = Y d(w).

FEquivalentemente, d(G) = 2|E(G)|/n.

Definicién 1.2.5 (Emparejamientos) Dado una grdfica G, un k-emparejamiento
es un conjunto de k aristas de G que son independientes. A la cantidad de
k-emparejamientos de G se le denota como m(G, k). En general cualquier k-
emparejamiento es llamado un emparejamiento.

Definicién 1.2.6 (Camino) Dado dos vértices v,w € V(G), un camino de
tamano n de v a w es una sucesion de vértices v = vy, v1,...,V, = w tales que
v; ~ viy1. Si existe un camino entre dos vértices entonces decimos que dichos
vértices estdn conectados.
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Figura 1.2: Camino de tamano 3.

Definicién 1.2.7 (Ciclo) Un ciclo de tamario n es un camino de tamano n
con vy = vy,

U1 V2

Vo = Vs U3

Us V4

Figura 1.3: Ciclo de tamano 6.

Definicién 1.2.8 (Distancia entre dos vértices) En una grdfica, la distan-
cia entre dos vértices v,w conectados es el minimo de los tamanos entre los
caminos que van de v a w. Generalmente se denota por d(v,w).

u

d(u,w) =3

Figura 1.4: Distancia entre v y w.

Definicién 1.2.9 (Tridngulos) En una grdfica G, un tridngulo es un conjunto
de tres vértices {v1,ve,v3} que forman un camino cerrado. Notemos que todos
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los distintos ciclos que involucran a vy,vs,v3 definen al mismo tridngulo. De
esta forma por cada tridngulo de G existen seis ciclos de tamano tres.

Definicién 1.2.10 (Cuadrangulos) FEn una grdfica G un cuadrdngulo es un
congunto ordenado de cuatro vértices {vy,va,v3,v4} tal que (v1,va,vs,vq,v1) €8
un camino cerrado; y que ademds cumple una relacion ciclica ({vy,ve,v3,v4} =
{vg, v1,v2,v3} = {v3,04,v1,02} = {v2,03,v4,01}) y simétrica ({vi,ve,vs3,v4} =
{’047 V3, V2, Ul}).

Definicién 1.2.11 ((n-m)-graficas) Se le nombra (n-m)-grdfica a una grifica
con n vértices y m aristas.

Definicién 1.2.12 (Isomorfismo de graficas) Dos grificas G y G’ son iso-
morfas si existe una biyeccidn entre sus vértices, ¢ : V(G) — V(G'), tal que

d(u)p(v) € E(G') <= wv € E(G).

Definicién 1.2.13 (Subgréfica) Una grafica H es subgrdfica de G si V(H) C
V(G) y E(H) C E(G).

Definicién 1.2.14 (Gréfica inducida) Dada una grdfica G y un subconjunto
de sus vértices W C V(G), se define la grdfica inducida por W en G como la
grifica G[W] que tiene como conjunto de vértices a W y que para cada par de
vértices u,v € W uv € E(G[W]) < wv € E.

Definicién 1.2.15 (Resta de vertices, aristas y subgraficas) Dada una grdfica
G, e € E(G), u,v € V(G), y H una subgrdfica de G, podemos definir las sigu-
ientes restas para dar lugar a nuevas graficas.

o G —e: la grdfica con vértices V(G) y aristas E(G) \ {e}.
o G—v: la grdfica con vértices V(G)\{v} y aristas E(G)\{a € E(G)|v € a}.
o G — H: la grdfica con vértices V(G)\ V(H) y aristas

E(G)\{a € E(G)|lw € a para algin w € V(H)}.

Definicién 1.2.16 (Corﬂplemento de una grafica) El complemento de una
grdfica G es una grdfica G con el mismo conjunto de vértices V(G) y conjunto

de arista E(G) = {w|u,v € V(G),uwv ¢ E(G)}.

G G

Figura 1.5: Complemento de una grafica
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Definicién 1.2.17 (Conexidad) Decimos que una grdfica es conexa si entre
cualquier par de vértices u,v existe un camino de u a v.

Definicién 1.2.18 (Componente conexa) En una grdfica G, llamamos com-
ponente conexa a cada una de las subgrdficas conexas mazimales de G.

Definicién 1.2.19 (Excentricidad) La ezcentricidad de un vértice v € V(G)
se define como la mayor de las distancias entre v y cualquier otro vértice de G.

¢(v) = maz {d(v,w) : w € V(G)}.

Definicién 1.2.20 (Didmetro) El didmetro de una grdfica G es el valor mdzimo
de las excentricidades de sus vértices, es decir, la distancia mayor entre los pares

de vértices de G
diam(G) = maz {£(v) :v € V(G)}.

Definicién 1.2.21 (Radio) FEI radio de una grdfica se define como la menor
de las excentricidades de sus vértices,

r(G) =min{{(v):veV(G)}.

Definicién 1.2.22 (Centro) Un vértice v € V(G) se dice ser centro de G si
su excentricidad es igual al radio de G, esto es,

£(v) = r(G).

1.3 Ejemplos

Ahora es momento de introducir algunas ejemplos y tipos de graficas con las
que trabajaremos posteriormente. Comenzaremos con graficas que se conocen
como arboles y uniones de estos.

Figura 1.6: Ejemplo de un arbol

Definicién 1.3.1 (Arboles y bosques) Una grificaT es un drbol si es conexa
sin ciclos. Un bosque es una grdfica donde cada componente conezxa es un drbol.

Teorema 1.3.1 Para una grdfica T son equivalentes los siguientes incisos:

a) T es un drbol.
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b) Cualesquiera dos vértices de T estdn unidos por un dnico camino.
¢) T es conexa minimal, es decir, T — e es disconexa para cualquier arista e.

d) T es mazimal aciclica, es decir, T no contiene ciclos y T + uv contiene
un ciclo para cualquier par de vértices u,v no adyacentes.

e) T es conexa y |E(T)=n—1 conn=|T]|.

Definicién 1.3.2 (Hoja) Llamamos hojas o vértices extremos a los vértices

de un drbol que tienen grado uno. Notemos que todo drbol tiene por lo menos
dos hojas.

Definicién 1.3.3 (Grafica bipartita) Una grdfica G es bipartita si sus vértices
pueden separarse en dos conjuntos disjuntos Vi, Vs, tales que si v,w € V; en-

tonces vw ¢ E(G). En otras palabras, si vw € E(G) entonces v € Vi y w € Va
oweVyyveVs.

Vi Va

Figura 1.7: Ejemplo de una grafica bipartita

Teorema 1.3.2 Todo drbol es una grdfica bipartita.

Definicién 1.3.4 (Producto cartesiano de graficas) Sean G; = (V4, Eq)
y Ga = (Va, E3) dos grdficas. El producto cartesiano de G1 y Ga, es denotado
por Gy X Go y lo conforma la grdfica con conjunto vértices Vi x Va tal que
(z1,22), (y1,y2) € V(G1 x G3) son vecinos si

(xhyl) EE(V&) Yy T2 = Y2,

o bien si
(r2,92) € E(V2) y 21 =1y1.

Figura 1.8: Producto de C5 y P,

Este es el tnico producto que consideraremos en la tesis por lo que no habra
confusién en usar notacién como G X G--- x G o G".
—_—

n veces
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Definicién 1.3.5 (Producto tensorial de matrices) Sean A € M, ,,, B €
M, s. El producto tensorial de A = {a; ;}i; con B se define como la matriz
A® B € My, ms formada por

aLlB CLLQB . al,mB

a27lB a27QB cee G;Q)mB
A® B =

an1B apn2B... apmB

Algunas propiedades del producto tensorial se enlistan a continuacion.
Si A, B,C son matrices con las dimensiones necesarias para que puedan
realizarse las operaciones siguientes y k € C, entonces se cumple:

i) A (B+C)=A@+A®Cy(A+B)®C=A®+B&C.
(kA)® B=A® (kB) = k(A® B).

11

iii) (A® B)(C @ D)= AC @ BD.

)
)
)
iv) (A B)T = AT ® BT

La importancia para nosotros del producto tensorial radica en que la matriz de
adyacencia del producto cartesiano de dos graficas G; y G2 puede obtenerse
usando las respectivas matrices de adyacencia A, As y el producto tensorial de
la siguiente forma:

AG’1 xGy = (Al & Inz) + (Inl ® AQ)’

donde I,, es la matriz identidad de tamano n y n; el tamano de Gj;.
Se muestran a continuacién algunas familias de gréficas bien conocidas y
usadas.

e Ejemplo 1.3.1 (Grafica estrella) La estrella, Sy, consta de un drbol
formado de un vértice central con n — 1 vecinos.

A Xk K

S4 S5 S@ S? SS
Figura 1.9: Gréfica estrella. Sy, S5, Sg, S7, Ss.
e Ejemplo 1.3.2 (Camino) FEl camino, P,, estd formado por n vértices

consecutivos unidos, con cada vértice de grado dos a excepcion de los
vértices extremos que tienen grado uno.

*—eo 600 o600 o600 00

Py P Py Ps

Figura 1.10: Grafica camino. P». P3, Py, Ps.
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e Ejemplo 1.3.3 (Gréfica completa) La grdfica completa, K,, se con-
forma por n vértices donde todos los pares de vértices son aristas de K.

— A X% &

K2 Kg K4 K5 KG K7

Figura 1.11: Grafica completa. Ky, K3, Ky, K5, K¢, K7.

e Ejemplo 1.3.4 (Gréfica bipartita completa) La grdfica bipartita com-
pleta, K, ., tiene como vértices la union de dos conjuntos V(K ) =
ViUV con |Vi| = n, |Va| = m y para cualquier par de vértices vi,vs, se
tiene que v1v2 € E(Kp ;) <= v1 € V] yuvg € Va.

AN MM K

K3 Ky o K3 Ks3 Koy

Figura 1.12: Graficas bipartitas completas. K3, K29, Ko3, K33, K2 4.

e Ejemplo 1.3.5 (Gréfica regular) Una grifica reqular es tal que todos
sus vértices tienen el mismo grado. Sid es el grado comin de sus vértices,
entonces es llamada d-regular.

roNs T &2

0-regular 1-regular 2-regular 3-regular

Figura 1.13: Graficas 0,1,2,3-regular de seis vértices.

e Ejemplo 1.3.6 (Gréfica fuertemente regular) Una grdfica G es fuerte-
mente regular de parametros (n,k,e, f) si G es k- regular de tamano n y
ademds cualquier par de vértices vecinos tienen exactamente e vecinos en
comun y cualquier par de vértices no adyacentes tienen exactamente f
vecinos en comun.

e Ejemplo 1.3.7 (Hipercubo) FEl hipercubo, Hy,, se conforma por 2™ vértices
que pueden ser representados por los subconjuntos de un conjunto de n el-
ementos. Dos vértices u,v € V(H,) comparten una arista si y sélo si u
puede obtenerse de v agregando o eliminando un solo elemento. También
puede obtenerse de hacer n wveces el producto cartesiano de Py con él
mismo, es decir, H, = P3'.
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— [

H,

<\

N

H, Hj H,

Figura 1.14: Hipercubo. Hy , Ho, H3 y Hy.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES EN GRAFICAS



Capitulo 2

Teoria espectral

En este capitulo abordaremos la teoria espectral de ciertas matrices como matri-
ces positivas y autoadjuntas, y despues se verd especificamente la teoria espectral
de gréficas, donde se mencionan relaciones entre las graficas y sus valores pro-
pios asi como el espectro de varias familias de graficas. Esto serd de utilidad
en los préximos capitulos donde se exploran los temas de energia de graficas,
energia de vértices y el indice de Randié. Aunque existen libros como “An in-
troduction to the theory of graph spectra” de Dragos M. Cvetkovic y Rowlinson
[10], donde se pueden ver las demostraciones, preferimos dar demostraciones a
la mayoria de los resultados, en particular porque muestran diversas técnicas
que se usan en este tema que combinan argumentos combinatorios con otros de
algebra lineal. Esperamos que este capitulo sea 1util para lectores interesados en
el tema de Teoria Espectral de graficas.

2.1 Teoria espectral de matrices

Ya que el espectro de un grafica es precisamente el espectro de su matriz de
adyacencia, es necesario conocer la teoria espectral de matrices en general. En
esta seccion se mostraran algunas herramientas de la que nos apoyaremos para
encontrar el espectro de ciertas matrices y relaciones con sus valores propios.
Comenzaremos por algunas definiciones.

Definicién 2.1.1 (Matriz autoadjunta) Una matriz M es autoadjunta si es
igual a su transpuesta conjugada, donde denotamos a la transpuesta conjugada

de M por M* = M?.

Definicién 2.1.2 (Polinomio caracteristico) Dada una matriz A € M,,, se
define su polinomio caracteristico como

Ps(z) = det(zI, — A).

Definicién 2.1.3 (Espectro de una matriz) Dada una matriz M € M,,
su espectro estd dado por las soluciones a Pyr(x) = 0. Estos valores reciben el
nombre de valores propios de M. Si M es autoadjunta los valores propios de M
son reales.

Vamos a trabajar con matrices autoadjuntas.

19
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Teorema 2.1.1 (Teorema de entrelazamiento de Cauchy) Sea A una ma-
triz autoadjunta de tamanon y B una submatriz principal de A de tamanon—1.
St A < A1+ < A1 son los valores propios de A Y phn—1 < fp—2-+- < 1 Son
los valores propios de B, entonces

/\ngﬂnfl S)\nfl S,U/l S)\l

Definicién 2.1.4 (Matriz definida positiva) Una matriz A € M,, es posi-
tiva si cumple:

i) A= BB* para alguna matriz B € M,

ii) o bien, todos los valores propios de A son no negativos.

Definicién 2.1.5 (Valor absoluto de una matriz) Elvalor absoluto de una

matriz A se define como
(AA)'2,

donde para una matriz positiva C', C'/? denota a la tinica matriz positiva B tal
que B2 =C.

Teorema 2.1.2 (Diagonalizacién) Si A € M,, es una matriz autoadjunta,
entonces existen matrices D,U € M, tal que A = UDU? donde D es una
matriz diagonal con los valores propios de A sobre su diagonal, U tiene como
columnas a una base ortonormal formada por vectores reales propios de A y
Ut — U—l

Este teorema nos permite hacer la siguiente definicién que nos ayuda a tratar
a una matriz autoadjunta de forma similar a una matriz diagonal.

Definicién 2.1.6 Sea f una funcion real, para una matriz autoadjunta defini-
mos f(A) como

f(Dll) 0
vl

con U y D como en el teorema anterior.

Lema 2.1.1 Si f es una funcion real positiva y A una matriz positiva, entonces
f(A) es positiva.

Demostracion: Como A es positiva, entonces es autoadjunta. Luego, de la
diagonalizacién de A y la definicién de f(A) se sigue que f(A) es diagonalizable
y tiene valores propios f();) > 0.

Teorema 2.1.3 Si f es una funcion real y A autoadjunta, entonces se cumple
que

i) si f es un polinomio f(A) coincide con evaluar f en A como variable.

ii) si f(x) = 2% es la funcién que consiste en tomar la raiz k-ésima, y A es
positiva, entonces f(A) es la raiz k-ésima de A es decir, la inica matriz
positiva B tal que B = A.
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iii) st f esla funcion valor absoluto, entonces f(A) es la funcidn valor absoluto
Al = (A47)"/2.

Demostracién: i) Sea f(z) = Zf:o arx® y U como en el Teorema 2.1.2,
entonces

Zf:o a;i\i
fA)=u Ut
Zf:l aidn
K Al

=> aU Ut

=0 )\2'1

k .
= Z aiA’.
i=0
ii) Notemos que si f(z) = z/* para z >0
, k
ARk
faF=|u Ut
\L/k
k
A/*
=U Ut
1/k
A1
=U Ul=A
An

Por el lema anterior f(A) es positiva y por tanto es la matriz que buscamos.
iii) por ser A autoadjunta

A= A*=UDU".
Luego tomando f(z) = |z| podemos ver que

|A1]
fA)=U - U' = (UD*U")"Y? = |A].
Anl

Lema 2.1.2 Para una funcion real f y A € M,, una matriz autoadjunta ten-
emos que

F(A) = pif(N),
=0

donde p;; > 0, 2?21 pij =1y > i pij =1, y\j son los valores propios de A.
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Demostracién del lema: De la definicién de f(A) tenemos que
n
f(A)i = Zuijf(/\j)uij = Zugjf(/\j),
7=0

donde U = {u;;}i; tiene por columnas a una base ortonormal y U~1 = U!
segln el teorema de diagonalizacion 2.1.2. Asi para p;; = ufj, Z?:l pi; =1y
i pij =1

Consideremos una matriz A autoadjunta y sea ¢; el funcional lineal definido
por ¢;(A) = A;;. Para este funcional podemos extender la desigualdad de Holder
como a continuacién se muestra.

Teorema 2.1.4 (Desigualdad de Holder para ¢;) Para funciones reales pos-
itivas f,g y A una matriz autoadjunta, tenemos que

$i(f(A)g(4)) < di(F(A)T)/9gi(g(A)P) 7.

Demostracion Una de las presentaciones mas sencillas de la desigualdad de
Holder nos dice que para a;, b; nimeros reales y p, ¢ > 0 con %—F% = 1 se cumple
que

n n 1/p n 1/q
Z aibi S <Z |ai|p> (Z b|q> .
i=1 k=1 i=1

Aplicando la desigualdad a a; = pij/pf()\j) y b= p;j/qg()\j) obtenemos

1/p 1/q

ZPijf(Aj)g(Aj) < Zpijf()‘j)p Zpijg()‘j)q
Jj=1 Jj=1 j=1

Notemos que Y, pi; f(A,)g(A;) = é:(f(A)g(A)) con Io que

0i(£(A)g(A)) < dilF(A))/Pi(F(A)T)1/1.

2.2 Teoria espectral de graficas

La teoria espectral de gréficas se encarga del estudio de los valores propios de las
graficas y como estos se pueden entender a partir de propiedades estructurales.
Dada una grafica se contruye su matriz de adyacencia A = Qijijo donde cada
entrada a;; nos indican con un 1 si el i-éismo vértices es vecino del j-ésimo, y
con un 0 si no. En este capitulo se enlistardan y demostraran propiedades del
espectro de distintas graficas que seran de utilidad en los proximos dos capitulos
para el célculo de la energia y el indice de Estrada de una gréfica.

A continuacién presentamos las definiciones de los tres objetos que seran
de nuestro interés: La matriz de adyacencia, su espectro y el polinomio carac-
teristico de la gréfica.
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Definicién 2.2.1 (Matriz de Adyacencia) Dada una grdfica G, con |G| =
n con vértices v1 ... vy, se define su matriz de adyacencia como la matriz {A;; }i; €
Mnxn; tal que

A 1 si v € V(G),
Y0 st v € V(G).

Definicién 2.2.2 (Polinomio caracteristico) Dada una grdfica G de tamano
n, se define su polinomio caracteristico por

P(G,z) = det(zI, — Ag),

donde I, es la matriz identidad de tamano n y Ag es la matriz de adyacencia

de G.

Definicién 2.2.3 (Espectro) Dada una grdfica G, su espectro es el conjunto
de soluciones a P(G,z) = 0. Es decir, el conjunto de valores propios de la
matriz de adyacencia de G (También llamados valores propios de G ).

Ya que la matriz de adyacencia de una grafica simple es simétrica, sus valores
propios son reales y suelen denotarse por A, Aa,..., A, con A\; > \; para i < j.
Otra representacién usada para denotar el espectro de una gréfica es mediante
un vector de ntimeros A; con un exponente f;

S(G) = (AP, Ay,

donde \; es un valor propio de G y u; su respectiva multiplicidad.

Como primer resultado vemos como entender la matriz de adyacencia y sus
potencias a partir de informacién combinatoria de la gréfica, esto es, el nimero
de caminatas entre vértices dados.

Teorema 2.2.1 Consideremos A = {a; ;}:; la matriz de adyacencia de una

grdfica G. Sea AF = {al(-?}m, para k un entero positivo. Entonces al(? denota

la cantidad de caminos de tamarnio k que van del vertice v; al vértice v;.

Demostracion Sea n = |G|. Notemos que

n
tte E a‘i,llall,lz e a’lkflvj

o)

[
NE

(]
li=1  lp_1=1
n n
— E E 1{UiNUll}1{U11Nvlg}"' 1{”lk,1~vlj}
li=1  lp_1=1
n n
=3 ey, )
lLi=1  lp_1=1

E 1{vi~vll~vzz'“Nvlk,l"‘vj}

l1,l2,. k1

= E ]‘{(W,Ull ,Vly + >Vl 1, Vj) €S un camino entre v; y v; }
liylo,lk—1

= #{Caminos entre i y j }.
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Corolario 2.2.1 Si A es la matriz de adyacencia de una grifica G, entonces
Tr(A¥) denota la cantidad de caminos cerrados de tamario k.

Este corolario es muy 1til pues recordemos que para matrices autoadjuntas

la traza de las potencias de una matriz se puede escribir en terminos de sus
valores propios.

AF) =3 AT

Asi, hemos encontrando una relacién entre el espectro y el nurhiero de caminos
cerrados de la matriz. Lo anterior motiva las siguiente definicién.

Definicién 2.2.4 (Momentos espectrales) Elk-ésimo momento espectral de
una grdfica G estd dado por
n
M= A
i=1

con A\; los valores propios de G.

Teorema 2.2.2 Dada una (n —m)-grdfica G y sus momentos espectrales My,
ke {1,2,...} se tiene que:

a) My =n.
b) M, =0.
c) My =2m.

d) Ms = 6t donde t es la cantidad de tridngulos de G.

e) My =2%",d? —2m+ 8¢ con q la cantidad de cuadrdngulos de G y d;
denota el grado de los vértices de G.

f) M; >0 para i par, sim # 0, y My > 2m.

Demostraciéon: Sea A la matriz de adyacencia de G, luego para k > 0,
My, = Z M = Tr(AF) = #{Caminos de tamaiio k}.

Entonces:

a) Calculando directamente tenemos:
=3 =31

b) Ya que tratamos con una grifica simple, no existen caminos de tamano
uno en G,

M, = #{caminos cerrados de tamafio 1} = 0.
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¢) Por cada arista uv G se tienen los dos caminos cerrados (u,v,u) y (v, u, v).
y es la Unica forma que puede tener un camino de tamano 2. Es decir, por
cada arista hay 2 caminos de tamano 2. Con esto

My = #{Caminos cerrados de tamafio 2} = 2m.

d) Por cada tridngulo vy, vs,v3 de G al permutar los vértices obtenemos los
seis caminos cerrados de tamano tres relacionados a dichos vértices. Asi

M3 = #{Caminos cerrados de tamafio 3} = 6#{Tridngulos de G} = 6t.

e) Notemos que podemos separar los caminos de tamaio cuatro de la sigu-
iente manera: Primero, los caminos de la forma (v;,v;,v;, vg,v;). Para
v; fijo, podemos elegir v; y vy de d?. Segundo, caminos de la forma
(v, v5,Vk,v5,0;). con v; # vg. Fijando v; hay d;(d; — 1) formas de elegir
v; ¥ vg. Tercero, los ciclos (v;, v;, vk, v1, v;) con v;,v;,05 y v; distintos entre
si. Hay 8 caminos de este tipo por cada cuadrangulo de G. De esta forma,

M4:;d$+§di(di—1)+8q

zzzn:df—zn:dﬁz%q
i=1 i=1

:2id?—2m+8q.

i=1

f) Notemos que cualquier camino cerrado de tamafio dos define un camino
cerrado de tamano 2k al recorrerlo k£ veces. De esta forma

My, = #{Caminos cerrados de tamano 2k} > #{Caminos de tamano 2} = 2m,

si m # 0, entonces
Moy, > 2m > 0.

En particular, al tomar k£ = 2 tenemos que

M4 Z 2m.

Los valores propios de una gréfica nos dan informacién sobre esta misma,
tal es el caso de la relacién que guardan el valor propio méas grande y el grado
promedio.

Teorema 2.2.3 Si A\ es el valor propio mas grande de una grdfica G, entonces
A1 es mayor o igual al grado promedio.

d(G) < A1

Ademds, A\ = d(Q) si y sdlo si G es regular.
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Demostracion: Sea A la matriz de adyacencia de G. Vamos a usar la siguiente
caracterizacion de valor propio més grande de una matriz,

A1 = sup {xTAx, ||z|| =1} .

Esto se sigue al considerar una base ortogonal de vectores propios {z1,...,z,}

VT =ar + -+ a,r, conal+---+a?=1conloque

2T Az = /\104% REEEEE )\nai,

va que Az; = Njz; para i = 1,...,n. Notemos que \ja? + -+ + \,a2 toma
su valor maximo cuando a; = 1y a; = 0 para i # 1. Es decir, cuando
Az = M\z. De aqui que 27 Az < A1 cuando ||z|| = 1. Esto es conocido como

la propiedad de Rayleigh, més detalles pueden verse en [10]. Usando ahora el
vector ﬁ(l, 1,...,1) obtenemos que

1
/\1§ﬁ(d1+"'+dn)»

donde d; son los grados de los vértices de G. Por otro lado, como la igualdad
se obtiene si y sélo si Az = Ajz, es decir si x es un vector propio de G, como
(1,...,1) es vector propio de G siy s6lo si G es regular tenemos que d(G) = A
si y s6lo si G es regular. B

Teorema 2.2.4 Una grdfica conexa no completa es fuertemente regqular (ejem-
plo 1.3.6) si y sdlo si tiene tres distintos valores propios.[10]

Otro resultado muy interesante y muy 1til es el teorema de Sachs, que nos
dice como calcular explicitamente el polinomio caracteristico de una matriz con-
tando un tipo particular de subgréaficas de G.

Teorema 2.2.5 (Teorema de Sachs) Sea G una grdfica y P(G,z) = 3°7_, bjz" I
su polinomio caracteristico. Entonces, para j > 1

bj — Z (_1)11)(5)20(3)’
SGLJ'

donde L; denota el conjunto de subgrdficas de G con j vértices tales que sus
componentes conexas son Ko o un ciclo (a este tipo de grdficas se les llama
grificas de Sachs); w(S) es la cantidad de componentes conexas de S; y ¢(S) es
el nidmero de ciclos que tiene S. Ademds by = 1.

Demostracién: Sea A = {a;;} la matriz de incidencia G = (V, E), con
|V| = n. El polinomio caracteristico de G estd dado por

P(G,ZL’) = Det(Im - A) = Z Sgn(a)bl,o(l)bQ,o(Q) s bn,a(n)v
gES,

donde S, es el conjunto de permutaciones de n elementos y

b T sii=j,
-1 sidi# g,
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es la entrada ij de la matriz Ix — A. Para o € S,,, notemos que

b1,0(1)b2,0(2) - - - br,on) =0

si para algin ¢ que no es punto fijo de o, la arista (i,0(i)) no estd en E(G).
Consideremos G, una grafica dirigida sobre los vértices de G que no son puntos
fijos de o y que tiene conjunto de aristas

E(G,) ={(i,0(7)) : i no es punto fijo de o}.

Escribiendo a o como producto de ciclos disjuntos podemos ver que las compo-
nentes conexas de G, estan formadas precisamente por los ciclos de la factor-
izaciéon de o. Por lo que estas componentes son Ks’s o ciclos. Asi G, es una
grafica de Sachs(dirigida). Para que

b1,0(1)b2,0(2) - - br,o(n) # 0,

se necesita que para toda arista de G, exista su arista (sin direccién) correspon-
diente en G. Si esto se cumple decimos que G, tiene como soporte a G. Si k es
el nimero de puntos fijos de o, entonces

Sgn(a)bl,a(l)bQ,a(Q) v bn,a(n) = xk(_l)nik(sgn(a))
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o :(2345)(67)(8910)

3 7
K 0
2 4 6
5 8

Gs
5 :(12)(345)(6798)

Figura 2.1: Graficas asociadas a dos permutaciones, G,, que tiene a G como
soporte. Y Gg, que no tiene a G como soporte.

Recordemos que el signo de una permutacion es igual al producto del signo
de cada uno de los ciclos de su factorizacién en ciclos y que un ciclo de tamano
r tiene signo (—1)""1. Si C es el conjunto de las componentes conexas de G,
entonces

ceC
2 (Jel=1)
:;pk(_l)"_k(_l cec
(n—k—3 1)
:xk(_l)"fk(_l ceC
1
:xk(_l)cec
=zF(—1)I¢

con w(G,) el nlimero de componentes conexas de G,. Notemos ahora que para
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cada subgréfica S de G que es grifica de Sachs(no dirigida) existen varias per-
mutaciones o, tales que S (y por tanto G) es soporte de G,. Al considerar una
direccién en cada ciclo de S definimos a o, por lo que hay 2°(%) permutaciones
distintas que tienen a S como soporte, donde ¢(S) es el nimero de ciclos de S.

De esta forma sumando sobre las permutaciones con k puntos fijos tenemos

P(Gx)= Y aF(-1)*2)
SELp_k

— Z xnfj (_l)w(S)Qc(S)7

SeL;

donde L; denota el conjunto de subgrédfias de Scahs de G con j vértices. Con-
siderando el coeficiente de cada grado obtenemos

by = 3 (—1)(S)9es),

SGL]‘
y demas,
bo= Y _ (1)) = 1.
SeLg

|
Teorema 2.2.6 Sean G1,Go,...,Gg las componentes conexas de una grdfica
G. Entonces

k

P(G,z) = [[ P(Gi, ).
i=1

Demostracién: Consideremos A la matriz de adyacencia de G y la matriz
de cambio de base B, que ordena a los vértices de G poniendo primero a los
vértices de G1, luego los de G5 y asi sucesivamente.

De esta forma tenemos que el polinomio caracteristico de G es

P(G,z) = Det(Ix — A)
= Det(B(Ix — A)B™)
= Det(Iz — BAB™1)
Notemos que Iz — BAB™! es una matriz diagonal por bloques, con bloques

Iz — A;, donde A; es la matriz de adyacencia de la componente G;. De las
propiedades de los determinanates tenemos que

P(G,z) = Det(Iz — BAB™)

k
= HDet(Ix —G))

k
= HP(Gi,x).
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Teorema 2.2.7 Dada una grdfica G y wv € E(G). Podemos escribir el poli-
nomio caracteristico de G como:

P(G,z) = P(G—uv,z) — P(G—u—v,z)—2 Z P(G-C,x), (2.1)
CceC(uv)

donde C es el conjunto de ciclos que contienen a uv. En particular, si uwv es una
arista con algun vértice extremo, digamos v, entonces

P(G,z) =2zP(G —v,z) — P(G —u—v,zx).

Demostracién: Sean

§=0
n—|C] _
P(G-C,z) = cg»c)x”*lclﬂ.
§=0
Sustituyendo en (2.1) tenemos
n n n—2 n—|C|
T WOTES SIS EEID DD L)
=0 =0 =0 CeCuv) j=0

Lo cual se cumple si y sélo si

C
bj = a; — dj,Q -2 Z C§'7)\C|'
CeC(uv)

Para 5 > 0 donde consideramos d; =0 y CEC) =0sit<0.
Para demostar esta igualdad haremos uso del Teorema de Sachs. Consid-

G [ S . .
eremos S € Lg» ) una subgrafica de Sachs de G con j vértices. Existen varias
opciones para la arista uv.

i) uv ¢ E(S). En este caso S € LéG_“U) siy sélo si S € LS»G) y 4,V no
pertenecen a S.

ii) wv € E(S) y u, v forman una componente conexa de .S isomorfa a K. Sea
K la grafica formada por u,v y la arista uv. Notemos que si S = S"U K
entonces S’ € Lf;"_v) siysélosi S € LEG) y u,v forma una componente
conexa de S. Notemos ademds que S tiene una componente conexa mas
que S’ y la misma cantidad de ciclos.

iii) uv € E(S) y u,v son parte de una componente conexa de S que es un
ciclo. Si C es un ciclo de G que contiene a uv, y S = 8" U C entonces
S e Lfl}ﬁ) siy sblosi S e L;G) y C es una componente conexa de S.
Ademds S tiene un ciclo y una componente conexa mas que S’.
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Del Teorema de Sachs considerando los casos anteriores tenemos que
i)
Z (_1)w(3)20(5) - Z (_1)w(5)20(s) = a;.

(&) (G—uv)
SEL]» SEL].
wvgE(S)

i)
Z (_1)11)(5)26(5) _ Z (_1)w(s/)+120(s/) _ —d]

(&) (G—u—v)
S€eL; S'eL;”,
K componete de S

iii) Para C' € C(uv)

w(S)oe(S) _ w(S" ) +16c(S")+1 _ )
Z (—=1)w(5)2e9) = Z (1)@ H19e(ST)+ = —2¢0,
seLl? sren{®ymmY
C ciclo de S

Nuevamente, por el Teorema de Sachs tenemos que

b= Y (~1)"2e),

(&)
ser!

)

. G .
Finalmente, separando la suma sobre los elementos de L§» en los casos anteri-

ores obtenemos. ©
bj :aj—dj_2—2 Z ij\C\'
ceC(uv)
[ |

Corolario 2.2.2 Sea G un bosque, y e = (u,v) € E(G). Entonces el polinomio
caracteristico de G cumple

P(G,z) =2P(G —e,x) — P(G—u—v,x).

Teorema 2.2.8 (Teorema de Sachs para bosques) Sea G un bosque con |G| = n,
entonces

5]

P(G,x) =) (-1)*m(G, k)",

k=0

donde m(G, k) es la cantidad de k-emparejamientos de G.
Demostracion: Ya que un bosque no contiene ciclos, toda subgrafica de

Sachs de G esta formada por uniones de K5’s, y por tanto sélo hay subgraficas

de Sachs de G con una cantidad par de vértices. De esta forma, por el teorema
de Sachs, tenemos que el coeficiente de ™7 para j impar es cero y para j = 2k

es
oy = Z (—1)»

S€Lay

= 3

S€Loay

=(-DF > 1

S€Logg
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Ya que un k-emparejamiento es un conjunto de k aristas independientes, cada
grafica de Sachs con 2k vértices nos da un k-emparejamiento dado por las aristas

que la conforman. Asi
bar = (—1)*m(G, k)
y por lo tanto
J
P(G,z) =Y (=1)*m(G, k)z" 2",
k=0

,_
w3

Teorema 2.2.9 Si G es una grdfica bipartita, entonces su polinomio carac-
teristico tiene la forma

P(G,r) = Z(—l)kbzkf%%a

k>0
con bog, > 0.

Demostracion: Ya que GG es una grafica bipartita, existen dos conjuntos de
vértices Uy y Us tal que para cada par de elementos dentro de cada U;, no existen
aristas entre ellos. De esta forma con un cambio de base, se puede escribir la
matriz de adyacencia de G como la matriz por bloques

0 BT
= %)
con B € M,,,,, donde n; son el tamano de U;. Notemos que para A un valor

propio de A podemos representar su vector propio asociado como el vector por
Wi

Va

propio A, se sigue que

bloques V' = ) , donde V; € M,,, 1. Ya que V es vector propio con valor

BTV, = \W;
y
BV = AV,
De esta forma
A -Viy _ (0 BT -
Vo) \B 0 Va
_ BTV,
— \-BV;

(A

= O

_ (W

= v )
Por lo tanto —\ es valor propio de A con la misma multiplicidad que A. De aqui
se sigue que el polinomio caracteristico de GG se puede escribir como

P(G,z) =a" H(x2 -\
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Donde r es la multiplicidad del cero, De esta forma al expandir tenemos el
coeficiente de "~ 2¥, para n — 2k > r:

81y nsik

:(_1)k Z ()\2»1,. .. 7Aik)2

By nyik
=(—1)"box,

con by, > 0. En otros casos el coeficiente es cero. Tomando by, = 0 cuando
n — 2k < r obtenemos:

P(G,x) = Z(—l)kbgkx"_%.

k>0

2.3 Ejemplos
Terminamos mostrando el espectro de algunas familias de graficas conocidas.

o S(K,)= ((n - 1)“),1(”*1)).

S(S,) = (_m“),owz),m‘”).
e S(Cp) = {2cos (2%) 17 ={0,1,...,n—1}}.
S(P,) = {2005 (nL—gl) 7=412,... ,n}}

o S(H,) = ((=n)@), (=n+2)),... (- 2) (1), D).

Teorema 2.3.1 El espectro del hipercubo H,, estd formado por los valores pro-
pios Ay = —n + 2k con multiplicidad (7).

Antes de esto probemos el siguiente resultado.

Teorema 2.3.2 (Espectro del producto cartesiano de grdficas) Sean Gy y Ga
dos grificas, con valores propios A\i,i =1,...,n1 y pj,7 = 1,...,na respectiva-
mente. El espectro de G1 x Gy estd formado por los valores propios \; + p;,
1= 1,...,n1,j:1,...,n2.

Demostracién: Si A y B son las matrices de adyacencia de G1 y Ga re-
spectivamente, notemos que la matriz de adyacencia de Ag, xg, estd dada por

AG] xGa — (A®In2) + (B®IYL1)

Notemos ademéas que para cualquier matriz diagonal D, la matriz D ® I, es
diagonal con los mismos valores propios de D repetidos n veces. Asi, si A =
V*DV tenemos que

AR I, =V*DV®I,,
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Notemos que D ® I,,, es diagonal y asi A ® I,,, tiene los mismos valores que A
pero con multiplicidad ne. De forma similar B ® I,,; tiene los mismo valores
propios que B pero con multiplicidad n;.

Para calcular los valores propios de Ag, xa, veremos que A®1I,, y B®I,, son
simultaneamente diagonalizables. Sean V' € M,,, unitaria tal que diagonializa
a Ay U € M,,, unitaria tal que que diagonaliza a B. Luego

VRUNARIL,)VRU) =(VeU)(A® L,)(V:eU*)
= (VA®UL,)(V* @ U")
— VAV*®UI,,U*
—VAV* @ I,,.

Por otro lado

(VeU)I,, ®B)(VaU)* =V aU)(I, ®B)(V* U
= (VI,, @ UB)(V*® U*)
= VI, V*® UBU*
= VI, V* @ UBU".

Con lo que ambas matrices son simultaneamente diagonalizables, y por tanto
su espectro es la suma de los valores propios en el mismo orden que aparacen
en la diagonal.

Notemos que los valores propios de VAV* ® I,,, aparecen en su diagonal en
el orden siguiente:

SVIVEED VIO VIUEUED VINURND WSS W

y los valores propios de I,,, ® UBU™ en el orden:

K1y U2y v g s L1y 25+ Mgy« ooy K1y 25 -« fing -

Por lo tanto los valores propios de Ag, xG, son el conjunto de nimeros \;+f;
coni=1,....,n1,5=1,...,n0. B

Demostracién del Teorema 2.3.1 Ya que H, = Py’ y P, tiene como
espectro (1,—1). Del Teorema 2.3.2. Los valores propios de H,, son sumas de n
términos tomados de {1, —1}. Si k de estos términos son 1’s entonces los valores
propios de H,, tienen la forma

Ad=—-1—-1---—14+1+1---—1
n—kuveces kveces
=—(n—k)+k
= —n+ 2k,

v hay exactamente (Z) formas de sumar ;. W

Teorema 2.3.3 El espectro de la estrella S, se encuentra formado por los val-

ores
S(50) = ((-va—D)®, 002, =1V
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Demostracién: Usando el teorema de Sachs para bosques (Teorema 2.2.8),
basta encontrar los k-emparejamientos de S,, para encontrar su polinomio car-
acteristico. Observemos que no es posible formar ningtin k-emparejamiento de
S, para k > 2, debido a que cualquier par de aristas son incidentes. Luego, para
k =1, cada una de las n — 1 aristas de S,, forma un l-emparejamiento y para
k = 0 solamente tenemos el emparejamiento vacio. De esta forma el polinomio
caracteristico de S,, es

P(S,,z) =z" — (n—1)z("=2),
Factorizando obtenemos

P(S,,z) = 2" %(2% — (n — 1)) (2.2)
=2" 2z —vVn—-1)(z+vn-1). (2.3)

De aqui tenemos los valores propios de S,, con sus multiplicidades.

Teorema 2.3.4 El espectro de P, lo conforman el conjunto de valores:

st = foos () i 12}

En [38] es demostrado este hecho haciendo uso de una recursién sobre el poli-
nomio caracteistico de P,. A continuacién se muestra a detalle este proced-
imiento.

Demostracién. Usamos la férmula para el polinomio caracteristico de
bosques que se encuentra en el Corolario 2.2.2 y lo aplicamos a P, usando
una de las aristas que inciden con una hoja para obtener de esta forma una
férmula recursiva

P(P,,z) =xP(P,_1,2) — P(Pyh_2,). (2.4)

Resolvemos la recursién a,, = P(P,,z) para un z fijo. El poliniomio carac-
teristico de la recursién anterior esta dada por

fy) =vy*—ay+1,

que tiene soluciones y; = %M y Yo = V2””2*4. De donde

n n
an = C1Y1 + C2y2 .

Resolviendo con los valores iniciales a1 = P(Py,2) =z y ag = P(Pa,z) =
22 — 1, tenemos que

1 <x+\/x2—4> 1 (m— x2—4>
c1 = ) Co = — 1 5

2 —4 2 x? 2
con lo que
n+1 n+1
1 z+Va2—4 r—Vz2—4
P(Pp,x) = - —
x2 —4 2 2
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Luego, si A es un valor propio de P,, A cumple

0= P(Py,\) =

n+1 n+1
1 v -4\ (a-ve -\
N2 —4 2 2 ’

y asi

n+1 n+1
<A+\/)\24> (A\/)\24> .
_— = — , es decir

2 2
A+VAZ =4 A—VAT 4 P
2 - 2 '

para algiin £ con £"t! = 1. Despejando A2, y como A es real, tenemos que

(1+&)2

2= — =N + &P,
de donde
A=ZF[E+1]=%4/2+ cosiiﬁl = i?cosnkfl
con k =0,...,n. B Para encontrar el espectro del ciclo usaremos el siguiente
lema.

Lema 2.3.1 Si A es una matriz invertible con valores propios A; con su respec-

tivo vector propio asociado v;, i = 1,2...,n. Entonces % es un vector propio
i

de A™1 con vector propio asociado v;.

Teorema 2.3.5 El espectro del ciclo C,, estd dado por

S(Cn)={2cos (7;7) :j=0717...,n—1}.

Demostracién. Para n > 3, sea

0 1 1
1 0 1
A = ’ . )
1 0 1
1 10

la matriz de incidencia de C,,.
Consideremos la matriz ciclica B € M,,
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y su inversa

871 — anl —
1 0
De esta manera A = B + B~! luego si \; es un valor propio de B con vector
propio v;, por el lema anterior tenemos

(B+ B ')v; = Bv; + By,

1
= \ivi + —v;
v+)\iv

Por lo tanto los valores propios de A son de la forma \; + )\i con \; valor
propio de B. Para calcular los valores propios de B consideramos su polinomio
caraceristico

P(B,x) = Det(I,x — B)

xr —1
= Det
-1 x

Considerando la primer columna para calcular el determinante de la matriz por
medio de sus menores, tenemos que

z —1 —1
P(B,z) =z - Det +(~1)"- Det
T z -1
Considerando la primer fila de las matrices anteriores para calcular sus de-

terminantes tenemos

P(B,S(}) =g ! + <_1)" . (_1)n—1

=" —1.

Y por tanto los valores propios de B son las raices de la unidad, esto es

{27rik}
Jik = exp :
n

k=0,1,...,n— 1. Finalmente, de la relacion entre B y A, los valores propios
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de C,, son
1
Ak = pp + —
223
= pu + ik
21k
= 2co0s <W> .
n
|

Teorema 2.3.6 El espectro de K, estd dado por
S(K,) = (n —1, —1<n—1>) .

Demostracién Sea A la matriz de adyacencia de K,, y J € M,, la matriz
llena de 1’s y sea I € M la matriz indentidad. Entonces

o 1 --- 1
A 1 0
1
1 1 0
1 1 1
1 1 1
=J-1

Como IJ = J = JI, entonces I y J son simultaneamente diagonalizables y
el espectro de J — I estd formado por la suma de los valores propios correspon-
dientes de J y de —I. Como J tiene rango 1y

1 1 ... 1 1 n
1 1 ... 1 1 n
el espectro de J estd dado por (O("_l),n). Luego, la identidad tiene espectro

(1), Por lo tanto el espectro de K, es

S(K,) = (—1("_1)7n - 1) .



Capitulo 3

Energia de graficas

Este capitulo esta dedicado a energia de gréficas. La energia de una gréafica G
estd definida como la suma del valor absoluto de sus valores propios A1, ..., A,.

n

@) =3 Inl (3.1)

i=1

Esta cantidad fue estudiada para gréaficas que vienen de moléculas pero su es-
tudio fue generalizado a partir de los trabajos de Gutman [30].

Este capitulo se compone de cinco secciones. En la primera daremos una
breve motivacion quimica. Después, en la segunda seccién presentamos el cdlculo
de la energia para algunos ejemplos y continuamos en la Seccién 3.4 con desigual-
dades basicas. Seguido de esto en la Seccion 3.4 presentamos la férmula integral
de Coulson, la cual serd usada posteriormente en la Seccién 3.5 para hacer un
estudio de la energia de arboles.

3.1 Motivacion Quimica

La defincién de energia de grafica guarda una relacién desde su definicion con la
quimica. Pues tiene sus origenes entre los anos 1930 y 1940 con el modelo molec-
ular orbital de Hiickel( HMO). Este fue desarrollado para encontrar un método
para aproximar la ecuacién de Schrédinger en ciertos tipos de sistemas molec-
ulares. La ecuacuacin de Schrodinger es una ecuacién diferencial de segundo
orden y para puede expresarse como

HY =ET

Donde ¥, H y & son llamados la funcién de onda, la matriz Hamiltoniana y
la energia, respectivamente, del sistema considerado. El modelo HMO per-
mite describir de forma aproximada el comportamiento de los m-electrones en
una molecula conjugada, especialmente en los hidrocarburos conjugados. En el
modelo HMO para hidrocarburos conjugados se considera la funciéon de onda ex-
pandida en un espacio de dimensién n de funciones ortogonales y donde H € M,,
con

H=oaol, + ,BA(;,

39
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donde « y 8 son ciertas constantes y Ag es la matriz de adyacencia de una
grafica que coresponde a la llamada gréafica molecular del compuesto, es decir el
esqueleto de enlaces de carbén de la molécula. (Aunque en ese tiempo no fue
expresada asi, si no hasta 1956.) Como consecuencia, los niveles de energia £ de
los m-electrones, estdn relacionados con los valores propios A; por £ = a+ BA;.
En el modelo HMO la energia total estd dada por

n
£=Y g\,
j=1
donde g; es el nimero de ocupacién. Para la mayoria de casos relevantes en
quimica
) 2si A >0,
9= Yosi A <o.

De esta forma

Donde n4 es la cantidad de valores propios A; > 0.
Ya que la matriz de adyacencia de toda grafica tiene solamente ceros en su
diagonal tenemos que

n n4 n
0=Tr(Ac) =Y M= M+ > i
k=1 k=1

k=ni+1

ny n
ZAk = Z >\k7
k=1

k:’ﬂ+ +1

con lo que la energia se puede escribir como

n4 n
E=EG)=2> M=) |\
k=1 j=1

Coincidiendo con la definicién dada al comnienzo del capitulo.
De esta forma podemos definir la energia para cualquier grafica en general
como en (3.1).

3.2 Ejemplos

Para tomar un poco de intuiciéon presentamos la energia de varios tipos de
graficas usando el hecho de que conocemos los valores del espectro que se en-
cuentran en el Ejemplo 2.3.

Ejemplo 3.2.1 (Gréafica completa) Recordemos del Teorema 2.3.6 que la grdfica
K, tiene eiganvalores n — 1 con multiplicidad 1 y 1 con multiplicidad n — 1, de
donde podemos calcular

E(Kp)=(m—1)+1n—1)=2n—2.
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Observacion: A las graficas con energia mayor que la de la grafica completa
K, son llamadas graficas hiper-energeticas.

Ejemplo 3.2.2 (Estrella) FEn el Teorema 2.3.3 se vid que la estrella S, tiene
como valores propios a v/n — 1 con multiplicidad uno, a -v/n — 1 con multipli-
cidad uno y a 0 con multiplicidad n — 2. Con eso podemos calcular su energia.

E(Sn) = |—vn—1|+10/(n —2) + |[vn — 1]
=2vn—1.

Ejemplo 3.2.3 (Ciclo) Para el ciclo C,, se mostrd en el Teorema 2.8.5 que
su espectro estd formado por

s(cn):{2008(72> :j:0,1,...,n—1}.

De esta forma podemos calcular su energia.

n—1 i
g(cn) = Z 2cos <j>’
=0 "
4cos ™ ) 0 (mod 4)
- sin=0 (mo
sint
4
= —= sin =2 (mod 4
sini ( )
2 rn=1 d 2
sin sin=1 (mod 2)

Veremos ahora el comportamiento de £(C,,) cuanto n >> 0. Ya que para x
muy cercano a cero cos(x) ~ 1y sin(x) ~ x, sustituyendo para n >> 0 a x por

T o X segun la congruencia de n, obtenemos en cualquiera de los casos

n - 2n

4n

Ejemplo 3.2.4 (Camino) En el Teorema 2.3.4 se muestra que el espectro de
P, estd dado por

S(P,) = {2005 <n7:-]1> cj={1,2,... ,n}}. (3.2)

Sumando estos valores obtenemos la energia de P,,.

n

E(P,) = Z 2cos (nTFJl)‘
=1
- 277 -2  sin=0 (mod?2)
SIN ATy
N 2c08 52—
#2.4—1)—2 sin=1 (mod 2)
s8im

2(n+1)
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Al igual que para el camino C,, veremos el comportamiento de £(P,) cuando
n >> 0. Usamos nuevamente que cos(z) ~ 1y sin(z) ~ x cuando x es muy

cercano a cero y sustituimos esta vez a & por m Obtenemos de esta forma
independientemente de la congruencia de n,
2:2(n+1 dn 4 4dn
(py LAYy n 4,
™ T 7

doénde c es una constante.

Vemos asi que tanto la energia de C),, como la de P,, tienen un compor-
tamiento similar a 4:

Para calcular ahora la energia del hipercubo vamos a necesitar del siguiente

lema.

Lema 3.2.1 Paran >0, se cumple que
i) Yp_o k(%) =n22nt.
“) Zk o (2n+l) _ (2n+ 1)227171 _ 2712-&-1 (Qn)'

n

Demostracién. Veamos primero que para n > 0 fijo, i) se cumple si y sélo si
se cumple ii) para el mismo n. Por un lado tenemos que

S £ () ()

Il
Pl
VS
= 3
N———
+
HM:
Pl
7 N

ol
[\
I3
—
N——

I
>

Por otro lado,

(2n 4 1)22n-1 - 2t (2"> o (upnet) gzt _ 2] <2n)

2 n 2 n
2n
2n+1
:2 22711
132 (0) - ()

) ()

k=0

Comparando ambas expresiones vemos que 4) se cumple si y sélo si

2§k<2:> + lg (1”) + (2’27) =2 (n22n 1) +;§é (2:)

k=0
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De la simetria de los coeficiente binomiales sabemos que
n—1 2n 2n
2n 1 2
E + @ = — E n .
k 2 2 k
k=0 k=0

Con lo que se cumple i) si solo si ii) se cumple.
Veamos ahora que si i) se cumple para algin n < 0 entonces i) se cumple
para n + 1. Tenemos que

n+1 n+1
2n+1 2n+1
k k
() - () ()
n+1 n+1
2n+1 2 1
-2 ("))
k=0
Hofm1) R Mm+1\ 241
-2k (M) e (M) 2 (0)
k=0 k=1 k=1
" (2n+1 2n +1 " (2n+1
=2 k 1
S ) e () 2 ()
k=0 k=0
Nuevamente por la simetria de los coeficentes binomiales sabemos que
S 2n+ 1\,
B
k=0

Con esto y ya que se cumple ii) obtenemos

% k(2(n,: 1)) =2 [(2n +1)22" 7t — L;l (2n>} +(n+1) (2::11) 4 92n

h = (20 +2)2"" — (20 + 1)(2:> T 1)<2::11>
— (n+1)22 D=1 (95 4 1) (2:> +(n+1) (2:—:11),

Notemos que los tltimos dos terminos se cancelan pues
2n+1 2n 2n
1 1 1
R R
(2n)!
1 S A
0 () +o ( 1) — 1)
2n
(n+1)
< n) n'n'
)

= (2n+1 (2:>
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Ejemplo 3.2.5 (Hipercubo) Del Teorema 2.3.1 sabemos que el espectro de
H,, estd dado por los valores A\, = —n + 2k cada uno con multiplicidad (Z),
k=0,...,[5]. Con esto podemos ver que la energia del hipercubo es

E(H,) =2 [g] ((%). (3.3)

e =3 (§)1—nva

k=0
13 "

-3 (Z) (n—2k) + k_%ﬂ (Z) (—n + 2k)

EQp En Een
15 n "

:2; (Z)(n— 2k) —n;) (Z) +2k2=0k(z>

—2§ (Z) (n — 2k) — n2" + 202"}

_2:2 <Z> (n — 2k)

Dividimos ahora en los siguientes casos: Cuando n es par, digamos n = 2r, del
. 2r  2r\7. _  o52r—1
lema anterior tenemos que Y, (,C )k =7r2°"" Con lo que

(3:) 2r — 2k)
Fio<k> 2 ()
=2 {27" 92r—1 4 = (Z)) 2(r2? = 1]
:27’(:).

En el caso cuando n es impar, digamos n = 2r + 1 usando el inciso ii) del lema
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anterior, tenemos que Y ;_, k‘(%,jl) = (2r +1)2% -1 — L;l(ir). Luego

S(H,) :2;0 (3:) (2r +1 - 2k)

—9 -(2r+ 1)i (2]:) - 2;) (Z)k]

k=0

=2 [(2r+1) (2%) — 2 <<2r + 127 - QTTH <2r>> }

r

=2|(2r+1)(2" —2%) + (2r + 1) (2:ﬂ

=2(2r + 1) (2:)

2(7“ +1)(2r+1) (2r)!
r+1 rlr!

=2(r +1) (?if)

Con esto, para n en general, la energia del H,, estd dada por

eu) =2[3] (i)

2

En la tabla siguiente se calcularon la energia de varias graficas

| No. vértices | K, [ So | Cn | P. |
3 4.000 | 2.828 | 4.000 2.828
4 6.000 | 3.464 | 4.000 4.472
5 8.000 | 4.000 | 6.472 5.464
6 10.000 | 4.472 | 8.000 6.988
7 12.000 | 4.899 | 8.988 8.055
8 14.000 | 5.292 9.657 9.518
9 16.000 | 5.657 | 11.518 | 10.628
10 18.000 | 6.000 | 12.944 | 12.053
11 20.000 | 6.325 | 14.053 | 13.192
12 22.000 | 6.633 | 14.928 | 14.592
13 24.000 | 6.928 | 16.592 | 15.750
14 26.000 | 7.211 | 17.976 | 17.134
15 28.000 | 7.483 | 19.134 | 18.306
16 30.000 | 7.746 | 20.109 | 19.676
17 32.000 | 8.000 | 21.676 | 20.860
18 34.000 | 8.246 | 23.035 | 22.219
19 36.000 | 8.485 | 24.219 | 23.412

A continuacién presentamos la energia del hipercubo H,, (con 2" vértices)
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] n \ No. vértices \ H, \
1 2 2
2 4 4
3 8 12
4 16 24
5 32 60
6 64 120
7 128 280
8 256 560
9 512 1260
10 1024 2520

3.3 Desigualdades

Una de las primeras cotas para la energfa de una (n—m)-gréfica G fue encontrada
por McClellan en [39], donde se establece que

E(G) < V2nm.

Demostracién: Dada una (n —m)-grafica G y Aq,..., A, sus valores propios.
Consideramos los vectores (1,1,...,1), (|A1],|A2],.-.,|An]). Por la desigualdad
de Cauchy-Schwarz tenemos

K1), (A AR D) < (ZP) (Z&) ,
k=1 k=1
(ZW) gnZAi.
k=1

k=1

Por otro lado

> A =Tr(A%) =2m.
k
De esta forma

n 2
<Z |)\k|> < 2nm.
k=0

Es decir,
E(G) < V2nm.
Donde la igualdad se obtiene cuando |A1| = |Ag| =+ = |\,
|

Después de esto otras cotas han sido encontradas. Algunas cotas superiores
se muestran en [1]. Por citar algunas comenzaremos por una cota dada por
Koolen y Moulton en [33].

Teorema 3.3.1 Dada una grifica G de tamano n y A1 su valor propio mds
grande, entonces

E(G) < i +1/(n—1)(2m — 23).
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Demostracién: Sabemos que

2m = Tr(A%) = Z)\?
i=1

Con lo que
Z A =2m — A2
i=2
Usando ahora la desigualdad de Cauchy-Schwartz con los vectores (1,1,---,1)
y (|>\2|5 T |>\n|), tenemos
ZIM < 32\/(71—1)(2771—)\%)_
i=2
Asi
E(G) <M+ \/(n —1)(2m — A2).
[ |

Teorema 3.3.2 Dada una (n — m)-grifica G tenemos que

£(G) < 277” +m-1 <2m - (2;">2> (3.4)

Y que la igualdad se da cuando G es la union de Ks’s, cuando G es la grdfica
completa K, o cuando G es una grdfica conexa no completa fuertemente reqular
con un de sus valores propios igual a 27—’? y los otros dos con valor absoluto igual

a \/(2m — (2m/n)?)/(n - 1).

Demostracion: Sabemos que el valor propio méas grande de una grafica es
mayor o igual que su grado promedio, asi

an>de) =S = (3.5)

Usando el hecho de que la funcién F(z) = z++/(n — 1)
en el intervalo ‘/sz < x < +v2m y por (3.5) 277” < 2m < A1, al considerar

n

(2m — x?) es decreciente

la desigualdad del teorema anterior F/(\;) alcanza su méximo cuando Ay = 22,
Obtenemos de esta manera la desigualdad buscada. Para ver ahora que gréficas
2m

hacen que se alcance la igualdad, notemos primero que \; = =* = d(G), por

lo que G debe ser regular. Ademds debe lograrse la igualdad en la desigualdad

de Cauchy-Swartz del teorema. Por lo tanto \; = \/(Qm — 2m) /(n — 1) para

n
todo i > 2. Esto se reduce a los siguientes casos. Primero si G tiene dos valores
propios con mismo valor absoluto. Con lo que G solo pueden ser copias de K.
Segundo, si G tiene dos valores propios con valor absoluto distintos. Con lo
que G es la grafica completa k,. Tercero, cuando G tiene tres valores propios
distintos, en tal caso G debe ser una grafica conexa no completa fuertemente

regular (Teorema 2.2.4) con valores propios que tengan valor absoluto 27"’ o}

Vem—2)/n-1). m
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Teorema 3.3.3 Si G es una (n—m)-grdfica con por lo menos ny valores propios

nulos, entonces
E(G) < +/(n—nq1)2m. (3.6)

Demostracion: Sean p1, ..., uy, los valores propios de G con pin,, fbn—1, bn—ny+1
los valores propios de G que sabemos que son cero.

Entonces, > ;" p; = Tr(AZ%) = 2m. Usando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz con los vectores (1,1...,1) y (1, .., ftn—n, ) Obtenemos

n—mi n—mi

Z lil < 4| (n—mnq) Z p? =/ (n—ni)2m.

i=1
|
Proposicion 3.3.1 En una grdfica bipartita se cumple la desigualdad
E(G) </ (n—mn1)2m, (3.7)

considerando Uy, Uy una particion de vértices independientes con Uy > Uy y
ny = ‘U2| — |U1|

Demostracién: Notemos que la matriz de adyacencia de G tiene la forma por
bloques siguiente:
0 BT

dénde B € M|y, jv,|- Notemos ademés que la nulidad de B es por lo menos
U, — U;. Luego, ya que el bloque inferior izquierdo es un bloque de ceros, la
nulidad de Ag cumple null(Ag) > null(B) > Uy — U;. La forma de ver esto es
que el proceso para llevar a B a su forma triangular superior indica el proceso
para llevar a Ag a una matriz similar con sus tltimas null(B) filas nulas. Mds
aun, no es necesario que se trate de una grafica bipartita, basta con que exista
un conjunto de vértices U independientes con (n — |U|) —|U| > 0. &

Ejemplo 3.3.1 (Energia de la estrella S,,) Como sabemos, la estrella S, es
una grafica bipartita con conjuntos de vértices independientes de tamano 1 y
n —1, por la proposicion anterior tenemos que ny = (n—1) — 1 y asi se cumple

E(Sy) <V (n—n1)2m=+/(n— (n—2))2m = 2/m.

Tambien es posible acotar la energia de una gréfica por abajo, una cota muy
sencilla es la siguiente

Teorema 3.3.4 Si \1 es el valor mayor propio de una grifica G, entonces
E(GQ) > 2\.

Demostracion: Ya que ZZZl A; = 0 se sigue que

A=< Il
k=2 k=2
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Con lo que

EG) =M+ >[Nl =2\
k=2

Otra cota mas sofisticada es la siguiente.

Teorema 3.3.5 Si G es una (n — m)-grdfica y A su matriz de adyacencia,
entonces

E(G) = \/2m + n(n — D)|det AP/n.

Demostracién: Tenemos que

(Zn: Ail>2 = zn:Af + Al

i=1 i=1 i#j

Acotamos ahora por abajo el segundo sumando con la desigualdad entre la
media aritmética y la media geométrica. Notemos que

oy I no )
= = TTOnInsh = TP = et ()P,
=1

n(n
( i
por lo tanto

E(G)? =Y A} +n(n—1)|det A/

i=1

Como Y ,_; A? = T'r(A?) = 2m, sacando la raiz cuadrada de la ecuacién ante-
rior, obtenemos la desigualdad deseada. W

3.4 Formula Integral de Coulson

Un resultado muy 1til para calcular la energia de una grifica es la Férmula
Integral de Coulson que se presenta a continuacién.

Teorema 3.4.1 (Formula Integral de Coulson) En una grdfica G podemos
calcular su energia por medio de la siguiente integral

E(G) = l/ [n - x%lnP(G,im) dzx,

— 00

dénde P(G,x) es el polinomio caracteristico de G.

Demotracién: Sea a I'g La curva cerrada simple (con orientacién positiva)
formada por el contorno de de un semicirculo de radio R centrado en el origen
cuya parte plana descansa sobre el eje imaginario. Tal como se muestra a
continuacion.
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Im
R
I'r
An A2 A1
*—0—0
Re
—R

Figura 3.1: Contorno I'g, R > A;.

Vamos a considerar solamente a R > \; para que de esta forma todos los
valores propios positivos de P(G, z) se encuentren en el interior de I'g.
Consideraremos la integral siguiente y calcularemos de dos maneras su valor

cuando R — oc. ,
/F ) [m - n] dz. (3.8)

Primero, ya que el polinomio caracteristico de G se puede expresar por medio
de sus raices como

P(G,2) = [](z= M),

k=1

su derivada estd dada por

P(G,2)=(z=X)(z—=A3) - (z=An) + (2= M) (z=A3) - (2 — \n)
b (= AD (2= Aa) - (2 = An1)

Y asi

1 k=
n n
k Ak
= 1 =
Z<+Z_Ak> > T
k=1 -

Para integrar sobre I'p hacemos uso de la férmula integral de Cauchy, recor-
dando que

/ L [emi siaccint(Tr)
z =
g 2= Ak 0 si A\ € int(T'g)
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De esta forma, siempre que R > \q,

/FR {ZP(/(GGZZ }dzZ)\k/FRZ_Akdz

= Z Ak - 2 - gy, cintry

n=1
n4
=2mi Y M\ =mi-E(G),
k=1

dénde ny es la cantidad de valores propios positivos de P(G, z). Por lo tanto
la integral no depende de R y asi

. 2P'(G, 2) .
ngnoo . |:]3(G,Z) - n} dz = mi-E(Q). (3.9

Por otro lado, si consideramos la forma expandida del polinomio carac-
teristico

n

§ n—k

= bka: s
k

tenemos que by = 1. Ademds, como la matriz de adyacencia de G contiene
solamente ceros en su diagonal, by = Y ;_; A\, = Tr(Ag) = 0. De esta forma

2P'(G, 2) a4 Y o (n— k)b Tk
P(G,z) "= "+ Y bk
_ mat Soro(n— k)bpz"F — ma™ — nYy p_o b2k
- "+ Y bk
_ Zk o(—k)br2"" b
"+ >, bk

ddénde Q(z) es un polinomio de grado a lo mds n —2 y P(G, z) es un polinomio
de grado n.

Al integrar separamos ' en dos partes, la primera formada por la parte
que esta en el eje vertical y la segunda la parte restante de la curva. De esta
forma

I e ol IR e LS S L

[ e [ e

Notemos que zQ(z) es un polinomio de grado a lo mds n — 1y P(G, z) es un
polinomio de grado n. Ademés, cuando R — oo tambien |Re?| — co. De aqui
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se sigue que la segunda integral tiende a cero cuando R tiende a infinito. Asi,

~ (iy) P'(G,iy) ] .
- — W) g
/_oo [n PG.iy) |
Usando la igualdad (3.9), obtenemos

i - E(G) :/OO {n—%ﬁ;y)] idy,

— 00

y de aquf la férmula de Coulson

£(G) = i/_(: [n _ W} dy = ;/_o; {n _ yjylnP(G,iy)] dy.

3.5 Arboles

En [21] se demostrd que dentro de los drboles las graficas que minimizan y max-
imizan la energia son la estrella S,, y el camino P,,, respectivamente, haciendo
uso de la siguiente versién de la férmula de Coulson para arboles, que a su vez
sigue usando integracién por partes y el Teorema 2.2.9.

Teorema 3.5.1 (Férmula de Coulson para arboles) Si T es un drbol con
polinomio caracteristico P(G,x) =3, < (=1) bz 2k, by, > 0, entonces

1 [~ 1 ok
EG)=— —ln E borx" | dx.
T ) oo X

k>0
Es conveniente recordar que para arboles boy, es el nimero de k-emparejamientos.
Usando la férmula de Coulson para arboles, vemos que dados dos arboles T7,
T, de tamafio  con polinomios caracteristicos - o bara”™ 2F y 315 b2

repectivamente, si

bay > by, (3.10)

entonces
E(Th) > E(Ty).

Asi, podemos definir un cuasi-orden u orden parical en los arboles, > , de la
siguiente forma: si los coeficientes del polinomio caracterfstico cumplen (3.10)
entonces decimos que

T, = Ts.

Es decir, T} > T» implica que £(T1) > E(T»). Cuando Ty = T y Th # Ts
escribiremos solamente 77 > T5. Notemos que esto pasa cuando se cumple
(3.10) para todo k y bap > by, y ademd by, > bYy,. para algin k

Para mostrar la minimalidad de S;, con respecto a la energia basta probar
el siguiente teorema.
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Teorema 3.5.2 Para todo drbol T de tamarno n, S, <T.

Demostracion: El polinomio caracteristico de la estrella es
P(Sp,z) =a" — (n — 1)a" 2.

Por lo que para la estrella by = 1(al igual que para cualquier otra gréfica),
ba =n—1,y by, = 0 para los demads k. Por otra parte, para un arbol de tamano
n, por el teorema de Sachs, ya que los arboles tienen una sola componente
conexa y no tienen ciclos, al contar el niimero de l-emparejamientos tenemos
by =n —1. Ademas, si T # S,,, by > 0, pues existen dos aristas sin vertices en
comun. Es decir hay al menos un 2-emparejamiento. De esta forma S, < T'.

Teorema 3.5.3 Para todo drbol T de tamano n, T < P,.

Demostracion Procederemos inductivamente. Para arboles conn = 1,2,3,4
se puede probar manualmente que P, maximiza la energia de un arbol. Con-
sideremos n > 4 y Ty un drbol de tamano n que maxima la energia de gréficas.
Sea v un vértice hoja y w vecino de v. Luego, usando la férmula recursiva para
el polinomio caracteristico de bosques, Teorema 2.2.2, vemos que

P(T()) :P(T()—U)-i-P(TO —v—w).
Entonces, para el j-ésimo coeficiente se tiene que
bj(To) = bj(To — 1}) + bj_l(TO -V — ’U))

Por lo tanto, b;(T) es maximal si bj(T — v) y bj—1(T — v — w) son maximales.
DeestaformaT—v=PFP, 1 yT—v—w = P,_5. Lo que implica que Ty = P,.
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Capitulo 4

Indice de Randié

4.1 Indice de Randié

El indice de Randi¢ de una gréfica, también conocido como indice de conec-
tividad, estd definido por la suma del producto de los grados ponderado por el
exponente —% de los vértices vecinos, de la siguiente forma:

_1
R(G) =) (didj) 2. (4.1)
i~j
También es conocido como indice de Randi¢ el indice resultante al usar el
exponente —1
S (didy) L (4.2)
i~
Ambos indices fueron introducidos por Milan Randié¢. En lo que nos concierne
llamaremos indice clasico de Randi¢ al indice en el que el exponente es —%.
Como podemos ver, el hecho de cambiar el exponente que pondera el pro-
ducto de los grados se obtiene otro indice topolégico. El indice formado al tomar
como exponente a cualquier niimero real «, se le conoce como indice general de

Randié.
Ro =Y (did;). (4.3)
inj
En el caso particular en el que a = 0, Ro(G) cuenta la cantidad de aristas de la
grafica G.
Ro(G) =D (didy)” =y 1 =[E(G)|.
i~vg i~j
Como mencionan en [35] en su introduccién, El indice de Randié fue desarrol-
lado por el quimico Milan Randi¢ en 1975 [43]. El propuso al indice topoldgico
R(Ryy R%) nombrandolo “indice de ramificacién” para medir el grado de
ramificacion del esqueleto de atomos de los hidrocarburos saturados.
Fue en 1998 que Bollobés y Erdos [7] generalizarén este indice al sustituir
a —% por cualquier nimero real. Por otra parte, en [17] una modificacién al
indice de Randié¢ fue propuesta, donde definian

, 1
RO =) atdndy

i~g

95
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que es mas facil de tratar computacionalmente. Mds tarde varias aplicaciones
nuevas del indice de Randi¢ fueron reportadas, muchas de ellas relacionadas con
asuntos medicinales y farmacolégicos.

4.2 Indice de Randi¢ y relacion quimica

En [43] Milan Randi¢ introdujo su indice, que en su momento llamé indice
de ramificacién. Para su construcién comenzé por ordenar a los miembros de
una serie homologa de forma que siga la forma intuitiva del grado de ramifi-
cacion. Para esta caracterizacion Randi¢ comenzé nimerando los dtomos de
las moléculas de tal forma que la matriz de adyacencia de la grrafica asociada
formara el menor nimero binario al colocar sus filas de forma consecutiva. Por
ejemplo: Para el 2,2-Dimetilbutano la numeracion de sus atomos seria como en
la tabla 4.1 y su ntimero asociado

B:230+224+218+213+28+26+25+24+21.

Podemos separar este nimero segiin la aportacién que hace cada fila de la matriz,
esto no es mas que representar dicho nimero en base 2™, donde n es el niimero
de vértices. Ilustrativamente, seguimos con el ejemplo anterior:

B = 230 224 218 213 28 26 25 24 21
+2% 4218 4 213 495 196495 0ty

filal fila2 fila3 fila4 fila 5 fila 6
= (29)26% 4 (20)254 4 (29)263 4 (21)262 4 (22 + 29)20°1 4 (2° 4 2% 4 21)2°
—_—— e Y—— =
fila 1 fila 2 fila 3 fila 4 fila 5 fila 6

= (1)2°% 4 (1)25* + (1)2%3 4 (2)2°2 + (4)26" + (58)25°°
N N N N N N —

fila 1 fila 2 fila 3 fila 4 fila 5 fila 6

Asi, para comparar los compuestos con un nimero fijo de 4tomos es suficiente
considerar la tupla que tienen a los niimeros en binario que forma cada fila. Este
ordenamiento muestra lo que de forma intuitiva puede verse como el grado de
ramificacién de una molécula. Para los isémeros del hexano se muestran ya or-
denanos en la siguiente tabla (datos tomados de [43]). El 2,2-dimetilhexano y el
n-hexano son los elementos que se esperaria fueran el mas y el menos ramificado
y efectivamente se encuentran en extremos opuestos bajo este ordenamiento.
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Numeracién de dtomos

Matriz asociada

Tupla asociada

2-Metilpentano

3-Metilpentano

_—0 O O oo
—_Oo oo oo
== N el N
O = OO OO
_—o = O OoO
O = O = ==

_0 O O oo
—_ o oo oo
O oo OO
O = OO OO
—_ O = = OO
O OO K-

_0 O o oo
_o oo oo
O OO OO
-0 O OO
OO~ = OO
OO = O = =

_ oo OO oo
O OO OO
OO R O OO
O O = OO
—_— 0 OO = O
O R = OO

_ o OO OO
o= OO OO
— o= O OO0
O, O~ OO
SO = OO
S OO = O

(1,1,1,2,5,58)

(1,1,2,2,13,50)

(1,1,2,3,11,52)

(1,2,4,9,17,38)

(1,2,5,10,20,40)

Tabla 4.1: Isomeros del Hexano ordenados segin su grado de ramificacion

o7

Para los isomeros del butano y pentano el orden que se obtiene numerando
lo vértices se muestra a continuacién en las siguientes tablas.
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Numeracién de atomos Matriz asociada Tupla asociada
2 3
1v>5<4 0 00 01
0 00 01
2,2-Dimetilpropano 0 00 0 1 (1,1,1,1,1,30)
0 00 01
1 11 1 0
2
1A\A 0000 1
3 00001
2-Metilbutano 000 11 (1,1,3,4,28)
0 01 0 O
111 0 0
5 4
Lo T N 00001
3 000 10
n-pentano 0 01 01 (1,2,5,10,20)
01 010
1 01 00

Tabla 4.2: Isémeros del Pentano ordenados segun su grado de ramificacién

Numeracién de atomos | Matriz asociada | Tupla asociada
2
)4\
! ° 000 1
: 0 0 0 1
metilpropano
prop 00 0 1 (1,1,1,1,30)
1 1 1 0
5 4
1'/\3/\'2 000 1
0 010
n-pentano
p 01 0 1 (1,2,5,10)
1 010

Tabla 4.3: Isémeros del Butano ordenados segin su grado de ramificaciéon

Randi¢ propuso clasificar cada arista segin el grado de sus vértices inci-
dentes y asignarles un peso para luego sumar los pesos de las arista de cada
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molécula. Para asignar estos pesos Randi¢ se basé en el orden que obtenido
entre los isomeros del butano, pentano y hexano por medio del método descrito
anteriormente. Sea p(n,m) es el peso de las aristas con vértices incidentes de
grado n y m. Las desigualdades a cumplirse para el butano son:

3p(1,3) < 2p(1,2) + (2,2).
Para el pentano:
4p(1,4) < 2p(1,3) +p(2,3) + p(1,2) < 2p(1,2) + 2p(2, 2).
Y para el hexano:

3p(1,4) +p(1,2) +p(2,4) < 4p(1,3) +p(3,3) < 2p(1,3) + p(2,3)p(2,2) + p(1,3)
<2p(1,2)+p(1,3) +2p(2,3) < +3p(1,4) + p(1,2) + p(2,4).

Entre las distintas formas de asignar los pesos a las aristas Randi¢ not6é que

tomando p(n,m) = ﬁ y p(n,m) = ﬁ satisfacen las desigualdades anteri-

ores, sin embargo la segunda opcién p(n,m) = (nm)_l/ 2 fue preferida ya que
evitaba el translape entre alcanos con distinta cantidad de atomos. Pronto
Randi¢ noté que habia una buena correlacion entre el indice de Randié¢ y varias
propiedades fisicas y quimicas. Por ejemplo,los puntos de ebullicién de los al-
canos y la superficie total de los hidrocarburos aciclicos saturados. Estos fueron
comparados en el articulo original [43] como se puede en la Figura 4.1.

boiling points °C suzrface area

150

| 3so

[ 300

branching 250 branchi
p F ng
index index

1 L L 1 1 ! L 1
L0 15 20 25 30 20 25 3.0 35

(a) Puntos de ebullicion de los iso-
meros de alcanos con dos a siete
atomos de carbonos contra el indice
de Randié

(b) Correlacién entre la superficie
total en hidrocarburos aciclicos sat-
urado seleccionados y el indice de
Randié

Figura 4.1: Comparacién entre en Indice de Randié¢ con el punto de ebullicién
(izquierda) y con el drea superficial. Las imagenes fueron tomadas de [43]

Una forma de entender la relacién entre el punto de ebullicén de los alcanos
con una cantidad fija de atomos y el indice de Randi¢ se muestra en el siguiente
esquema.
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Indice de Randié,

R(G), mayor: Mayor area su-
I !

menor ramificacién perficial

de la molécula

Mayor interaccién
— y atraccién con
otras moléculas

o Mayor calor nece- mayor cantidad de
Punto de ebullicién sario para que el energia necesaria
mayor compuesto se evap- para que las molec-
ore ulas se separen

Figura 4.2: indice de Randi¢ y su relacién con el punto de Ebullicién

4.3 Ejemplos

Para familiarizarnos con el indice de Randi¢ comenzaremos calculando este
indice para varias familias de gréaficas.

Ejemplo 4.3.1 (Camino P,) Paran > 2 tenemos que P, tiene n — 2 aristas
interiores (que no unen a vértices hoja) ya que todos los vértices de estas aristas
tienen grado 2, cada una de estas aristas aporta 2% - 2% = 4%. Luego, las dos
aristas restantes(las que unen a los dos vértices hoja) aportan cada una 192%.
Sumando sobre todas las aristas tenemos el indice de Randié de S,,.

Ro(Py) = (n —2)4% + 2T = (n — 2)4* 4 201,

Ejemplo 4.3.2 (Estrella S,,) Sea n > 2. Como toda arista de S, une a dos
vértices, uno de grado 1 y otro de grado n — 1, cada arista aporta 1% - (n — 1)«
al indice de Randié¢. Sumando sobre las n — 1 aristas de S,, tenemos que

Ro(S,) = (n—1)(n—1)* = (n—1)*",

En el caso del camino y la estrella podemos ver que para o > 1 cuando n >> 0,
Ro(P,) ~ nd* y Ry(Sn) ~ n®. De hecho més tarde se verd que con cierta
condicion sobre n para valores de a < 0 la estrella S;, minimiza el indice de
Randi¢ y para « > 0 el camino P, es el que lo minimiza

En particular en graficas regulares, calcular el indice de Randi¢ se puede
hacer de una forma simple conociendo el nimero de aristas, como se ve en el
lema a continuacion.

Lema 4.3.1 Si G es una grdfica k-regular con m aristas entonces el indice de
Randié¢ de G estd dado por
Ro(G) = mk**.

Demostracion del lema: Se sigue de notar que cada arista de G aporta
k% - k* = k2® por cada arista y luego sumar sobre las m aristas.
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Ejemplo 4.3.3 (Gréfica completa K,) Como K, es una grdfica (n — 1)-

reqular con ™71

aristas, del lema anterior tenemos que

n(n —1)
2

n(n _ 1)2a+1

K =
Ra( n) 2

(n —1)* =

Ejemplo 4.3.4 (Ciclo C,,) Usando nuevamente el lema anterior como C,, es
2-regular con n aristas, tenemos que

Ry(Ch)a = n(22a) = nd®.

Ejemplo 4.3.5 (Hipercubo H,) Ya que H, = P, H, es una grdfica n-
reqular que tiene n2"1 aristas, del lema anterior tenemos el indice de Randié
para el hipercubo

Ra<Hn) — n2n—1n2a — 2n—1n2a+1.

A continuacién mostramos el indice de Randié¢ de los ejemplos anteriores para
distintos valores de «.

Indice de Randi¢ R, ,a = —2

Noo K, S, Cy P,
vértices

3 0.188 0.500 0.188 0.625
4 0.074 0.333 0.250 0.688
5 0.039 0.250 0.312 0.750
6 0.024 0.200 0.375 0.812
7 0.016 0.167 0.438 0.875
8 0.012 0.143 0.500 0.938
9 0.009 0.125 0.562 1.000
10 0.007 0.111 0.625 1.062
11 0.005 0.100 0.688 1.125
12 0.005 0.091 0.750 1.188
13 0.004 0.083 0.812 1.250
14 0.003 0.077 0.875 1.312
15 0.003 0.071 0.938 1.375
16 0.002 0.067 1.000 1.438
17 0.002 0.062 1.062 1.500
18 0.002 0.059 1.125 1.562
19 0.002 0.056 1.188 1.625

Tabla 4.4: R, (K,), Ro(Sn), Ra(Cr), Ra(Cr): a = —2
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Indice de Randi¢ R,, ,a = —0.8
No.
vértices Ko S Cn Pn
3 0.990 1.149 0.990 1.808
4 1.035 1.246 1.320 2.138
5 1.088 1.320 1.649 2.468
6 1.142 1.380 1.979 2.798
7 1.194 1.431 2.309 3.128
8 1.245 1.476 2.639 3.458
9 1.292 1.516 2.969 3.788
10 1.338 1.552 3.299 4.118
11 1.382 1.585 3.629 4.447
12 1.423 1.615 3.959 4.777
13 1.464 1.644 4.288 5.107
14 1.502 1.670 4.618 5.437
15 1.540 1.695 4.948 5.767
16 1.576 1.719 5.278 6.097
17 1.610 1.741 5.608 6.427
18 1.644 1.762 5.938 6.757
19 1.677 1.783 6.268 7.086
Indice de Randi¢ R, ,a = —%
No.
vértices Ko S Cn Pn
3 1.500 1.414 1.500 2.414
4 2.000 1.732 2.000 2.914
5 2.500 2.000 2.500 3.414
6 3.000 2.236 3.000 3.914
7 3.500 2.449 3.500 4.414
8 4.000 2.646 4.000 4.914
9 4.500 2.828 4.500 5.414
10 5.000 3.000 5.000 5.914
11 5.500 3.162 5.500 6.414
12 6.000 3.317 6.000 6.914
13 6.500 3.464 6.500 7.414
14 7.000 3.606 7.000 7.914
15 7.500 3.742 7.500 8.414
16 8.000 3.873 8.000 8.914
17 8.500 4.000 8.500 9.414
18 9.000 4.123 9.000 9.914
19 9.500 4.243 9.500 10.414
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Indice de Randi¢ R, ,a =

1
2

No.
vértices Ko S Cn Pn
3 6.000 2.828 6.000 6.828
4 18.000 5.196 8.000 8.828
5 40.000 8.000 10.000 10.828
6 75.000 11.180 12.000 12.828
7 126.000 14.697 14.000 14.828
8 196.000 18.520 16.000 16.828
9 288.000 22.627 18.000 18.828
10 405.000 27.000 20.000 20.828
11 550.000 31.623 22.000 22.828
12 726.000 36.483 24.000 24.828
13 936.000 41.569 26.000 26.828
14 1183.000 46.872 28.000 28.828
15 1470.000 52.383 30.000 30.828
16 1800.000 58.095 32.000 32.828
17 2176.000 64.000 34.000 34.828
18 2601.000 70.093 36.000 36.828
19 3078.000 76.368 38.000 38.828
Indice de Randi¢ R, ,a = 0.8
No.
vértices Ko Sn Cn Pn
3 9.094 3.482 9.094 9.545
4 34.797 7.225 12.126 12.577
5 91.896 12.126 15.157 15.608
6 196.990 18.119 18.189 18.639
7 369.200 25.158 21.220 21.671
8 629.963 33.203 24.251 24.702
9 1002.874 42.224 27.283 27.734
10 1513.563 52.196 30.314 30.765
11 2189.589 63.096 33.346 33.797
12 3060.358 74.904 36.377 36.828
13 4157.044 87.604 39.409 39.859
14 5512.527 101.181 42.440 42.891
15 7161.338 115.619 45.471 45.922
16 9139.602 130.907 48.503 48.954
17 11484.997 147.033 51.534 51.985
18 14236.712 163.986 54.566 55.017
19 17435.408 181.757 57.597 58.048
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Indice de Randi¢ R, ,a = 2

No.

vértices K Sn Cn P
3 48 8 48 40
4 486 27 64 56
5 2560 64 80 72
6 9375 125 96 88
7 27216 216 112 104
8 67228 343 128 120
9 147456 512 144 136
10 205245 729 160 152
11 550000 1000 176 168
12 966306 1331 192 184
13 1617408 1728 208 200
14 2599051 2197 224 216
15 4033680 2744 240 232
16 6075000 3375 256 248
17 8912896 4096 272 264
18 12778713 4913 288 280
19 17950896 5832 304 206

La tablas siguientes muestra el Indice de Randi¢ en el caso del hipercubo

para varios valores de a.

Indice de Randi¢ del hipercubo R, (H},)
valores de «
no [N 9 o8 | —05] 05 0.8 2
vértices
1 2 1.000 1.000 1 1 1.000 1
2 4 0.250 1.320 2 8 12.126 64
3 8 0.148 2.069 4 36 69.595 972
4 16 0.125 3.482 8 128 294.067 8192
5 32 0.128 6.092 16 400 1050.611 50000
6 64 0.148 10.921 32 1152 3375.540 248832
7 128 0.187 19.912 64 3136 10079.405 | 1075648
8 256 0.250 36.758 128 | 8192 28526.201 | 4194304
9 512 0.351 68.501 256 | 20736 77494.430 | 15116544
10 1024 0.512 128.609 | 512 | 51200 203830.871 | 51200000

4.4 Desigualdades

Teorema 4.4.1 Para G, una n-grafica, el indice general de Randi¢ estd acotado
superiormente por

R(G) <

n
2 .

Demostracion: Si d; es el grado del i-ésimo vértice de G. Para d;,d; # 0,
usando la desigualdad entre la media aritmética y la media geometrica con d; !
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y dj_l, tenemos que

d-t+dt
-1 4-1 i J
Vit < S

Sumando sobre los pares de vértices que forman una arista de G obtenemos

R(G)

Z\/ﬁ_2 > dit+d;t

~] 'LNJ

didt ) dt ) =) dt

i~ i~g i~J

Notemos que al fijar uno de los vértices en la suma anterior, digamos i, y
sumar sobre sus vecinos tenemos

_ 1 _ 1 1« n
2 AT=52 0 At =53 1550 =5

i ~7 %
J d; >O] d; >0

|

A continuacién mostramos una conjetura conocida para el indice de Randié¢
la cual se ha verificada que es correcta para &rboles (por medio del Teorema
4.4.2) y otros tipos de gréficas como graficas triciclicas biregulares y gréficas
conexas de orden menor a 10.

Conjetura 4.4.1 Para cualquier grdfica conexa G
R(G) > r(G) — 1, (4.4)
donde r(G) es el radio de la grifica.

El siguiente teorema, demostrado en [9], involucra el radio de la gréfica y
verifica la conjetura anterior para el caso de drboles

Teorema 4.4.2 Dado un drbol T y r(T') su radio, entonce se cumple
3
R(T) > r(T) + V2 -3

Demostracién: Sea P = P, el camino més largo en T, con s > 3 (si s < 3 Se
sigue facilmente que R(T) > r(T) + V2 — 2). Ya que r(T) >= £, se sigue que

R(P) = (s — )\[\[+2%*§—g+ﬁ2r(t)+\/§—;

Veamos ahora que al agregar una hoja a un arbol aumenta su indice de Randi¢.
Sea 7 un 4rbol, w uno de sus vértices con d(w) =dy d; ,i=1,2,...,d, el
grado de los vecinos de w. Consideremos a 7" el arbol obtenido al agregar una
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hoja v a T de tal forma que sea vecino de w. Luego,

’ 1 d 1 1
R(T') = R(T) = d+;{\/d7 r+1\/d7\/3]

-
4 1 1
:Z; Lz\/fr Nz ES Jd?\/ﬂ

&1V 1 1
_z;@(d\/ﬁ+\/7d+1_\/ﬁ>
zd: 1 <\/d7\/d+l+d\/§—d\/d+1>

dvdyd+1

Considerando que

VdVd+1+dVd—dvVd+1> \dVd+dVd —dvd+ 1
= Vd(\/d; +d — \/d(d + 1))

> Vd(d+1—+/d(d+1))
> 0.

Entonces

R(T") — R(T) > 0.

Anadiendo de forma consecutiva hojas a P podemos ir aumentando el indice de
Randié¢ hasta obtener el arbol original T'. De esta forma

R(T) > R(P) > +(T) + V2 — g

Teorema 4.4.3 Consideremos una grifica G con m = (g) +7 aristas. 0 <r <
k y con minimo grado 6 > 1. Entonces G cumple

R1 (G) S R(m) = R1 (Gm)7

donde G, es la grifica compuesta por una grdfica completa Ky de la cual
vértices son unidos por una arista cada uno a otro vértice externo. Y

r

Ri(G) = (%2) + <’“;T> (k — 1) + rk(k — r)(k — 1) + r2k.

Otra cota interesante para el indice de Randi¢ que refuerza la conjetura 4.4.1
es la siguiente

Teorema 4.4.4 Sea G una grdfica conexa, entonces

d(G)

donde d(Q) es el didmetro de la grdfica.
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Dentro de la demostracién de este teorema [17], es interesante el uso del
indice de Randi¢ modificado

R(G) =

Pues de esta manera
R(G) > R'(G),

con lo que es suficiente la demostracion de que

e > 4G
r(G) = 57

A la vez que este cambio facilita algunos célculos.

También se han encontrado varias cotas para el indice general de Randi¢,
una de ellas que hace uso de la desigualdad de Holder y el Teorema 4.4.3 es
mostrada a continuacién [§]

Teorema 4.4.5 Sea G una grdfica con m aristas sin vértices aislados. y 0 <
a < 1. Entonces

R (G) < m'~*R(m)*,

donde R(m) es como en el Teorema 4.4.3. Para a # 0, con igualdad cuando G
es la grdafica completa.

Demostracion: Usando la desigualdad de Hoélder con p = é yqg= —.
Tenemos

R.(G) = Z(ll_a)(dudv)a

u~v

(=) (Zeer)

1
mi (Z dudv> (Z dudv>
U~V u~v

=m'TOR(G,,)*.

IN

Donde usamos que % =ay > =1—a. Aplicando el Teorema 4.4.5 tenemos que

1
q

=

o(G) <m!~*R(m)*,

donde la igualdad se tiene si G es isomorfa a G,, y todos los vértices tienen el
mismo grado. Asi que m = (}) y G = K;,. B

Teorema 4.4.6 Sea G una grdfica con m aristas sin vértices aislados. y o < 0.
Entonces

Ro(G) > m'~R(m)?,

con igualdad cuando G es la grdfica completa.
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Demostracion: Consideremos a
Aj=[1-27% 129,

Con lo que (—00,0) = Uj>0A;. Procedemos por induccién sobre j. Para el
caso base, cuando a € Ay, usamos la desigualdad de Cauchy con los vectores
de entradas (d,dy)* y (dgd,)”“ para z ~ y.

Ro(G)R_o =Y (dady)* > (dydy) ™

T~y T~y
> (Z(dxdm/“‘(dxdy)—a“)
Ty

Luego, por el Teorema(4.4.4)

m!'=CYIR(m)™ > R_o(G)
1

> o~ (1+a) a
.G = m R(m)

Despejando R,, de la expresién de arriba y sustituyendo ﬁ(c) obtenemos

R.(G) > m2#(0) >m!'T“R(m)?.
Con igualdad si y s6lo si G es la grafica completa. Ahora, como hipdtesis de
induccién supogamos que R, (G) > m'~*R(a)* para a € A; cumpliéndose la
igualdad si y sélo si G es la gréafica completa. Tomemos a € A;41 Usando la
desigualdad de Cauchy con los vectores con entradas (d,d,) ™ y (d,d,) cuando
T ~ 1y tenemos que

Ry (G)R1(G) = Z(dwdy>_a Z dydy

r~y T~y
2
> (Z(dxdw/?(dzdy)w)
T~y
2
= <Z(dfdy)(a+1)/2> _ R(a+1)/2(G)2.
zry

Ademis,

1-22 << 1—2711

<
2Vt ca+1<2—2H
<
1—2J’+1<aT+1g1—2j.
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Con lo que v € Ajiq siy sélo si 2 € A;. Esto junto con la hipdtesis de

induccién implica que
Ro(G)R1(G) > R(QTH)(G% >m!'*R(m)' T,
De esta forma

R(m) > ml_aR(m)o‘7

R.(G) > ml_aR(m)aRl(G) >

con igualdad cuando G es la gréfica completa. Por induccién, se sigue el re-
sultado para toda a € [0,00) B El siguiente resutado muestra la relacién entre
el indice de Rand¢ y la energia de una gréafica. La demostracién se da en el
capitulo 7.2 donde se describen las medidas de centralidad.

tulo

Teorema 4.4.7 Sea G una grdfica, entonces
E(G) = 2R(G),

donde R(G), es el indice de Randié¢ de G.

4.5 Indice de Randié en arboles

En esta seccién se muestran los drboles que hacen que él indice de Randi¢ alcance
su valor maximo y minimo al fijar la cantidad de vértices.

4.5.1 Arboles con minimo indice de Randié

Hu, Li y Yuan [28] encontraron los drboles con minimo indice general de Randié.
Demostraron que entre los arboles con n vértices, la estrella, S,, es la que
minimiza a R, cuando o < 0. Y el camino P, minimiza a R, cuando o > 0
y n > 5. En [28] se dividen varios casos para llegar a dicho resultado. Aqui se
muestran ilustrativamente.

Teorema 4.5.1 El camino P, minimiza a R, cuando o >0 yn > 5.

Demostracion: Procederemos por contradiccién. Sea T un arbol que minimiza
a R, con T # P,. Consideremos a P = v1vs...v) el camino més largo contenido
en T, ya que T no es un camino, existe un vértice v;, i € {2,..,k — 1} con
d(v;) > 2. Consideraremos dos casos, a) cuando i =2 0 i =k — 1y b) cuando
i€{3,....k—2}

Caso a) i =204 = k—1: Sin perdida de generalidad supongamos i = k—1.
Si d(vi—2) = 1 entonces T es la estrella S,,. Luego

Ra(T) = Ro(Sn) = (n— 1)(1 : (n - 1))a
—_ (n o 1)a+1

Ro(Py) =2(1-2)* + (n—3)(2-2)*
=29" 4 (n —3)4~.
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Comparando el indice de Randi¢ de ambas gréficas, ya que n > 5, tenemos que

Ra(T) - Ra(Pn) :Ra(sn) - Ra(-Pn)
=(n— 1)t —2oF1 _(n —3)4"
=(n=3)((n = 1)* = 4%) +2((n — 1)* = 2%))
>0.
Esto contradice que T' minimice a R,,. Por lo que d(vi—_2) > 2. Sead = d(vk—1) y
Vk_2, Uk, U1, U2, ..., Ug_2 los vecinos de v,_1. Consideremos T”, el 4rbol obtenido

de convertir a los vecinos ui,us, ..., uq_2 de vp_1 en vecinos de vg. Es decir,
borrar las aristas vi_1u; y agregar las arista vyu;, para todo j € {1,2,...,d—2}.

us us
us e e Ug—2 (%) .« e Ud—2

U1 Uy

U1 V2 Vg—2 Vg—1 Vg U1 V2 Vg—2 Vk—1 Vg

Figura 4.3: T' obtenida a partir de T' cambiando los vecinos de v;, caso i = k—1.

Observemos que,
Ro(T) > Ro(T') <= Ro(T) — Ro(T') > 0. (4.5)

Notemos que Ty T” difieren solamente en el aporte que hacen las aristas que
tienen como extremos a los vértices vg_o, Vk_1,U5 ¥ u;, con j € {3,...,d — 2}.
Por lo tanto
Ro(T) = Ro(T") =(d(v_2)d)" + (d-1)* + (d — 2)(d - 1)°
— [(d(vp—2)2)* + (2 (d = 1)) + (d = 2)(L- (d — 1))°]
=d(vg—2)(d* = 2%)+d* =2°(d - 1)+ (d—2)d* — (d —2)(d — 1)*
=d(vg—2)¥(d* =2+ (d = 1)d* = 2%(d — 1)* — (d — 2)(d — 1)~
Ya que d(vg_2) > 2, tenemos que
Ro(T) — Ro(T") >2%(d* — 2%) + (d — 1)d* — 2%(d — 1)* — (d — 2)(d — 1)
>29(d* = 2*) + (d — 1)d* — 2%(d — 1)* — (d — 2)d*
=29(d* — (d — 1)%) + d* — 4°.
Si d > 4 entonces d* — 4% > 0 y por lo tanto
R, (T) — R, (T") > 0. (4.6)
En otro caso d = 3 y asi,
Ro(T) — Ro(T") > 2%(d* — (d — 1)*) +d* — 4
— 201(30( _ 204) + 3a _ 4a
=6%+4 3% —2-4%
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Usando la desigualdad entre la media geométrica y la media aritmética con 6%
y 3¢ tenemos que

Ro(T) — Ro(T") > 2V/18> — 2V/16~

> 0.

Caso b) i € {3,4,...k — 2}: Consideramos nuevamente un arbol auxiliar 7’
formado como en el caso anterior. Es decir, si d = d(v;) y vi—1, Vit1, U1, - - - Ud—2
son los vecinos de v;, T” se obtiene al borrar las aristas u,u; y agregar las aristas
ujug, j €{1,2,...,d—2}.

Uy U2 Ud—2 Uy U2 Ud—2
4>
® ®. ..@ 9. ..0 ® ® Q. ..0 @ ® ...
U1 V2 Vi—1 U; Vit1 Vkg—1 Vk U1 V2 Vi—1 V4 Vi41 VUg—1 Vk
T T

Figura 4.4: Obtencién de 7" a partir de 7' cambiando las aristas uju; por u;vg,
caso i € {3,...,k — 2}

Denotamos por w(e) al aporte que hace la arista e a R, (T), por w'(e) el
aporte que hace la arista e a R, (T”). Consideremos también W,,, = Z;l;f w(v;uy)
yWwy, = Z?;f w'(vgu;). Notemos que para una arista vu de Ty una arista ve’
en T" tal que v tiene el mismo grado tanto en T como en T’ tenemos la siguiente

igualdad,

donde d(u) denota el grado de w en T, y d’(u’) denota el grado de v’ en T'. Con
esto se puede ver que

w’(vi_lvi) = w(vi_lvi)z—z, (47)
w’(v,;vi+1) == w(vivi+1)2%’ (48)
w' (vk_1v1) = w(vg_1vx)(d — 1), (4.9)
y
(d-1*~
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Luego
Ro(T) — Ro(T")
=w(v;—1v;) + w(vvit1) + w(vg—_1vk) + W,
— (W' (vi—1v) + W' (V;vi41) + W (Ve—10k) + W, ]
=w(v;—10;) + w(V;V;41) + W(VE—1VE) + Wy,
2% d—1\"
- [(w(viwi) +w(vivipr)) 2 + wlop-1vp)(d = 1) + W, (d) }

= (w(vi—19;) + w(v;vi11)) (1 - ) + w(vg_1vg)(1 — (d —1)%)

()

Ya que d(u;) > 1, d(vit1),d(vi—1) > 2

W, =Y d(u;)*d® > (d - 2)d°
Yy

w(vi_lvi) + w(vwiﬂ) > gatlge
Ademds w(vk_1vg) = 2%*. Con esto, tenemos que

R, (T) — R, (T")

22a+1da(1 _ z%) + 204(1 _ (d — 1)0) + (d - 2)do‘(1 — (d;ial)a

=201 (d* = 2%) + 2°(1 — (d — 1)*) + (d — 2)(d™ — (d — 1)*).

)

Sid > 4 entonces (d —2),(d*—(d—1)%) >0y

Ro(T) — Ro(T') > 2071 (d™ — 2%) +2%(1 — (d — 1)%)
=29d* = (d—1)*+d*—2-2%+1)

> 2%(dY —2.2% + 1)
>2%(4% —2.2% + 1)
=292 —1)?

> 0.

De otra forma d = 3, en este caso

Ro(T) — Ro(T') = 2°TH(3% — 2%) +2%(1 — 2%) + (3% — 29)
= (6% +3% —2-4%) + (6% — 4%)
> 6% +3% —2-4%
> V18> — 2v/16>
> 0.
En cualquier caso obtenemos un drbol con indice de Randié¢ menor a T” lo cual
contradice que 7" sea minimal, por lo tanto el camino P, es el arbol que minimiza

a R, N
Para cudndo a < 0 haremos uso del siguiente lema demostrado en [28]
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Lema 4.5.1 Para 0 <m <1, st p,q > 1, entonces

(d+p—1)"" —(d—1)d™ — (p— 1)p™ —d™p™ > 0.

Teorema 4.5.2 Entre los drboles con n vértices la estrella, S,,, minimiza a R,
para o < 0.

Demostracién: La demostracién se divide en dos casos, a) cuando —1 < av < 0
y b) ciando av < —1. Caso a) —1 < o < 0: Consideremos a T' un arbol con n
vértices distinto de S, y que minimice a R,. Sea u el vértice de mayor grado
y v el vecino de u con grado més grande. Sean d(u) = d y d(v) = p. Asi
n—1> d > 2. Obtenemos un nuevo arbol T” al contraer la arista uv en un sélo
vértice que llamaremos u(v) y al agregar una nueva hoja w unido a este vértice.

Figura 4.5: T" a partir de contraer la arista uv de T en un vértice u(v) y agregar
una nueva hoja w unida a u(v).

Denotemos por W, a la aportaciéon que hacen las aristas incidentes a u con
excepcion de uv en Ro(T), Y por W, a la aportacién que hacen las aristas
incidentes a v con excepcién de uwv en Ry (T). Asi W, > (d — 1)d*¢* y W, >
(p — 1)d“p®. Notemos que el aporte de las aristas que son incidentes a u(v) en
R(T") estd dado por

(d+p-1) +W%w+p—U
da pa
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Luego,

Ro(T) — Ro(T)

=W, + W, +d*p* — [Wu (d+za_ D" + W, (d+za_ 2 +(d+p— 1)“]

-, (1 - 7(%2@_ 1)&) + W, (1 Sl 17 l)a) + (dp)®
—(d+p—1)°

>(d - 1)d*p" (1 - 7(%2&_ W) +(p— 1)d*p° (1 - <d+§a_ 1)a> + (dp)*
—(d+p-1)"~

=(d—-1)p* (d* = (d+p—1)%) +(p—1d* (p* — (d+p—1)%) + (dp)*
—(d+p-—1)°"

=(d—-1)d*p* = (d=1)p*(d+p—1)"+ (p—1)d*p* — (d — 1)d*(d + p — 1)*
+dp® — (d+p—1)*

=d"p*(d+p—1)—(d+p—-1)*((d—=1)p" + (p— 1)d” + 1)

=dp*(d+p—-1)*(d+p—-1)"*=(d-1)d " = (p—1)p* —d°p®)

Por el Lema 4.5.1
R, (T) — R, (T") > 0.

Caso b) a < —1: Tomemos nuevamente un drbol 7' de tamano n que minimice
a R,(T) y que sea distinto de S,,. Sea P = vgvy ... Uk_10; un camino maximal
de T, de tal forma que vi_1 tenga el mayor grado posible. De esta forma todos
los vecinos de vy_1 son hojas salvo vy _s. Obtenemos un nuevo drbol 77 borrando
las aristas entre vg_1 y sus vecinos que son hojas para unir cada una de estas
hojas con vg_s.

Figura 4.6: T" obtenido T al borrar las aristas de las hojas vecinas a vg_1 y
unirlas con vj_o

Sea p = d(vk-1), d = d(vg—2) y t = d(vip—3). Ya que T es distinto de S, se
tiene que d,p > 2. Denotemos por Wy al aporte que hacen en R, (7T') las aristas
incidentes a vi_1 con excepcién de vi_svi_1. Para w un vecino de v _o distinto
de vi_1 y vg_3, tenemos p > d(w) ya que elegimos P de tal forma que vp_1
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tenga grado maximo. De esta forma
Wy > (d — 2)d*p® + d*t®
> (d — 2)d*p®.
Luego
Ra(T) = Ra(T")
=Wa+ (dp)* + (p— )p® - [Wd <

W) + (dp)* + (p— 1)p* —p(d+p—1)°

(d+p-1)*
dO(

d+p—1¢

7 >+p(d+p—1)

=Wy (1 —

Considerando que 1 —
Ro(T) — Ra(T")
>(d - 2ped® (1 - (d“;‘”) () + (- D)p* — p(d+p— 1)
=(d—=2)p*(d* = (d+p—-1)"+(dp)* + (p — p® —p(d +p —1)*
=(d—-1)p*d* = (d=2)p*(p+d—1)" —p(d+p—1)"+ (p — L)p"
= d(p - d— 1)°[(d— Dp+d— 1)~ (d—2)d " —p-p
+p-1)d*(p+d-1)""]
Como p*d*(p+d—1)¢ > 0, para ver que R,(T)— R, (T") > 0 basta probar que
(d=1)p+d—1)"=(d=2)d*—p-p%d >+ (p—1)d “(p+d—1)"% > 0.
Para esto notemos que

(d=1)(p+d—1)"" = (d=2)d™" —p-p~d™ + (p— )d*(p+d—1)°

>0y Wg > (d—2)d“p® tenemos que

>d=1)p+d=-1)""=(d=2)d"" —p-p~*(p+d—-1)""
=d-Dp+d-1)""=(d-2)d*—p-p *d“+(p-1)d *(p+d—1)""
=(d-1D)((p+d=1)""=d™ ) +d* —p T+ (p—-1)d*(p+d—-1)""

>d™ —p g~ + (p—1)d *(p+d—1)""
= *(1—-p "+ (p-Dp+d—1)"")
>d*((p—D(p+ 1)~ —p ot 4+1)

=" *((p-D(p+ 1) =p ") = “ 1))

Por el teorema del valor medio, podemos tomar e y n, con p < e < p+1y

1 < n < p tales que
- —a—1

(p+1)"%=p % =—ac™®
pr—1l=—an*"p-1)
Asi
= ((p - D(p+1) =) — (7~ 1))
=d*((p— D(~a)e " ~ (~a)n ™" (p — 1)

a7 (—a)(p— 1) =y
>0
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Asi
Ro(T) — Ro(T") >0

Por lo tanto T no es minimal y S,, minimiza a R, cuando a < —1. B

4.5.2 Arboles con méximo indice de Randié

En el caso de las gréficas que maximizan el indice de Randié¢ en [29] nos encon-
tramos con que hay mas graficas ademas de la estrella y el camino que alcanzan
estos valores maximo. Como es el caso de la estrella doble S, , (obtenida de
unir a Sp_1 v S, haciendo coincidir una hoja de S, con el centro de S,—1). Y la
estrella subdividida (Se forma al reemplazar cada arista de una estrella S, por
un camino de tamano 2, con excepcién de a lo més una arista la cual es reem-
plazada por un camino de tamano 3) Ademas la o las gréficas que maximizan a
indice de Randi¢ dependen del intervalor en el que se encuentre «.

A continuacién mencionamos que gréaficas maximizan a R, segun el intervalo
en el que se encuntre « [29].

Teorema 4.5.3 Entre los drboles de n vértices si T es un drbol que maximiza
el indice de Randi¢ R, entonces:

e Para o € (—o0, —2]:
Sin<6,T=P,.
Sin>7,T esla estrella subdividida.

e Paraa € [-1,0]: T =P,.
e Paraa € (0,1]: T =5,.

e Parace (1,2): T=5, oT:SLﬁJ)(ﬂ.
o Para o € [2,00):

Aqui solamente se demuestra de forma ilustrativa el caso 0 < a < 1.
También se vera como acotar las posibilidades para T a la estrella y doble
estrella cuando a > 1. Por ultimo, se muestran algunas caracteristicas nece-
sarias de T' cuando a < 0. Para cubrir el teorema anterior se puede procede con
métodos similares y con algunos calculos manuales para casos especificos.

Teorema 4.5.4 S,, maximiza el indice de Randi¢ general entre los drboles
cuando 0 < a < 1.

Demostracién: Procederemos por contradiccién. Sea T un drbol maximal
distinto de S,,. Por tanto existe una arista wv tal que no contiene a una hoja.
De aqui se sigue que d(u) =d > 2y d(v) = p > 2. Construimos ahora un nuevo
arbol T” obtenido de T por medio de contraer la arista uv y agregar un vértice
nuevo w y una nueva arista uw, tal como en la imagen
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Figura 4.7: T' a partir de contraer la arista uv en T y agregar una nueva arista
uw

Sean S, y S, son el aporte al indice de Randié, R, (T"), que hacen las aristas
vecinas a u y v respectivamente, sin contar a la arista uv. Luego, al contraer u
y v, el vértice formado tiene grado d + p, el nuevo aporte que hacen las aristas
adyacentes a dicho vértice en R, (T") es

Su Sy a a
d—g{(d%—p—l)”’};(d—l—p—l) +(d+p-1)

De esta forma la diferencia del indice de Randi¢ de 7" y T es
Ra (T/) - Ra (T)

S Sy o o o
zd—a(d+p—1)a+ﬁ(d+p—1) +(d+p—1)*—[Sy+ Sy, + (dp)?]

=5, (2 s, (YRR ) s 0 -

Como 0 < a,

Su=_dld*>> d*=(d—1)d".

r#uv r#v
Donde d, = d(r). De forma andloga S, > (p — 1)p®. Con esto tenemos que

R(T") -~ R(T)>(d+p—1)*(d—1) - (d—1)d*
+d+p-1)%p-1)—(@-1p*+(d+p—1)*— (dp)”
=(d+p—-1)%*(d+p—2)—(d—1)d* - (p—1)p* — (dp)”
>(d+p—1)**" = (d—1)d* — (p— 1)p* — (dp)*.

Sea
g9(d,p) = (d+p—1)*T" = (d—1)d* — (p— 1)p™ — (dp)°.

Veamos que valores puede tomar g. Notemos primero que g y % son continuas
en d,p > 1 ya que d+ p— 1 no se anula y siempre que hay un exponente o — 1
la base es mayor que cero.

Consideremos para d > 1 fijo la siguiente funcién

fap) = =5(d,p) = (@ + 1)(d+p—1)* = (a4 1)d* + ad® " — ad® 'p*.
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Luego,

dfa

o (p) = (a+ Da(d+p+1)*"" —a?d* 'p*!

>a®((d+p+1)*1 = (dp)* 7).

Cuando d,p > 1 tenemos que

1<p
d—1<p(d—-1)
p+d—1< pd,

con lo que, (d+p+ 1)1 —(dp)* 1 >0y %—’;j(p) > 0 parap > 1. Asi fq(p) es
creciente estricto en el intervalo (1, 00). Por la continuidad de %(d, D), fa(p) es
creciente estricto en [1,00). Asi,para d,p > 1,

9(d.p)fa(p) > fa(1) = (o +1)d™ — (a + 1)d* + ad® ™" — ad*~' =0

De esta manera %(d, p) = fa(p) > 0 para p > 1.

Consideremos ahora a d como variable. Es decir, para p > 1 fijo, la funcién
d — g(d,p) es estrictamente creciente en (1,00), nuevamente por continuidad,
este intervalo puede extenderse a [1,00). Como

g(Lp)=p* ™ —(p—1)*—p* =0

Se sigue que g(d,p) > 0 para d,p > 1 Por lo tanto Ry(T") — Ro(T) > 0y T no
era maximal. H

Teorema 4.5.5 Entre los drboles de tamano mn, la grdfica que mazimiza al
indice de Randi¢ R, (T), para « > 1 es, o bien la estrella o una estrella doble.

Demostracion: Notemos primero que un arbol donde la distancia méaxima es a
lo més tres, es o bien una estrella, o una estrella doble, més ain, esta propiedad
caracteriza a la estrella y a la estrella doble dentro de los drboles. Procederemos
ahora por contradicion. Sea T un arbol que maximiza a R, con T distinto de la
estrella y de la estrella doble. Por lo tanto existe un camino de tamano cuatro.
sean vy, v2,vs3 los vértices internos de dicho camino. y d(v1) = i, d(ve) = j,
d(vs3) = ¢q. Notemos que i,q > 2. Sean uq,...,v;_1 los vecinos de v; distintos
de v y wi,...,wg—1 los vecinos de v3 distintos de v,. Consideremos un nuevo
arbol ,T’, construido a partir de T' de la siguiente forma: Borramos las aristas
v3wWg ¥ agregamos nuevas aristas v;wy como se muestra en la imagen siguiente.

Figura 4.8: T” obtenido de T al quitar los vecinos hoja de v1 y unirlos a vs
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Notemos que las aristas vavs, v1v2 y viu aportan j*q%, i*j* y i*d(ug)®
respectivamente en R, (T). Por otro lado, estas mismas aristas en R, (T") apor-
tan j9, (i+q¢—1)%j%y (i+q—1)%d(ug)®. Ademds, cada arista vswy, contibuye
a Ro(T') con ¢*d(wy)® y cada arista vqwy, contribuyen con (i + ¢ — 1)d(wy) en
R (T") en T'. De esta forma

i—1 q—1
R(T") = R(T) =% + (i +q— 1)+ (i +q—1)* (Z d(ug)®™ + d<wk>“>
k=1 k=1

1—1 q—1
7jaqa o iajoc _ @ Zd(uk)a o qa Zd(wk)a
k=1 k=1

como (i+q—1)*—i*>0y (i+qg—1)*—¢* >0,
R(T') = R(T) > j* + (i +q—1)j* — j%¢* —i%j"
Sea

para i,q > 2. Notemos que f es continua y que

0% f

. _ o : _1\a—2 o ‘a72>
ai&_(z,q) ala—1)(i+qg—1) aloa—1)i >0

o*f

. — _ - _ a—2 _ a72>
ajaj(z,Q) ala—=1)(i+q—1) ala—=1)¢*"* >0

Por lo tanto f alcanza su valor minimo en (i, q) = (2,2). Luego,
fli,q) > f(2,2) =3 —2% — (2 = 1%) = av* ! — e L.
para algin 2 <v <3y 1 <e<2. Asi f(2,2) >0y por lo tanto
R, (T") — Ro(T) > 0.

Para el siguiente teorema introduciremos el concepto de garra. Decimos que
una garra es un vértice tal que todos sus vecinos son hojas salvo uno.

Lema 4.5.2 Sia <0, n>7yT es un drbol que mazimiza a R, de tamano
n, entonces el grado de cada garra es dos.

Demostracién: Supongamos que T tiene una garra v, con d(v) > 3. Sean
v1,...,Uq—1 SUS vecinos que son hojas y u su otro vecino Definimos un nuevo
arbol T formado al borra las aristas vv; de T y aniadir el camino v,v1,...,vq_1.
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U1 U2
Vd—1
Vgo ° ® ® ® .- o—m@
(A v u v U1 (%] Vd—2 Vd—1
T T

Figura 4.9: T' obtenido a partir de T al convertir una garra en un camino

Si d(u) = p < 1, Entonce la arista uv aporta (pq)* a R, (T) y cada arista
vv; aporta d*. Por otro lado, cada arista v;_jv;, con 1 < i <d—2y vy =wv
aporta 292% a R, (T"), vg—2v4—1 aporta 2% y uv, 2%¢*. De esta forma

Ra(T) — Ro(T") = (d — 1)d* + d®p™ — 29p — (d — 2)4* — 2°
(d 2)( )+da da @ _ 9 apoc_Qa
= (d—2)(a” 4'1) (p* )(do‘ 2%)
< (d=2)(d —4%) + (d* —2%)
< (3% —4%) + (3% —2%) = —ae* P+ a7t

Donde3 <a<4y2<v <3. Como asi Ry(T)—Ro(T') < (3% —4%)+ (3% —2%)
Y por tando T no puede ser maximal si tiene garras de grado mayor que dos.
|

Lema 4.5.3 Para o < 0 y T un drbol que mazimiza a R, con n > 7, u una
hoja de T, y v vecino de u, se tiene que d(v) = 2.

Demostracion: Sea u una hoja de Ty sea v el vecino de esta hoja. Consid-
eremos a P, el camino més largo de T' que pasa por v, tal que s es un vértice
final con vecino r. Por la cantidad de vértices de T' y el lema 4.5.2, se tiene que
d(r) = 2. Sea d(v) = d, si d > 4, consideramos un nuevo arbol 7" formado al
borrar la arista uv y agregar la arista su.

U

® or—e o --- @ ® ® ® ®
v T B v r s U
T T

Figura 4.10: T” obtenido a partir de T al borrar la arista uv y agregar la arista
su.
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De esta forma, si denotamos por S, de los pesos de las aristas adyacentes a
v, distintos de uv, tenemos que

d—1)~
Ro(T) = Ro(T') =S, +d™ + 2% — {Sq;w + 2% 4 4*
_ 1)@
s (1050 e
da
Como d > 4, entonces 1 — (d%)a <0y d* <4 conlo que Ry(T)— R (T").

Ahora solo falta ver el caso cuando d = 3, sean x, y los vecinos de v. y py
q sus respectivos grados. Se consideran varios casos.

Caso 1: p =2 0 ¢ = 2 Supongamos que p = 2 y sea w el otro vecino de z,
con d(w) = k. Consideremos un nuevo drbol 7" formado al borrar las aristas
wz v xv y luego agregar las nuevas aristas wv y xu. Notemos que si k > 2,
entonces

Ro(T) — Ra(T) = 2°k® + 3% + 6% — [3%k* + 2 + 67
= (1—k*)(3* — 2%)

< 0.
U U
[ @
w T v w T v
T T

Figura 4.11: T’ obtenido a partir de T al borrar las aristas wx y zv y agregar
las arstas wv y xu

Para el caso cuando k = 1, el nuevo arbol T” es ismorfo al original, en el
articulo [29] saltan este caso, sin embargo la demostracién queda incompleta sin
él, seguimos con los demads casos por ahora.

Caso 2: p > 3 y g > 3 Dividimos este caso en otros dos, el primero cuando
a € [—2,0) y el segundo cuando o € (—o0, 2).

Caso 2.1: a € [-2,0)

Construimos un nuevo arbol T” a partir de T borrando las aristas uv, zwv,

vy y agregando las nuevas aristas xy, su y uv. al borrar las aristas adyacentes
auy vy agregar la arista xy y las aristas su y uv
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L1

T e

1

CIJ.

Figura 4.12: T obtenido a partir de T al borrar las aristas uv, zv y vy y agregar
las aristas xy, su y uv.

Notemos que s es el vértice final del camino de P, entonces su vecino, r, es
una garra y por el lema 4.5.2 tiene grado 2. Asi
Ra_Ra :3apa+3aqa+3a+2a _ [paqa+2a .204+204 '204_1_204’]

Definimos
f(p,q) =3%(p* +¢% +1) —2-4% — p¢” (4.10)
para p,q > 3, luego
% _ O¢3apa71 o aaflqa — 7Oépa71(qa o 304) < 0

para 0 < o < —2, tenemos que
f(3,q) =3%(3% +¢% +1) —2-4% = 3%% = 9% +3% — 2.4

Para ver que f(p,q) < 0, definimos g(a) = f(3,¢q) - 97% Luego,

=13 -2()”

§'(a) = —3~n(3) +2 (Z>_ n (Z) |

Notemos que ¢’'(«) Resolviendo para « le ecuacién g'(«a) = 0 tenemos

o= s +2(2) (D)

y entonces

y se tiene
2ln(9)
ln( ln(34) )
S n(3)
con lo que
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es la raiz de ¢’. Por métodos ntimericos se puede ver que pu ~ —1.35401 > —2,
que ¢'(a)) < 0 para @ > p, ¢'(a) > 0 para a < p. Luego, como 0 > p > -2y

9\? 81

—2)=1+4+3>-2(>) =149 —

o2 =1+ -2(3) =149
19
8

=—-0.125<0

g(O):1+30—2<Z>0:0.

Entonces, f(3,q) =9 - g(a) < 0 para a € [-2,0), Como % < 0, se sigue que
Ry (T) — Ro(T") < 0 para « € [—2,0). Lo cual es una contradicién,

caso 2.2 o € (—o0, —2) Consideramos un nuevo drbol 7" obtenido de T al
borras la arista zv y agregar la nueva arista zy.

U U
[ I I I
T v Y T v i
T T

Figura 4.13: T” obtenido a partir de T al borrar la arista zv y agregar la arista
Ty.

Luego,

Ro(T) — Ra(T")

1a
=3%(p*+¢*+1) —p(g+1)* —2% g+ 1)* -2+ 5, (1((]—;)),

donde S, es la suma de los pesos de los vértices insidentes a y distintos de vy.
Por lo tanto
Sy <(q—1)¢"

y asi
Ro(T) = Ra(T') <3%(p°¢* +1) —=p*(g+ 1) = 2%(¢+ 1)* =27 + (¢ — 1)(¢" — (¢ + 1)*)
Definimos ahora f(p, q) para p,q > 3 como
fp,0) =3%(%¢" +1) —p*(g+ D" =2%(¢+ )" = 2" + (¢ - D)(¢" = (¢ + 1)%)
Notemos que
of

o =a3*p* ' —a(g+1)p*t <0
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Luego

f3,q) =99 +3% =2 +3%* = 3%(¢+ 1)* =2%(¢+ 1)* + (¢ — D)(¢” — (¢ +1)%)
<9Y 43 =2 +3%¢Y = (g + 1)) + (¢ = 1)(¢® = (¢ + 1))
=943 -2+ (3° +¢-1)(¢" — (¢ +1)?)

Definimos ahora
k(g) = 9% +3% =2+ (3% + ¢ —1)(¢" — (¢ +1)%)
Derivando tenemos que

K(q) =3 +q—1Dal¢® " = (¢+1)* ") +¢* = (¢ +1)°
=(a3* +ag+q—a)(¢* = (¢g+ 1))
g "+ @+ D))+ = (g+1)°

Como
¢“—(g+1)*<q(¢* " = (g+a—1)

Entonces

K(q) < (a3 +aqg+q—a)(¢* ' = (g+1)*)
<(ag+q—a)(g* " = (¢g+ 1))
<0

o

Como ¢q > 3, a < =2, entonces ¢ > %7 v asi ag + ¢+ a < 0. Ademds

k(3) =2 9% — 2% —12% 4 3% — 2.4
<6% 4337 2% 247

y60‘<§-4a para o < —2. asi que
o « 4 o
k(3) <3-3—-2 —5«4.

De forma parecida al caso anterior, definimos, I(a) = k(3)-4~% y que la solucién
a l'(a) = 0 estd dado por

In2
N sEmi=ms)

0=
ln%
Calculando por métodos numéricos el valor de 6 se puede ver que 6 > —2,
/() < 0 para o > 6, para a > —2 tenemos que [(a) < [(—2) = 0. Asi
k(3) = 4*l(a) < 0. Con lo qu e ro(T) — Ro(T") < 0 para « € (—00,—2). Lo
cual contradice que T fuera maximal. H

Teorema 4.5.6 Para f% < a <0, el drbol que maximiza el indice de Randié
es el camino P,.

Demostracién: Procederemos por contradiccién. Supongamos que T es un
érbol de tamaiio n con maximo indice de Randi¢, R, para o € [—31,0). Con-
sideremos la arista que aporte mas al indice de Randi¢, digamos que es e = uw.
Sea P un caminos mas largo que pase por e, x y y los extremos de P y sy
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t sus vecinos respectivamente. Construimos un nuevo drbol 7" a partir de T
agregando la arista xy y borrando la arista uwv,

NV, NV

T T

Figura 4.14: T’ a partir de T obtenido de borrar a arista uv y agregar la arista
Yy

Luego por el lema 4.5.2 y el lema 4.5.3 sabemos que d(s) = d(t) = 2. Sean
p = d(u)y ¢ = d(v) , S, la suma del aporte de las aristas incidentes a u
con excepcién de uv y S, la suma del aporte de las aristas incidentes a v con
excepcion de wv. Luego, Sy, > (p — 1)p%q®, v sy > (¢ — 1)p*q™ Asi

Ro(T") — Ro(T)
=5u (M) + S, ((q—l)") +3-4% —2-2% — (pg)”

p° g
>(p— 1) + (¢ =) p* = (p+q—1)pTg* +3-4% —2.2°

Sea

f,q)=@—-1)¢" +(q—1)*"p* —(p+q—1)p*¢* +3-4* —2.2%

Luego,

9 — a—1_o
8{=<1+a><p—1>aqa+a<q—1>1+apa ' a(p+q -1

=1+ a)¢*((p—1)* =p%) + a%pa((q - 1% —=q")

250 (0= 1" =) = 50 (= )" = ")
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=@-)*p *-@-1)""-

>@-1)"p*=(-1)" " ——

=00~ (oo )

p-DA+e)t= p

La ultima igualdad se obtuvo por el teorema del valor medio considerando € €
0,557 Ast

) p—1

—« - Z —«
Fp,g) 2 (=17 (p - 1) ((p —1)(A+(1—(—a)) p>

— (-1 1) (‘a - ‘p%) >0

De esta forma % > 0. De forma anéloga de sigue que g—f; > 0. Con lo que f es

estrictamente creciente con respecto a p y con repecto a q y asi f(3,2) < f(2,2),
para « € [—3,0] M Para el siguiente lema hacen uso de la siguiente definicion.

Definicién 4.5.1 (camino suspendido) Sea T un drbol y uj,us...,u, un

camino de T. Decimos que uy,Us ..., U, €S un camino suspendido con raiz en
r,sidur) =1, dlu;) =2,( € {2,...,7r —1}) y d(ug) > 2.

Lema 4.5.4 Sea T un drbol tal que todo vecino de una hoja tiene grado 2 y
UL, U, Uy - -+ 5 Upr—1, U un camino suspendido de T con raiz en v, y con r > 5.
Al considerar un nuevo drbol T formado al borrar la arista usus y agregar la
arista vug, entonces Ro(T") > Ro(T) para oo < —1.

v Upr—1 U3 U2 Uy

Figura 4.15: T" a partir de borrar la arista usuz en T y agregar una nueva arista
VU
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Demostracién: Sea d(v) = d > 2 y S, la suma del aporte que hacen las
aristas incidentes a v con excepcién de u,_1v. As{ S, < (d —1)2%d*. Luego

Ro(T) — Ro(T")

—5,(1 - %) F20(d — (d+ 1)%) + 4% — 4% — 2% _2%(d + 1)°

<(d—1)29(d* — (d+1)%) +2%(d* — (d + 1)*) +2 - 4% — 2% —2%(d + 1)
=d-29(d* — (d+1)%) +2-4% — 2% = 2%(d + 1)*
=294t —2d(d + 1)* — 2%(d + 1)* +2%(2-2* — 1)

=29(d*T — (d+1)*T1 +2.2% —1)
Ya que la funcién x — z°*! es monoticamente decreciente para o < 1 al
sustituir d por su menos valor posible, tenemos que

Ro(T) — Ry (T') < 20(20+ — 3o+t fgatl _ 1y <.
[ |

Lema 4.5.5 Si un drbol T, tiene dos caminos suspendidos Py, y Ps de tamario
3. Al formar un nuevo drbol T' a partir de T borrando la arista de la hoja de
Py y conectandola a la hoja de P, tenemos que Ry (T) — Ro(T') =0

Demostracion: Sea P; = uj,us,u3,x y P» = v1,v9,v3,z. Notemos que al
cambiar la hoja u; hacia P,, por medio de borrar la arista ujus y agregar la
arista uj v, estas dos aristas aportan lo mismo al indice de Randi¢. Luego, solo
importa el aporte de las aristas usus y v1vs.

Ui
U2 U2
_>
us3 us
@ @ ® ® - @ L g ® @ ®
x V3 V2 V1 X V3 Vo U1 Ul
T T

Figura 4.16: T a partir de borrar la arista u;us en T y agregar una nueva arista
uU1v1.

Asi

Ro(T) = Ra(T") = (2% - 2% 427 - 1%) — (42 - 1% + 2% - 2%) = 0.
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Lema 4.5.6 Sea T un drbol, tal que cada vecino de una hoja tiene grado 2.
Sea w un vértice de grado 2 que no estd sobre un camino suspendido, u y v los
vecinos de w. Sea T' el drbol obtenido a partir de T por medio de contraer las
aristas uw y wv en un nuevo vértice x, y luego agregando un camino de tamano
2 en el nuevo vértice x. Entonces, Ro(T) < Ro(T") para o < 1.

T T

Figura 4.17: T a partir de contraer las aristas uw y vw en T y agregar un
camino Ps.

Demostracién: Supongamos que d(u) = d y d(v) = t. Sea S, la suma de
los pesos de las aristas incidentes a u con excepcién de wu y S, la suma de los
pesos de las aristas incidentes a v con excepcién de wv. Ya que u cambia de
tener grado d en T a tener grado d+t¢+ 1, sus vecinos, salvo w,(ahora vecinos de

x) tienen un aporte en el indice de Randié de T" de Su(d%%)a. Analogamente,
el aporte de los vecinos de v, al indice de Randi¢ de T” es Su(dﬁﬁigl”. Asi,

Ra (T> - Ra (T/)

L (d+t-)

(d+t—1)*
pra— e

:Su( pr

+ 5,(1 — ) +29dY + 29 —2%(d+t—1) — 2™,

Notemos que Sy, < (d —1)d*2% y S, < (t — 1)t*2%, entonces
Ro(T) = Ra(T")
<(d—-1)29d* = (d+t—-1)) + (t— 120" — (d+¢t —1)%)
+2°0t +dY = (d+t—-1)"=-1)
=20(doTt 4ot (@4t — 1) 1),
Sea
fld,t) =d™ 4ttt —(d+t -1 -1,

Ya que % = (a+1)d* - (d+t—1)*) < 0, de forma similar % <0,y
f(1,1) =0, tenemos que f(d,t) < 0. Asi, Ro(T) — Ro(T"). B
Con los lemas anteriores, tenemos las siguientes propiedades

Propiedad 4.5.1 Sea T un drbol que tiene el maximo indice de Randié para
a < —1.

(1) Todos los caminos suspendidos de T son de tamano 2 con excepcion de a
lo mds un camino de tamano 3.
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(2) Todo vértice de grado 2 estd en un camino suspendido.

Teorema 4.5.7 Para a < —2, la estrella subdividida maximiza el indice de
Randié.

Demostracion: Sea T un arbol que maximiza el indice de Randi¢ que no
sea una estrella sudividida. Denotamos por D(T') el didmetro de T. Por la
propiedad 4.5.1 tenemos que D(T') > 4. Si D(T') = 4, entonces T es una estrella
subdividida. Si D(T) > 5, consideremos P = v1v303 ... Vk_10_10% €l camino
mas largo de T. y k > 6. Notemos que vy y vg—1 deben se de grado 2 por
ser vecinos de una hoja. Ademads, como a lo méds hay un camino suspendido
de tamano 3, y todos los demds deben ser de tamano 2, no puede ser que vz y
vk—2 tengan al mismo tiempo grado 2. Sin perdida degeneralidad, supongamos
d(vg—2) =t > 2. Ya que T no es una estrella subdividida, uno de los vértices
de entre vs,...,v;_3 tiene grado mayor que 2. Ya que ademds todo vértice de
tamafio 2 tiene que estar en un camino suspendido, esto implica que d(vi_3) > 2.
Sea d = d(vi_3) v u1,us,...us_s los vecinos de vy_o distintos de vy —3 y vp_1.
Formaremos un nuevo arbol a partir de T, el cual se verd que tiene indice de
Randi¢ mayor que T' contradiciendo la suposiciéon de que T no es una estrella
subdividida. Sea T” el arbol formado apartir de T al borrar las aristas vg_ou;
y agregar las nuevas aristas vi_su; para 1 <i <t — 2.

9
Vg

T T

Figura 4.18: T" a partir T al borrar las aristas v,_ou; y agrega las aristas vy_su;.

Sea Sy la suma de los pesos de las aristas incidentes a vj_3 distintas de
Vg _2Vk_3. Luego,
Ro(T) — Ro(T')

d+t—2)*
g1 @rt=2° = )

+(t—2)(2%* = 2%(d 4+t —2)%) + 2%~ — 4°

)+ dUtY —2%(t+d —2)°

Notando que Sy > (d — 1)2%d®, tenemos que
Ro(T) — Ro(T")
<(d—1)2%d* — (d4+t—2)") +dt* — 4%+ (t — 1)2°(t" = (d+t — 2)%)
=2%((d—-1)d* = (d+t—2)Y)+ (t—-1(t* = (d+t—2)%)) + dt* — 4
:2a(da+1 _|_ta+1 —de — > — (d+t— 2)a+1) + Aot — 4o,
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Si definimos
fdt) =2%(d@* ™ 4ttt — g™ —t* — (d+t — 2)°Th) + d*t> — 4°.

Ahora, es suficiente probar que f(d,t) <0, para « < =2y d,t > 2. De hecho,

0

a—g =2%(a+1)d* —ad®™ ' — (a+ 1)(d+t —2)%) + at®d*?
y

af
% =t 1o —a(a+ 1)2%(d +t —2)* !
como a < —2, tenemos que 0 < o < 2a(a+2) y yaqued,t > 2, dt > 2(d+t—2),
af

con lo que tenemos 0 < d*~ 121 < 2971(d +¢—2)*"1 y por lo tanto 86‘9; <0.

Ya que %(dﬂ) = 0, tenemos % < 0, para t > 2. Ademds f(2,t) =0, con lo

que f(d,t) <0 parad,t>2. W



Capitulo 5

Indice de Wiener

5.1 Indice de Wiener

En la quimica matematica, el indice de Wiener fue introducido por Harry Wiener
en [44] llamandolo “path number”. Para una grafica G, este indice estd definido
como la suma de las distancias entre sus pares de vértices y es denotado por

W(G) = Z d(u,v). (5.1)

u, eV (G)

Wiener mostré que dicho indice estd estrechamente relacionado con los puntos
de ebullicién de los alcanos. Los puntos de ebulliciéon de compuesto organicos, asi
como otras de sus propiedades fisicas que dependen del niimero, tipo y arreglo
estructual de los atomos en las moléculas.

5.2 El indice de Wiener y relaciones quimicas

En este capitulo describiremos algunas de los usos que tiene el Indice de Wiener
en la quimica, en particular veremos su relacién con los puntos de ebullcién de
las parafinas y el trabajo realizado en [44], donde fue introducido este indice
por Wiener.

Dentro de los isémeros de las parafinas, donde el nimero y el tipo de atomos
es constante se puede describir el punto de ebullicién de acuerdo a la siguiente
férmula [44]:

tp =aw+bp+ec, (5.2)

donde a, b y ¢ son constantes para un grupo isométrico dado, y p y w son
variables estructurales. La variable p recibe el nombre de ntimero de polaridad
y cuenta la cantidad de pares de dtomos de carbono que estan separados por
tres enlaces carbono-carbono. Por otro lado, mas tarde w fue llamado indice
de Wiener al generalizarse para cualquier grafica, siendo obtenido al sumar las
distancias entre cada par de vértices. En el caso de arboles se puede calcular por
un método breve el indice de Wiener sin contar directamente la distancia entre
cada par de vértices. Este método consiste en calcular para cada aristas (u,v),
la cantidad de vértices mas cercanos a u que de v y la cantidad de vértices mas
cercanos a v que a u (Esto puede verse como separar los vértices de la gréfica en

91
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dos partes segun de que lado de la arista u,v se encuentren y tomar el tamano
de estos dos conjuntos), luego multiplicar estos valores y sumar el valor obtenido
sobre todas las aristas. La demostracién y el uso de este método se trabajan
mas adelante en el capitulo. Por lo pronto, se muestra solamente un ejemplo en
la siguiente imagen:

1-4=4 3-2=6 4-1=4
@ ® ®

4.1=14
W(T)=4+6+4+4=18

Figura 5.1: Ejemplo de método para calcular el indice de Wiener en arboles.

Volviendo a la forma que tiene el punto de ebullicion de un isomeros, la
féormula para (5.2) se puede simplificar por medio de un cambio de notacién
empleado por Taylor, Pignoco y Rossini que consiste en considerar a ¢, el punto
de ebullicién del miembro de cadena recta del grupo de isémeros y sus variables
estructurales wqy y pg. Consideramos entonces las diferencias Ay = tg —t, Ay =
wo —wy Ap=po—p.

Asi, para un isémero del mismo grupo (misma cantidad de carbonos), con
punto de ebullicién ¢ y variables estructurales w, p la ecuacién anterior se trans-
forma en

Ay = aly +bA,. (5.3)

En el Proyecto Investigacién 44 del A.P.I., usando los datos sobre los pun-
tos de ebulliciéon y el método de minimos cuadrado, llegaron a que para un
compuesto con n dtomos de carbono se cumple

k
Ay = EA“} +bA,. (5.4)
Mas aun,
98
Ay = ﬁAw + 5.5A,,. (5.5)
Otro dato que se tiene, por la equacion de Egllof, es que con

to = 745.42log(n + 4.4) — 689.4

se pueden reproducir los datos dentro dentro de sus limites experimentales. Para
las parafinas normales (parafinas sin ramificaciones), sus valores estructurales
estan dados por wg = "36_" (Ejemplo 5.3.1) y po = n — 3.

A continucién los valores de referencia para las parafinas normales desde

n-butano hasta n-dodecano.
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] Valores de referencia de las parafinas normales

’ Num. Carbonos \ Compuesto \ to \ Wo \ Po ‘
4 n-Butano -0.5 10 1
5 n-Petano 36.1 20 2
6 n-Hexano 68.7 35 3
7 n-Heptano 98.4 56 4
8 n-Octano 125.7 84 5
9 n-Nonano 150.8 120 6
10 Decano 174.0 165 7
11 Undecano 195.8 220 8
12 Dodecano 216.2 286 9

Tabla 5.1: Valores estructurales de las parafinas normales.

En [44] encontraron el punto de ebullicién tedrico usando la férmula (5.5)
y lo compararon con el punto de ebullicién observado experimentalmente en el
Proyecto de Investigacién 44 del A.P.I. En las siguientes tablas se presenta esta
informacién junto con la desviacién que tuvo el valor calculado de At con el
valor observado experimentamente. Estos datos se encuentran en [44].

] Puntos de ebullicién de los alcanos con 4, 5 y 6 carbonos \

’ Compuesto \ At Obs. \ Aw \ Ap \ At Cal. \ Desviacion ‘
n-Butanon 0 0 0 0 -0.0
2-Meltipropano 11.2 1 1 11.6 -0.4
n-Pentano 0 0 0 0 0
2-Meltibutano 8.2 2 0 7.9 -0.3
n-Hexano 0 0 0 0 0
2.3-Dimeltibutano 10.8 6 -1 10.8 0

Tabla 5.2: At calculado y At observado en alcanos con 4, 5, y 6 carbonos.

] Puntos de ebullicién de los alcanos con 7 carbonos

|

’ Compuesto \ At Obs. \ Aw \ Ap \ At Cal. \ Desviacion ‘
2-Metilhexano 8.4 4 0 8 0.4
3-Metilhexano 6.5 6 -1 6.5 0
3-Etilpentano 5.0 8 -2 5.0 0

2.2-Dimetilpentano 19.2 10 0 20.0 -0.8
2.3-Dimetilpentano 8.7 10 -2 9.0 -0.3
2.4-Dimeltipentano 17.9 8 0 16.0 1.9
3.3-Dimeltipentano 12.4 12 -2 13.0 -0.6
2.2.3-Trimeltibutano 17.5 14 -2 17.0 0.5

Tabla 5.3: At calculado y At observado en alcanos con 7 carbonos.
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] Puntos de ebullicién de los alcanos con 8 carbonos \

’ Compuesto \ At Obs. \ Aw \ Ap \ At Cal. \ Desviacion ‘
n-Octano 0 0 0 0 0
2-Meltiheptano 8.0 5 0 7.7 0.3
3-Meltiheptano 6.7 6 -1 6.7 0
4-Meltiheptano 8.0 9 -1 8.2 -0.2
3-Etilhexano 7.1 12 -2 7.3 -0.2
2.2-Dimeltihexano 18.8 13 0 19.9 -1.1
2.3-Dimeltihexano 10.1 14 | -2 10.4 -0.3
2.4-Dimeltihexano 16.2 13 -1 14.4 1.8
2.5-Dimeltihexano 16.6 10 0 15.3 1.3
3.3-Dimeltihexano 13.7 17 -2 15.0 -1.3
3.4-Dimeltihexano 8.0 16 -3 8.0 0.0
2-Etil-3-metilpentano 10.0 17 | -3 9.5 0.5
3-Etil-3-metilpentano 7.4 20 -4 8.6 -1.2
2.2.3-Trimetilpentano 15.8 21 -3 15.7 0.1
2.3.4-Trimeltipentano 26.4 18 0 27.5 -1.1
2.3.3-Trimeltipentano 10.9 22 4 11.6 -0.7
2.2.3.3-Tetratrimeltipentano 194 26 -4 17.8 1.6

Tabla 5.4: At calculado y At observado en alcanos con 8 carbonos.

De forma ilustrativa presentamos la desviacién obtenida dentro de los alcanos
que tienen entre 4 a 8 carbonos.

Desviacion del punto de ebullicién de los alcanos con 4 a 8 carbonos
2.0 A
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En [44] aplicarén el mismo método para los alcanos de 9 y 10 carbonos con
los datos de las tablas del proyecto 44 del A.P.I. salvo 6 alcanos de los que no
disponian informacién experimental. Presentamos las tablas con los puntos de
ebullicién de estos compuestos y sus variables estructurales. Datos en [44].

] Puntos de ebullicién de los alcanos con 9 carbonos \

’ Compuesto \ t Obs. \ Aw \ Ap \ t Cal. \ Desviacion ‘
nonano 150.8 0 0 150.8 0
2-Metiloctano 143.3 6 0 143.5 0.2
3-Metiloctano 144.2 10 -1 | 144.2 0
4-Metiloctano 142.5 12 -1 141.8 -0.7
3-Etilpentano 143.0 16 -2 | 142.5 -0.5
4-Ftilpentano 141.0 18 | -2 | 140.0 -1.2
2.2-Dimetilheptano 130.5 16 0 1314 0.9
2.3-Dimetilheptano 140.5 18 -2 | 140.0 -0.5
2.4-Dimetilheptano 133.0 18 1| 134.5 1.5
2.5-Dimetilheptano 136.0 16 -1 136.9 0.9
2.6-Dimetilheptano 135.3 12 0 136.3 1.1
3.3-Dimetilheptano 1373 | 22 | -2 | 135.2 -2.1
3.4-Dimetilheptano 140.5 22 -3 | 140.7 0.2
3.5-Dimetilheptano * 20 | -2 | 1376 *
4.4-Dimetilheptano * 24 | -2 | 132.8 *
3-Etil-2-metilhexano 139.0 24 -3 | 138.3 -0.7
4-Etil-2-metilhexano * 22 | -3 | 135.2 *
3-Etil-3-metilhexano * 28 | -4 | 139.0 *
4-Etil-3-metilhexano * 26 | -4 | 1414 *
2.2.3-Trimetilhexano 133.4 28 -3 | 1334 0
2.2.4-Trimetilhexano 126.5 26 -1 | 125.8 -1.7
2.2.5-Trimetilhexano 124.1 22 0 124.2 0.1
2.3.3-Trimetilhexano 138.0 30 -4 | 136.5 -1.5
2.3.4-Trimetilhexano * 28 | -4 | 139.0 *
2.3.5-Trimetilhexano 131.4 24 -2 | 132.8 1.4
2.4.4-Trimetilhexano 131.0 28 -2 127.9 -3.1
3.3.4-Trimetilhexano 139.0 32 -5 | 139.6 0.6
3.3-Dietilpentano 146.5 | 32 | -6 | 145.1 -1.4
3-Etil-2.2-Dimetilpentano | 133.8 32 -4 | 1341 0.3
3-Etil-2.3-Dimetilpentano | 142.0 34 -6 | 142.7 0.7
3-Etil-2.4-Dimetilpentano | 136.7 30 -4 | 136.5 -0.2
2.2.3.3-Tetrametilpentano | 140.2 38 -6 | 137.8 -2.4
2.2.3.4-Tetrametilpentano | 133.0 | 34 | -4 | 131.7 -1.3
2.2.4.4-Tetrametilpentano | 122.3 32 0 112.1 -10.2
2.3.3.4-Tetrametilpentano | 141.5 36 -6 | 140.2 -1.3

Tabla 5.5: ¢ calculado y t observado en alcanos con 9 carbonos.
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] Puntos de ebullicién de los alcanos con 10 carbonos \

’ Compuesto \ t Obs. \ Aw \ Ap \ t Cal. \ Desviacion ‘
n-Decano 174.0 0 0 174.0 0
2-Metilnonano 166.8 7 0 167.1 0.3
3-Metilnonano 167.8 12 -1 | 167.7 -0.1
4-Metilnonano 165.7 15 -1 | 164.8 -0.9
5-Metilnonano 165.1 16 -1 163.8 -1.3
2.4-Dimetiloctano 153.2 23 -1 | 157.0 3.8
2.5-Dimetiloctano 159.0 | 22 | -1 | 157.9 -1.1
2.6-Dimetiloctano 160.0 19 -1 | 160.9 0.9
2.7-Dimetiloctano 160.2 14 0 160.3 0.1
3.3-Dimetiloctano 161.2 27 -2 | 158.5 -2.7
3.6-Dimetiloctano 160.8 24 -2 | 161.5 0.7
4.5-Dimetiloctano 161.0 | 30 | -3 | 161.1 0.1
4-n-Propilheptano 161.7 27 -2 | 158.5 -2.7
4-Isopropilheptano 158.6 34 -3 | 187.2 -1.4
5-Etil-2-metilheptano 158.4 27 -2 | 158.5 0.1
3-Etil-3-metilheptano 156.3 | 36 | -4 | 160.7 4.4
2.2.4-Trimetilheptano 147.0 34 -1 | 146.2 -0.8
2.2.6-Trimetilheptano 148.9 | 26 0 148.5 -0.4
2.3.3-Trimetilheptano 160.0 38 -4 | 158.8 -1.2
2.3.6-Trimetilheptano 155.3 29 -2 | 156.6 1.3
2.4.4-Trimetilheptano 151.0 38 -2 | 147.8 -3.2
2.4.6-Trimetilheptano 147.6 30 -1 | 150.1 2.5
2.3.5-Trimetilheptano 152.8 | 34 | -2 | 151.7 -1.1
3.4-Dietilhexano 160.7 | 40 | -3 | 162.3 1.6
4-FEtil-2.2-dimetilhexano | 148.0 | 39 | -2 | 146.8 -1.2
2.2.3.4-Tetrametilhexano | 156.5 47 -3 | 1554 -1.1
2.2.4.5-Tetrametilhexano | 145.8 41 -2 | 1448 -1.0
2.2.5.5-Tetrametilhexano | 136.8 | 38 0 136.8 0

Tabla 5.6: t calculado y t observado en alcanos con 10 carbonos.

También se presenta la desviacién del punto de ebulliciéon para estos com-
puestos.
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Desviacién del punto de ebullicién de los alcanos con 10 carbonos

Desviacion
[ ]

octano
octano
octano
octano
octano
octano
octano
heptano
heptano
heptano
heptano
heptano
heptano
heptano
heptano
heptano

3-Metilnonano

4-Metilnonano

5-Metilnonano
2.4-Dimeti

n-Decano
2-Metilnonano
4-n-Propilheptano

4-Isopropilheptano

2.5-Dimeti
2.6-Dimeti
2.7-Dimeti
3.3-Dimeti
3.6-Dimeti
4.5-Dimeti
5-Etil-2-meti
3-Etil-3-meti
2.2.4-Trimeti
2.2.6-Trimeti
2.3.3-Trimeti
2.3.6-Trimeti
2.4.4-Trimeti
2.4.6-Trimeti
2.3.5-Trimeti
3.4-Dietilhexano

2.2.3.4-Tetrametilhexano -
2.2.4.5-Tetrametilhexano -
2.2.5.5-Tetrametilhexano -

Compuestos

Una forma de entender como es que el indice de Wiener se relaciona con el
punto de ebullicién, en este caso de las parafinas, es notando que para un nimero
fijo de atomos n, si el indice de Wiener es menor, entonces lo es la distancia
promedio entre los dtomos, lo que lleva a tener moléculas méds compactas, por
lo que disminuye la colisién entre moléculas y la cantidada de energia que debe
ser compensada por estos choques. Esto resulta en una menor cantidad de calor
necesaria para llegar alcanzar el punto de ebulicion.

Indice de Wiener,

W(G), menor: -
. . Molécul p Menor frecuencia
menor distancia oléculas mas
. — — de choque entre
promedio entre compactas 3
, moléculas
los atomos de la
molécula

H Menor calor nece-
Punto de ebullicién sario para que el Menor energia per-
menor compuesto se evap- dida en colisiones
ore

Figura 5.2: Indice de Wiener y su relacién con el punto de ebullicién.
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5.3 Ejemplos

A fin de familiarizarnos més con el indice de Wiener, en esta seccién calculamos
el indice de Wiener de varias graficas. Cuando sea conveniente usaremos el
método para calcular el indice de Wiener para drboles (Teorema 5.4.1) que fue
ejemplificado en la seccion anterior. A continuacién se muestran algunos valores
que toma el indice de Wiener en distintas graficas.

Ejemplo 5.3.1 El camino P,. Para calcular W (P,) consideremos sus aristas
numeradas, e1,€s,...€m_1). Luego, para cada arista e; hay i vértices a su
derecha y n — i vértices a su sizquierda. Por el método para calcular el indice
de Wiener en drboles (Teorema 5.4.1) se sigue que

W(P) =Y i(n—i)

= _7)71(3n—2n+1)

(n—1)(n)(n+1)
6

n3—n

6

Ejemplo 5.3.2 La estrella S,,. Cada una de las aristas de S,, tiene un vértice
de un lado y n — 1 del otro lado. Usando el método del Teorema 5.4.1 al sumar
sobre las n — 1 aristas tenemos que

W(Sa) = (n—1)2

Ejemplo 5.3.3 La grdfica completa K,. Para cada uno de los n("z_l) pares de

vértices v1,ve € V(K,,) tenemos que d(vi,ve) = 1. Asi

nin —1)

—

Ejemplo 5.3.4 La grdfica bipartita completa K, ,,. Sean Vi y Va los conjuntos

de n y m vértices ,respectivamente, que definen a K, . Para cada par de
vértices de K, ,, podemos considerar tres casos distintos:

W(Kn> =

Z) v1,v9 € V7.
ZZ) V1,02 € V5.
iii) v1 € Vh y g € Vo

En los casos i) y i) la distancia entre el par de vértices es d(vy,vs) = 2, para
el caso iii) d(v1,v2) = 1. Con esto

n(n —1)

W(Kp,m) =2
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Ejemplo 5.3.5 El hipercubo H,. Consideremos a los vértices de H, etique-

tados por los elementos de {0,1}"™, donde dos vértice u = (ay,...,a,) y v =
(b1,...,bn) , a;,b; € {0,1}, son vecinos si a; # b; para algin i y a; = b;
para j # i. Podemos ver que la distancia entre dos vértices uw = (a1,...,a,) Y

v = (b1,...,byn) , a;,b; € {0,1} estd dada por la cantidad i’s tal que a; # b;.
Luego, la cantidad de vértices que estan a distancia d de un vértice fijo se
pueden calcular al fijar las d entradas que serdn distintas a dicho vértice. Asi
la cantidad de pares de vértices a distancia d estd dada por

2 25,0

veV (Hy)

De esta forma

- (- )

_ 2n—1n2n—1 = na"

Indice de Wiener

# de vértices || P, Sh K,
(n)

2 1 1 1
3 4 4 3
4 10 9 6
5 20 16 10
6 35 25 16
7 56 36 21
8 84 49 28
9 120 54 36
10 165 81 45

5.4 El Indice de Wiener en Arboles

En esta seccién se estudiard el indice de Wiener en drboles. Se muestra un
método para su calculo en este tipo de graficas asi como los drboles que hacen
que el indice de Wiener tomen su valor maximo.

Teorema 5.4.1 (Calculo del indice de Wiener en arboles) Sea T un drbol,
el indice de Wiener de T se puede calcular por la siguiente formula:

W(T) = Z UgVq,
acA

donde u, y v, denotan la cantidad de vértices a la izquierda de la arista a y a
la derecha respectivamente.

Demostracién: Sea E = E(T) el conjunto de aristas del é&rbol T'y V =
V(T) el conjunto de vértices de T. Para u,v € V, denotemos por c¢(u,v) al
camino que une a vy v. El indice de Wiener estd dado por
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W(T) = Z d(u,v).

u,veV

Sumando sobre las aristas por las que pasa el camino que une a dos vértices
y posteriormente intercambiando el orden de la suma obtenemos:

W (T)

Z d(u,v)

u,veV

1
u,vEV {e€FElecc(u,v)}

I

e€E {u,veV|e€c(u,v)}

= Z #{{u,v}le € c(u,v)}

ecE

= E UeVe.

ecE

Corolario 5.4.1 En el caso de drboles el indice de Wiener y el indice de Szeged
coinciden.

Resulta interesante ver cuales arboles son los que maximizan o minimizan
un indice topoldgico. A continuaciéon se muestra cuales arboles minimizan y
maximizan el indice de Wiener.

Teorema 5.4.2 FEl drbol que minimiza el indice de Wiener es la estrella, Sy,.

Demostracion: Sea G = (V, A) un 4rbol, haciendo uso del método para el
célculo del indice de Wiener para arboles (Teroma 5.4.1)

W(G) = Z UgVq

a€A

= Z(ua)(n — Uq)
a€A

= Z Ny — Ug>
acA

Como u, € {1,2,..n — 1} Y nu, — u,? es una pardbola, el menor valor de cada
sumando se obtiene cuando u, =1 o u, =n — 1. Por lo que

w(G) > |A(n = 1) = (n - 1) (5.6)

Luego, S,,, cumple que toda arista tiene de un lado un vértice y del otro
n — 1. Por lo tanto, S(n) minimiza a w(G). W

Teorema 5.4.3 De las grdficas conexas conn vértices la que mazximiza el indice
de Wiener es el camino formado por n vértices consecutivos, P,.
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Demostracion:

Notemos que si tenemos una grafica con un cliclo y a ésta le retiramos alguna
arista de dicho ciclo, entonces, la longitud entre caminos de vértices disminuye
o se mantiene. Por lo que podemos considerar solamente arboles. Supongamos
que T es un drbol con n vértices que maximiza el indice de Wiener W(T') y
T # P,. Luego,

W(T) = ki(n—ki) = an — k2 (5.7)

Sean x y y dos hojas de T. Ya que T # P, existe otra hoja v de T distinta
de z y y. Llamaremos rama de una hoja v al méximo camino Ram(v) de T tal
que:

1. v € Ram(V).
2. T\ Ram(v) es conexo.

3. Ram(v) contiene solamente una hoja de T.

Figura 5.3: Rama de v.

Sea u el vértice donde Ram(v) se une a T y v’ el vértice vecino de u més
cercano a x. Consideremos ahora el arbol T formado al borrar la arista uu’ y
agregar la arista vu'
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N

R(v)

v

Figura 5.4: Formacién de T’ a partir de T'.

De esta forma las aristas que no pertenecen a Ram(v) siguen aportando el
mismo valor n(n —k;) en W(T") que en W(T'). Con lo que la diferencia entre el
indice de Wiener de T" y T sélo depende del aporte que hace Ram(z) en cada
arbol. Sil = |Ram(z)| y k = |Ty| donde T, es el &rbol resultante de borrar

la arista uu’ y tomar la componente que contiene a x, el aporte de Ram(Z) a
W(T) es

!
(n+1)+2(n—2)+---+1ln-1) Zzn—z (5.8)
i=1
y el aporte de Ram(Z) en W (T") es

k+1D)(n—(k+1)+k+2)(n—(k+2)+--+(k+Dn—(k+1))

=n—1)+2(n—2)+---+1l(n—1)
+k(n—k—1)—kl+[k(n—k—2) =2k + -+ [k(n — k — 1) — Ik]

=(n—1)+2n—-2)+ - +Iln-1
+ [k(n — k) — 2k] + [k(n — k) — 4k] + - - - + [k(n — k) — 21K]

-

@
Il
-

i(n—1)+lkn—k —2kZz

-

in—1i)+1lk(n—k)—Kkl(I+1)
1

.
Il

-

@
Il
—

iln—1i)+1lk(n—k—(+1)).

Entonces

W(T') — W(T) = lk(n — k — (1 +1)). (5.9)
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Notemos que T'\ T, tiene n — k vértices entre ellos a los vértices de Ram(z)
y a u. Ademds, en el caso de que y ¢ T, entonces T \ T, también contiene
a y. En caso contrario u no se encuentra sobre el camino entre = y y, por la
definicién de rama. Esto implica que existe otro vértice vecino de u distinto de
u’ que no pertenece a Ram(z). En ambos casos

|T\ Ty| > |Ram(z)| + 2
n—k>101+2
n—Fk>1014+1.

Con esto temenos que

W (T') — W(T) = lk(n — k — (1+1)) > 0.

Por lo tanto T no era maximal.ll
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Capitulo 6

Indice de Estrada

En este capitulo presentamos el indice de Estrada. En la primera seccién se
plantean los inicios de este indice y su relacion quimica. Después damos al-
gunos ejempos y finalizamos con algunas cotas interesantes. Dentro de las cotas
mostradas se hacen dos correciones, una pequena correccién en la demostracion
de de la Pena que sin més inconveniente mantiene el mismo resultado y otra en
la demostracién de Jian-ping Liu y Bo-lian Liu en la que no fue posible arreglar
la prueba para mantener el mismo resultado, quedando este como conjetura.
Sin embrago, al tratar de evadir el paso incorrecto en la demostracién se obtuvo
una nueva cota.

En la teoria de graficas quimica el indice de Estrada fue introducido para
caracterizar el grado de doblamiento de una proteina por Ernesto Estrada en
2000 [18] Y primeramente nombrado indice de Estrada en el 2007 por de la Pefia
[14]. El indice de Estrada estd definido por la suma de la exponencial de los
valores propios de la gréfica.

EE(G) =) eM (6.1)

Esto es la traza de la exponencial de la matriz de adyacencia.

n

Z et = Z(eA)ii = Tr(e?)

i=1

El indice de Estrada también puede escribirse en términos de los momentos
espectrales M.

=1 1=1 k=0
DRI BT
k=0 i=1 k=0

Ya que M} denota la cantidad de caminos cerrados de tamano k, el indice de
Estrada puede verse como una suma ponderada de los caminos cerrados que
da menor peso a los caminos més largos [25]. De aqui se sigue que para toda

105
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grafica G con n vértices,

FEE(K,) < EE(G) < EE(K,).

Este indice tiene un a relaciéon cercana con la energia de una grafica, donde
la energia de una grafica se define como

Q) = Z IAil. (6.2)

6.1 Relacién Quimica

Cuando Estrada introdujo su indice, fue usado para estudiar el doblamiento de
las proteinas. Es importante mencionar antes de dar la motivacién quimica, que
el indice que define en su articulo original estd basado en una matriz M, que
por una parte no se calcula directamente a partir de una gréafica molecular, sino
de una gréfica auxiliar H = L?(G). Ademéds, M no es la matriz de adyacen-
cia de H. A pesar de esto, la idea de ponderar los momentos espectrales por
1/k! es 1til para cualquier matriz asociada a una grafica que nos interese y en
particular para matrices de adyacencia, que es donde més se ha estudiado este
indice. La forma en la que Estrada introdujo su indice consistia en tomar G, la
grafica quimica de un compuesto, y formar una nueva grafica L(G), donde los
vértices de L(G) corresponden a cada una de las aristas de G y dos vertice de
L(G) son adyacente si las aristas correspondientes de G comparten un vértice.
Si numeramos las aristas de G del 1 al m, las aristas de L(G) pueden ser eti-
quetadas como pares de ntimeros (z,y) € [m] x [m] y asf cada vértice de L?(G)
representa un par de aristas de la gréfica original G unidas por un vértice que
a su vez esta relacionado con cada uno de los angulos planos de la molécula.
Al volver a repetir este procedimiento se puede ver que los vértices de L?(G)
representan pares de angulos planos que comparten una arista. Cada uno de es-
tos pares representan un dngulo diedral de la molécula. A pesar de que muchas
graficas al aplicarles L resultan en una nueva grafica con una cantidad mayor
de vértices como en la figure 6.1, este no siempre es el caso. Por ejemplo, para
el ciclo C}, la cantidad de vértices se mantiene y para el camino P, disminuye.
Para introducir la informacién sobre la estructura 3D de dichos dangulos Estrada
propuso considerar la matriz M = A(L3(G)) + A, donde A(L3(G)) es la matriz
de incidencia de L3(G) y A la matriz diagonal con entradas igual al coseno de
cada uno de los dngulos diedrales de la molécula. Después considerén el vector
de los momentos espectrales M} normalisados por k!. Para evitar una seleccion
abitraria en la cantidad de elementos de dicho vector, se consideré la suma de
todos definiendo de esta manera el indice de Estrada EE(G) = Tr(e™).
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2 9
3 1, 8 10
4 6 13 11
5 12
G
2 9
3 1 8 0
7
4 6 13 11
5 12
L(G)

2,3 1,2 17 8 8,9 9,10
3,4 1,6 3,13 10,11
45 56 6,7 TR G C T
L*(G)

Figura 6.1: Grafica molecular G, transformaciones L(G), y L?*(G) del
bifenilo(C12H10).

6.2 Ejemplos

A continuacién se muestran algunos valores del indice de Estrada para algunas
graficas.

Ejemplo 6.2.1 Ya que K,, tiene como valores propios a n—1 con multiplicidad
uno y —1 con multiplicidad n — 1, tenemos que

EE(K,)=¢e""1+(n—1) "

Ejemplo 6.2.2 EI espectro de la estrella S, estd formado por los valores pro-
pios vV/n — 1 con multiplicidad uno, —v/n — 1 con multiplicidad uno y 0 con
multiplicidad n — 2. De esta forma

EE(S,)=e V"4 (n—2)+eV" L.

Ejemplo 6.2.3 El espectro del ciclo C,, es

S(Cn)Z{QCOS(?) :jEO,l,...,n—l}.

Ast, el indice de estrada de C,, es
n—1 271_]
EE(C,) = z% exp [2003 <n>] .
]:

Ejemplo 6.2.4 Para el camino P, tenemos su espectro

S(Py) = {2cos (711‘71) i 12n}
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Por tanto, su indice de Estrada es
EE(PR,) :;exp {2005 (71721)] .

Ejemplo 6.2.5 Para el hipercubo H,, sus wvalores propios son —n + 2k con
multiplicidad (Z) Por lo tanto su indice de Estrada estd dado por

EE(H,) = Z o2k (Z)

0 n
= g(e%k (Z)
=e "+ 1)" = (e + i)n

6.3 Desigualdades

Primeramente mencionamos la relacién que guardan el indice de Estrada de una
grafica y el de una de sus subgraficas.

Teorema 6.3.1 Dada una grdfica G y una subgrdfica G' de G se tiene que
EE(G") < EE(G)

Demostraciéon: Se sigue del Teorema de entrelazamiento de Cauchy 2.1.1
|
En [14] demuestran que

Vn?+4dm +8t < EE(G) <n—1+ eV,

donde t es el nimero de tridngulos de G. Considerando el valor que toman los
primeros momentos espectrales de una gréafica pueden conseguirse mejores cotas
superiores como inferiores, por elemplo la siguiente cota [36]

Teorema 6.3.2 Sea G una (n — m)-grdfica con m # 0 con t el nimero de
tridngulos, se tiene que:

\/n2 +(5+ %)m + 8t < EE(G).

Demostracién: Recordemos que

n
FE(G)* = Z e 4 Z etieM,
i=1 i#]
Usando la desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica en el
segundo término obtenemos



6.3. DESIGUALDADES 109

i#] i#£]

=n(n—1) He’\'ie’\

1<j

A1)
Ze A > n(n—1) He’\*ekﬂ')

T n—17 "=
=n(n—1) (He)”)

i=1

donde M es el primer momento espectral de G. Por otro lado, usando la
expansién en serie de potencias de e** podemos ver que

E 2N —

i=1 k=0
*Z&O*Z”l*ZQ;V*Z3|>‘23+Z 14+;]§(k!)
4 2 2/\
3 3 1=1 k=5

Ya que My = n,M; = 0, My = 2m, M3 = 6t, My > 2m y M; > 0 para i =
6,8... cuando m # 0, al sustituir obtenemos

- 4
262)‘7‘ >n+4m+8t+§m
i=0

1
+ 6B+ §)m+8t.

De esta forma, tenemos que

1
EE(G)2>n2—n+n+(5+§)m+8t

1
EE(G) > \/n2 +(5+ g)m + 8t.
|
Para el caso de cotas superiores la desigualdad superior de 6.3 puede tambien
ser mejorada al considerar los valores de los primeros momentos espectrales como
se muestra en los siguientes resultados. El primero demostrado por Bo Zhuo en
[45].



110 CAPITULO 6. INDICE DE ESTRADA

Teorema 6.3.3 Sea G una grdfica, My, sus momemtos espcectrales y kg > 2,
entonces

ko . k
EE(G) gn—l—\/2m+z% VIm)" | vEm
k=2 ’

Demostracién: Considerando la expansién en series de potencias de la expo-
nencial tenemos que

Intercambiando el orden de los sumandos y considerando el valor de los dos
primeros momentos espectrales: My(G) =ny M;(G) = 0, tenemos

EE(G)=n+0+)_ % Zn:w)’“

E>2 " i=1

considerando kg > 2, y que para k > 2;

En:Af < [zn}?] — M = (\/%)k

vl

tenemos que

ko n n
EE(G) :n+Z%ZA5+ > %Zkf
k=2 i=1 ’

k>ko i=1
]i)o n k
1 (\/ 2m)
<n+y o PIREE e
k=2 i=1 k>ko

ko kO / k
_ Mk V2a2m ( 2m) /
k=2 k=2
ko k
My — (V2
o1 Va4 S M VI e
= k!

|

Como corolario, considerando kg = 2 y que M> = 2m, se obtienen el siguiente
resultado mostrado en [14], donde consideran una demostracién analoga a la que
muestran para el Teorema 6.3. Sin embargo en dicha prueba hay un error que
puede corregirse facilmente al considerar que la suma de los valores propios es
igual a cero antes de tomar su valor absoluto.

Corolario 6.3.1 Dada G una (m — n)-grdfica se tiene que
EE(G) <n—1+eV> —\2m.

Por otro lado, al usar ky = 3 y el tercer momento espectral M3z = 6t, con t el
nimero de tridngulos de G tenemos:
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Corolario 6.3.2

EE(G)gnflf<1+%)\/2m+t+e‘/ﬁ.

El siguiente resultado se crefa cierto

Conjetura 6.3.1 Para una (n — m)-grdfica G con m > 1
EE(G) <n—1+eY?m~ 1L

Sin embargo, la prueba de [36] es erronea, pues utilizan la siguiente desigualdad
que es falsa

donde ny es la cantidad de valores propios positivos de G y A1 < -+ < A,
Observado esto y tratando de evadir tal paso pudimos llegar a otra cota superior
que a su vez muestra la relaciéon del indice de estrada con la energia de una
grafica.

Teorema 6.3.4 Sea G una (n — m)-grdfica con m # 0, entonces

EE(G)§ev2m*17\/2m71+@+n72+e*1

Demostraciéon: Sea n, la cantidad de valores propios positivos de G, podemos
escribir el indice de Estrada como

n4 n—1
EE(G) :Ze’\i + Z N 4 et
i=1 i=ng+1

n4
§Ze’\i+n—1—n+—|—6_1
i=1

Ya que m # 0 el camino P, es subgrifica de G. Luego, por el teorema de
entrelazamiento de Cauchy, A, < —1. Asi

n4 )\k
BEG) =2 D qp+n-l-nit+e
i=1Ek>0
1 o EG
:ZEZA§+H++%+TL_1_”++6_1
E>2 =1
L[] | B
<Zm[ZA? e
k>2 0 Li=1
Tomando € > Z?:n++1 A?
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EE(G)SZ%[Zm—e}%—I—M—i—@—Fn—I—Fe*l
k>2
:e‘/m—l—\/m—i—@—&—n—l—i—e‘1
:em—m+@+n—2+eﬂ.
Ya que A\, < —1 podemos tomar ¢ = 1
EE(G)geme\/er@thre*l

Nota: Para graficas bipartitas se puede tomar € = m, por la simetria de los
valores propios y obtener

E
EE(G)S@W—\/%+$+7L—2+6_1

Usando el método de separar los valores propios por su signo y ya que las
graficas bipartitas tienen un espectro simétrico, por medio de un proceso similar
al anterior es demostrado el siguiente resultado en [14].

Teorema 6.3.5 Para una grdfica bipartita G, su indice de Estrada estd acotado
por
EE(G) <n — 2+ 2ch(v/m),

donde ch(x) = % denota el coseno hiperbdlico.



Capitulo 7

Otros indices topolégicos y
medidas de centralidad

7.1 Otros indices topolégicos

En este capitulo describiremos brevemente los diferentes indices topoldgicos que
se conocen en la literatura de quimica matematica.

7.1.1 Indice de Hosoya

En una grafica G, decimos que dos aristas son independientes si no comparten
algun vértice. Un conjunto de aristas independientes es cualquier subconjunto
de F(G) donde cada par de vértices son independientes.

El indice de Hosoya, también llamado indice Z, fue introducido en 1971 [26]
por Haruo Hosoya.

Para una gréfica G se define el indice de Hosoya, Z(G), como la cantidad de
conjuntos de aristas independientes o tambien conocidos como emparejamientos.
De esta manera el indice de Hosoya puede escribirse como

E(G)

Z(G)=>_ m(G,k), (7.1)

k=0

donde m(G, k) denota el niimero de k-emparejamientos, es decir, el niimero
de conjuntos formado por k aristas de G independientes. Cuando Hosoya intro-
dujo su indice lo definié primero para el esqueleto de carbon de los hidrocarburos
saturados.

Este indice se relaciona con propiedades quimicas de algunos compuestos,
en particular el punto de ebullicién, en [26] Hosoya expone su relacién con los
alcanos.

Como mencionan en la introduccién de [34] Se ha encontrado el valor es-
pecifico de este indice para varias clases de graficas y resuelto el problema de
los valores extremos que toma el indice de Hosoya en ciertos casos. LV y YU
estudiaron el indice de Hosoya para arboles con grado maximo dado. Hamzet
obtuvo algunas férmulas para el conjunto de gréficas biciclicas, ” caterpillars” y
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estrellas duales. Seiber y Zaradka dedujeron férmulas para las cadenas hexago-
nales segin el nimero de exagonos que tienen. Wagner y Gutman coleccionaron
y clasificaron los resultados de valores extremos del indice de Hosoya y desar-
rollaron algunas herramientas ttiles en este tipo de problemas. King y Deng
encontraron el promedio del indice de Hosoya con respecto al conjunto de todas
las ”polyphelynele chains”.

Algunos resultados interesantes son mostrados a continuacién. Desde su
introduccién en [26], Hosoya ya habia visto la relacién que tiene su indice con
el polinomio caracteristico tal como lo expresa el siguiente teorema.

Teorema 7.1.1 El polinomio caracteristico de un drbol T estd dado por

m

Pr(z) = 3 (~D)*m(T, k)2 -2
k=0

Con m el mdzimo ndmero de aristas desconectadas y m(T,k) el ndmero de
conjuntos con k aristas independientes.

De esta forma, para el caso de arboles, el indice de Hosoya es la suma del
valor absoluto de los coeficientes del polinomio caractefistico.

Esto permite definir un cuasi orden entre los arboles como el mostrado con
la energia de graficas (=), donde Ty > Ty si

m(Tl, ]{7) Z m(TQ, k)

para todo k. y con Ty = To si T =Ty y Ty # T5. De esta forma si 77 > T5
entonces Z(T1) > Z(T5).

De manera similar usando el Teorema 3.5.2 y el Teorema 3.5.3 se pueden
obtener 1 los arboles con n vértices que maximizan y minimizan el indice de
Hosoya.

Teorema 7.1.2 Para cualquier arbol T con n vértices se tiene que
Z(Sn) < Z(T) < Z(Py),

donde la igualdades se alcanza solamante cuando T = S, yT = P, respectiva-
mente.

Demostracién: Se sigue directamente del Teorema 3.5.2 y el Teorema 3.5.3
y del hecho que los coeficientes del polinomio caracteristico de un arbol son
precisamente los emparejamientos de la grafica. W

El siguiente resultado puede ser de mucha utilidad al calcular el indice
de Hosoya de distintas gréaficas ya que permite ir partiendo el problema para
graficas mas chicas.

Teorema 7.1.3 Sea G = (V, E) una grdfica, entonces:
i) Siuwv € E entonces, Z(G) = Z(G —uwv + Z(G — {uv}))
it) Siv €V entonces, Z(G) = 3, en(w) Z(G — {u,v})

it1) si G1...Gy son las componentes conexas de G, entonces Z(G) = H?-:l G;
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Corolario 7.1.1 Para el camino Py, el indice de Hosoya sigue la serie de Fi-
bonnacci, es decir, Z(P,) = F\.

Demostracién: Notemos que Z(P;) = 1, Z(P2) = 2. Por otro lado, para
n > 2, consideremos a e una arista en el extremo de P,. Por el insiso i) del
teorema anterior, tenemos que

Z(Py) = Z(Pa_1 + Z(Pa_5)).

Que es la recursién de Fibonacci. Ademds Z(Py) = Foo y Z(FP2) = Fe por lo
que Z(P,) = F\ paran € N. B Otra demostracién de este resultado asi como
otras relaciones con los nimeros de Fibonacci pueden encontrarse en [27].

7.1.2 Indice de hiper-Wiener

El indice de Hiper-Wiener es una generalizacién del indice de Wiener y fue in-
troducido por Randié¢ en 1993. Este indice en un principio se defininé solamente
para drboles, de una forma similar al método para calcular el indice de Wiener
que se menciona en el capitulo correspondiente 5.4.1. En esta ocasién en lugar
de considerar solamente las aristas se consideran los caminos que unen a cada
par de vértices. De manera mas precisa, para un arbol 7'y un camino d que une
a los vértices ¢ y j consideramos los subarboles 77 y T» formados por las dos
componentes conexas resultantes de borrar de T' el camino d salvo los vértices
i, 7 y las ramas unidas a d salvo las unidas a los vértices ¢, j. nombramos
n1,q = |T1| y n2,q = |T2|. Se define el indice de Hiper-Wiener de T’ como:

WW(T) = niansa
d

15
T

Figura 7.1: Componentes obtenidas al borrar el interior del camino 4,j y las
ramas incidentes a €l
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Es conocido que dentro de conjunto de arboles con n vértices, el indice de
hiper-Wiener WW alcanza su minimo valor con la estrella S, y su méximo valor
con el camino P,.

En [32] Klein, Lukovitz y Gutman extendieron la definicién del indice de
hiper-Wiener para cualquier grafica conexa y no solo arboles. Notaron que el
producto ni gng 4 cuenta la cantidad de caminos d’ que son externos de d. Es
decir d C d’, pues todo camino externo de d tiene un extremo en T; y otro en
T5. De esta forma, el indice de hiper-Wiener puede expresarse como

WW(T) =Y #{d:dcd}=> Y lucay
d d d
=3 lycay =Y _ #{d:dcd}
d d d’

Es decir WW (T') puede escribirse en terminos de los caminos internos d de d’
(dcd).

T

Figura 7.2: Caminos externo a d con cada uno de sus extremos sobre 77 y 15

Dado un camino entre dos vértice 4, j, este tiene d(i,j) + 1 vértices y por
tanto, hay £((d(i,5) + 1)(d(i, j))) caminos internos a él. Asi

1 . . a2
i,j€V(T)
Esto permitié extender el indice de hiper-Wiener a graficas conexas general
dando la siguiente definicion, que al igual que la definicién del indice de Wiener
depende de la distancia entre los pares de nodos de la grafica.
Para una gréfica conexa G el indice de hiper-Wiener esta definido como

WW(G):% S d(u,v) + d(u,v)? (7.2)
u,veV(G)

Hemos de notar que Gutman introdujo en [22] una variante del indice de
hiper-Wiener, considerando la cantidad de vértices entre los pares de vertices ¢,
7, denotando a esta variacién WW. De esta forma para un arbol 7T'.

WW(T) = Zm,dnz,dn&d (7.3)
d

con ny +ng = nz +n donde n es la cantidad de vértices de T.
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7.1.3 Indice de Zagreb

El indice de Zagreb fue considerado primeramente por Trinajsti¢ en 1972 [20],
donde examinaron la dependencia de la energia de los m-electrones con las es-
tructura molecular y vieron que en una aproximaciéon de la energia de los -
electrones, dos términos aparecian. El primero,

M, = Z d(v)?, (7.4)

veV

donde la suma corre sobre los vértices de la grafica molecular. El segundo,

My =) d(u)d(v), (75)

uwveE

con la suma corriendo sobre las aristas de la grafica molecular. Para cualquier
grafica G en general se define El primer indice de Zagreb como la suma de los
cuadrados de las grados de sus vértices,

M(G) =} d), (7:6)

veV(G)

y el segundo indice de Zagreb como la suma del producto de los grados de los
pares de vértices adyacentes,

My(G)= ) dwd(v). (7.7)

u,vEE(G)

Notemos que el segundo indice de Zagreb coincide con el indice generalizado
de Randi¢, R;, por lo que omitimos su andlisis al ya estar contenido en el
Capitulo 4.

En [23] podemos encontrar varias propiedades de primer indice de Zagreb
que no estan, M, como los arboles con maximo y minimo primer indice de
Zagreb, asi como varias cotas para Mj.

2

Teorema 7.1.4 Dada una n,m-grifica G yp = LTJ’ tenemos que

22p+1)m —p(p+ l)nSMl(G)Sm( 2m1+n—2> (7.8)

n—
La cota superior fue dada en [13] y la cota inferior en [11]

Corolario 7.1.2 Dado un drbol T, se tiene que
dn—6 < M(T) <n(n-—1).

2|

Demostracién: Basta ver que en un arbolm = n—-1y p = L
{MJ = LZ — %J =1 y sustituir en 7.8 A

n

Teorema 7.1.5 Entre los drboles con n vértices, el camino P, minimiza el
indice de Zagreb.
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Demostracion: El primer indice de Zagreb del camino P,, estd dado por
M P, =2(1%) 4+ (n — 2)(2%) = 4n — 6.
Con esto y la primer desigualdad de 7.1.6 tenemos el resultado deseado B

Teorema 7.1.6 Entre los drboles con n vértices, la esrtrella S, mazimiza el
indice de Zagreb.

Demostracion: El primer indice de Zagreb de la estrella S, esta dado por
Mi(Sy) =(n—1D1%+(n—1)*= (n)(n —1).

Con esto y la segunda desigualdad de 7.1.6 obtenemos el resultado deseado. W
Algunas propiedades sobre el segundo indice de Zagreb son descritas en [12] y
se muestran a contnuacion.

Es facil ver que al borrar las aristas de una gréfica, su segundo indice de
Zagreb decrece. De esto se siguen los siguientes resultados.

Teorema 7.1.7 Sea G es una n-grdfica diferente de K, y de K,,. Entonces,
M2<K7n) < MQ(G) < MQ(Kn)

FEs decir

0 < Mz(G) < %n(n —1)%.

Lema 7.1.1 La n-grdfica conexa con menor sequndo indice de Zagreb es un
drbol.

Teorema 7.1.8 Entre los drboles de tamano n, el camino P, minimiza el se-
gundo indice de Zagreb y consecuentemente minimiza el indice de Zagreb entre
las n-grdficas conexas.

Demostracion: Notemos que el segundo indice de Zagreb es el indice de Randi¢
R, con exponente o = 1. de esta manera del Teorema 4.5.1 se sigue directa-
mente el resultado.

Teorema 7.1.9 Entre los drboles de tamano n, la estrella mazrimiza el segundo
indice de Zagreb.

Demostracién: Notemos que el segundo indice de Zagreb es el indice de Randié
R, con exponente o = 1. de esta manera del Teorema 4.5.4 se sigue directa-
mente el resultado.

7.1.4 Indice de Padmakar-Ivan e Indice de Szeged

El indice de Szeged, publicado por primera vez en 1994, [16] y el indice de
Padmakar-Tvan en 2001, [31], tienen varios aspectos similares. El primero y méds
notorio es que ambos suman un ntmero que consideran los vecinos més cercanos
a los vértices de cada aristas, como se puede observar en la definicién de cada
uno, los cuales se describren a continuacién.

El indice de Szeged, para una grafica conexa G, estd definido por
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Sz(G) Z ny(e)ny(e) (7.9)

e=uveE(G)

Donde, para una arista e = uv , ny(e) es el ndmero de vertices més cercanos
auqueavy n,(e)esel nimero de vertices més cercanos a v que a u.

Por otro lado, el indice de Padmakar-Ivan de una grafica G, se define como
la suma sobre las aristas e = uv de los vértices que no equidistan de u y v.
Segiin [42], esto puede escribirse como

PL(G)= Y (V(@)|-Nae)= Y  (nule)+ny(e), (7.10)

e€E(G) e=uwve€E(G)

donde Ng(e) es el nimero de vertices equidistantes de v y v para una arista
e = uv. Notemos que estos dos indices estan relacionados al sumar sobre las
aristas y contar los vetices mas cercanos a los extremos de las mismas. De forma
similar, tambien existe el indice de Padmakar-Ivan para aristas [42] denotado
por PI.. el cual se puede escribir como

PL(G)= Y (B@G)|-Male))= Y (mule)+my(e), (T.11)

e€E(G) e=uwv€E(G)

con Mg(e) el niimero de aristas equidistantes a v y u para e = uv, y my(e)
las aristas més cercanas a v que a u, my(e) las aristas més cercanas a u que a
v. A continucacién se explica un poco de cada uno de estos indices y algunas
propiedades importantes.

En 1994 fue por primera vez publicado un novedoso invariante para gréaficas
basado en distancias, [16],que no fue nombrado en ete ni tres publicaciones
posteriores, la falta de un nombre para este indicador era molesta, asi que en
1995 se le denominé el indice de Szeged, ciudad donde se encontraba unos de
los autores al momento de publicar este indice por primera vez, y fue denotado
Zs. Como podemos ver en [24], se han hecho varias publicaciones del indice
de Szeged despiies de su introduccén, aqui mencinonamos solamente algunos
resultados.

El indice de Szeged, para una grafica conexa G, estd definido por

Sz(G) D nule)nu(e) (7.12)

e=uveE(G)
Donde, para una arista e = uv , ny,(e) es el ndmero de vertices méas cercanos

auqueavy n,(e)esel nimero de vertices més cercanos a v que a u.

Teorema 7.1.10 Si G es una grdfica conexa, distinta de Ky ,—1 y Py, entonces
Sz(Kipn-1) < Sz(G) < Sz(P,).

en [24], se muestra un teorema interesante, que relaciona el indice de Wiener y
el indice de Szeged, perticularmente para drboles establece que Si T' es un arbol,
entonces Sz(T) = W(G). Este resultado ya fue mostrado en la seccién del indice
de Wiener (Corolario 5.4.1). El indice de Ivan-Padmakar fue introducido en 2001
[31], donde estudiaron sus aplicaciones quimicas. Algunas de las aplicaicones
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quimicas y relacionadas con la nanociencia fueron estudiadas en [4, 37]. El
indice de Padmakar-Ivan de una grafica G, se define como la suma sobre las
aristas e = uv de los vértices que no equidistan de u y v. Segun [42], esto puede
escribirse como

PI(G)= Y (V(@|=Ne(e)= Y (nule)+nye), (7.13)

e€EE(Q) e=uwvEE(G)

donde Ng(e) es el nimero de vertices equidistantes de u y v para una arista
e = uv. A continuacion se muestran algunos resultados del indice de Padmakar-
Ivan. En [40], encontraron las siguientes cotas para este indice.

Teorema 7.1.11 Sea G una n-grdfica, con n > 4. Entonces,

pricr a2 2]

Teorema 7.1.12 Sea G una n-grdfica. Entonces,

PI,(G) > n(n—1).

7.2 Medidas de centralidad

Dentro de los sistemas complejos una red es un conjunto de los componentes de
un sistema, llamados generalmente nodos o vértices, y la interaccion dirigida que
hay entre ellos, llamados ”links” o aristas. Segun la naturaleza del sistema las
redes pueden representarse por medio de distintos tipos de graficas (multiples,
dirigidas, con pesos, etc.). Un ejemplo son las redes profesionales, donde las
personas son representadas por medio de nodos y las interacciones laborales por
medio de links o aristas que a su vez pueden ser de importancia en el éxito
de una compania. También estin las redes de amistad con usos dentro de la
sociologia y la mercadotécnia. Més ejemplos pueden ser encontrados en [5, 41].

Las medidas de centralidad son valores que se asignan a los nodos de una red
que indican la importancia de un nodo dentro de la grafica. Generalmente se
representan en forma de un vector([41]). Distintas caracteristicas de los nodos
pueden ser consideradas mas importantes segin el estudio de la red por lo que
existen distintas medidas de centralidad. Por ejemplo, a veces un vértice se
dice importante por lo conectado que estd a otros, lo que podria relacionarse
con la cantidad de vecinos que tiene, mientras que otras ocaciones un vértice
puede considerarse méas importante en cuanto mas caminos pasen por él. En
esta seccién mostramos brevemente algunas medidas de centralidad asi como su
relacién con algunos indices topoldgicos.

7.2.1 Centralidad de grado

La medida de centralidad mas simple es el grado de un vertice. Las graficas
dirigidas tienen grado de entrada y grado de salida y ambas pueden ser ttiles
como medidas de centralidad. En una red social parece rasonable suponer que
un individuo que tiene conexiones con mucho otros pueda tener mas influencia, o
acceso a la informacién o prestigio que aquellos que tienen menos conexiones. Si
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describimos la centralidad de grado de G por el vector X,(G), podemos expresar
el primer indice de Zagreb de la siguiente forma

Z1(G) = Y & =|X,(@),
veV(G)

donde d,, es e grado del vértice v.

7.2.2 Centralidad de eigenvector

Una extencién de la centralidad de grado es la centralidad de eigenvector. A
veces la importancia de un vertice aumenta si estd conectado con otros vértices
que son por si mismos importantes. El concepto de centralidad de eigenvector
le da a cada vértice una puntuacién proporcional a la suma de las puntuaciones
de sus vecinos. Podriamos empezar estableciendo x; = 1 como centralidad para
cada vértice ¢ y usarla para calcular una mejor, z’;, como sigue,

VE
I A
Ty = ijLjs
J

dénde A = (A;j)i; es la matriz de adyacencia. Escrito de forma matricial
7' = Az, donde z es el vector con entradas x;, y después de ¢ pasos tenemos la
expresion

z(t) = A'z(0).

Si escribimos z(0) como combinacién lineal de los eigenvectores, v;, de la matriz
de adyacencia, x(0) = >, ¢;v;, entonces

t
z(t) = At E Civ; = E cikiv; =kt E c Uzl} ,
, - , 1

donde k; son lo eigenvalores de A y k; es el mayor de ellos. Como ,’:—i < 1 para
i # 1, en el limite cuando ¢ — oo obtenemos x(t) — c1kiv;. Es decir, el
vector limite de centralidades es proporcional al principal vector propio. Lo que

nos dice que z cumple
Azx = kyx.

De esta forma la centralidad del vértice i es proporcional a la suma de las
centralidades de sus vecinos,

€Tr; = k’;l E Aijxj~
J

Notemos que no estamos fijando una normalizacién de la centralidad de eigen-
vector. Sin embargo, tipicamente esto no importa porque nos fijamos en los
vértices que tienen mayor o menor grado.

La centralidad de eigenvector se puede calcular tanto para graficas dirigidas
como no dirigidas. Sin embargo, funciona mejor para gréficas no dirigidas.
Para el caso dirigido generalmente se toman los eigenvectores derechos. Esto es
debido a que en las redes dirigidas, la centralidad es otorgada por vértices que
apuntan hacia uno, en lugar de los que salen. Hay algunos factores que pueden
generar problematica a la centralidad de eigenvector en gréficas dirigidas. Por



122  CAPITULO 7. OTROS INDICES Y MEDIDAS DE CENTRALIDAD

ejemplo, los vértices de una gréfica que apuntan a otros vertices y ningtin vertice
apunta a ellos tendran centralidad cero y por tanto los vertices alimentados
de estos ultimos tambien. Maés especificamente, sélo los vértices que estan en
una componente fuertemente conexa, o su componente de salida pueden tener
centralidad de eigenvector no cero.

7.2.3 Centralidad de Katz

Una solucién al problema que se presenta con la centralidad de eigenvector en el
caso de gréficas dirigidas con los vértices que no son apuntados por otro vértices
es la siguiente. A cada vértice le damos una pequena cantidad de centralidad
gratis. Definimos entonces

X, = aZAijmj + 8,
J

donde « y B son constantes positivas. Esto significa que los vértices que son
apuntados por muchos otros vértices tendrdn una centralidad alta. Ademés
aquellos que son apuntados por otros vértices con gran centralidad también. En
términos matriciales esto es

r = adAx + [l

Donde 1 representa al el vector (1,1,1,...). Reordenando para z y tomando
8 =1 tenemos
r=(—ad) 'L

Para hacer la elecciéon de o notemos que la primera vez en que
det(A—a 'T)=0

es cuando a~! = ki, el eigenvalor més grande. Asi que debemos tomar val-
ores de a menores que k;'. Al tomar un valor de a cercano a % se obtiene
una centralidad que es cercana a la original centralidad de eigenvector pero da
valores distintos de cero en vértices que no estdn en las componentes fuerte-
mente conexas. Una posible extensién de esta centralidad se obtiene variando el

parametro 3 para cada vértice. Definiendo una medida de centralidad general

T, =« E Al]l’j/}l
J

7.2.4 PageRank

La centralidad de Katz tiene una caracteristica no muy deseada. Si un vértice
con centralidad alta apunta a muchos otros entonces estos vértices también ob-
tienen centralidad alta. En muchos casos un vértice tiene menor valor si es
apuntado entre muchos otros vértices que también son apuntados. Una forma
de reflejar esto es definiendo una variacién de la centralidad de Katz. En esta
variacion un vértice deriva a sus vecinos una cantidad proporcional a su cen-
tralidad dividida por el grado de salida.

T
xi:aZAiijiZLt +,@
7 J
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Para resolver el problema cuando k;-’“t = 0 podemos cambiar k; por 1. Asi en
exprecién matricial tenemos

z=aAD 'z + Bl

Con D la matriz diagonal D;; = max(k{"*,1) Reordenando y fijando 8 = 1
tenemos
r=I—aAD )" =D(D - ad)”

esta centralidad es conocida como PageRank. Al igual que con la centralidad
de Katz podemos generalizar el PageRank al caso dénde la constante sumada
es diferente para cada vértice

-
T = QZ]AU*]]%O‘M + B

Finalmente también podemos tomar la versién sin el término 8
Ty = o 2 :AZJ kout

Para graficas no dirigidas es facil de ver que: x; = ki.

7.2.5 Centralidad de cercania

Otra medida de centralidad es la centralidad de cercania, que mide la distancia
media de un vértice a otros. Para cada uno de los vértices j € V(G) la distancia
promedio sobre todos los vértice i € V(G) Denotamos por d; ; = d(i,7) a la
distancia enttre los v’ertices ¢ y 7, y definimos

i
J

Donde n es el tamano de la grafica. Esta medida toma valores bajos para
los vértices que estan separados de otros por una distancia corta en promedio.
Algunos autores excluyen el termino cuando j =14

1
=2 di.

J#i

Se define entonces la centralidad de cercania como C; = o si se excluye la

1
10
distancia hacia el mismo vértice C; = ll/ En este caso la centralidad de cercania
se relaciona con el indice de Wiener pues para una grafica conexa G tenemos

que
= > dy= Zzz_ Zc—

1,jEV(G)

o bien en el caso de excluir la distancia hacia el mismo vértice
n

i,jEV(Q) i=0 i=0
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La centralidad de cercania es muy natural, pero tiene algunos problemas.
Uno de ellos es que sus valores tienden a abarcar un rango dindmico chico. Esto
hace que sea dificil distinguir entre los vértices centrales y menos centrales.
Otro problema es cuando trabajamos con una grafica con mas de una compo-
nente conexa. En este caso para todo i, j la distancion es infinito y asi C; = 0
para todo i. Para solucionar este problema, hay dos alternativas. La primera
es promediar sélo sobre los vértices de la misma componente conexa. Sin em-
bargo, Para vétices en componentes pequenas la distancia suele ser mas pequena.
Esto suele dar medidas de proximidad mas grandes a vértices en componentes
pequenas que en los vértices en las componentes mas grandes. Este compor-
tamiento usualmente no es deseado, ya que los vértices en componentes mas
grandes suelen considerarse mejor conectados. Una mejor solucién es redefinir
la centralidad de proximidad promediando en términos de la media armoénica.

1 1
ol = -
¢ n—lzd”
Jj#i

De esta forma si i, j estdn en diferentes componentes, la aportacién de % es
1]

cero. Ademds a los nodos més cercanos se le da mayor peso que a los méas
lejanos. En una red con solamente una componente conexa la distancia media

es
1 1
= ﬁZdzj = EZQ.
1] 7

Para varias componentes, tenemos como antes el mismo problema. Para
vértices en distintas componentes su distancia es infinita. Una forma de solu-
cionarlo es promediar sobre la misma componente conexa. Asi

_ Zm Zi,je{cm} dij
2 Min '

Una mejor aproximacién puede hacerse usando la media armoénica.

1 1 1
SETETP I PP

2

l

7.2.6 Centralidad de intermediacién

La centralidad de intermediacién mide el grado en el que un vértice se encru-
entra sobre caminos entre otros vértices. Los vértices con alta intermediacion
son aquellos que al removerse de una red causardn mayor disturbio en la comu-
nicacion.

Consideremos una red no dirigida con a lo mas un camino mas corto entre
cada par de vértices. Sea n’, igual a 1 si el vértice i estd sobre un camino mds
corto entre s y t, y 0 si no. Entonces, la centralidad de intermediacién esta dada

por
T = Z Ny
s,teV(G)

En general s y t se consideran que estan sobre el camino mas corto entre s y t y
que no se excluye el caso cuando s = t. También notemos que el camino que va



7.2. MEDIDAS DE CENTRALIDAD 125

de s a t es considerado distinto que el camino que va de t a s. Con esta tltima
enconsideracién, esta definicion puede ser usada tal cual para graficas dirigidas.
Cuando tenemos un arbol, la centralidad de intermediacion se puede relacionar
con el indice de Wiener o el indice de Zseged, que, como ya se menciond, en el
caso de arboles coinciden. Dado un arbol T, como el camino de que va de un
vértice a otro es Unico y por tanto es el mas corto, se tiene que

Zs(T)=W(T)= > d(s1)

s,teV (T)

= Z Z 1{v1€c (s,t)} — 1)
s tEV(T =1

= Z Z 1{1)160 (s,t)} — Z 1
=1 s,teV(T) s,teV (T)

= E T; — ’I’L2,
i=1

donde c(s,t) denota al camino que une a s con t. Hay una extensién natural
en el caso en el que hay més de un camino mas corto entre dos vértices. Este
consiste en dar un peso a cada camino inversamente proporcional al nimero de
caminos. Asi podemos expresar la centralidad de indeterminacién para una red
general redefiniendo n%, como el nimero de caminos mas cortos de s a t que
pasan por i. Y definiendo gs; como el niimero total de caminos geodésicos de s
a t. Luego, la centralidad de intermediacién de un vértice i es

7
n
§ : t
Xr; = 75.
st

st

La centralidad de intermediacién difiere de otras medidas que se han dado,
pues no mide que tan bien conectado estda un vértice, si no que mide que tanto
aparece en el camino que uno a otros vértices. Otra propiedad interesante de
la centralidad de intermediacion es que sus valores tipicamente son distribuidos
sobre un rango amplio. El maximo valor posible se logra cuando el vértice se
encuentra sobre el camino més corto entre todos los otros pares de vértices,
esto ocurre en el vértice central de una grafica estrella, cuya centralidad de
intemediacién est’a dao por n? —n + 1. Por otro lado, el menor valor posible de
la centralidad de intermediacién es 2n — 1, que se da cuando la red tiene una
hoja.
Para obtener un valor entre cero y uno, se suele normalizar usando el nimero
de caminos posibles. Asi,
1 i
xTr; = ﬁ Z Mgy
st

Otra opcién es dividir entre el dximo valor intermediacién con lo que obtenemos
T; = _ E nt
;=
n?—n+1 " st

La centralidad de intermediacién como se ha definido somalente considera
los caminos mé&s cortos, pero un mensaje no siempre viaja por el camino méas
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corto. Hay otras variantes de la intermediacién. Por ejemplo, la intermediacion
de flujo. Estd basada en cual es el maximo flujo que puede pasar a través
de una grafica. Considerando que cada arista puede soportar un flujo de una
unidad el maximo flujo que puede pasar entre un vértice fuente, s, y un vértice
objetivo, ¢, es igual al nimero de caminos disjuntos (por aristas) que hay entre
s y t. De esta forma, para la intermediacién de flujo podemos tomar n’, como
la cantidad de caminos independientes entre s y ¢ que pasan por i. Sin embargo
esto trae un gran problema, Ya que los caminos disjuntos entre dos vértices no
necesariamente son tnicos. Para resolver esto, se toma el maximo valor posible
entre las distintas selecciones de caminos.

La intermedicién por flujo cuenta méas caminos que al considerar los caminos
més cortos. Sin embargo, hay muchos caminos que no toma en cuenta. Otra
variante que cuenta todos los caminos es la intermedicion de caminata aleatoria.
En esta variante la intermediacién es definida de la siguiente manera: z; =
> 1y, siendo ahora n’, la cantidad de veces en el que una caminata aleatoria
de s a t pasa por 1.

7.2.7 Centralidad de subgrafica

Estrada y Rodriguez-Velazquez introdujeron esta medida de centralidad en el
2005 [19]. La centralidad de subgrafica caracteriza la participacién de cada nodo
en todas las subgraficas de una red dando mayor peso a las graficas mas chicas
que a las mas grandes. La centralidad de subgrafica puede ser obtenida a partir
del espectro de la red (El espectro de la grafica asociada).

Varias centralidades no diferencian vértices con distinto lugar dentro de la
estructura de la gréfica. Por ejemplo, en una grafica regular, la centralidad
de grado o la de eigenvector asignan el mismo valor a cualquier vértice. Para
capturar la diferencia en estas estructuras Estrada y Rodriguez-Velazquez con-
sideraron las subgréficas conexas a las que pertenece cada nodo, para hacer esto
se fijaron en que en una gréfica G = (V, E). Para un vértice v € V se considera
cada uno de los caminos cerrados que van de v a v, cada uno de estos camino
define una subgrafica de G que es conexa y que contiene a v. La forma de definir

estos caminos es la siguiente. A un camino cerrado v = ug ~ Uy,...,~ U = U
se le asigna la subgréfica con conjunto de vértices {u1,...ur — 1} y conjunto
de aristas {(ug,u1), (u1,u2) ..., (ur — 1,ux)}. Notemos que los nodos y aristas

descritos de esta manera pueden repetirse y distintos caminos pueden describir
una misma subgrafica.
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Caminos de tamano 4 Subgrafica correspondiente

= = .-

.—)—ﬂﬁ—(—.

]
o

Tabla 7.1: Gréaficas obtenidas de los caminos de tamano 4

El niimero de caminos cerrados de tamano k que empiezan en el vértice 7 esta
dado por el momento espectral p;(i) = (A%);;, donde A = Ag. Al considerar
las graficas definidos por los caminos de tamanos 1,2...,%k podemos ver que
las gréaficas mas pequenas aparecen una cantidad de veces mayor. Asi, para
considerar todas las subgréaficas que tienen a un vértice i se quiere considerar la

serie,
o0
> (i)
k=0

Sin embargo, esta serie no converge, por lo que se debe definir la centralidad de
subgrafica como

o Ak (4)

. k
Co(i) = o (7.14)

k=0
que sigue dando un mayor peso a las graficas més chicas.

Veamos ahora una forma en la que se puede expresar la centralidad de
subgrafica por medio de el espectro de G. Empecemos por ver que efectiva-
mente (7.14) es convergente. Si A1,..., A, son los valores propios de G y A1 es
el mayor, entonces

D (AF) =Tr(AR) =) A <nif,
= =0

i=1

y por tanto (A*);; < A¥. De esta forma
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Del teorema de descomposicién espectral (Teorema 2.1.2) podemos escribir
la matriz de adyacencia como Ag = UDU!, con U unitaria, con filas formadas
por los vectores propios de A y D una matriz diagonal formada por los valores
propios de de A. Por lo tanto (Ag)F = UDFU*. Ast

pi(i) = (A¥)i =D UMUL =Y N (0))?
j=1 j=1

donde vjes la i-esima entrada del vector propio asociado A;. Asi

=2 T

k=0 j=0

que precisamente es la entrada (i, ) de la exponencial de la matriz de adyacencia
Ac
e,

7.2.8 Energia de vértices

Un refinamiento de la definicién de energia de gréficas fue introducida en 2018,
por Arizmendi y Juarez Romero, donde se define lo que se podria ver como
el aporte que cada vértice de une grafica tiene en la energia total de dicha
grafica [3]. Usando el hecho de que £(G) = Tr(|Ag|), donde Ag es la matriz de
adyacencia de G y el valor absoluto de Ag se define como |A¢g| = (AgAg)%, se
define la energia de un vértice v; de G como

Ea(vi) = |Aalii-
De esta forma

G) = ZEG(U1)~

Consideremos ¢; : M,, — C como ¢;(A) = A;;. Este funcional positivo es
muy util para encontrar la energia de vértices ya que Eg(vi) = ¢:(|Ag])-

Teorema 7.2.1 Sea G una grdfica, v; € V(G) y d; el grado de v;, entonces

Demostracion: Sea A la matriz de adyacencia de G. Usando la desigualdad
de Holder para ¢; (Lema 2.1.4) con p = ¢ = 2 y las funciones f(A) = |A] y
g(A) = I, tenemos
$i(|Al) < dil|A]*)2es(17)/2.

Asi
Ea(vi) < Voi(A2) = \/d;.

Para acotar la energia de vértices por abajo haremos uso de los siguientes
resultados.
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Teorema 7.2.2 Para una grdfica G con vértice vy, ...,v, y valores propios
A,y An la energia de cada vértice se puede escribir como

Ea(vi) = sz'j|>\j|,
=1

donde Y1 pij =1y Z;;l pij = 1. Mds ain, p;; = u3;, donde U = u;; es una
matriz ortogonal formada por los vectores propios de G.

Demostracion: Usando el Lema 2.1.2 con la funcién f(z) = |z| y recordando
que f(A) = |A| se sigue el resultado.

Teorema 7.2.3 Sean d; los grados de los vértices y \; los valores propios de
una grafica G, entonces
n
di = ZPijA?,
j=1

donde pij > 0, Y0 piy = 1y > piy = 1. Al igual que en el teorema

anterior p;; = u?j. donde U = w;; es una matriz ortogonal formada por los

vectores propios de G.

Demostracién: Sea A la matriz de adyacencia de G. Como A% = d;, del
Lema (2.1.2) usando f(z) = 22 se obtiene el resultado.

Teorema 7.2.4 Sea G una grdfica con por lo menos una arista, vy, ...,v, Sus
vértices, d; su grado correspondiente y A el grado mdximo, entonces

d;
) > —
€a(vi) 2 §

Demostracién: Como |z| > 2% para z € [—1,1], Como A\; < A y por tanto

i < A con lo que
2
S (N
- A b

2
Pij| Al Z,’%Kj-

es decir

Sumando sobre los distintos valores de j, tenemos

n

> Ea(vi) = piglAy| = ZPinj =2 X
Jj=1 J

]

Teorema 7.2.5 Sea G una grdfica de tamafio n con al menos una arista y sean
k>2,0<p,q tal que 1 = % + %, entonces

(65(14))"
(65| A= 1+1) F

< &(vy),

para j =1,....,n.
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Demostracion: Usando el lema de Holder (Lema 2.1.4) con f(A) = |A|k_7
g(A) = |A\% obtenemos

8,04 5) ™" (s5418m)
B4 )’

1y 0\ 1/p
&, (| AJP* p(1 ))) S(vj)l/q

65 (|AI) = ¢, (1A~ 7]A]7)

IN

E(v;)*

<(
(
(
= (6,041~ 040)) 7 gy,

1/p

Dividiendo entre (¢;(JA[PH=D+1)) " y elevando a la ¢ obtenemos la de-

sigualdad deseada. W

Corolario 7.2.1 Para una grdfica G de tamafio n con por lo menos una arista

se tiene que
a>/?

- J < .
M4(G,j)1/2 — 6(’()])’

donde M4(G,j) es la cantidad de caminos cerrados de tamario 4 que empiezan

en el vértice j y d; su grado.

Demostracién: Tomamos k = 2,p =3 y ¢ = 3/2, entonces

6,(42)"/2
W < E(v;).
Notando que ¢;(A?) =d; y ¢;j(A*) = M4(G, j) obtenemos el resultado. W

En [2] relacionan la energia de gréficas con el indide de Randié, para esto
primero demuestran el siguiente teorema [2].

Teorema 7.2.6 Sean v; y vj dos vértices conectados de una grdfica simple (no
dirigida) G, entonces E(v;)E(v;) > 1.

Demostracién: Sea A(G) la matriz de adyacencia de G. Luego, podemos
escribir A(G) = UDU® Donde U = {ug;} es ortogonal y D = {dj;} es una
matriz diagonal con dir = A y los Ag’s son los valores propios de A(G).
Luego, por el Teorema 7.2.2, E(v;) = Y, ufy || y E(v;) = 3o uFy| Ae|. Ademis
A(Q)ij = Yo, wiujr k. Ya que v; y v; estan conectados, entonces A(G);; = 1.
Consideramos ahora los siguientes vectores

v = (uit VMl - Uin V| Anl)
w = (ujlsigno\l) VALl anSlgn( )V [ Anl)-

Luego,
2
= (Z Uikujk)\k> =1,
k
llol[> =D wirl Akl = E(a),
k
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||w]? = ZuykIAkI v5)-
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que
1= (v,w) < Jvf[[|[w]| = E(v:)€(v))

|
El siguiente teorema [2], muestra que la energia de una gréifica es por lo
menos dos veces el indice de Randic.

Teorema 7.2.7 Sea G una grdfica, entonces
£(G) = 2R(G),
donde R(G), es el indice de Randi¢ de G.

Demostracién: Sea G = (V, E). Para cada arista e = vw se define £(e) =
E(v)/deg(v) + E/deg(u). Por un lado,

() Ew)
2 E0=2 (deg<v> * deg<w>)

o ey
PR TONP IR
%;;g 1 2 ¥ gt
. % ;5(0) +3 zejvg(w)
£(G) + %5(0)
_ &),

Por otro lado, por la desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica,
considerando la arista e = uv y usando el Teorema 7.2.6, tenemos que

E) | Ew) _, 5(@)5(U)

Ele) = deg(v) + deg(w) — deg(v)d \ /deg deg

Sumando sobre todas las aristas de G, se sigue que

= 2R(G).

1
=2 fez2 ) ————
e€E(G) vw€e€E(G) deg(v)deg(w)
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