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Resumen

Esta investigacion doctoral aborda la mejora del andlisis matemaético de los modelos
de simulacion en Dindmica de Sistemas (SD), un area fundamental para la represen-
tacion y el control de sistemas complejos. Los modelos tradicionales de SD, a pesar
de su amplia aplicaciéon, presentan limitaciones en su formalizacion matematica, lo
que restringe la precision del anéalisis y la eficacia en el control de estos sistemas. El
problema central de la tesis radica en estas limitaciones, las cuales impiden un aprove-
chamiento 6ptimo de los modelos en diversos escenarios de simulacion, especialmente
cuando se enfrentan a sistemas no lineales y dinamicas complejas. En este contexto, el
objetivo principal de la tesis es desarrollar una metodologia avanzada y rigurosa que
integre técnicas innovadoras, como el control moderno, el calculo fraccionario y el calcu-
lo conformable, con el fin de mejorar la representacion matematica de estos modelos y
fortalecer su capacidad de anélisis y control.

La investigaciéon se organiza en cinco etapas sucesivas que abordan diferentes as-
pectos del proceso de modelado, anélisis y control de sistemas dindmicos. La primera
etapa consiste en un anélisis detallado de los modelos tradicionales de SD, con el fin de
identificar las limitaciones en su estructura matematica y proponer areas de mejora que
puedan formalizar de manera mas precisa los modelos utilizados. En la segunda etapa,
se procede a la obtencion de la funciéon de transferencia de los modelos de SD, lo cual
permite representar de forma maés clara y comprensible los comportamientos dinamicos
del sistema bajo distintas condiciones de entrada y salida. Esta representacion mate-
mética facilita la prediccion del comportamiento del sistema y ofrece una base sélida
para el analisis de estabilidad y control.

En la tercera etapa, se incorpora el control moderno mediante el espacio de estados
y la técnica de Ackermann, lo que mejora la capacidad de ajustar y estabilizar los
modelos de SD, permitiendo un enfoque de control més preciso y eficiente en tiempo
real. La cuarta etapa se centra en la aplicacion del célculo fraccionario, una herramienta
matematica que permite modelar fenémenos dinamicos de sistemas complejos con mayor
flexibilidad, especialmente aquellos con memoria o que exhiben comportamientos no
lineales. Esta etapa profundiza en la utilizacién de derivadas fraccionarias, como la
derivada de Caputo, para describir més fielmente las dinamicas involucradas.

Finalmente, en la quinta etapa, se integran los modelos fraccionarios con el calcu-
lo conformable, una extensiéon matematica que permite abordar fenémenos atun maéas
complejos, como los que involucran efectos no locales o no singulares. Esta integra-
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cion mejora el analisis de sistemas dindmicos, brindando una metodologia robusta para
modelar fenémenos de gran complejidad, lo que tiene un impacto positivo en la toma
de decisiones en entornos industriales especificos, tales como el modelado de procesos
productivos o la optimizacién de recursos.

A través de estas cinco etapas, la tesis proporciona una contribucién significativa al
estado del arte en Dinamica de Sistemas, presentando una metodologia innovadora que
mejora la capacidad de analisis y control de los modelos de simulacion. Esta metodologia
tiene aplicaciones potenciales en una amplia gama de campos industriales, donde los
sistemas dindmicos juegan un papel crucial en la toma de decisiones y la optimizacion
de procesos.
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Capitulo 1

Marco de Referencia

1.1. Introduccion

La investigacion propuesta se estructura en cinco etapas cruciales. Inicialmente,
en la primera fase, se realiza un anélisis detallado de los modelos de simulaciéon en
Dinamica de Sistemas (SD, por sus siglas en inglés), que son la razon fundamental de
la presente investigacion. La dindmica de sistemas es una metodologia para analizar y
modelar el comportamiento dindmico de sistemas en funcién del tiempo. No obstante,
estos modelos presentan ciertas limitaciones en cuanto al analisis matemaético, lo cual
senala una clara area de oportunidad en la formalidad de los modelos matematicos.

En la segunda etapa de esta tesis doctoral, se emprende una exploraciéon profunda
con el objetivo de describir y encontrar la funcion de transferencia que vincule el modelo
matematico de simulacién con distintos tipos de entradas. Ademaés, se busca explicar
el comportamiento de los modelos de dinamica de sistemas mediante la funcién de
transferencia y su representacion en el dominio del tiempo.

La tercera etapa se centra en el analisis del control moderno a través del espacio de
estados. Este enfoque no solo busca obtener una matriz de transferencia como repre-
sentaciéon matematica del modelo de simulacién, sino que también incorpora la técnica
de Ackermann para lograr un control en lazo cerrado del sistema simulado. Este pa-
so marca un avance significativo en la comprension, analisis e integracion de modelos
matematicos de Dindmica de Sistemas para una mejor toma de decisiones.

En las siguientes secciones, se profundizara en las etapas cuatro y cinco de esta
investigacion, completando asi el panorama integral de la mejora propuesta para el
analisis y la aplicaciéon de modelos de simulaciéon en Dinamica de Sistemas.

En la cuarta fase de esta investigacion, se realiza un estudio adicional a los modelos
de Dinamica de Sistemas mediante el calculo fraccionario, con el objetivo de obtener
modelos matematicos méas robustos. Esta rama matematica extiende las definiciones
tradicionales de derivadas e integrales a exponentes no enteros, proporcionando un
analisis mas profundo de los modelos de simulacién. En esta etapa, se examina la deri-
vada de Caputo y se resuelven ecuaciones a través de teorias relacionadas con el calculo
fraccionario. Este enfoque no solo amplia la comprensién matematica, sino que también
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permite calcular funciones en el tiempo fraccionario, otorgando mayor flexibilidad en
la toma de decisiones, tanto en modelos de Dindmica de Sistemas como en procesos
textiles, que es la aplicacion especifica de esta tesis doctoral.

La quinta y tdltima etapa se sumerge en el estudio del calculo conformable, apro-
vechando las propiedades del calculo convencional. Al generar ecuaciones en el tiempo
fraccionario, se logra una robustez significativa en el campo de la Dinamica de Sistemas.
Con esta tesis doctoral, se busca aportar un anélisis méas matemaético y riguroso a los
modelos de Dinamica de Sistemas. Esta metodologia, basada en el calculo conformable,
se establece como una herramienta valiosa y practica para enriquecer el estado del arte
en este campo, ofreciendo una perspectiva novedosa y 1til para futuras investigaciones.
En conjunto, estas cinco etapas representan un avance integral y significativo en la
comprension y aplicacion de modelos de simulaciéon en la Dindmica de Sistemas.

1.2. Antecedentes

La Dinamica de Sistemas (SD, por sus siglas en inglés) es una técnica para construir
modelos de simulacién que se basa en la idea fundamental de que la estructura de las
relaciones causales entre los elementos de un sistema constituye la principal causa de su
comportamiento. La SD asume ademaés que esta estructura de relaciones forma una red
de bucles de retroalimentacién que incluye relaciones no lineales y retrasos. El principal
resultado de un modelo es obtener las trayectorias temporales de todas sus variables
durante el periodo de simulacion definido [1].

La SD se basa en el uso de dos tipos de diagramas, los Diagramas Causales y los
Diagramas de Forrester, los cuales tienen su origen en la Teoria General de Sistemas
y son, de hecho, como las dos caras de una misma moneda. El Diagrama Causal es,
en general, un paso preliminar para la construccion de un Diagrama de Forrester, que
sirve para simular el modelo en el ordenador. Esto nos permite verificar la coherencia
de nuestras hipotesis, analizar el comportamiento del sistema y, finalmente, simular
diferentes politicas, de modo que los resultados del modelo ayuden a resolver mejor el
problema que se esta analizando [2].

La SD se encarga de estudiar la retroalimentacion de los datos del sistema y los
medios mediante los cuales se utilizan los modelos para el establecimiento y abordaje
de problemas. Esta técnica permite representar la estructura de la organizacién y ob-
servar como interactian sus variables para simular y modelar problemas complejos [3].
Gran parte del arte de modelado de SD implica descubrir y representar los procesos de
retroalimentacion que, junto con las estructuras de acumulacion, los flujos, las variables
auxiliares, los retardos temporales y las no linealidades, determinan la dindmica de un
sistema. La complejidad de los comportamientos dinamicos suele surgir de la interac-
cion (retroalimentacion) entre los componentes del sistema, mas que de la complejidad
de los propios componentes. Todos los comportamientos dindmicos se originan en la in-
teraccion de dos tipos de bucles de retroalimentacion: los bucles positivos (o de refuerzo
propio) y los bucles negativos (o de correccion propia) [4].
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Los bucles positivos tienden a reforzar o amplificar cualquier cosa que esté suce-
diendo en el sistema, mientras que los bucles negativos contrarrestan y se oponen al
cambio [5]. La Dindamica de Sistemas es, entonces, una teoria que analiza sistemas di-
namicos basandose en modelos de simulacién. Para evaluar los diferentes escenarios y
comportamientos de los modelos de simulacién, generalmente se utiliza la técnica de
analisis de sensibilidad. En SD, el analisis de sensibilidad permite evaluar cémo los
cambios en los pardmetros de un modelo afectan a las variables de interés y su compor-
tamiento a lo largo del tiempo [6]. Esta técnica es fundamental como herramienta de
validacion en modelos de dinamica de sistemas, ya que evalta el impacto de cambios
en los valores de las variables del modelo sobre los resultados obtenidos.

Actualmente, existen aplicaciones importantes de SD en los sectores ambiental, em-
presarial, social y cientifico, donde los modelos de simulacion de SD tienen un gran
impacto tanto a nivel industrial como académico, como se menciona en [7-22].

Los modelos de SD desarrollados en los campos de la energia, medicina, agricultura,
desarrollo de la poblacion, industria 4.0 y sostenibilidad son de gran valor. El SD es una
metodologia sistemética para modelar y analizar sistemas complejos y para entender
como las interacciones entre sus componentes conducen a un comportamiento dinamico.
A través del uso de modelos de simulacion, el SD permite identificar patrones y ten-
dencias a largo plazo, asi como entender como diferentes acciones y decisiones pueden
afectar el comportamiento de un sistema [23].

El analisis de sensibilidad es una técnica utilizada en diversos campos, como la
economia, la ingenieria y la ciencia, para evaluar el impacto de los cambios en los
valores de las variables de un modelo sobre los resultados obtenidos. El analisis de
sensibilidad puede proporcionar informacion valiosa [24]

En general, el anélisis de sensibilidad se utiliza como herramienta de validacién en
modelos de dindmica de sistemas. Esta técnica evalia el impacto de los cambios en
los valores de las variables del modelo sobre los resultados obtenidos. Sin embargo, al
aplicar esta técnica a los modelos de Forrester, se pueden identificar ciertas limitacio-
nes o areas de oportunidad. Una limitaciéon es la dificultad para determinar el rango
apropiado de variaciéon de los parametros, especialmente cuando los datos de entrada
son limitados o inciertos. Un rango inadecuado puede llevar a conclusiones incorrectas
sobre la importancia de los parametros [25,26]

Ademas,el enfoque tradicional del analisis de sensibilidad implica variar los datos
empiricamente, mediante pruebas y errores, lo que puede ser un proceso costoso e
ineficiente. es por esto que existe un area de oportunidad en la formalidad matematica
de los modelos. Por ejemplo, explicaciones de la formalidad matematica en modelos de
dinamica de sistemas se expresan en términos de retroalimentacion de bucle dominante
[27,28]. De los trabajos mas relevantes en la busqueda de la formalidad matemaica
tenemos a los trabajos presentados por [29-32] en donde utilizan la técnica de Anélisis
de Elasticidad de Eigenvalores (EEA), que evalia como la estructura del sistema afecta
los modos de comportamiento y la sensibilidad de los eigenvalores. Esta técnica permite
analizar la dinamica interna del sistema al observar como los cambios en los parametros
afectan su comportamiento, proporcionando informaciéon tutil sobre la sensibilidad y
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estabilidad del sistema.

La técnica de Analisis de Elasticidad de Eigenloops (LEEA) implementada por [33]
muestra que es posible expresar el polinomio caracteristico de la matriz del sistema
A en términos de las ganancias de los lazos, lo que él denominé un conjunto de lazos
independientes. Esta técnica permite calcular las elasticidades del lazo, lo cual es una
gran contribucién al estado del arte en dindmica de sistemas. Sin embargo, el método
basado en eigenvalores solo analiza la dindmica interna, sin garantizar como respondera
el sistema ante diferentes entradas y perturbaciones.

La técnica (LEEA) implementada en [34] muestra que es posible expresar la carac-
teristica polinomial de la matriz del sistema A (es decir, el polinomio cuyos ceros son
los autovalores de A) en términos de las ganancias de los lazos, en lo que el autor llamo
un conjunto de lazos independientes. Ademas, demostré que un sistema completamente
conectado con N enlaces y n variables tiene un total de n + 1 lazos independientes, y
proporcioné un procedimiento para construir este conjunto y calcular las elasticidades
de los lazos, lo que fue un gran aporte al estado del arte en la formalidad de la dinamica
de sistemas; sin embargo, el método de autovalores solo analiza la dindmica interna,
y sus resultados no tienen ninguna certeza sobre coémo se comportara el sistema con
diferentes entradas y perturbaciones que pueda experimentar el sistema en estudio. La
técnica de autovalores se utiliza para determinar los polos de una matriz dada. Por otro
lado, al tener la representacion espacio-estado de un sistema, se puede calcular tanto
la matriz de transferencia como los polos del sistema. Ademés, la representacion en
espacio de estados permite obtener resultados para multiples entradas y el calculo del
control utilizando técnicas de control modernas.

En comparacion con el enfoque de calcular solo polos mediante la técnica de valores
propios, el método de espacio de estados ofrece varias ventajas significativas. Al obtener
la matriz de transferencia, se obtiene una descripcion completa del sistema que incluye
tanto los polos como los ceros, lo que permite un anélisis més completo y preciso del
comportamiento del sistema. Ademas, la representacion en espacio de estados es méas
flexible y versatil, ya que puede manejar sistemas con multiples entradas y salidas.
Mediante el uso del método de espacio de estados, se puede aplicar una amplia gama de
técnicas de control modernas para disenar controladores eficaces y lograr los objetivos
deseados en términos de rendimiento y estabilidad del sistema. Esto proporciona un
mayor grado de control y optimizaciéon en comparacion con el enfoque basado en polos
del sistema.

Otra contribucion relevante en la bisqueda de formalidad en dindmica de sistemas se
presenta en [35]. En dicho trabajo se realiza un analisis de la trayectoria general de una
variable de estado en lugar de centrarse solo en un modo de comportamiento especifico.
Se enfatiza que esta trayectoria general estd determinada por una combinacion lineal de
los productos de los componentes de los vectores propios y los modos de comportamiento
asociados a dichos vectores propios. El estudio senala que los cambios en los vectores
propios estan relacionados con transitorios de corto plazo en la respuesta de la variable
de estado, mientras que los vectores propios estan vinculados a comportamientos de
largo plazo. Esta contribuciéon representa un avance significativo en la formalidad de los
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modelos matemaéticos al considerar las diferentes dinamicas que afectan a la variable de
estado.

Sin embargo, una limitacién importante del modelo matematico propuesto es la falta
de control sobre los valores deseados del sistema. La ausencia de un mecanismo para
influir en los valores propios y alcanzar las metas planteadas por la organizacion, asi
como la proyeccion de nuevas metas, es una limitacion que debe tomarse en cuenta.
Ademés, es importante mencionar que este enfoque no permite la busqueda del valor
o6ptimo del sistema, como se logra en la técnica de espacio de estados con el uso de
Ackermann. La integracion de estas técnicas permite una optimizacion mas precisa y
efectiva de los pardmetros del sistema para alcanzar los objetivos deseados.

Existe una escases en trabajos en la formalidad matematica de la DS, lo cual es una
oportunidad significativa en la formalidad de los modelos de simulacién en dinamica de
sistemas.

Esta brecha motiva la presente tesis doctoral, cuyo objetivo es explorar y analizar en
detalle los modelos matematicos mediante la aplicaciéon de la funciéon de transferencia,
técnicas de control modernas y el calculo fraccionario. Asi, se busca una comprension
més profunda que permita una toma de decisiones mas informada en diversas areas de
conocimiento donde se implementa la metodologia de los modelos de Forrester.

Como se ha visto en investigaciones anteriores, los eigenvectores y eigenvalores son
conceptos importantes en SD, ya que se utilizan para analizar y comprender el compor-
tamiento de los sistemas dinamicos. En SD, un sistema dindmico puede ser representado
por una ecuaciéon matricial:

Av = v (1)

Los eigenvalores son valores de la matriz que satisfacen esta ecuacion, representando
modos de comportamiento fundamentales para el analisis de sistemas dindmicos [36].

donde A es la matriz del sistema, A\ es el eigenvalor y v es el eigenvector corres-
pondiente. Los eigenvalores se utilizan para determinar la estabilidad a largo plazo y
el comportamiento del sistema. Si todos los eigenvalores son negativos, el sistema es
estable y tiende a converger hacia un estado estacionario. Sin embargo, si uno o mas
eigenvalores son positivos, el sistema es inestable y puede presentar comportamientos
oscilatorios o caoticos [37]. Los eigenvectores, por su parte, representan las direcciones
en las que la matriz del sistema no cambia significativamente cuando se multiplica por el
eigenvector, siendo tutiles para analizar el comportamiento e interacciones de las distin-
tas variables del sistema. En resumen, los eigenvectores y los eigenvalores son conceptos
fundamentales en la dinamica de sistemas, ya que ayudan a analizar y comprender el
comportamiento de sistemas dinamicos complejos [38,39].

El enfoque presentado por [40] integra modelos de simulacion y teoria de sistemas
dindmicos, donde las ecuaciones diferenciales se simplifican a un modelo lineal dife-
rencial invariante en el tiempo. Mediante el anélisis de la estabilidad de los puntos de
equilibrio en el modelo de simulaciéon y utilizando la técnica de sistemas dinamicos de
Filippov, se analizan diferentes regiones del modelo y se presenta una nueva alternativa
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para el anélisis de sensibilidad. Este enfoque representa una alternativa interesante al
analisis de sensibilidad tradicional o al método de prueba y error. Asimismo, el enfoque
propuesto tiene un objetivo similar al proporcionar una alternativa diferente al anélisis
de sensibilidad convencional a través del control 6ptimo en modelos de simulacion [41].

La dinamica de sistemas y la ingenieria de control son disciplinas interrelacionadas
que se emplean para analizar y modelar sistemas complejos en diversas areas de la in-
genieria y la ciencia. La dindmica de sistemas se centra en estudiar sistemas complejos
y su evolucién y comportamiento en el tiempo, mientras que la ingenieria de control se
enfoca en el diseno e implementacion de sistemas de control que regulen dicho compor-
tamiento. Se aplican técnicas de teoria de control en multiples dreas como la ingenieria
eléctrica, mecanica, aeroespacial y robotica. En esta investigacion doctoral se emplean
ambas disciplinas para modelar y analizar un sistema de fabricaciéon textil, con el ob-
jetivo de disenar sistemas de control que regulen su comportamiento y maximicen la
eficiencia del sistema.

En esta investigacion, exploraremos la posibilidad de disenar la dinamica del sistema
a través de la retroalimentacion de estados. La ley de control por retroalimentacion se
desarrollard paso a paso utilizando una tnica metodologia: la técnica de ganancia de
Ackermann. Uno de los principales desafios en el diseno de sistemas de control es crear
controladores que modifiquen la dindmica del sistema mediante cambios en los valores
propios de la matriz que representa la dindmica en circuito cerrado. Con la técnica
de Ackermann se calculan las ganancias necesarias para alcanzar el control 6ptimo
deseado, y finalmente se compara el modelo matemaético inicial con el control 6ptimo
logrado. Esta técnica tiene un impacto relevante en aplicaciones organizacionales como
herramienta adicional en la toma de decisiones orientadas al cumplimiento de objetivos.

Ademés de las técnicas de control, se realiza un analisis del modelo matemaético
mediante ecuaciones diferenciales fraccionarias. Al introducir el uso de estas ecuaciones
en modelos de dinamica de sistemas, se obtiene un mayor grado de libertad y una he-
rramienta matemaética mas robusta para abordar problemas en una amplia variedad de
campos. Las ecuaciones diferenciales fraccionarias permiten capturar de manera mas
precisa y detallada las complejas interacciones presentes en los sistemas dinamicos, lo
cual puede llevar a un entendimiento méas profundo y a soluciones mas efectivas en diver-
sas aplicaciones. Este enfoque promete enriquecer el campo de la dinamica de sistemas
al ofrecer una herramienta matemaética mas robusta y versatil para la modelizaciéon y
el anélisis de dichos sistemas. En donde Capitulo 1 Y 2 se centran en la integracion de
la ingenieria de control y los modelos de DS, en el Capituo 3 la inclusién del espacio
de estados y el control de Ackerman, mientras en el Capitulo 4 Y 5 , es la formalidad
matematica por medio de nuevos estimadores en diferenentes campos del saber y como
metodos de estimacion.
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1.3. Definicion del Problema

En los ultimos anos, los modelos de simulaciéon en Dindmica de Sistemas (SD) han
sido utilizados ampliamente para representar y analizar sistemas complejos en diversas
disciplinas, como la ingenieria, la economia y la biologia. Estos modelos son esenciales
para comprender las interacciones dinamicas de los sistemas y tomar decisiones infor-
madas en contextos donde las soluciones experimentales o empiricas no son viables. Sin
embargo, a pesar de su relevancia y aplicabilidad, los modelos matematicos que susten-
tan la simulacién de estos sistemas presentan limitaciones significativas que afectan su
precision y capacidad de control.

El problema principal que esta investigacion busca abordar radica en las deficiencias
en la formalizacién matematica de los modelos de SD. En muchos casos, las representa-
ciones matematicas existentes no son lo suficientemente robustas para capturar la com-
plejidad de los sistemas reales, especialmente cuando se trata de fenémenos no lineales,
efectos de memoria o dinamicas complejas. Estas limitaciones restringen las aplicacio-
nes de los modelos de SD, ya que los resultados obtenidos a partir de ellos pueden ser
imprecisos, dificultando la toma de decisiones y el diseno de controles adecuados.

Las técnicas tradicionales de analisis y control de estos modelos, como la teoria
clasica de control, a menudo no son capaces de abordar de manera efectiva estas com-
plejidades. Ademas, la falta de herramientas adecuadas para modelar ciertos comporta-
mientos, como los derivados fraccionarios o el calculo de sistemas con memoria, impide
un analisis mas preciso y flexible. Por lo tanto, el problema central de esta tesis es la
necesidad de mejorar el analisis matematico y la capacidad de control de los modelos
de simulacion en Dinamica de Sistemas, utilizando técnicas mas avanzadas y adecuadas
a los desafios que presentan los sistemas dindmicos reales.

El objetivo de esta investigacion es desarrollar una metodologia avanzada que per-
mita superar estas limitaciones, mediante la integracion de técnicas de control moderno,
calculo fraccionario y célculo conformable. Estas herramientas ofrecen una representa-
cién mas precisa y flexible, lo que facilitara la simulaciéon, el analisis y el control de
sistemas complejos de manera mas eficiente.

Este enfoque tiene el potencial de contribuir significativamente al estado del arte
en el campo de la Dindmica de Sistemas, ofreciendo una metodologia que puede ser
aplicada a una amplia gama de sistemas industriales, cientificos y tecnologicos.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivos Generales

1. Desarrollar una metodologia avanzada y rigurosa que permita un analisis matema-
tico mejorado de los modelos de simulacién en Dindmica de Sistemas, integrando
técnicas de control moderno, calculo fraccionario y conformable, con el fin de la
representacion matematica y la toma de decisiones en aplicaciones de Dindmica
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de Sistemas.

1.4.2. Objetivos Especificos

1.

1.5.

Analizar detalladamente los modelos de simulacion en Dinamica de Sistemas, iden-
tificando y documentando las limitaciones actuales en su estructura matematica
y areas de oportunidad para formalizar y mejorar su precision.

. Desarrollar una representaciéon mediante la funciéon de transferencia y su analisis

en el dominio del tiempo, que permita modelar y describir los comportamientos
de los sistemas de simulacion en funcién de distintas entradas, proporcionando
una comprension mas profunda de la dindmica de estos sistemas.

. Incorporar el control en el espacio de estados y la técnica de Ackermann en los

modelos de simulacion, para establecer un enfoque de control moderno en lazo
cerrado que mejore la capacidad de ajuste y estabilidad de los sistemas simulados
en Dindmica de Sistemas.

. Aplicar el célculo fraccionario para modelar sistemas dinamicos complejos, explo-

rando la derivada de Caputo y otras herramientas del calculo fraccionario para
ofrecer un mayor grado de libertad y una mayor precision en el modelado de
sistemas de simulacion.

. Integrar el calculo conformable para robustecer el anélisis de sistemas dinamicos,

proporcionando una extensién matemaética que permita abordar y modelar feno-
menos de mayor complejidad en Dinamica de Sistemas, beneficiando la toma de
decisiones y mejorando la aplicabilidad de los modelos en entornos industriales
especificos.

Hipétesis de Investigacion

La incorporacion de técnicas avanzadas, como el calculo fraccionario, el calculo con-
formable y el control en espacio de estados mediante la técnica de Ackermann, permite
mejorar la precision matematica y la capacidad de ajuste de los modelos de simulacion
en Dindamica de Sistemas.
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Capitulo 2

Marco Teoérico

Este capitulo establece el marco conceptual y teérico necesario para fundamentar
la metodologia propuesta en esta investigacion, proporcionando los significados y bases
de los conceptos clave, sustentados en la literatura especializada. El propoésito de este
proyecto es desarrollar una propuesta metodologica robusta para caracterizar y mejorar
los modelos de simulacion en Dindmica de Sistemas (SD) mediante el uso de herramien-
tas matematicas avanzadas y técnicas de control. Con este fin, se requiere un enfoque
integral que incluya:

1. Modelos de Simulacién en Dinamica de Sistemas: Comprender la estructura y el
comportamiento de los sistemas dinamicos, con un enfoque en los métodos que permiten
la representacion de sus procesos y la evaluacion de sus dinamicas en funciéon del tiempo.
Estos modelos constituyen la base de analisis sobre la cual se desarrollaréan las mejoras
metodologicas de esta investigacion.

2. Funcién de Transferencia y Espacio de Estados: Analizar la funciéon de transfe-
rencia como una herramienta fundamental para relacionar las variables de entrada y
salida en modelos de sistemas lineales. Asimismo, la representacion en espacio de es-
tados proporciona un marco matemético que facilita el analisis de sistemas de mayor
complejidad, permitiendo describirlos mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales
y ofreciendo una vision mas amplia y detallada del sistema.

3. Técnica de Control de Ackermann: Aplicar el método de diseno de control de
Ackermann para modificar y controlar la dindmica de un sistema mediante la reali-
mentacion de estados. Esta técnica se utilizara para implementar control 6ptimo en
lazo cerrado, ajustando las propiedades del sistema a fin de lograr un comportamiento
especifico y estable, que cumpla con los objetivos deseados en el modelo simulado.

4. Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias: Introducir el calculo fraccionario como
una herramienta para modelar fenémenos que no se pueden describir adecuadamente
con las derivadas enteras convencionales. Las ecuaciones diferenciales fraccionarias per-
miten capturar comportamientos complejos e interacciones prolongadas entre variables,
ofreciendo una mayor precision en el modelado de sistemas dinamicos.

5. Célculo Conformable: Explorar el calculo conformable como una extension de las
herramientas de célculo fraccionario. Esta técnica proporciona una forma adicional de

22



abordar la modelizaciéon de sistemas dinamicos, permitiendo una representaciéon mate-
matica més flexible y adaptable a la variabilidad de los fenémenos reales. Su aplicacién
promete enriquecer las aproximaciones a los sistemas simulados, mejorando la precision
y adaptabilidad de los modelos.

Para la realizacion de esta tesis de investigacion, es esencial un conocimiento sélido
en areas de Dinamica de Sistemas, ecuaciones diferenciales, ecuaciones diferenciales frac-
cionarias y sistemas de control. En este capitulo, se presentan los fundamentos teoricos
de cada uno de estos dominios para ofrecer una comprension més completa y profunda
de la propuesta metodoldgica y los avances que se pretenden lograr en el analisis de
modelos de simulacién en sistemas complejos. Estos conocimientos no solo constituyen
el marco tebrico necesario, sino que también respaldan la implementacion de las téc-
nicas avanzadas y el desarrollo del analisis exhaustivo propuesto en esta investigacion
doctoral.

ETAPA 1 - Modelos de Simulacion de Dindmica de Sis-

temas

2.1. Dinamica de Sistemas

La Dinamica de Sistemas fue desarrollada en los afios cincuenta en el MIT (Mas-
sachusetts Institute of Technology) por el ingeniero Jay Wright Forrester. Sus trabajos
cristalizaron en sus tres obras més trascendentes: Industrial Dynamics, que analiza di-
versos sistemas comerciales y de gestion como el control de inventarios, la logistica y la
toma de decisiones; Urban Dynamics que estudia los problemas de la sociedad urbana,
como el hacinamiento y el deterioro de las ciudades; y World Dynamics que se dirige
a problemas como el crecimiento demografico y la contaminacion a escala global. En
1970, en el I Informe al Club de Roma se presenta el Modelo del Mundo, coordinado
por el matrimonio Meadows utilizando Dindmica de Sistemas. Estos trabajos y su dis-
cusion popularizaron la Dindmica de Sistemas a nivel internacional. El primer libro de
Forrester, Industrial Dynamics, sigue siendo una declaracion elemental de la filosofia y
metodologia de la disciplina [42].

El objetivo bésico de la dindmica de sistemas esta orientado a comprender las causas
estructurales que producen los comportamientos del sistema y evaluar como diferentes
acciones que se llevan a cabo sobre diversas partes del sistema acenttiian o atentian las
tendencias implicitas en el comportamiento del modelo, a partir de un conocimiento mas
detallado sobre cada uno de los elementos que componen el sistema [43]. La dinamica
de sistemas no pretende predecir detalladamente el futuro, sino, mas bien, ser una
herramienta para enriquecer el conocimiento del mundo real a través del analisis de
sistemas complejos y poder evaluar la relacion e impacto de las diferentes variables
sobre el sistema que se esté evaluando; en términos practicos, daria elementos de apoyo
para el proceso de toma de decisiones [44].
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En la toma de decisiones, existen limitaciones en la comprension de los componentes
y sus relaciones; los modelos de simulacién constituyen una herramienta esencial para la
toma de decisiones, debido a que permiten explicar el comportamiento, funcionamiento,
caracteristicas y las respuestas de sistemas de producciéon y sistemas en general en
diversas situaciones que suelen presentarse en la vida diaria [45].

La Dinamica de Sistemas es una metodologia para el estudio y manejo de sistemas
de realimentacion complejos. Una de las caracteristicas de esta disciplina es el uso del
computador para realizar sus simulaciones, lo que ofrece la posibilidad de estudiar el
comportamiento y las consecuencias de las miltiples interacciones de los elementos de
un sistema a través del tiempo [46].

En la dindmica de sistemas, se reconocen dos bucles fundamentales que desempe-
nan un papel crucial en el comportamiento de los sistemas: el bucle de refuerzo (o de
reforzamiento) y el bucle de balanceo (o de equilibrio).

2.1.1. Bucle de Reforzamiento Positivo

El bucle de refuerzo, también conocido como bucle de retroalimentacién positiva,
consiste en un proceso en el cual una salida o resultado de un sistema influye directa-
mente en las entradas o variables que lo generan. Este tipo de retroalimentacion tiende
a amplificar cualquier cambio inicial, lo que puede llevar a un crecimiento o amplifica-
cion exponencial de la variable en el sistema, generando resultados inestables en casos
extremos [47].

MHacimientos
Poblacion

0

Figura 2.1: Bucle de retroalimentacion positiva.

2.1.2. Bucle de Balanceo Negativo

El bucle de balanceo, también conocido como bucle de retroalimentaciéon negativa, se
refiere a un proceso en el cual una salida del sistema actta para contrarrestar o reducir
cualquier desviacién o cambio en las entradas o variables del sistema. En este caso,
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la retroalimentaciéon negativa busca mantener el sistema en equilibrio o estabilidad,
ya que cualquier desviacion del estado deseado activa mecanismos de correccidén que
contrarrestan el cambio y restauran el equilibrio [48]. Ver Figura 2.2

Tasa de
natalidad
+ (0]
Pohlacion Muerte 0'_9/

- (0] o

Figura 2.2: Bucle de retroalimentaciéon negativa.

2.2. Modelos Fundamentales de Dinamica de Siste-
mas

Los modelos de comportamiento fundamentales son el crecimiento exponencial, la
biisqueda de objetivos y la oscilacién. Cada uno de estos es generado por una estructura
de retroalimentacion simple: el crecimiento surge de la retroalimentacion positiva, la
bisqueda de objetivos surge de la retroalimentacion negativa, y la oscilaciéon surge
de la retroalimentacion negativa con demoras en el ciclo. Otros modos comunes de
comportamiento, incluido el crecimiento en forma de S, el crecimiento en forma de S
con exceso y la oscilacion, y el exceso y colapso, surgen de interacciones no lineales de
las estructuras fundamentales de retroalimentacion [48].

2.2.1. Modelo Exponencial

El crecimiento exponencial se produce mediante la retroalimentacion positiva, donde
el aumento de una variable incrementa atin mas su valor, conduciendo a un crecimiento
acelerado. Ejemplos tipicos incluyen el crecimiento de poblaciones o el interés com-
puesto, donde el estado actual afecta el incremento neto y crea un ciclo de crecimiento
continuo.
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Figura 2.3: Modelo exponencial en dindmica de sistemas.

2.2.2. Modelo de Busqueda de una Meta

Los bucles de retroalimentacion negativa buscan equilibrar el estado del sistema,
alineandolo con un objetivo. Estas estructuras contrarrestan las perturbaciones que
alejan el sistema de su estado deseado, siendo fundamentales en el control de sistemas.

Meta del

sigtema
E=tado dsl Diferencia o

gistema o
o

Correcion
del sistema
o

Figura 2.4: Estructura de biisqueda de un objetivo.

En la siguiente gréfica se ilustra el comportamiento tipico de biisqueda de objetivos
en un sistema dindmico, mostrando céomo la variable del sistema se ajusta a medida
que el tiempo avanza y se acerca al valor objetivo.
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Sefuimiento de una meta: ejemplo control de temperatura
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Figura 2.5: Comportamiento de bisqueda de un objetivo en dindmica de sistemas.

2.2.3. Modelo de Oscilacion

La oscilacién es un modo de comportamiento observado en sistemas dinamicos. Al
igual que la busqueda de objetivos, se basa en retroalimentacién negativa, pero con
demoras en el ciclo, lo que produce un comportamiento oscilatorio.

Meta del
zigtema
Dif i e}
Estado del lferencla
sistema °
° Y
Q
Retardo
o
Correcion

del sistema
o

Figura 2.6: Estructura de modelo de oscilacion.

La siguiente grafica ilustra la estructura tipica de un modelo de oscilaciéon, donde
la variable de la poblacién oscila alrededor de un valor objetivo debido a los ciclos de
retroalimentaciéon negativa con demoras.
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Figura 2.7: Grafica del modelo de simulacion.

2.2.4. Crecimiento en forma de S

Este comportamiento, comtinmente observado en sistemas dindmicos, muestra un
crecimiento inicial exponencial que se ralentiza gradualmente hasta alcanzar un equili-
brio, formando una curva en "S".

TN

tasa de Estado del
incremento gigtema
0 o
Meta del
Incremento Sigtema

fraccional Adecuacion ds o
‘O\O_//recursos 51——/
Figura 2.8: Modelo de crecimiento en forma de S.

La siguiente gréfica ilustra la estructura tipica de un modelo de Forma S,
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Figura 2.9: Grafica del modelo de simulacion.

2.2.5. Overshot

Cuando hay demoras en los bucles de retroalimentacion negativa, el sistema puede
sobrepasar su capacidad de carga antes de estabilizarse, lo que conduce a un patréon de
sobrepaso y oscilacion.

TN

tasa de Estado del
incremento gigtema
Retardo
Meta del
Incremento cistema

fraccional Adecuacion de
vrecursos ‘—/

Figura 2.10: Comportamiento de overshot.

Este tipo de comportamiento puede observarse en una variedad de contextos, como
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el control de poblaciones, la gestion de recursos o en modelos econémicos, donde una
accion o intervencion inicial puede resultar en un exceso que luego debe corregirse. El
overshoot puede ser particularmente problemético si no se gestiona adecuadamente, ya
que puede causar inestabilidad o comportamientos no deseados en el sistema.

A continuacion, se presenta una grafica que ilustra el modelo de overshoot, donde
una variable ajusta su valor hacia un objetivo, pero primero lo sobrepasa antes de
estabilizarse.

Respuesta de un sistema dinamico con overshoot

1.6

Salida
= = =\falor Final | |

alar Final

1k = - - - e -

Salida

0.6 b

Tiempo (s)

Figura 2.11: Estructura de un modelo de overshoot.

2.3. Ejemplo de un Modelo de Simulacién

En este ejemplo se analiza la dinamica poblacional de una region ficticia llamada
Tierra de los Bosques. Tras una catéstrofe, se utiliza un modelo de simulacién para
predecir el tiempo necesario para que la poblaciéon recupere su tamano inicial, teniendo
en cuenta constantes demograficas.
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Figura 2.12: Diagrama de Forrester del modelo de simulacién de catastrofe.

2.3.1. Modelo de Analisis de Sensibilidad

Para comprender la sensibilidad del modelo a variaciones en sus parametros, se
realiza un analisis mediante el Método de Monte Carlo. Este método permite simular
cambios aleatorios en los parametros y evaluar su impacto en el modelo, obteniendo asi
un entendimiento de la robustez del sistema ante variabilidad en los datos [50].
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Figura 2.13: Anélisis de sensibilidad en el modelo de simulacion de catéastrofe.
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ETAPA 1II - Ingenieria de Control

2.4. Sistemas de control

Los sistemas de control estan compuestos por un conjunto de elementos que acttian
e interactiian entre si para monitorear y controlar una variable fisica del sistema. Se
clasifican en dos tipos:

= Lazo abierto: sistemas que siguen tinicamente una consigna sin tener en cuenta
una referencia.

» Lazo cerrado: sistemas que buscan la referencia actual de una variable especifica
para, con base en ella, llegar a un valor objetivo o consigna.

Para visualizar las funciones de cada componente en la ingenieria de control, suele
usarse una representacion denominada diagrama de bloques. En esta secciéon, primero
se define qué es un diagrama de bloques y luego se abordan los aspectos introductorios
de los sistemas de control automético [51].

2.4.1 Diagramas de bloques

Un diagrama de bloques de un sistema es una representaciéon grafica de las funcio-
nes que realiza cada componente y del flujo de senales entre ellos. En estos diagramas,
las variables del sistema se enlazan mediante bloques funcionales, donde cada bloque
representa una operacion matematica que transforma la senal de entrada en la senal de
salida. Las funciones de transferencia de los componentes se colocan en sus respectivos
bloques y se conectan con flechas que indican la direccion del flujo de senales, deno-
tando la naturaleza unilateral del sistema. La figura 2.14 muestra un elemento de un
diagrama de bloques.
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Entrada Funcion de transferencia -
Salida

X(s) [ H(G) |l—] Y(s)

Figura 2.14: Elemento de un diagrama de bloques.

Es importante que las dimensiones de la senal de salida de cada bloque sean el
resultado de multiplicar las dimensiones de la senal de entrada por las de la funcién
de transferencia del bloque. La ventaja de los diagramas de bloques es la claridad que
ofrecen para evaluar la contribuciéon de cada componente al desempeno general del
sistema [52].

2.4.2 Punto de suma

En un diagrama de bloques, un circulo con una cruz ,indica una operacion de suma.
El signo en cada flecha determina si la senal debe sumarse o restarse, y todas las
cantidades deben tener dimensiones compatibles.

33



Entrada 1

G(s)
( |1

Entrada 2 G(s) = R (s)

R(s)

Figura 2.15: Punto de suma en un diagrama de bloques.

2.4.3 Punto de ramificaciéon

Un punto de ramificaciéon permite que la senial de un bloque se divida para ir a otros
bloques o puntos de suma en el sistema.
2.4.4 Diagrama de bloques de un sistema en lazo cerrado

La figura 2.16 presenta un ejemplo de un diagrama de bloques de un sistema en
lazo cerrado. Aqui, la salida C'(s) se retroalimenta al punto de suma, donde se compara
con la entrada de referencia R(s). La estructura en lazo cerrado se indica claramente.
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R(s) G(s) >

C(s)

Entrada

Figura 2.16: Diagrama de bloques de un sistema en lazo cerrado.

La senal de salida necesita convertirse a una senal compatible con la entrada, lo
cual se logra mediante el elemento de retroalimentacion, cuya funciéon de transferencia
es H(s), como se observa en la figura 2.17.

R(s) . G(s) >
Entrada a

C(s)

Figura 2.17: Sistema en lazo cerrado con retroalimentacion.
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2.5. Funcion de transferencia

2.5.1. Funcion de transferencia en lazo abierto

La relacion entre la salida C'(s) y la sefial de error E(s) se denomina funcidn de
transferencia de la trayectoria directa, y se representa como:

) _ o
B~ G0 (2.5.1)

2.5.2. Funciéon de transferencia en lazo cerrado

Si la funciéon de transferencia de la trayectoria de retroalimentacion H(s) es la
unidad, la funcién de transferencia en lazo cerrado y la de la trayectoria directa son
idénticas. En el sistema de la la figura 2.17, la salida C(s) y la entrada R(s) estan
relacionadas mediante:

C(s) = G(s) [R(s) = H(s)C(s)]

= %R(s) (2.5.2)
Por lo tanto, la funcién de transferencia en lazo cerrado se define como:
Cls) . G()
R(s) 14 G(s)H(s)
Esta ecuacion muestra que la salida del sistema en lazo cerrado depende tanto de
la funcion de transferencia en lazo cerrado como de la naturaleza de la entrada .

(2.5.3)

2.6. ETAPA III: Espacio de Estados y Control de Ac-
kerman

La representacion en espacio de estados es una técnica utilizada en el analisis y
diseno de sistemas dinamicos. Esta técnica se basa en la descripcién de un sistema
en términos de sus variables de estado, entradas y salidas [53|. En general, un sistema
dindmico puede ser representado en espacio de estados mediante las siguientes matrices:

2.6.1. Matriz de Estado (A)

Esta matriz representa la dinamica del sistema en términos de sus variables de
estado. La matriz A es una matriz cuadrada de orden n, donde n es el nimero de
variables de estado del sistema. Los elementos en la matriz A determinan cémo las
variables de estado cambian a lo largo del tiempo. En otras palabras, la matriz A
describe como las variables de estado se relacionan entre si a lo largo del tiempo.
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2.6.2. Matriz de Entrada (B)

Esta matriz representa como las entradas afectan al sistema. La matriz B es una
matriz de dimensiones n X m, donde n es el niimero de variables de estado del sistema
y m es el numero de entradas.

2.6.3. Matriz de Salida (C)

Esta matriz representa como las salidas del sistema se relacionan con las variables
de estado. La matriz C' es una matriz de dimensiones p x n, donde p es el ntimero de
salidas del sistema y n es el nimero de variables de estado.

2.6.4. Matriz de Transmisiéon Directa (D)

Esta matriz representa cualquier influencia directa que las entradas puedan tener
en las salidas del sistema. La matriz D es una matriz de dimensiones p X m. Si no
hay influencia directa, la matriz D es igual a cero. Ver ecuaciones (2.6.1) y (2.6.2).
Estas matrices en la representacion en espacio de estados proporcionan una descripcion
compacta y mateméticamente formal del comportamiento de un sistema dinamico, lo
que facilita su analisis y disenio. En donde # es la ecuacion de estados y y es el vector
de salida, que representa las observaciones o mediciones del sistema [54-56].

t = Axr + Bu (2.6.1)

y=Cx (2.6.2)

La matriz de transferencia proporciona informacién importante sobre el compor-
tamiento del sistema, como la estabilidad, la respuesta transitoria y la respuesta en
estado estacionario. En la teoria de control, una de las desventajas més comunes es
disenar controladores para sistemas que puedan funcionar de manera efectiva incluso
cuando se enfrentan a diferentes tipos de variables e irregularidades. Permite analizar y
disenar sistemas de control, identificar polos y ceros del sistema, y realizar simulaciones
y predicciones del comportamiento del sistema bajo diferentes condiciones.La matriz de
transferencia con referencia se define como la transformada de Laplace de la relacion
entre la salida y la entrada de referencia, con condiciones iniciales nulas. Ver ecuacion

(2.6.3).

G(s)=C(sI —A)'B+ D (2.6.3)

Siendo o, s, ..., a, los coeficientes de la ecuacidon caracteristica deseada. De esta
manera, podemos calcular directamente la matriz de retroalimentacion de estado para
controlar diferentes sistemas o casos de estudio, lo cual es una contribucion relevante
en el campo de la dinamica de sistemas (SD) [57]. Otro parametro importante en la
busqueda del control mediante el método de Ackerman es la ecuacidon caracteristica
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deseada del sistema, que determina la velocidad o la lentitud deseada en la respuesta
de las variables de estado y del sistema en general. Ver ecuacion (2.6.4).

P(A) = N+ N T A\ A+, (2.6.4)

A partir de las dos ecuaciones matriciales descritas, mediante la formula de Acker-
man se calcula el vector de ganancias, donde A representa la matriz interna del sistema
y C representa la matriz de controlabilidad del sistema. Ver ecuacion (2.6.5).

k=10 0 ... 1]C'¢(A) (2.6.5)

2.7. ETAPA 1V: Ecuaciones Diferenciales Fracciona-
rias

2.7.1. CAalculo Fraccionario

El célculo fraccionario (CF) es una disciplina que se encarga del estudio de los
operadores de integracion y derivacion de orden fraccionario, es decir, operadores de
orden no entero. Su origen se remonta a los origenes mismos del calculo convencional,
cuando se propusieron las primeras notaciones para las derivadas [58]. A lo largo de los
anos, han aparecido diferentes definiciones de derivada fraccionaria, algunas basadas
en la generalizacion de la definicion de limite de la derivacion: como la definicién de
Lacroix, la derivada Griinwald-Letnikov (DGL) [59], y en los tltimos afios la derivada
conformable [76]. Otras se basan en la generalizacion de la integracion multiple y las
propiedades de semigrupo, como la integral fraccionaria Riemann-Liouville (IRL), las
derivadas Riemann-Liouville (DRL), la derivada de Caputo [61], la derivada Caputo-
Fabrizio (DCF) propuesta en 2015 [62], y la derivada Atangana-Baleanu (AB) del afio
2016 [63].

2.7.2. Aplicaciones del Calculo Fraccionario

En la actualidad, el CF se aplica en una gran cantidad de areas del conocimiento,
por ejemplo: en el analisis de modelos viscoelasticos [64], el estudio de modelos vis-
coelasticos [65], modelos fraccionarios de difusion anémala [66], analisis de circuitos
eléctricos de orden fraccionario [67], procesamiento de imagenes médicas [68,69], ade-
mas del estudio del rol de las vacunas en el control de la propagacion del COVID-19 y
modelos fraccionarios del comportamiento del COVID-19 al aplicar vacunas [70].

2.7.3. Funcién Mittag-Leffler

Asi como la funciéon exponencial juega un rol fundamental en la soluciéon de muchas
ecuaciones diferenciales de orden entero, la funcion Mittag-Leffler (ML) definida en
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1903 [71]| aparece de manera consistente en la solucion de las ecuaciones diferenciales
fraccionarias. Esté definida por la siguiente expresion:

o0 Zk
E.(2) = kzzo ok i 1) (2.7.1)

donde «,z € C, a es un parametro arbitrario, z es una variable que puede ser
compleja o real, y I'(+) es la funcion Gamma que extiende las propiedades de la funcion
factorial.

Consideremos las transformadas de Laplace de las siguientes funciones, donde las
ecuaciones (2.7.2) y (2.7.3) estan en términos de la funcion ML:

L{y = % (2.7.2)
C{E(wt®)} = % (2.7.3)
L[l — Eo(wt®)] = m (2.7.4)

Donde w € Ry a € C, con Re(a) > 0 [72,73].

2.7.4. Derivada de Caputo

La derivada fraccionaria de Caputo se propuso en 1971 [74] , como una forma de
evitar las condiciones iniciales de orden fraccionario de la derivada Riemann-Liouville
(DRL) y se define como sigue:

Definiciéon 1: Sea f(¢) una funcion continua en (a,b). La derivada fraccionaria de
Caputo de orden « se define como:

C o _ 1 ' f(n)(T)
oDy f(t) = T —a) /a (1= T)adT (2.7.5)

dondea e Rn—1<a<mn,y fe€ H"a,b),b>a. Y sutransformada de Laplace
esta dada por:

[y

LD} = °F(s) = 3511 0) (276)

donde L{f(t)} = F(s), y f™(0) = (dmf(t))t_o para m € [0,n]. Para n = 1, la

dtm

i

transformada de Laplace esta dada por:

LL{SDy )} = s“F(s) — s* ' £(0) (2.7.7)
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2.8. ETAPA V: Calculo Conformable

En las definiciones anteriores de Caputo, se daba un fenémeno interesante: los datos
obtenidos en instantes anteriores o en una posicion anterior influian en los datos futuros.
Esto se conoce como efecto de memoria. En cambio, en [75] se describe una nueva
definiciéon de derivada de orden arbitrario que funciona de una manera distinta, es
decir, los datos presentes y pasados no influyen en la informacién futura. Por lo tanto,
se considera una derivada local. Esta derivada se llama Derivada Conformable.

Dada f : [0,00) — R una funcion, entonces, la derivada fraccionaria conformable de
orden « se define por la ecuacion:

d“f( ) ™) — f(D)

e—>0 €

To()(t) = = f(t) = (2.8.1)

para todot > 0y 0 < a < 1. Esta expresion puede interpretarse como una ge-
neralizacion de la definicion fundamental de la derivada. Cuando o = 1, se obtiene la
derivada convencional:

flt+e) = f(t)

! _ 7z
£(t) = lim : (2.8.2)
Si f es a-diferenciable en (0, a), con a > 0, y lim;_,o+ f*(¢) existe, entonces tenemos:
0 Ii @ 2.8.3
F(0) = Jim () (283

Las propiedades mas importantes de la derivada fraccionaria conformable son dadas
en el siguiente teorema [76|, [77], [78], [79], [80] :

Teorema: Dada a € (0, 1] y dadas f y g a-diferenciables en el punto ¢t > 0, entonces
se cumple lo siguiente:

1. To(af +bg) = aT,(f) + bT,(g), para todos a,b € R.

2. T,(t?) = ptP~“, para todo p € R.

4. To(fg) = fTalg) + gTa(f).

o
(
3. To(A\) = 0, para toda funcién constante f(t) = .
(
5. Tu(f/g) = BALSL,

6. To(f)(t) = t"+1- a‘fhml, para « € [n,n + 1]. Si f(t) es (n + 1)-diferenciable en
t>0.
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Capitulo 3

Metodologia

La presente investigacion propone una metodologia integral para el modelado, anali-
sis y control de sistemas dinamicos, con aplicaciones especificas en procesos industriales
como el textil y la energia fotovoltaica. La metodologia combina herramientas tradicio-
nales de dindmica de sistemas con enfoques avanzados como el calculo fraccionario y el
calculo conformable, buscando mejorar la precision de los modelos y optimizar el control
de procesos complejos. A través de varias etapas, se desarrollan modelos matematicos
representativos de los sistemas estudiados, se analizan sus comportamientos dindmicos
y se implementan estrategias de control modernas para lograr una gestion més eficiente
y precisa de los procesos. En este contexto, se detallan las etapas que estructuran la
propuesta metodolodgica, desde el modelado béasico hasta la implementacion de técnicas
avanzadas de control y simulacion.
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| Metodologia de Investigacion-modelos Matematicos en Dinamica de Sistema (DS)

’[ Caso de estudio: Proceso Textil con 7 departamentos N
| Modelado en Ds \)
Etapa @ \r_/ H
Definicion de Variables Modelo de Forrester

4’ x

Analisis Matematico del ModeloJ

— l
2

Identificacion del Modelo (Ed) Funcion detransferencia H(s)

[ Caso de estudio: Proceso Textil con 3 departamentos ]l

| ’ Espacio de Estados en Modelos (Di)‘)

Etapa @

Espacio de estados } Control de Ackerman

[ Caso de estudio: Proceso Textil con 2 departamentos, Metolodologia OEE

Etapa 4 Bucle de Balanceo Fraccionario J
~ . N
Calculo fraccionario: Caputo Escenarios y Eficiencia.
‘[ Caso de estudio: Capacidad instalada solar en México con el calculo conformable ]l
l Metodo de estimacion con el (CF) J
AN
Etapa o —
5

Integracion Modelos Escenarios y estimacion
fraccionarios

Analisis de Resultado

|[ Conclusiones

Figura 3.1: Metodologia propuesta para el trabajo de investigacion.

La metodologia propuesta en esta tesis doctoral se estructura en cinco etapas prin-
cipales, cada una enfocada en diferentes aspectos del proceso de modelado, analisis y
control de sistemas dinamicos, aplicados a casos de estudio especificos. A continuacion
se describen detalladamente las etapas:

1. Etapa 1: Modelado y Simulacién en Dindmica de Sistemas Tradicional.
En esta etapa, se presenta un modelo de simulaciéon de un proceso textil como
caso de estudio. El modelo se desarrolla utilizando las herramientas tradicionales
de dinamica de sistemas, con el objetivo de analizar y simular el comportamiento
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del proceso bajo condiciones convencionales. Se busca obtener una representacion
adecuada del sistema textil y comprender su evolucién en el tiempo.

. Etapa 2: Anilisis y Obtencién de la Funcién de Transferencia.

En la segunda etapa, se toma como caso de estudio un proceso textil con siete fases.
A partir de este modelo, se identifican las ecuaciones diferenciales del modelo de
Forrester correspondiente a cada fase del proceso. Estas ecuaciones se transforman
en diagramas de bloques de ingenieria de control, lo cual permite analizar el
sistema y obtener la funcion de transferencia de cada una de las variables de estado
del proceso. Esta fase proporciona una representaciéon matematica del sistema y
facilita el analisis de su comportamiento dindmico.

. Etapa 3: Implementaciéon del Control Optimo.

Para la tercera etapa, el caso de estudio se enfoca en un proceso textil con tres
variables de estado. En esta fase, se implementa la técnica de espacio de estados
y el control de Ackermann para optimizar el control del sistema. El objetivo es
disenar un controlador que permita mejorar la eficiencia del proceso y asegurar
su estabilidad en el tiempo.

. Etapa 4: Aplicaciéon del Calculo Fraccionario.

En esta fase, se toma como caso de estudio un proceso textil real, con dos variables
de estado. Se obtiene una metodologia OEE (Overall Equipment Efficiency) para
medir las eficiencias del proceso. Se identifican las ecuaciones diferenciales del
modelo y se transforman en una funcién fraccionaria que describe el proceso de
manera mas realista, mediante el uso de un bucle de Balcaneo fraccionario. Este
modelo fraccionario ofrece una representacion mas precisa de la dinamica del
proceso, teniendo en cuenta los efectos de memoria y otros aspectos complejos no
lineales.

. Etapa 5: Integracién de Modelos Fraccionarios y Calculo Conformable.
La ultima etapa presenta un caso de estudio sobre la capacidad instalada fotovol-
taica en México, utilizando datos reales. En este caso, se realiza una integracion de
modelos fraccionarios mediante el calculo conformable. Esta integracion se lleva a
cabo por periodos, lo que permite obtener un estimador preciso del comportamien-
to del sistema. El uso del calculo conformable ofrece ventajas en la modelizacion
de sistemas complejos, especialmente cuando se consideran efectos no locales y no
singulares en la dindmica del sistema.
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Capitulo 4

Resultados

Este capitulo detalla los resultados obtenidos en cinco etapas de desarrollo y ana-
lisis, cada una disenada para fortalecer los modelos matematicos mediante Dindmica
de Sistemas, con aplicaciones que incluyen también Ingenieria de Control y Calculo
Fraccional. La intencion de estas etapas es generar herramientas robustas que puedan
apoyar la toma de decisiones en contextos reales y aportar al estado del arte de la Dina-
mica de Sistemas. Los estudios se enfocan en aplicaciones practicas en la industria textil
y el sector energético, explorando la aplicabilidad de estos modelos para la resolucion
de problemas industriales y la proyeccion de escenarios estratégicos. A continuacion, se
describen las cinco etapas:

= Etapa I: Modelado Base en Dinamica de Sistemas para la Industria
Textil
En esta primera etapa, se desarrolla un modelo de Dindmica de Sistemas que re-
presenta la dindmica de la cadena de produccién en la industria textil, integrando
siete variables de estado y los principales procesos de manufactura. Esta fase se
centra en la construcciéon del modelo a partir de principios bésicos de Dinamica
de Sistemas, sin profundizar en el anélisis matematico. Su objetivo es sentar las
bases para el analisis de interacciones y el comportamiento general del sistema.

= Etapa II: Analisis matematico sobre el Modelo de Dindmica de Sistemas
Partiendo del modelo de la Etapa I, en la segunda etapa se incorpora el analisis
de Ingenieria de Control, obteniendo la funcién de transferencia en el tiempo
para estudiar la respuesta temporal del sistema. Este analisis permite evaluar la
estabilidad y sensibilidad del sistema, robusteciendo el modelo inicial y brindando
informacion valiosa para el control de procesos en aplicaciones reales.

= Etapa III: Modelo de Dinamica de Sistemas para Tres Departamentos
de Manufactura y Analisis de Control Ackermann
La tercera etapa aborda un modelo especifico de tres departamentos de manu-
factura textil. Se profundiza en el anélisis de Ingenieria de Control, explorando
la interaccion entre estos departamentos. Este modelo optimiza la precision en la
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representacion operativa y permite implementar mejoras en el control de procesos
de manufactura textil.

Etapa IV: Bucle de Balanceo Fraccional y evaluaciéon de eficiencia me-
diante OEE y Calculo Fraccional en una Empresa Textil de Guanajuato
En esta etapa, se aplican los principios de Dinamica de Sistemas a datos reales
de una empresa textil en Guanajuato, enfocidndose en dos procesos de manufac-
tura. Ademaés, se utiliza la metodologia de Efectividad Global del Equipo (OEE)
y se incorpora el calculo fraccional para evaluar la eficiencia operativa de mane-
ra precisa. Este enfoque proporciona un modelo robusto para la optimizacién de
procesos y la toma de decisiones basada en datos reales.

Etapa V: Anilisis de Escenarios y Estimacion de Capacidad Solar en
México mediante Calculo Fraccional

En esta tltima etapa, se aplica el modelo de Dinamica de Sistemas en el anélisis de
la capacidad solar instalada en México, usando datos de irradiancia y capacidad
fotovoltaica en MW. El calculo fraccional permite simular miltiples escenarios de
generacion energética, logrando una mayor precision y aplicabilidad del modelo
para el planeamiento y las politicas energéticas.

Estas cinco etapas representan una contribuciéon al estado del arte en Dindmica de
Sistemas al enriquecer la capacidad de modelado de fenémenos complejos. Los resul-
tados obtenidos demuestran céomo el uso de estos modelos puede apoyar la toma de
decisiones estratégicas en sectores clave, optimizar procesos industriales y anticipar el
comportamiento de sistemas energéticos en diversos escenarios.

4.1. Etapa 1.

Los resultados del modelo de simulacién del proceso textil con sus siete fases pro-
porcionan valiosa informacién sobre el comportamiento y desempeno del sistema. Estos
resultados representan el resultado de simular y analizar el flujo de trabajo completo del
proceso textil, desde la recepcion de la materia prima hasta la obtencion del producto
final. Ver Cuadro 4.1

Cuadro 4.1: Tiempos de ciclo del proceso de fabricacion textil.

Variable de Estado | Tiempo de ciclo | Capacidad por departamento | Tiempo de establecimiento

Tejido 40 72 480
Hilvanado 3 320 108
Planchado 4 240 144

Corte 3 640 54
Confeccion 7 414 84
Terminado 2 480 72
Empaque 2 480 72
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Se identifica una restricciéon con la variable de condicion de la tela, la cual tiene
una capacidad de 72 piezas durante los 480 minutos que se toman como referencia. La
entrada del proceso sera de las 72 piezas a fabricar. Las notaciones de las variables de
estado y la representacion de las ecuaciones diferenciales se pueden mostrar en la Tabla
4.2, que son Tutiles para los diagramas de Forrester y de bloques. Ver Cuadro 4.2.

Cuadro 4.2: Variables de estado y notaciones del modelo textil.

Variable de Estado k Ecuacién Diferencial
Tejido 0.009541 B — |y (X1 — a)
Hilvanado 0.12 % = ky(Xgp — b) — %
Planchado 0.12 & —fy(Xg3—c) — 2
Corte 0.45 I — fy(Xas —d) — %
Confeccion 0.45 % = k5(Xg5s —€) — %
Terminado 0.5 % = ke(Xgs — f) — ‘Cil_'z
Empaque 0.55 % =ke(Xgr — g) — %

4.2. Etapa II. Funcién Matematica (Funcion de trans-
ferencia)

La identificacion de cada una de las variables de estado relacionadas en el proceso
de manufactura se realiza, comenzando con una variable de estado para el proceso
de tejido. El ciclo DS utilizado en el diagrama de Forrester de esta aplicacion es el

ciclo de ajuste, que busca evocar el comportamiento de bisqueda de un objetivo (ver
Figura 4.1).

Ed1l

kl

Sumador

Hd1

Figura 4.1: Diagrama de Forrester para n = 1 variable de estado.
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La ecuacion diferencial del sistema se identifica a partir del diagrama de Forrester,
donde Xd; representa la meta del sistema y la variable de estado depende de un flujo
proporcional. Esto nos da la ecuacion:

% =k (Xa1 — a) (4.2.1)

Cabe senalar que la caracteristica transitoria se conoce a partir de los modelos
de simulaciéon de Forrester, basados en la metodologia de dinamica de sistemas. Esta
caracteristica transitoria se calcula mediante métodos numéricos por simulacion en el
programa Stella, utilizando por ejemplo los métodos de Euler y Newton-Raphson.

Mas adelante, en la investigacion propuesta, el diagrama de Forrester se transforma
en diagramas de bloques para obtener la respectiva funciéon de transferencia, y se verifica
la estabilidad del sistema a través de los polos y ceros obtenidos por la funcion de
transferencia.

4.2.1. Diagrama de Bloques del Proceso de Tejido

La transformacion del diagrama de Forrester al diagrama de bloques se realiza a
partir de la identificacion de la ecuacion diferencial que modela el diagrama de Forrester.
La transformacion al dominio de Laplace se efectuia para n = 1. El valor de k£ determina
la rapidez con que el sistema alcanza la meta. El modelo del diagrama de bloques es el
siguiente. El sistema para una variable de estado funciona al realizar la comparacion de
la meta del sistema menos la salida del mismo; esa diferencia entre lo real y lo deseado
se multiplica por k, o el factor que realiza el ajuste periodo a periodo y compara lo
real con lo deseado, hasta que lo real es igual a la meta deseada y el error es cero. Ver
Figura 4.2.

v

Q |w» |-

P
«

»
»

Figura 4.2: Diagrama de bloques de una variable de estado.
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Para la reduccion del diagrama de bloques, se utiliza la herramienta MATLAB
Simulink, donde se disena el diagrama de bloques y se introducen los pardmetros de k
y Xd;, obteniéndose asi la funcién de transferencia del sistema:

1
H,(s) = 4.2.2
(S> Ts+1 ( )
donde
1
T =—"—
0,009541

A partir de la funciéon de transferencia, con la ayuda del software MATLAB y
Simulink, utilizando el osciloscopio, se puede observar la salida ante una entrada tipo
escalon con una amplitud de 72. Una comparacion del resultado obtenido con diagrama
de bloques y Vensim se puede ver en la siguiente Figura 4.3.

Respuesta al Escalon de Ha(s)
80 T T T T T

-
=]
[47)

100
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Piezas Producidas
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g 8
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[
S

B
o

100 200 300 400

Time (Minuto)

=)

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Tiempo (minutos)

(a) Salida simulada en MATLAB (b) Salida simulada en Vensim

—— Actual

Figura 4.3: Comparacion entre las salidas simuladas del modelo en MATLAB (a) y
Vensim (b).

Para el sistema de primer orden representado por la funciéon de transferencia obte-
nida, se obtiene un coeficiente positivo, lo cual indica que el sistema es estable, y al
igualar el denominador de la funciéon, se obtiene un polo real ubicado en el semiplano
izquierdo negativo. Ver Figura 4.4.
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Diagrama de Polos y Ceros de Ha(s) 4
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Figura 4.4: Diagrama de polos y ceros del proceso de tejido.

El tiempo de establecimiento para alcanzar la meta en un 98 % consiste en cuatro
veces el valor de T'. Para este sistema, el tiempo de establecimiento es de 419.28 minutos.

Para calcular el valor en el estado estacionario, se establece s = 0 en la funcién de
transferencia, obteniendo que el valor final es uno, dado que se trata de una funcién
matemaética de primer orden.

4.3. Diagrama de Forrester - Proceso de Hilvanado

Se presenta el diagrama de Forrester para dos variables de estado, donde hay seis
variables auxiliares, dos variables de flujo y dos variables de stock o de estado. Existen
dos bucles de retroalimentacion de tipo rolling loop"; la variable a no se ve afectada por
el comportamiento de b, mientras que la variable b se ve directamente afectada por la
variable de estado a, siempre y cuando a alcance su meta més réapido. Ver Figura 4.5.
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Figura 4.5: Diagrama de Forrester para el proceso de hilvanado con dos variables de
estado.

A continuacion, se identifican las dos ecuaciones diferenciales necesarias para cons-
truir el diagrama de bloques y derivar la funcion de transferencia correspondiente. Las
tasas netas de produccion se obtienen de manera sencilla, calculando la diferencia entre
la tasa de entrada y la tasa de salida. La ecuacion diferencial para la primera variable
de estado ya se determind en la operaciéon anterior como se muestra en la Ecuacion
Primera. Para la segunda variable de estado, la ecuacion diferencial que describe la
tasa de cambio de velocidad se presenta en la Ecuacion Segunda.

db
% = k2<Xd2 — b) — kl(Xdl — Cl) (431)

4.3.1. Diagrama de Bloques - Proceso de Hilvanado

Se propone resolver el sistema de ecuaciones diferenciales mediante la técnica de
diagramas de bloques, que es una técnica de ingenierfa de control. Se utiliza el software
Simulink para obtener la funcién de transferencia, como se observa en la Figura 4.6. Las
dos variables de estado estan en el diagrama de bloques, donde claramente la variable
de estado b también depende del flujo de a.
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Figura 4.6: Diagrama de bloques para el proceso de hilvanado con dos variables de
estado.

Para la solucion de dos variables de estado, resulta muy ttil emplear las herramientas
de MATLAB Simulink, donde los polos del sistema de la funcién de transferencia son
iguales al nimero de variables de estado. La funcion de transferencia del sistema se
presenta en la Ecuacion (4.3.2).

0,1104s + 0,001145
s%2 4+ 0,1295s + 0,01145
A partir de la funcién de transferencia obtenida y con una entrada escalén de am-

plitud 72, se simula el comportamiento del proceso de hilvanado y se compara con la
simulaciéon obtenida del diagrama de Forrester. Ver Figura 4.7.

Hy(s) = (4.3.2)

Respuesta al Escalon de Hb(s)
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(a) Salida simulada en MATLAB. (b) Salida simulada en Vensim.

Figura 4.7: Proceso de salida del hilvanado con diagramas de bloques y Forrester

Al comparar los valores obtenidos de la salida del sistema con una entrada de 72, o
meta de 72 en Stella, se obtienen salidas idénticas, lo que valida la transformacion reali-
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zada del modelo de Dindmica de Sistemas al diagrama de bloques basado en ingenieria
de control.

4.3.2. Estabilidad del Sistema - Proceso de Hilvanado

Tenemos las ecuaciones caracteristicas del numerador y denominador de la funcién
de transferencia para las dos variables de estado, extraidas del diagrama de polos y
ceros para n = 2.

Los polos o valores propios son: —0,12 y —0,0095 Los ceros son: —0,0104

Se obtienen dos polos reales y un cero real, cuya representacion en el diagrama de
polos y ceros se puede ver en la Figura 4.8.
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Figura 4.8: Diagrama de polos y ceros para el proceso de hilvanado con dos variables
de estado.

Los polos resultantes en el semiplano izquierdo del diagrama se encuentran en la
linea real, lo cual confirma el comportamiento sin sobresaltos de la salida ante una
entrada escalén de amplitud 72. Se puede concluir que, dados los valores propios del
sistema, éste es estable para las dos variables de estado.

4.4. Diagrama de Forrester - Proceso de Planchado

El diagrama de Forrester se presenta para tres variables de estado, con nueve va-
riables auxiliares, tres variables de flujo y tres variables de stock o estado. Una de las
principales diferencias entre tener tres variables de estado en lugar de dos, es que la
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variable de estado ¢ esta directamente limitada por la variable de estado b, la cual a
su vez estd limitada por la variable de estado a. Por lo tanto, el modelo matemético
se vuelve mas robusto; se necesitaria un sistema de tres ecuaciones diferenciales para
obtener su salida para una entrada dada, es decir, se requiere la soluciéon de b y a para
obtener c. Véase la Figura 4.9.

O—%=> - s == -

Ed3 EdZ Edl
k3 \
‘\____. sumador 3 k2 Sumadar 2 - Sumadar 1
T > - j -
%43 2 Adl

Figura 4.9: Diagrama de Forrester para el proceso de planchado con tres variables de
estado.

A continuacion, se identifican las tres ecuaciones diferenciales necesarias para la
construccion del diagrama de bloques y la obtencion de la funcién de transferencia co-
rrespondiente. Las tasas netas de produccion se determinan restando la tasa de entrada
menos la tasa de produccion. Las ecuaciones diferenciales para las primeras dos varia-
bles de estado fueron determinadas en operaciones anteriores, como se muestra en las
Ecuaciones (4.2.1) y (4.3.1). La ecuacion diferencial que describe la tasa de cambio de
velocidad para la tercera variable de estado se presenta en la Ecuacion (4.4.1).

% = ka(Xds — ) — ka(Xds — b(1) (44.1)

4.4.1. Diagrama de Bloques - Proceso de Planchado

El sistema de ecuaciones diferenciales se resuelve a través de la técnica de diagra-
ma de bloques, que es una técnica de ingenieria de control. Se utiliza la herramienta
MATLAB Simulink para obtener la funcién de transferencia. Como se puede ver en la
Figura 4.10, en las tres variables de estado del diagrama de bloques aparece la variable
de estado ¢, la cual también depende del flujo de b y a.
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Figura 4.10: Diagrama de bloques de n = 3 para el proceso de planchado con variables
de estado.

Con la ayuda de MATLAB y Simulink, se obtiene la funcién de transferencia del
sistema para n = 3. Dado que los valores de ks y k3 son idénticos, se realizdé un ligero
aumento en el valor de k3 para evitar la cancelaciéon de un cero en el polinomio del
numerador. La funciéon de transferencia obtenida se muestra en la Ecuacion (4.4.2).

0,001 s% + 0,1338 s + 0,0001385
s3 +0,2505 s% 4+ 0,01682 s + 0,0001385
A partir de la funcion de transferencia, y con una entrada escalén de amplitud
72 y una meta de 72, se obtienen las siguientes gréaficas, que alcanzan la meta en
aproximadamente 144 minutos. Véase la Figura 4.11

H(s) = (4.4.2)

Respuesta al Escalon de Hb(s)

80

-
(=)
[=]

Numero de piezas
Numero de piezas
ul
S

0
0 20 40 60 80 100 120 140

Time (Minuto)

o 50 100 150

Tiempo (Minutos) — Actual
(a) Respuesta del proceso de planchado en (b) Diagrama de Forrester del proceso en
MATLAB. Vensim.

Figura 4.11: Comparacion del proceso de planchado ante una entrada escalon: (a) salida
simulada en MATLAB y (b) diagrama de Forrester en Vensim.
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4.4.2. Estabilidad del Sistema - Proceso de Planchado

La funcién de transferencia tiene un numerador de segundo grado, mientras que el
denominador es de tercer grado. Los valores de k son diferentes entre las variables de
estado b y ¢, por lo que el grado del numerador es n — 1 con respecto al denominador.

Los valores propios (autovalores) y autovectores de la funciéon de transferencia son:

= Polos: —0,121, —0,12 y —0,0095
= Ceros: —0,0104

Se obtienen tres polos reales, de los cuales dos son repetidos y un cero real. Véase
la Figura 4.12.

(secon

Parte Real (seconds™')

Figura 4.12: Diagrama de polos y ceros para el proceso de planchado con tres variables
de estado.

Los polos resultantes en el semiplano izquierdo del diagrama indican que, paran = 3,
el sistema es estable con los polos y ceros encontrados. Dado que los polos del sistema
son reales, se espera un comportamiento estable en el caso de mailtiples entradas al
sistema.

4.5. Diagrama de Forrester - Proceso de Corte

El diagrama de Forrester se presenta para cuatro variables de estado, con 12 variables
auxiliares, cuatro variables de flujo y cuatro variables de stock o estado. La variable de
estado d estd directamente limitada por la variable de estado ¢, la cual a su vez esta
limitada por la variable de estado b, y esta tltima también esté limitada por la variable
de estado a. Por lo tanto, el modelo matemético se vuelve més robusto; se necesitaria un
sistema de cuatro ecuaciones diferenciales para obtener su salida. Véase la Figura 4.13.
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Figura 4.13: Diagrama de Forrester para el proceso de corte con n = 4.

A continuacion, se identifican las cuatro ecuaciones diferenciales necesarias para
la construccion del diagrama de bloques y la obtencion de la funcién de transferen-
cia correspondiente. Las tasas netas de produccion se determinan restando la tasa de
entrada menos la tasa de produccion. Las ecuaciones diferenciales para las primeras
tres variables de estado se determinaron en operaciones anteriores, como se muestra en
las Ecuaciones (4.2.1), (4.3.1) y (4.4.1). La ecuacion diferencial que describe la tasa de
cambio de velocidad para la cuarta variable de estado se presenta en la Ecuacion (4.5.1).

4.5.1. Diagrama de Bloques - Proceso de Corte

Se propone resolver el sistema de ecuaciones diferenciales a través de la técnica de
diagrama de bloques, que se basa en la ingenieria de control. Se utiliza la herramienta
de simulacion Simulink de MATLAB para obtener la funcién de transferencia. Como se
puede observar en la Figura 4.14, en el diagrama de bloques se representan las cuatro
variables de estado, donde claramente la variable de estado d también depende del flujo
de las tres variables de estado anteriores.
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Figura 4.14: Diagrama de bloques del proceso de corte, con n = 4.

Con la ayuda de MATLAB y Simulink, se obtiene la funcién de transferencia del
sistema disenando el diagrama de bloques en cascada y reemplazando los valores de
ki, ko, k3, ky, Xdi, Xdy, Xd3 y Xdy para obtener la funciéon de transferencia en la
Ecuacion (4.5.2).

0,33 s34+ 0,08235 52 + 0,007098 5 + 6,182 x 107°
() = st 40,6995 s3 + 0,129 s2 + 0,007648 s + 6,183 x 1075
La funcién de transferencia tiene un numerador de tercer grado, mientras que el
denominador es de cuarto grado. Los valores de k son diferentes entre las variables de
estado ¢ y d, por lo que el grado del numerador es n — 1 con respecto al denominador.
Véase la Figura 4.15.

(4.5.2)

d
100
Respuesta en el tiempo de |la funcién de transferencia HG(S] %
k ]
¢ [ B —
g -
5 90 /
o [
g E
240 S
&g, z
‘ 0
0 10 20 30 40 50
Time (Minuto)
" empo (Minutos) — Actual
(a) Salida del proceso de corte en Matlab. (b) Salida del proceso de corte en Vensim.

Figura 4.15: Comparacion de las salidas del proceso de corte en Matlab y Vensim.
Al comparar las graficas obtenidas mediante la salida del sistema con una entrada
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de 72, el tiempo aproximado para alcanzar la meta en Stella y en el diagrama de bloques
es de 54 minutos.

4.5.2. Estabilidad del Sistema - Proceso de Corte

Las ecuaciones caracteristicas del numerador y denominador de la funcién de trans-
ferencia muestran que al analizar los polos y ceros, se obtendran cuatro polos y tres
Ceros.

Los valores propios (autovalores) y autovectores de la funcion de transferencia son:

= Polos: —0,45, —0,12, —0,12, —0,0095
= Ceros: —0,1199 + 0,69214, —0,1199 — 0,0629i, v —0,0098

Se obtienen cuatro polos reales y dos ceros imaginarios conjugados, ademas de un
cero real. El resultado muestra los polos en el semiplano izquierdo del diagrama, lo cual
permite concluir que para n = 4, el sistema es estable con los polos y ceros encontrados.
No existen oscilaciones en el sistema, ya que las raices conjugadas corresponden a los
ceros y no a los polos, los cuales influyen directamente en el comportamiento de la
salida del sistema. Véase la Figura 4.16.

Diagrama de Polos y Ceros: Sistema con 4 Polos y 3 Ceros
T odg.ooo0380 026, 048 042 0.0606 ]

o

c
ha
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[~

Eje Imaginaric [second5'1 ]

[=1

o6 T

0480361 026 018 0.42 0.060.6
045 04 035 03 02 02 015 01 005070

Eje Real (seoonds'1}

Figura 4.16: Diagrama de polos y ceros del proceso de corte con n = 4 variables de
estado.

4.6. Diagrama de Forrester - Proceso de Confeccién
En este proceso, se consideran 15 variables auxiliares, cinco variables de flujo y cinco
variables de stock o estado. La complejidad de obtener una quinta variable de estado

es considerable, al punto que se requiere de software especializado debido al ntmero de
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ecuaciones diferenciales necesarias para su resolucion. En MATLAB, al intentar resolver
el caso de estudio en funcién del tiempo, no se pudo obtener una soluciéon adecuada.
Por otro lado, existen cinco bucles de balance, donde la quinta variable de estado se ve
afectada por todo el sistema, con una rapida disminucién en el tiempo de inactividad
del proceso. Véase la Figura 4.17.

& :X:’ d Fa C b #’ a
EdS

Edd Ed3 Ed2 Ed1

- ) f
k4
Sumader 5 \ sumador 3 k2 Sumader 1
Sumador 4 \‘f Sumador 2 k1 umador
Xd1 )
%42

Ad4 )

Xd5 xd3

Figura 4.17: Diagrama de Forrester del proceso de confeccion, n = 5.

Se identifican las cinco ecuaciones diferenciales necesarias para construir el diagrama
de bloques y obtener la funcion de transferencia respectiva. Las ecuaciones diferenciales
para las primeras cuatro variables de estado se determinaron en operaciones previas,
como se muestra en las Ecuaciones (4.2.1), (4.3.1), (4.4.1) y (4.5.1). La ecuacion dife-
rencial que describe la tasa de cambio de velocidad para la quinta variable de estado se
presenta en la Ecuacion (4.6.1).

% = k(X ds — €) — ka(Xdy — d(2)) (4.6.1)

4.6.1. Diagrama de Bloques - Proceso de Confecciéon

Se propone resolver el sistema de cinco ecuaciones diferenciales mediante la técnica
de diagrama de bloques, la cual esta basada en la ingenieria de control. La herramienta
de simulacion Simulink de MATLAB se utiliza para obtener la funciéon de transferencia.
Como se observa en la Figura 4.18, el diagrama de bloques incluye las cinco variables
de estado, donde puede verse que la variable de estado e también depende del flujo de
las cuatro variables de estado anteriores.
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Figura 4.18: Diagrama de bloques para el proceso de confecciéon, con n = 5.

Con la ayuda del software MATLAB y Simulink, se obtiene la funcién de transferen-
cia del sistema para n = 5. Dado que los valores de k4 y k5 son idénticos, se realizé un
leve incremento en el valor de k5 para evitar la cancelaciéon de un cero en el polinomio
del numerador. La funcién de transferencia obtenida se muestra en la Ecuacion (4.6.2).

0,001 s* + 0,1488 53 + 0,03728 s? + 0,003221 s + 2,805 x 1073

s® 4+ 1,151 s* + 0,4448 s3 + 0,06661 s + 0,003531 s + 2,805 x 10—

La entrada escalon con una amplitud de 72 piezas se define en el proceso y se grafica
para comparar los resultados obtenidos en Stella y en el diagrama de bloques, repre-
sentando asi la meta del sistema. Se observa que el tiempo de asentamiento en ambas
graficas es aproximadamente de 84 unidades, y la diferencia en el error cuadréatico medio
entre los datos de ambos resultados es menor al 0.001 %, siendo el error practicamente
el nimero de cifras significativas que maneja el software Vensim. Véase la Figura 4.19.

H.(s) = (4.6.2)

Respuesta al escalén de la funcion de transferencia He(s)

-
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oW a8 o @
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10 20 30 50 80

'I'\en:l;um(mir:ilos)(s:;mnds) —— Actual
(a) Respuesta a una entrada escaléon de (b) Diagrama de Forrester, con el software
amplitud 72, con el software MATLAB. Vensim.

Figura 4.19: Comparacion de resultados: a) MATLAB, b) Vensim.
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4.6.2. Estabilidad del Sistema - Proceso de Confecciéon

Cuando el polinomio se iguala a cero y se determinan las raices del numerador y del
denominador, se obtienen tres ceros y cinco polos. Esto se debe a que las variables de
estado cuarta y quinta tienen el mismo valor de k; es decir, en el inicio del proceso de
la quinta variable de estado, no inicia la acumulaciéon debido a que lo que ingresa y sale
de las variables de flujo ed5 y ed4 es igual.

» Polos: —0,451, —0,45, —0,12, —0,12, y —0,0095
» Ceros: —0,1199 + 0,06927, —0,1199 — 0,0692¢, y —0,0098

Los cinco polos resultantes en el eje real, dos ceros imaginarios conjugados y un cero
en el eje real, estan todos en el plano izquierdo del diagrama de polos, resultando en
un sistema estable para las cinco variables de estado, donde los polos del sistema son
iguales al valor de k asignado en el diagrama de Forrester. Véase la Figura 4.20.

Diagrama de Polos y Ceros: Sistema con 5 Polos y 3 Ceros
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Figura 4.20: Diagrama de polos y ceros del proceso de confecciéon con n = 5 variables
de estado.

4.7. Diagrama de Forrester - Proceso de Acabado

Este proceso considera 18 variables auxiliares, seis variables de flujo y seis variables
de stock. La complejidad para obtener una sexta variable de estado es tal que no
puede resolverse incluso mediante software especializado debido al ntimero de ecuaciones
diferenciales necesarias. En MATLAB, al intentar determinar la solucién en funcion del
tiempo, no se obtuvo un resultado adecuado. Por otro lado, existen seis bucles de
balance en los cuales la sexta variable de estado se ve afectada por el sistema completo,
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observandose una rapida disminucion en el proceso durante el tiempo de inactividad.
Véase la Figura 4.21.

Figura 4.21: Diagrama de Forrester del proceso de acabado con seis variables de estado.

Luego, se identifican las seis ecuaciones diferenciales necesarias para la construccion
del diagrama de bloques y la obtencion de la funcion de transferencia correspondiente.
Es importante senalar que las tasas netas de produccion se determinan como la tasa
de entrada menos la tasa de producciéon. Las primeras cinco ecuaciones diferenciales
fueron determinadas en operaciones previas en las Ecuaciones (4.2.1), (4.3.1), (4.4.1),
(4.5.1) y (4.6.1). La tasa de desarrollo para la sexta variable de estado se muestra en la
Ecuacion (4.7.1).

YV k(X — ) — k(X5 — (1) (4.7.1)

4.7.1. Diagrama de Bloques - Proceso de Acabado

Se propone resolver el sistema de ecuaciones diferenciales mediante la técnica de
diagrama de bloques. Con el uso de Simulink, se obtiene la funcién de transferencia.
Como se muestra en la Figura 4.22, el diagrama de bloques incluye las seis variables de
estado, donde claramente la variable f depende del flujo de las cinco variables anteriores.
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Figura 4.22: Diagrama de bloques del proceso de acabado, n = 6.

Con la ayuda del software MATLAB y Simulink, se ingresan los parametros de k
y Xd para cada una de las seis variables de estado, se definen las entradas y salidas
del sistema, y se obtiene la funcion de transferencia del sistema en la Ecuacion (4.7.2),
donde se observa un polinomio de quinto grado en el numerador y de sexto grado en el
denominador.

Hi(s) = 0,05 5% + 0,05748 s + 0,08901 s® + 0,01996 s* + 0,0016134 s + 1,391 x 10~°
! s% + 1,655 + 1,019 s* + 0,2876 s + 0,03635 s2 + 0,001779 s + 1,391 x (140;5 )
7.2
Al obtener la funcién de transferencia, se puede observar el comportamiento ante
multiples entradas; sin embargo, la entrada escalén del estudio de caso esta definida en
72 y se puede comparar con el resultado obtenido en el software Stella. Se encuentra
que el tiempo de establecimiento de ambas graficas es aproximadamente de 72 minutos,
y la diferencia se encuentra en los decimales. Véase la Figura 4.23.

Respuesta al escalon de la funcion de transferencia Hf(s)
80
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0 20 40 60
0 1 1 1 1 1
Tiempo (minutos) (seconds) Time (Minuto)
. —— Actual
(a) Salida de Estado 6 ante una entrada
escalon (b) Salida del diagrama de Forrester

Figura 4.23: Salida ante una entrada escalén con diagrama de bloques y con el diagrama
de Forrester en Vensim
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4.7.2. Estabilidad del Sistema - Proceso de Acabado

Para el proceso de acabado, con seis variables de estado, se igualan los numerado-
res y denominadores para encontrar sus raices caracteristicas, las cuales, en este caso,
presentan un polo mas que ceros.

» Polos: —0,5, —0,45, —0,45, —0,12, —0,12 y —0,0095

= Ceros: —0,4510 +1,15447, —0,4510 — 1,15444, 0,1189 4 0,0666i, —0,1189 — 0,0666,
v 0,0098

Existen cuatro ceros imaginarios conjugados y un cero en el eje real. Mientras que
los polos presentan seis valores en el eje real, es importante prestar atenciéon al polo
—0,009541, ya que estd muy cercano al eje imaginario y puede provocar que el proceso
entre en una estabilidad marginal. Véase la Figura 4.24.

Diagrama de Polos y Ceros: Sistema con 6 Polos y 5 Ceros
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Figura 4.24: Diagrama de polos y ceros con n = 6 variables de estado.

4.8. Diagrama de Forrester - Proceso de Empaque-
tado

El diagrama de Forrester se presenta para siete variables de estado, donde existen 21
variables auxiliares, siete variables de flujo y siete variables de stock o estado. Para las
siete variables de estado, es necesario tener la funcion en el tiempo de las seis variables de
estado anteriores; en esencia, esto corresponde a un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales, que deben resolverse en cascada. Véase la Figura 4.25.
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Figura 4.25: Diagrama de Forrester del proceso de empaquetado, n = 7.

Para el enfoque con siete variables de estado, se identifica que se deben tener siete
ecuaciones diferenciales para la formulacion del diagrama de bloques, (4.2.1), (4.3.1),
(4.4.1), (4.5.1), (4.6.1), (4.7.1) y la Ecuacion (4.8.1) correspondiente al flujo de la va-
riable de estado en el proceso de empaquetado.

dg

i ke(Xd7 — g) — ke(Xds — f(t)) (4.8.1)

4.8.1. Diagrama de Bloques - Proceso de Empaquetado

Se propone resolver el sistema de siete ecuaciones diferenciales a través de la técnica
de diagrama de bloques, una técnica de ingenieria de control para la obtencion de la
funciéon de transferencia del proceso de empaquetado. Como se observa en la Figura 4.26,
existen siete variables de estado en el diagrama de bloques, donde claramente la variable
de estado g también depende de todo el proceso.
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Figura 4.26: Diagrama de bloques del proceso de empaquetado, n = 7.

Con la ayuda del software MATLAB y Simulink, se asignan los pardametros definidos
a los siete valores de k£ y a los objetivos del sistema, que son de 72 en cada uno de ellos. La
funcion de transferencia del sistema se obtiene en la Ecuacion (4.8.2), con un numerador
de grado 6 y un denominador de grado 7.

H,(s) = 0,05 s% 40,1075 s° + 0,07967 s* + 0,05889 s + 0,0118 s* + 0,0008953 s + 7,651 x 107°

9\%) = ST+ 2,255+ 1,926 s° 40,8478 s* 40,1945 53 4 0,02177 52 4+ 0,0009926 s + 7,651 x 10~?
(4.8.2)
Al obtener la funciéon de transferencia completa del proceso, se puede observar la
salida del sistema, que se aproxima a los 72 minutos para el proceso de empaquetado;

se realiz6 un analisis de los resultados en Stella con la funcién de transferencia. Véase
la Figura 4.27.
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Respuesta al escalén de la funcion de transferencia Hg(s)
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(a) Salida de la funcion de transferencia (b) Salida del diagrama de forrester en
ante una entrada escalon. Vensim.

Figura 4.27: Salida de la funcién de tranfenrencia ante una entrada escalon vs el dia-
grama de forrester en Vensim

4.8.2. Estabilidad del Sistema - Proceso de Empaquetado

Se analizan los polos y ceros de la funciéon de transferencia para el caso de siete
variables de estado, encontrando los siete polos y seis ceros del proceso, que se detallan
a continuacion:

» Polos: —0,55, —0,50, —0,45, —0,45, —0,12, —0,12 y —0,0095

» Ceros: —0,1760 + 0,726512, —0,1760 — 0,726517, —0,1180 + 0,0649¢, —0,1180 —
0,0649:, —1,5518 y —0,0097

En la Figura 4.28 se muestran los siete polos en el eje real, donde se observa un
comportamiento sin picos de sobreimpulso ni oscilaciones, ya que todos los polos del
sistema se encuentran en el eje real; ademas, se obtuvieron cuatro ceros conjugados
imaginarios y dos reales.
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Diagrama de Polos y Ceros: Sistema de 7 Polos y 6 Ceros
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Figura 4.28: Diagrama de polos y ceros con siete variables de estado.

4.9. AnAlisis de las Funciones de Transferencia para
los Modelos de Dinamica de Sistemas (SD) en el
Proceso Textil

Se implement6 la metodologia propuesta para los siete modelos de Dinamica de
Sistemas (SD), obteniéndose asi una funcién de transferencia para cada una de las
variables de estado del proceso textil, como se muestra en la Tabla 4.3. Cada funcién de
transferencia refleja el comportamiento dindmico de las variables de estado, nombradas
como a, b, ¢, d, e, f y g, en funciéon de sus respectivas ecuaciones diferenciales. Estas
funciones permiten evaluar la respuesta del sistema ante una entrada de tipo escaléon de
amplitud 72, equivalente a la meta establecida en el diagrama de Forrester para cada
proceso.

Los resultados obtenidos para cada salida son consistentes y coinciden con una
precision de error inferior al 0.0001 % respecto a las simulaciones en Stella, lo que
valida la exactitud de los modelos implementados. Ademas, cada proceso refleja el
comportamiento esperado en sus ciclos de tiempo, permitiendo un analisis detallado
del sector textil en términos de tiempos de estabilizacion y respuesta dindmica.

Una ventaja clave de las funciones de transferencia obtenidas es la posibilidad de
variabilidad en el tipo y valor de la entrada, lo cual permite analizar la salida en funcién
de multiples entradas. Esto se puede realizar tanto de forma independiente para cada
entrada como utilizando el principio de superposicién, proporcionando asi flexibilidad
en el analisis de los procesos y permitiendo simular diversos escenarios de produccion
en el sector textil.
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Cuadro 4.3: Funciones de Transferencia del Proceso Textil

Variable de Estado Funcién de Transferencia
0,009541
‘ o) = ipomen
— 2 5+ b}
b Hy(s) = 5240,1295510,01145
c H (s) ____0,001540,013385+0,0001385
¢ 53+40,2505524-0,016825+0,0001385
d H ( s) _ 0,3353+0,082355240,0070985+6,182x10—°
d 5%40,699553+0,12952+0,0076485+6,183x10—5
e H (s) _ 0,00015%+0,14885%40,037285240,0032215+2,805x 10~
e s5+1,1515%40,444853+0,066015240,003531 542,805 x 10—5
f 2t (s) _ 0,055°40,0574857+0,089015°+0,0199652+0,00161345+1,391x 10"
f s641,6555+1,0195%40,287653+0,03635524-0,0017795+1,391 x 10—5
g H ( 3) _ 0,055540,10755°+0,079675%+0,05889s+0,01185%+0,00089535+7,651 x 105
g s742,256+1,92655+0,84785440,19455340,0217752+0,0009926 547,651 x 10—

4.10.

Etapa III. Técnica de Control Moderno

La inclusion de modelos matematicos en la teoria de dindmica de sistemas es fun-
damental para robustecer el analisis y control de procesos complejos, como los que se
encuentran en la industria textil. Este estudio se enfoca en el uso de modelos mate-
méticos de tres variables de estado (correspondientes a los departamentos de Tejido,
Hilvanado y Planchado) para capturar la interaccion dindmica de estos procesos. A
través del modelado matemaético, es posible no solo describir el sistema de manera
detallada, sino también prever como responderd ante perturbaciones y ajustes en las

condiciones de operacion.

La representacion de estos departamentos mediante un modelo de Forrester en el
contexto de la dinamica de sistemas permite observar visualmente como fluyen y se
acumulan las variables en el proceso de manufactura. Sin embargo, el modelo de Fo-
rrester, por si solo, se fortalece significativamente al ser traducido en un sistema de
ecuaciones diferenciales, que permite captar el comportamiento temporal de las varia-
bles. Estas ecuaciones proporcionan un marco matematico para analizar el sistema de
manera cuantitativa, y, al derivarlas, se pueden identificar tanto las tasas de cambio
como las dependencias entre las variables.

Posteriormente, se transforma el modelo en una representaciéon en el espacio de
estados. Esta transicion es crucial porque, en la teoria de control y dinamica de sistemas,
el espacio de estados permite estructurar el sistema de forma tal que cada variable de
estado (representando un departamento) y sus interrelaciones quedan explicitamente
definidas. Con las matrices A, B, C'y D, se obtiene una descripcion lineal del sistema,
lo cual facilita el diseno de estrategias de control que acttian directamente sobre las

variables de estado.

Para robustecer atin mas la estabilidad y rendimiento del sistema, se implementa
un control por colocacién de polos mediante el método de Ackermann. Este método
permite ajustar la respuesta del sistema para alcanzar un estado estable y deseado en
un tiempo especifico, lo que es vital en un entorno de manufactura donde el tiempo de
ciclo de produccién tiene un impacto directo en la productividad y eficiencia operativa.
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De este modo, el modelo matematico no solo explica el comportamiento de los
departamentos en términos de acumulacion y flujo de recursos, sino que ofrece una
base solida para predecir el impacto de las decisiones de control y sus tiempos de
ajuste. Ademas, el marco de dinamica de sistemas, apoyado en herramientas de control
moderno, permite construir sistemas de manufactura maés resilientes y adaptables. Esto
robustece la teoria de dinamica de sistemas, proporcionando un enfoque cuantitativo
que puede extenderse a otros sectores industriales, permitiendo un analisis mas preciso
y la optimizacién de miltiples etapas del proceso de producciéon.La figura 4.29 muestra
un diagrama de Forrester que representa los tres procesos en el sector textil. El diagrama
esta dividido en tres bloques horizontales, cada uno de los cuales representa un proceso
diferente: "Tejido = a", "Hilvanado = bz "Planchado = c¢".

O—%=> - s == -

Ed3 Ed2 Edl

ka \

‘\—-_J sumador 3 k2 Sumadar 2 - Sumadar 1
T > - j -
%43 2 Adl

Figura 4.29: Modelo de Forrester con 3 variables de estado.

Se definen los parametros del modelo de Forrester para cada una de las tres opera-
ciones textiles, que se presentan en el cuadro 4.4

Cuadro 4.4: Datos de variables auxiliares y notaciéon de variables de estado.

Variable de estado | Variables auxiliares | Notacién de las variables
Tejido 0.008541 a
Hilvanado 0.037147
Planchado 0.02786 C

4.10.1. Vector de Estado y de Salida

Para definir un sistema de ecuaciones diferenciales a partir de un modelo de simula-
cién, es necesario identificar las variables involucradas en el sistema y cémo se relacionan
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entre si. Las variables se enumeran en el cuadro 4.4, donde se listan las variables de
estado y las variables auxiliares. A partir de estas variables, se puede definir el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales. Consulte las ecuaciones 4.10.1-4.10.5.

La linealizacion de las variables de estado es una técnica utilizada para aproximar
la solucién de un sistema no lineal. Esto se realiza asumiendo que todas las variables
del sistema pueden expresarse como una combinacién lineal de las variables de estado
y sus derivadas.

T =a (4.10.1)
() = % (4.10.2)
va(t) = b (4.10.3)
: db
z3(t) = ¢ (4.10.5)
T (t) = % (4.10.6)

Una vez que se tienen las ecuaciones diferenciales lineales en las variables de estado,
se pueden utilizar técnicas de control y optimizaciéon para disenar estrategias de control
y mejorar el rendimiento del sistema. Las ecuaciones se definen a continuacion.

$1(t) = k’1(Xd1 — $1) (4107)
2a(t) = ko (Xaz — 22) — b (Xay — 1) (4.10.8)
23(t) = kis(Xas — 23) — ko(Xaz — 2) (4.10.9)

4.10.2. Matrices de Estado: A, B, C, D

Para obtener el modelo linealizado con las variables de estado definidas, se debe
calcular la matriz A, que se obtiene a partir de las derivadas parciales de las ecuacio-
nes 4.10.7-4.10.9. La matriz A es la matriz jacobiana, y se calcula como:

k0 0
A=k —k 0 (4.10.10)
0  ky —ks

La matriz B se calcula a partir de las derivadas parciales de las ecuaciones de estado
con respecto a la variable de entrada u(t), como se muestra en la siguiente ecuacion:

k1
B=|ky—k (4.10.11)
ks — ks
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La salida C' es igual a la tercera variable de estado, y por lo tanto:

C=(0 0 1) (4.10.12)

En algunos casos, la matriz de transmision directa D se establece en cero, ya que la
salida depende solo de las variables de estado. Por lo tanto, la matriz:

D=0 (4.10.13)

El sistema en su representacion en variables de estado es:

—0,008541 0 0 ) 0,008541
i =| 0008541 —0,037147 0 zo | + [ 0,028606 | u(t) (4.10.14)
0 0,037147  —0,02786/ \z3 —0,009287
T
y=(0 0 1) |z |40 (4.10.15)
T3

4.10.3. Matriz de Transferencia

Para simular el comportamiento del sistema, se puede utilizar la ecuacion diferencial
que describe la evoluciéon temporal del vector de estado x y la ecuaciéon que relaciona el
vector de salida y con el vector de estado x. La matriz de transferencia G(s) se calcula
como la relacion entre la transformada de Laplace de la salida (x3) y la transformada
de Laplace de la entrada (u).

Primero, se calcula (s — A):

s +0,008541 0 0
(s —A)= [ —0,008541 s+ 0,037147 0 (4.10.16)
0 —0,037147 s+ 0,02786

Para obtener la matriz de transferencia, se debe invertir (sI — A) y sustituir en la
ecuacion de Laplace para obtener G(s):

Gls) = —0,0098275s” + 0,00063865 + 8,834 x 10~
53 +0,07354s2 + 0,00159s + 8,834 x 106

(4.10.17)

4.10.4. Parametros Deseados en el Sistema de Control

El parametro ¢ (también conocido como coeficiente de amortiguamiento) es un valor
utilizado en el analisis de sistemas dinamicos para describir la respuesta amortiguada
de un sistema. Indica la cantidad de amortiguamiento presente en el sistema y afecta
su comportamiento en términos de estabilidad, tiempo de respuesta y amortiguacion.
El valor de ¢ varia entre 0 y 1, donde 0 representa un sistema subamortiguado, 1 indica
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un sistema criticamente amortiguado y valores por encima de 1 representan sistemas
sobreamortiguados.

Otro parametro importante en el analisis de sistemas dinamicos es la frecuencia
natural, representada por w,. Esta frecuencia es una medida de la velocidad a la que
un sistema vibraré u oscilara en ausencia de amortiguamiento o fuerzas externas. Para
calcular la frecuencia natural del sistema, se utilizan las siguientes ecuaciones para
obtener los valores deseados de los polos.

c=11 (4.10.18)

4

Usa

= 0,0291 (4.10.19)

Wy =

La ecuacion siguiente muestra los polos deseados del sistema, que se obtienen a partir
de la frecuencia natural deseada (w,) y el coeficiente de amortiguamiento (o). Los polos
se representan como valores conjugados complejos, ya que el sistema es de segundo orden
més una cancelacion de polos y ceros que se debe realizar para utilizar el sistema de
segundo orden. En este caso, se desea un comportamiento de bajo amortiguamiento,
por lo que el coeficiente de amortiguamiento se establece en 0.1 y la frecuencia natural
se calcula a partir de los valores deseados de tiempo de asentamiento y tiempo de
establecimiento.

S12 = —wpo twyVo? —1 (4.10.20)

Reemplazando los valores, los dos polos deseados resultan ser los siguientes:

s = —0,0187, sy = —0,0453 (4.10.21)

En la siguiente ecuacion, se estd asignando manualmente un polo especifico (s3)
para lograr un comportamiento deseado en el sistema. Para obtener ese polo deseado,
se toma un cero de la matriz de transferencia en lazo abierto y se cancela con el polo
deseado. Esta técnica se conoce como cancelacion de polos y ceros. La cancelacion de
polos y ceros implica agregar un cero en la funcién de transferencia del controlador
para cancelar un polo no deseado en la funcién de transferencia del sistema. En este
caso, se cancela un polo en la matriz de transferencia en lazo abierto con un cero en la
funcion de transferencia del controlador, lo que resulta en el polo deseado en la funcion
de transferencia del sistema en lazo cerrado.

s3 = —0,0128 (4.10.22)

Con los polos deseados definidos, se puede realizar la asignaciéon de polos para obte-
ner la ganancia del controlador que garantiza el comportamiento deseado del sistema.
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4.11. Control Ackerman

Cuando existe un problema de control en variables de estado, una de las formas
de encontrar la matriz de ganancia k de la retroalimentacion de estado es utilizando la
formula de Ackerman. Esta formula permite calcular directamente la matriz de ganancia
de retroalimentacion en el espacio de estado, a partir de la siguiente ecuacion, si el
sistema esta en forma controlable. Ver figura 4.30

Figura 4.30: Control por espacio de estados con la férmula de Ackerman.

Para el calculo de las ganancias de Ackerman, se utiliza la siguiente ecuacion. Los

polos deseados del sistema ya estan calculados para la investigacion realizada. Se calcula
la ecuacion caracteristica deseada a partir de estos:

(s + 0,0187)(s + 0,0453) (s + 0,0128) (4.11.1)

Al multiplicar los 3 polos, se obtiene la ecuacién deseada:

A(N) = s* +0,07681s* + 0,00166s + 1,084 x 107° (4.11.2)

Donde se obtiene al reemplazar la matriz A:
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—0,008541 0 0 s

®(A) = | 0,008541 —0,037147 0
0 0,037147  —0,02786

—0,008541 0 0 2
10,07681 [ 0,008541 —0,037147 0
—0,02786
0

0 0,037147 (4.11.3)
—0,008541 0
+0,00166 [ 0,008541 —0,037147 0
0 0,037147  —0,02786
—0,008541 0 0
41,084 x 107° [ 0,008541 —0,037147 0
0 0,037147  —0,02786

Al realizar las operaciones matriciales y sumar cada una de las operaciones, se
obtiene:

0,1592 0 0
®(A) =107° | —0,0623 0,3681 0 (4.11.4)
0,1035 —0,5055 0,2417

Se procede a obtener la matriz de controlabilidad del sistema:

C=(b Ab A%) (4.11.5)

Al reemplazar y realizar las operaciones en cada una de las posiciones de la matriz,
el resultado es:

0,008541  —0,0001 0,0062 x 10~*
C = 0028606 —0,0010 0,3614 x 10~
—0,009287 0,0013 —0,0001

La matriz de ganancia de retroalimentacion k£ se calcula como:

1

0,008541  —0,0001 0,0062 x 10~*\ ~ 0,0921 0 0
k=1[0 0 1]| 0,028606 —0,0010 0,3614 x 10~* x107° | —0,0067 0,1147 0
—0,009287  0,0013 —0,0001 0,0104 —0,0528 0,1015

El vector de Ackerman k de tamano 1 x 3 es:

k= (0,4431 —0,0666 —0,1495)

Para obtener el nuevo Ay, se sustituye en la ecuacion de retroalimentacion:
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—0,0123  0,0006  0,0013
A, = | —0,0041 —0,0352 0,0043
0,0041  0,0365 —0,0292

Para obtener un modelo con diferentes entradas y que siga una referencia, se agre-
ga el bloque N en la entrada del diagrama de bloques de protecciéon de polos, y se
realiza un control siguiendo una referencia. En este caso, se utiliza una ganancia de
precompensacion cuya deduccion se muestra en la figura 4.31.

Figura 4.31: Control por espacio de estados compensacion.

1
N = — (4.11.6)
C(A—-Bk) B
Al introducir los datos en la ecuaciéon anterior, se obtiene una ganancia de precom-
pensacion de N = 1,2269. La funcién de transferencia para la nueva asignacion de polos,

incluyendo la ganancia de regulacion para una referencia, se mantiene:

Gals) = —0,01139s% + 0,0007834s + 1,084 x 10~°
20T 84 0,07681s2 + 0,0016665 + 1,084 x 10-7
Al igualar el denominador a cero, se obtienen los autovalores y las raices deseadas,

logrando control mediante la asignaciéon de polos y un comportamiento mas rapido de
la operacion.

4.11.1. Grafico Control Ackerman

Se obtiene la grafica en donde se compara la matriz de transferencia del sistema de
dindmica de sistemas versus el control 6éptimo.
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Figura 4.32: Matriz de transferencia vs Control 6ptimo.

En conclusion, se observa que el tiempo de establecimiento del control 6ptimo es
aproximadamente de 180 minutos, lo cual esta por encima de los 125 minutos requeridos.
Esto se debe a las limitaciones presentes en cada uno de los procesos de fabricacion, ya
sea en las maquinas o en el personal. Se realizaron pruebas para intentar alcanzar los
125 minutos, pero al hacerlo, se compromete el tipo de comportamiento deseado en el
sistema, donde el factor de amortiguamiento (¢) es mayor a 1. Dadas las condiciones
existentes, se determina que aproximadamente 180 minutos es el tiempo éptimo que se
puede lograr para mantener el mismo comportamiento deseado.

4.12. Etapa IV - Calculo Fraccionario (Derivada de
Caputo)

4.12.1. Anadlisis de Eficiencia y Control en un Proceso Textil
mediante Derivadas Fraccionarias

En este capitulo se emplea un caso de estudio basado en un proceso textil, donde se
han analizado bucles de balanceo con derivadas fraccionarias. La metodologia de analisis
utiliza la medida de Eficiencia General de los Equipos (OEE), aplicando datos reales de
una empresa ubicada al sur del estado de Guanajuato. A través de esta metodologia,
se evaltan la disponibilidad, calidad y rendimiento de los departamentos de Tejido e
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Hilvanado, componentes clave del proceso textil.

Para modelar la dinamica del proceso, se desarrollan ecuaciones diferenciales fraccio-
narias que describen el comportamiento de estos departamentos, utilizando el método
de Caputo para resolver las derivadas fraccionarias. A partir de esto, se generan diferen-
tes escenarios que permiten evaluar la respuesta del sistema bajo diversas condiciones
de operacion.

Finalmente, con los datos obtenidos de la empresa, se grafican los resultados de efi-
ciencia en los dos departamentos, ofreciendo una representacion visual de como variaria
la eficiencia de acuerdo con los parametros reales observados.

4.12.2. Modelo de Dinamica de Sistemas

El diagrama de Forrester, como se muestra en la Figura 4.33, representa la dindmica
del proceso de producciéon textil mediante un modelo de dinamica de sistemas (SD).
Este modelo muestra los dos departamentos fundamentales del proceso textil: Tejido e
Hilvanado. Incluye dos variables de estado, x v y, que representan a estos departamen-
tos, respectivamente. Estas variables de estado son el eje central del sistema, reflejando
la producciéon acumulada de cada departamento. El diagrama también incorpora seis
variables auxiliares y dos variables de flujo, que forman el sistema, las interacciones y
los mecanismos de retroalimentacion.

¥ %
é Edl
Adder 2
Adder 1

i

Figura 4.33: Diagrama de Forrester del caso de estudio.
Figura 4.33 Modelo de dinamica de sistemas en el entorno Vensim. Las variables

auxiliares, Xdl y Xd2, son particularmente importantes ya que representan los obje-
tivos del sistema o el nimero objetivo de piezas (por ejemplo, piezas de un modelo
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especifico de suéter) que cada departamento busca producir. Estos objetivos no son
estéaticos; gufan la dindmica operativa, dando forma al flujo de trabajo y los esfuerzos
de produccion en cada departamento. El diagrama también introduce los sumadores 1
y 2, que calculan la discrepancia entre la produccion real y los objetivos establecidos
para cada departamento, destacando las areas donde se pueden necesitar ajustes para
alinearse con los objetivos de produccion.

La constante k, asignada a cada departamento, representa la tasa ideal a la que
se puede alcanzar el nivel de produccion deseado, expresada en unidades de (1/min).
Estas constantes son esenciales para calibrar el sistema a un rendimiento 6ptimo, ase-
gurando que se cumplan los objetivos de produccién de manera eficiente. El cuadro 4.5
describe los valores especificos y roles de estas variables en el diagrama de Forrester,
proporcionando un marco claro para comprender la dinamica del proceso.

Cuadro 4.5: Variables del diagrama de Forrester.

Variable de | Notacion | Xd  (Objeti- | Sumador Ecuacién Diferencial
Estado de la Va- | vos)
riable
Tejido X Xdl =172 Xdl —z Edl = (Xdl —z) - k1
Hilvanado Y Xd2="T2 Xd2—y Ed2 = (Xd2 —y) - k2 —
Edl
4.12.3. Sistema de Ecuaciones Diferenciales

Es importante senalar que se ha desarrollado un modelo de dindmica de sistemas
para representar el proceso de produccion en dos departamentos. A partir de este mo-
delo, se han identificado y formulado las dos ecuaciones diferenciales fundamentales que
describen el comportamiento de estos departamentos. Estas ecuaciones forman la base
del analisis, proporcionando una comprension detallada de la dinamica de produccion
en estos contextos especificos.

El sistema propuesto, con condiciones iniciales z(0) = 0,y(0) = 0, es:

d
d—f = Iy (Xdl — ), (4.12.1)
d

d—i = Jp(Xd2 — y) — Ky (Xd1 — ). (4.12.2)
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4.12.4. Solucién de la Ecuacion Diferencial Ordinaria

Las siguientes ecuaciones se obtienen resolviendo el sistema completo de ecuaciones
diferenciales:

v =Xdl(1—e™"), (4.12.3)
Xdlk,

_ kot
y=Xd2(1—e )Jer_k1

(e7Ft —e Mty (4.12.4)

Para obtener los valores de k; y ks, la solucién de cada una de las variables de estado
debe ser igual al tiempo de operacion de cada departamento. Estos tiempos son de 480
y 100 minutos, respectivamente, y se busca el valor de k que logre alcanzar el 98 % del
objetivo.

4.12.5. Metodologia OEE

El enfoque metodolégico de este estudio se centra en los departamentos de Tejido
y Hilvanado, que son segmentos fundamentales de la cadena de produccion textil. Se
trabajo con una empresa ubicada en el sur de Guanajuato, de la cual se recopilaron
datos reales para evaluar con precision la eficiencia de estos departamentos. La evalua-
cion utiliza la metodologia de Eficiencia General del Equipo (OEE, por sus siglas en
inglés), una medida integral que evalta la eficiencia de un departamento en funcion de
la disponibilidad del equipo, la velocidad de rendimiento y la calidad del producto. En
este estudio, la calidad del producto se relaciona especificamente con la produccion de
un modelo particular de suéter, lo que subraya la aplicacion practica y relevancia de
esta investigacion para los desafios operativos de la industria textil.

En este proyecto de investigacion, las ecuaciones diferenciales fraccionarias y su valor
alfa, que se abordaran, estan intrinsecamente vinculadas con la eficiencia derivada de la
metodologia OEE. Por lo tanto, es esencial obtener los valores absolutos de eficiencia de
la empresa ubicada al sur de Guanajuato. Estos valores de eficiencia estan directamente
relacionados con el orden fraccionario de la derivada, subrayando la importancia de su
precision y validez para una correcta modelizacion y comprension de la dindmica del
proceso de producciéon textil.

4.12.6. Factor de Disponibilidad

La disponibilidad se calcula dividiendo el tiempo real de operacién por el tiempo
de produccién planeado. Este factor, expresado como un porcentaje, proporciona una
medida clave de eficiencia operativa al considerar el tiempo en que el equipo opera de
acuerdo con el plan establecido. La disponibilidad del Departamento de Tejido para la
semana del 25 al 30 de octubre puede observarse en el cuadro 4.6
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Cuadro 4.6: Disponibilidad del Departamento de Tejido.

Dia 25 26 27 28 29 30

Tiempo total (min) 690 690 690 690 | 690 630

Pausas (min) 120 120 120 120 120 120

Paradas de mantenimiento (min) 10 10 10 10 10 45
Paradas de méaquina (min) 20.43 | 29.21 | 36.23 | 20.78 | 32.45 | 30.27

(A) Tiempo disponible planeado (min) | 560 | 560 | 560 | 560 | 560 465
(B) Tiempo productivo (min) 539.5 | 530.7 | 523.7 | 539.2 | 527.5 | 434.73
(B/A) Disponibilidad (%) 96.35 | 94.78 | 93.53 | 96.29 | 94.21 | 93.49

En el cuadro 4.7 muestra la disponibilidad del Departamento de Hilvanado para la
semana del 25 al 30 de octubre.

Cuadro 4.7: Disponibilidad del Departamento de Hilvanado.

Dia 25 26 27 28 29 30

Tiempo total (min) 100 | 100 | 100 | 100 | 100 90

Pausas (min) 20 20 20 20 20 20

(A) Tiempo disponible planeado (min) | 80 80 80 80 80 70
(B) Tiempo productivo (min) 79.26 | 79.35 | 76.55 | 78.41 | 79.95 | 69.73
(B/A) Disponibilidad (%) 99.10 | 99.19 | 95.70 | 98.03 | 99.95 | 99.63

4.12.7. Factor de Calidad

La calidad en la metodologia OEE se mide considerando las unidades que cumplen
con los estandares de calidad contra el total de unidades producidas. El factor de calidad
del Departamento de Tejido para la semana del 25 al 30 de octubre se puede observar
en el cuadro 4.8

Cuadro 4.8: Calidad del Departamento de Tejido.

Dia 25 26 27 28 29 30

(A) Produccion total | 80 79 72 72 69 55

Lienzos contaminados 0 1 0 2 0 0

Superposiciones 5) 6 5) 10 7 10

Lienzos no funcionales 1 3 3 5) 3 7

(B) Piezas buenas 74 69 64 55 29 38
(B/A) Calidad (%) | 92.50 | 87.34 | 88.89 | 76.39 | 85.51 | 69.09

En el cuadro 4.9 muestra el factor de calidad del Departamento de Hilvanado para
la semana del 25 al 30 de octubre.
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Cuadro 4.9: Calidad del Departamento de Hilvanado.

Dia 25 | 26 | 27 28 29 30
(A) Produccion total | 75 | 64 | 72 | 79 | 88 | 81
(B) Piezas buenas | 75 | 64 | 72 | 78 | 88 | 80
(B/A) Calidad (%) | 100 | 100 | 100 | 98.73 | 100 | 98.77

4.12.8. Factor de Rendimiento

La eficiencia se mide mediante el factor de produccion planeada dividido entre la
produccion real. El cuadro 4.10 muestra el factor de eficiencia del Departamento de
Tejido para la semana del 25 al 30 de octubre.

Cuadro 4.10: Rendimiento del Departamento de Tejido.

Dia 25 26 27 28 29 30

(A) Producciéon planeada | 83 79. 73 73 69 55

(B) Produccion real 80 79 72 72 69 55
(B/A) Rendimiento (%) | 96.70 | 99.59 | 98.66 | 98.04 | 99.65 | 99.63

El cuadro 4.11 muestra el factor de rendimiento del Departamento de Hilvanado
para la semana del 25 al 30 de octubre.

Cuadro 4.11: Rendimiento del Departamento de Hilvanado.

Dia 25 26 27 28 29 30

(A) Producciéon planeada | 78.0 | 78 75 84 96 84

(B) Produccion real 75 64 72 79 88 81
(B/A) Rendimiento (%) | 96.10 | 81.93 | 95.54 | 94.38 | 91.16 | 96.20

El factor OEE se determina multiplicando los tres factores clave de la metodologia.
El cuadro 4.12 detalla el calculo de la eficiencia para ambos departamentos.

Cuadro 4.12: Calculo de la metodologia OEE en los departamentos.

Dia 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | OEE Semanal
OEE (Tcjido) (%) | 86.1 | 82.4 | 82.0 | 72.1 | 80.2 | 64.3 77.90
OEE (Hilvanado) (%) | 95.2 | 81.2 | 91.4 | 91.3 | 91.1 | 94.6 90.84

La Eficiencia General del Equipo (OEE) se calcul6 para ambos departamentos,
obteniendo un valor alfa de 0.7790 para el proceso de tejido y un valor alfa de 0.9084
para el departamento de hilvanado.
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4.13. Resultados y Analisis del Modelo de Orden Frac-
cionario mediante el Operador de Caputo

En este trabajo se presentan los resultados obtenidos mediante el uso de la derivada
de Caputo, acompanados de su demostracion y las representaciones graficas correspon-
dientes en funcién del tiempo. Estos graficos muestran variaciones en el comportamiento
del sistema bajo diferentes niveles de eficiencia.

4.13.1. Solucién del Modelo de Orden Fraccionario por Caputo

Se propone reemplazar los operadores de derivada de primer orden del sistema de
ecuaciones diferenciales por operadores de orden fraccionario de orden «, donde 0 <
a < 1. Cuando a = 1, se regresa a los operadores de primer orden y, por lo tanto, al
sistema original de ecuaciones, como se muestra en las ecuaciones a continuacion.

d%z

% = k'l(xdl — 27), (4131>
d“y
e ka(za2 —y) — k1(rar — ). (4.13.2)

Al usar el operador de derivada de Caputo en el sistema de ecuaciones fraccionarias,
obtenemos:

§Dyx = ky (v — x), (4.13.3)
§ Dy = ka(raz — y) — ka(zar — ). (4.13.4)

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario, aplicamos
la transformada de Laplace:

- k1za

[s°X(s) — 5" 2(0)]

— k1 X (s), (4.13.5)

59V (5) — s0-1y(0)] = R TRITaL sy kX (s). (4.13.6)

S

Al simplificar ambas ecuaciones y aplicar las condiciones iniciales, obtenemos:

k

X(s)[s* + k1] = fdl, (4.13.7)
kowas — ki k2

Y (8)[s® 4 ko] = P20 : Ta S(S;fjlkl). (4.13.8)

Al resolver para X (s), obtenemos:
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Tairky

X(s):m.

(4.13.9)

Podemos encontrar la solucion de z(t) aplicando la transformada inversa de Laplace
usando la formula de la ecuacion (10), obteniendo la ecuacion:

r(t;a) = xar [1 — Eo(—kit")]. (4.13.10)

Para encontrar la solucion de y(t), podemos usar X (s) de la ecuacion anterior:

koxas — k1xar 9Ed1k%
Y Y+ kol = . 4.13.11
(5)ls" + 2] s 5(5% 4 k1) (5™ + k2) ( )
Al despejar para Y (s), obtenemos:
k — k2
y(s) = 2220~ bt i (4.13.12)

+ .
s(s* + ko) s(s* + k1) (s> + ko)

Para resolver Y(s), separamos en dos términos Yi(s) y Ya(s), donde el primero
tiene la misma estructura que X (s), por lo que podemos usar la misma férmula de
transformada inversa y resolver el primer término:

koxay — kiza 1
Y, = . . 4.13.13
1(8) k’g S(Sa + k’Q) ( )
Aplicando la transformada inversa de Laplace a Y;(s), obtenemos:
k —k
i (t) = w [1— Eo(—kat™)]. (4.13.14)
2
Para el segundo término Y5(s), tenemos:
Idll{?%
Y,(s) = . 4.13.15
) = e T R+ ) (4.13.15)
Multiplicamos el denominador de Y5(s) por s2*/s%:
l’dlk% 1
Ya(s) = (4.13.16)

$2041 (50 4 k) (5% + ky)
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Al reorganizar los productos en el denominador, obtenemos:

2

Ya(s) = :
2(s) $20H (1 4 kys™) (1 + kas™)

(4.13.17)

Aplicando las propiedades de la serie geométrica a ambos productos, obtenemos:

Ya(s) = xdlkfs_(zo‘“) Z(—k‘ls )™ Z —kosT )™, (4.13.18)
m=0 n=0

Al aplicar las propiedades del producto de series, obtenemos una forma més com-
pacta:

s) = xaki Y (=1)" Tk ks tn et (4.13.19)

m,n=0

Expresamos el argumento de la serie como una fracciéon y multiplicamos por I'[(m +
n+2)a+1]/T[(m+n+2)a+ 1]:

- (—1)mtngmgn Cl(m+n+2)a + 1]

Ya(s) = zaiki . 4.13.20
2(5) = ki m;() C[(m+n+2)a+ 1] s(mtn+2)atl ( )
Ahora podemos encontrar la transformada inversa:
m—l—nkmkn
t) = zaki (=1) glmtnt2e 4.13.21
v(t) = 2 mnOF (m+n+2)a+1] ( )
La solucion de y(t) es dada por:
Tk 2 = (—1)m+nk71nk3 (m+n+2)
tra) = xgo — 1 — By (—kot™)| + a1k gimTnTee
yltza) (d2 ) )[ (=hat?) dllmzn:OF[(m—l—n—l—Z)a—l—l]
(4.13.22)

Esta es la solucion general del sistema de ecuaciones diferenciales con el operador
Caputo para 0 < a < 1.
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4.13.2. Demostracion Matematica de las Funciones Fracciona-
rias

La demostracion de las funciones fraccionarias es fundamental para validar la solidez
matematica y la formalidad de los modelos desarrollados. Al considerar el caso en el que
el valor de av es igual a 1, se espera que la soluciéon fraccionaria coincida con la solucion
obtenida por métodos tradicionales. Esta coincidencia demuestra la consistencia del
enfoque fraccionario con los métodos convencionales y confirma la validez matemética
de los modelos. Por lo tanto, la precision y coherencia del enfoque fraccionario en
la representacion de sistemas dindmicos pueden verificarse comparando las soluciones
obtenidas con y sin el uso de funciones fraccionarias. Esta comparacién es crucial para
garantizar que las herramientas matemaéticas sean apropiadas y efectivas para modelar
fendbmenos complejos.

La demostracion se realiza para x(¢; ), cuando o = 1:

Tq1ky
s(s® + k)

Ahora, reemplazamos en la funcién Mittag-Leffler:

X(s) = (4.13.23)

Eu(z) = i s (4.13.24)

k
resultando en el denominador igual a I'(k 4+ 1) = k!. Entonces, tenemos la funciéon de
Euler:

o k
Ei2)=Y % = ¢, (4.13.25)
k=0

reemplazando el valor de z por ki, se obtiene la ecuacion (16) al realizar la demostracion.
Esto resulta en que la solucién ordinaria se obtiene al comprobar la correcta soluciéon
mediante el método de Caputo para la variable de estado 1.
La demostracion se realiza para y(t; @) cuando o = 1:

Ta1k 1 2 fo: (_1)m+nk§nk§ (m+n+2)
y(t; 1) (xd? ks )[ a( 2 )}—i_%ll C[(m+n+2)a+1]

(4.13.26)
Para demostrar la funcién encontrada con el calculo fraccionario cuando o = 1,
aplicamos la transformada de Laplace, dividiendo la transformacién en dos partes:

m,n=0

a1k ko
Y, = — . 4.13.2
1(5) (de k’Q ) S(S + k’g) ( s 7)

Las fracciones parciales resuelven el segundo término que queda en la ecuaciéon de
la siguiente manera:
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rark 1 1
Yi(s) = <xd2 - d]; 1) (g - kg) . (4.13.28)

Luego, se aplica la transformada de Laplace a la segunda parte:

Yao(s) = zg1k} (i %) (i %) sL. (4.13.29)

Donde el denominador pasa a multiplicar el numerador en cada una de las sumas:

Yy(s) = wq k? (i(—l)mk‘{”s_m) (i(—l)"kﬁs—") 573, (4.13.30)

Se reorganizan los términos para obtener la serie geométrica en los dos términos:

Yy(s) = xgik? (i(—kls_l)m> (i(—kgs_l)"> 573, (4.13.31)

La aproximacion de la serie geométrica obtenida se representa de la siguiente manera:

1 1
Ya(s) = zaik? -3 4.13.32
2(8) Tl 14+ ]ﬁS*l 1+ k2871 s ( )
Los términos se reorganizan de la siguiente manera:
1 1 1
Ya(s) = zarki— : 4.13.33
2(5) = ki $31 4+ ks 11+ kyst ( )
Multiplicamos y reorganizamos el denominador:
1
Ya(s) = zarki : 4.13.34
2(s) = 21 Ys(s 4 k1) (s + ko) ( )
Se realizan las fracciones parciales lineales:
1 A B D
Ya(s) = zarki ==+ - : 4.13.35
2(s) = Ys(s+k)(s+ky) s  s+k s+ k ( )
Resultado en las fracciones parciales:
11 1 1 1 1
Yo(s) = xg1k? - — + . 4.13.36
2(s) = k) <k1k25 ky(ky — k1) s+ Ky kQ(kQ—kl)erk?) ( )
Multiplicando y simplificando la ecuacion:
ki1 k 1 k2 1
Yy(s) = 24 Z __ Tam i (4.13.37)

_ — + -
klkg S kl(k‘g—k1>5+k1 kg(kg-kﬂé"i‘kg
Sumando Yi(s) y Ya(s):
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2
Ta2  Ta2z  Taks Ta1k1 Tarky 1 Ta1ky 1 Taiky 1

y(s)="2_ T2 __ - .
S Sy ROy L By | iy S iy L { Ry oy ooy
(4.13.38)
Reduciendo términos similares y sacando factor comin xgs:
1 1 l‘dlk% 1 .ﬁEdlkl xdlkl 1
Y(s) = - - + — :
(S) 2 (S 5+k2) k’g(k’g —k1)8—|—k’2 k2(8+k2) k?l(l{?Q—l{?l)8+k1
(4.13.39)

Por lo tanto, la transformada inversa de Y'(s) nos devuelve la solucion en el dominio
temporal:

Y(t) =LY (s)} (4.13.40)
Finalmente, al validar la soluciéon obtenida mediante el calculo fraccionario con
a = 1, vemos que la solucién coincide con la funciéon en tiempo ordinario, lo que

demuestra la validez y precision del enfoque fraccionario para representar sistemas
dinamicos.

4.13.3. Simulacion de Diversos Escenarios

En esta seccion, exploraremos varios escenarios, variando tanto los objetivos de pro-
duccién como los valores de a en cada departamento, para comprender mejor co6mo
estas variables afectan el desempeno de los procesos de Tejido y Hilvanado. Esto pro-
porcionara informacion valiosa para la toma de decisiones en la gestion de la producciéon
textil.

4.13.4. Simulacién de Eficiencias en el Departamento de Tejido

Es importante notar que el parametro o desempena un papel fundamental como in-
dicador de eficiencia operativa, y su rango de variacion permite una evaluacion exhaus-
tiva de la eficiencia del departamento en cuestion. EL cuadro 4.13 muestra los diferentes
escenarios para el departamento de Tejido.
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Cuadro 4.13: Variacion de parametros para diferentes simulaciones del Departamento
de Tejido.

Escenarios | Categoria | Meta (Piezas) | Eficiencia
Escenario 1 Optimo 100 a=09
Muy bueno a =08
Bueno a=0,7
Regular a=0,6
Pobre a =105
Muy pobre a=04
Escenario 2 Optimo 70 a=0,9
Muy bueno a=0_8
Bueno a=0,7
Regular a=0,6
Pobre a=0,5
Muy pobre a=04
Escenario 3 Optimo 50 a=0,9
Muy bueno a=0_8
Bueno a=0,7
Regular a=0,6
Pobre a=0,5
Muy pobre a=04

La Figura 4.34 muestra la Simulacién 1, que compara las seis categorias de eficiencia
con el 100 % de desempeno.

a=1vs, a=09 a=1vs. a=038
100 100
50+ —a=1 50
—n =09
0 0 i
0 100 200 300 400 500 V] 100 200 300 400 500
a=1vs. a=07 a=1vs. a=0.6
100 T 100 T
—a=1
! —n = 0.7
Numero 5o 50
de piezas
0 0
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
a=1vs, a=0.5 a=1vs. a=04
100 T 100
=1 —a=1
—r
50 —n =5 50 ——
1] 0
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Tiempo{Minutos)

Figura 4.34: Simulaciéon 1 del proceso de Tejido con una meta de 100 piezas
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La Figura 4.35 muestra la Simulacion 2, que compara las seis categorias de eficiencia

con el 100 % de desempefio.

a=1vs. a=0.9

a=1vs, a=0.7

Numero de 50+
piezas
—a=1
0 —a=07
0 100 200 300 400 500
a=1vs, a=0.5
501 —=1
a=05
0
0 100 200 300 400 500

a=1vs. a=0.8

0
1]
0 100 200 300 400 500
a=1vs. a=086
:
0
1} 100 200 300 400 500
a=1vs. a=04
50
0
0 100 200 kBOO 400 500

Tiempo({Minutos)

Figura 4.35: Simulacién 2 del proceso de Tejido con una meta de 70 piezas

La Figura 4.36 muestra la Simulacién 3, que compara las seis categorias de eficiencia

con el 100 % de desempero.

a=1vs, a=0.9

50
o
0 100 200 300 400 500
t [min]
a=1vs. a=0.7
50
Numero
de
Piezas —_—=1
° —y = 0.7
0 100 200 300 400 500
L [111i11]
a=1vs, a=0.5
50
— =1
—n = 0.5
0 L
0 100 200 300 400 500

t [min]

a=1vs. a=0.8

50
0
0 100 200 300 400 500
[ [Illillt
a=1vs. a=06
50
0
0 100 200 300 400 500
1 [Illillj
a=1vs. a=04
50
0
o 100 200 300 400 500

Tiempo{Minutos)

i [lnin'

Figura 4.36: Simulacion 3 del proceso de Tejido con una meta de 50 piezas
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4.13.5. Simulacién de Eficiencias en el Departamento de Hilva-

nado

El cuadro 4.14 detalla los diferentes escenarios considerados para el departamento de
Hilvanado. Cada escenario representa una combinacién tnica de variables, incluyendo
el objetivo de producciéon del departamento y los valores de eficiencia asociados con los
procesos, expresados en términos de . Estos escenarios proporcionan una visiéon amplia
de las configuraciones posibles bajo las cuales se evalta el desempenio del departamento
de Hilvanado en el proceso de manufactura.

Cuadro 4.14: Variacion de pardmetros para diferentes simulaciones del Departamento
de Hilvanado.

Escenarios | Categoria | Meta (Piezas) | Eficiencia
Escenario 1 Optimo 100 a=0,9
Muy bueno a =038
Bueno a=0,7
Regular a=20,6
Pobre a=205
Muy pobre a=04
Escenario 2 Optimo 70 a=09
Muy bueno a=0,8
Bueno a=0,7
Regular a=0,6
Pobre a=0,5
Muy pobre a=04
Escenario 3 Optimo 50 a=0,9
Muy bueno a =08
Bueno a=0,7
Regular a=0,6
Pobre a=0,5
Muy pobre a=04

La Figura 4.37 muestra la Simulacion 1, que compara las seis categorias de eficiencia
con el 100 % de desempeno.
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1] 0
(] 20 40 60 80 100 x 0 20 40 60 80 100
100 100
Numero de
Piezas 50F —_—axas=1 50
a=07
0 0
0 20 40 60 80 100 * 0 20 40 60 80 100
100 100
0 0
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Tiempo{Minutos)

Figura 4.37: Simulaciéon 1 del proceso de Hilvanado.

La Figura 4.38 muestra la Simulacién 2, que compara las seis categorias de eficiencia
con el 100 % de desempeno.

60 60
407 40
201 20
a=09 a=08
0 0
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
60 60
Numero 40¢ 40
de piezas 20t 20
0 0
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
60 =
. 40 —a=0.4
20
0

o 20 40 60 80 100

Tiempo(Minutos)

Figura 4.38: Simulaciéon 2 del proceso de Hilvanado.

La Figura 4.39 muestra la Simulaciéon 3 del departamento de Hilvanado, donde se
muestran las seis etiquetas comparativas.
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Figura 4.39: Simulacién 3 del proceso de Hilvanado.

Las simulaciones nos proporcionan una herramienta invaluable para la toma de
decisiones. Al explorar una variedad de escenarios que abarcan diferentes valores de
eficiencia para ambos departamentos, podemos obtener una comprension mas profunda
de como estos factores afectan el proceso de produccion. Esta capacidad de simular y
comparar miltiples escenarios nos brinda informacién valiosa para optimizar nuestras
operaciones y tomar decisiones informadas que impulsan la eficiencia y productividad
en toda la organizacion.

4.13.6. Validacién en Campo

En esta seccion, contrastamos la eficiencia del 100 % con las eficiencias observadas
en cada uno de los dos departamentos validados en campo. Este anélisis minucioso nos
permite ver la realidad operativa de ambos departamentos. Ademas, permite identificar
discrepancias significativas y areas de mejora potencial, lo cual contribuye a una toma
de decisiones mas informada y a la optimizacién continua de nuestros procesos.

Validacion de Eficiencias en el Departamento de Tejido

Los resultados de la validaciéon en campo usando la metodologia OEE se presentan
en la Figura 4.40 a continuacion y se detallan en la tercera seccion. En este contexto,
la eficiencia obtenida para el departamento de Tejido fue del 77.90 %. Véase la Figura
4.40.
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Figura 4.40: Validacion de eficiencias en el departamento de Tejido.

Validacion de Eficiencias en el Departamento de Hilvanado

Los resultados de la validaciéon en campo usando la metodologia OEE se presentan
en la Figura 4.41 a continuaciéon y se detallan en la tercera seccion. En este contexto,
la eficiencia obtenida para el departamento de Hilvanado fue del 90.84 %. Se puede
concluir que el proceso de Tejido se encuentra en la categoria “Bueno”, ya que supera el
70 % de eficiencia estimada y tiene un amplio margen de mejora en las dos categorias.
Se estima que podria alcanzar aproximadamente 50 piezas. Por otro lado, el proceso de
Hilvanado se encuentra en la categoria “Optimo”, superando el 90 % de eficiencia, lo que
indica un desempeno muy bueno en este departamento, obteniendo 67 piezas durante
el periodo dado.

80 ‘ T T T ‘ T T

60 -

—a=1

r —a =0.9084

Numero de
Piezas 40

20 .

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tiempo (minutos)

Figura 4.41: Validacion de eficiencias en el departamento de Hilvanado.
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Los resultados presentados en la Seccién, estan disenados y analizados especifica-
mente para el dominio 0 < o < 1. Este rango fue seleccionado intencionalmente porque
tiene sentido para la aplicacion. Dado que el valor de o no mide produccién absoluta
sino eficiencia de produccion, esta limitado al rango de 0 a 1. En este contexto, un valor
de o mayor a 1 podria indicar una eficiencia superior al 100 %, lo cual no seria practico
o relevante para interpretar la eficiencia en el proceso. Por lo tanto, nos enfocamos en
el rango 0 < a < 1, donde los resultados son mas significativos y aplicables para este
estudio.
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Capitulo 5

Implementacion de la Capacidad Solar
Fotovoltaica en México

En este capitulo, se presentan los datos sobre el crecimiento de la capacidad fotovol-
taica instalada en México, asi como el potencial solar del pais. Se analizan las cifras de
instalacion de sistemas fotovoltaicos y su relacion con la irradiacion solar disponible, lo
que permite comprender la viabilidad y el potencial de la energia solar en el contexto
mexicano.

5.1. Resultados: Caso de estudio de la capacidad ins-
talada fotovoltaica

5.1.1. Datos

En esta secciéon se presentan los datos recolectados de fuentes oficiales como Statista
[?] v el Instituto Nacional de Estadistica y Geografia (INEGI) [81], que ilustran el
crecimiento de la capacidad instalada fotovoltaica en México en los ultimos anos. La
energia solar se ha convertido en una de las principales fuentes de energia renovable en
el pais, debido a las excelentes condiciones de irradiaciéon solar en diversas regiones.

5.1.2. Capacidad fotovoltaica instalada (2015-2023)

El siguiente grafico muestra el crecimiento de la capacidad fotovoltaica instalada en
México entre 2015 y 2023, medido en megavatios (MW):

5.1.3. Irradiacion Solar en México

México es uno de los paises con los niveles mas altos de irradiaciéon solar a nivel
mundial. La irradiacion solar promedio diaria es de aproximadamente 5.5 kWh/m?/dia,
lo que coloca al pais en una posicion privilegiada para aprovechar la energia solar.
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Figura 5.1: Capacidad fotovoltaica instalada en México (2015-2023). Fuente: Statista,
INEGI.

Las areas con mayor irradiacién se encuentran principalmente en los estados del norte
y centro del pais, como Sonora, Chihuahua, Durango y Zacatecas, donde los niveles
superan los 6 kWh/m?/dfa [82].

El siguiente mapa resalta las regiones de México con los niveles mas altos de irra-
diacion solar, marcadas en rojo:
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Figura 5.2: Mapa de irradiacion solar en México. Fuente: INEGI.
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5.2. Metodologia: Modelado de la Capacidad Fotovol-
taica

En este estudio, se utiliz6 un modelo de dindmica de sistemas para simular la evo-
lucion de la capacidad fotovoltaica instalada en México durante el periodo de 2015 a
2030. La dinamica de sistemas es una metodologia eficaz para comprender y modelar
comportamientos complejos en sistemas dinamicos a lo largo del tiempo, con énfasis en
las interacciones entre las variables clave.

5.2.1. Fase 1: Modelado y Simulacién del Crecimiento Expo-
nencial (2015-2030)

1. Desarrollo del Modelo de Dinamica de Sistemas en Vensim: Se crea un
modelo de simulacién para describir el crecimiento de la capacidad fotovoltaica
instalada en México. En este modelo, se definen las variables del sistema, como
la capacidad fotovoltaica instalada.

2. Definicion del Modelo de Ecuaciéon Diferencial: Se formula la ecuacion
diferencial que representa el crecimiento exponencial de la capacidad instalada.
Se explican las variables involucradas.

3. Soluciéon Analitica del Modelo: La ecuacion diferencial obtenida se resuelve
analiticamente, proporcionando una expresion explicita que describe como varia
la capacidad instalada con el tiempo.

4. Solucién del Modelo Fraccionario usando Calculo Conformable: Se aplica
el calculo conformable para resolver el modelo de manera fraccionaria, capturan-
do dindmicas complejas que incluyen efectos de memoria y comportamientos no
locales en el crecimiento de la capacidad instalada.

5. AnAlisis de Sensibilidad y Simulacién de Escenarios: Comparacién de
Errores con Datos Histoéricos: Se realizan simulaciones variando los valores
del parametro alfa en diferentes escenarios. La capacidad instalada proyectada se
compara con los datos historicos, analizando el error y la precision del modelo.

5.2.2. Fase 2: Modelado y Simulacién del Crecimiento Sigmoi-
dal (2015-2030)

1. Desarrollo del Modelo de Dindmica de Sistemas en Vensim: Se crea un
modelo de simulacién para describir el crecimiento sigmoidal de la capacidad
fotovoltaica instalada en México. En este modelo, se definen las variables del
sistema, incluyendo la capacidad fotovoltaica instalada, la capacidad maxima del
sistema y los factores que influyen en la adopcion de tecnologias fotovoltaicas.
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2. Definicion del Modelo de Ecuacion Diferencial: Se formula la ecuaciéon
diferencial que representa el crecimiento sigmoidal de la capacidad instalada. En
esta seccion se explican las variables involucradas, como la tasa de crecimiento y
los limites que afectan el comportamiento del sistema.

3. Soluciéon Analitica de la Ecuaciéon Logistica: La ecuacion diferencial obteni-
da se resuelve analiticamente, proporcionando una expresion explicita que describe
como varia la capacidad instalada con el tiempo en un contexto sigmoidal.

4. Solucion Fraccionaria Logistica con Calculo Conformable: Se aplica el
calculo conformable para resolver el modelo sigmoidal de manera fraccionaria,
capturando dinamicas complejas que incluyen efectos de memoria y comporta-
mientos no locales en el crecimiento de la capacidad instalada.

5. Andlisis de Sensibilidad y Simulacién de Escenarios: Comparacién de
Errores con Datos Historicos: Se realizan simulaciones variando los valores
del parametro alfa en diferentes escenarios. La capacidad instalada proyectada se
compara con los datos histéricos, analizando el error y la precision del modelo en
representar el crecimiento sigmoidal.

5.2.3. Fase 3: Integracién de Modelos y Analisis de Sensibilidad
a través del Calculo Fraccionario (2015-2030)

1. Integracion de Modelos: Los resultados de los modelos exponenciales y sig-
moides se combinan. La solucién analitica del modelo exponencial se utiliza para
el periodo de 2015 a 2023, capturando el rapido crecimiento inicial de la capaci-
dad instalada. Para el periodo de 2023 a 2030, se utiliza la solucion analitica del
modelo sigmoidal, reflejando el crecimiento estabilizado del sistema. Este enfoque
también permite desarrollar un anélisis de sensibilidad, donde se evaltian varia-
ciones en el parametro alfa del modelo utilizando técnicas de calculo fraccionario.

2. Transiciéon y Analisis de Sensibilidad: Esta fase de integraciéon no solo per-
mite analizar la transicion entre los dos comportamientos de crecimiento, sino que
también facilita un analisis de sensibilidad utilizando funciones fraccionarias ob-
tenidas a través del calculo conformable. Se exploraran diferentes escenarios para
evaluar como los cambios en el pardmetro alfa afectan la dinamica del sistema
a lo largo del tiempo. Esto proporciona una comprension mas profunda de las
interacciones bajo diversas condiciones.
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5.2.4. Modelado y Simulacién del Crecimiento Exponencial

5.2.5. Desarrollo del Modelo de Dinadmica de Sistemas en Ven-
sim

Este estudio utiliza un modelo de dinamica de sistemas para analizar y predecir
el crecimiento de la capacidad fotovoltaica (FV) instalada en México desde 2015 has-
ta 2023. La dinamica de sistemas es una metodologia eficaz para estudiar y modelar
sistemas complejos e interrelacionados, ya que permite la simulacién de bucles de re-
troalimentacion y el analisis de los factores clave que afectan la expansion de la infra-
estructura fotovoltaica.

El modelo simula diversos escenarios de crecimiento mediante la incorporaciéon de
inversiones tanto publicas como privadas en el despliegue de F'V, asi como factores como
la rentabilidad del sistema y las pérdidas de usuarios rurales. La capacidad instalada
de FV se modela como un sistema dindmico que evoluciona en funciéon de estos flujos
de entrada y salida.

Para obtener la rentabilidad del sistema, se consideran varios factores clave. Primero,
se analizan los costos de instalacion y los costos operativos anuales de los sistemas
fotovoltaicos. Ademas, es esencial tener en cuenta que la capacidad instalada se mide
en megavatios (MW) y que, en promedio, los sistemas fotovoltaicos operan alrededor
de 8,760 horas por ano, lo que permite calcular la producciéon de energia en funciéon de
la capacidad instalada. Sin embargo, uno de los mayores desafios para la rentabilidad
es la eficiencia de los sistemas, que generalmente se mantiene alrededor del 20 %.

La rentabilidad del sistema privado debe ser mayor que 1 para que haya un interés
genuino en la inversion privada, mientras que el sector piblico enfrenta una inversion
considerable, que puede justificarse por sus objetivos de sostenibilidad y desarrollo
social. Ademés, el modelo tiene en cuenta las pérdidas asociadas con la transicion de
los sistemas energéticos de las zonas rurales a las urbanas, donde muchas instalaciones
se vuelven inutilizadas. Esto se debe a que, en las zonas rurales, la energia solar resulta
ser una alternativa muy conveniente, especialmente en regiones donde la electricidad
publica no esta disponible.

Componentes principales del modelo

» Capacidad fotovoltaica instalada (C;(t)): Esta es la variable de estado princi-
pal del sistema, que representa la capacidad fotovoltaica instalada en megavatios
(MW) en un momento dado t. La capacidad se actualiza anualmente en funcion de
los flujos de despliegue publico, despliegue privado y pérdidas de usuarios rurales.

» Flujos de Crecimiento y Pérdida:

e Despliegue publico (A,,(t)): Incremento anual de la capacidad impulsa-
do por entidades publicas, dependiente de una tasa inicial de despliegue y
proporcional a la capacidad instalada.
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e Despliegue privado (B, (t)): Capacidad instalada por el sector privado,
influenciada por la rentabilidad del sistema. Si la rentabilidad (P) es mayor
que 1, el sector privado continta expandiendo la capacidad.

e Pérdidas de usuarios rurales (L,,(t)): Tasa constante de pérdida de
capacidad debido a que los usuarios rurales se desconectan de los sistemas
fotovoltaicos.

Despliegus publico
de capacidad

fotovoltaica © O}
[+]

Capacidad
Instalada

Inplementacicn
publica
perdida de
uguarios
rurales

Despliegue privado
de capacidad
fotovgltaica ]

Rentabilida
‘o\t\

Ingresos por

energia Costos
gEngT a operativos
anuales o
Alfa
base ©
Horas en Costos totales
i i de instalacid
e SR
o]

Factor de

Capacidad
Costo de

instalacidn
Q

o
Precio de

la energia

=solar o

nuneroc de HUO

Figura 5.3: Modelo de Dindmica de Sistemas para el Despliegue de Capacidad Fotovol-
taica en México.

5.2.6. Definicion del Modelo de Ecuacion Diferencial

El crecimiento de la capacidad fotovoltaica instalada durante el periodo 2015-2023
se puede describir mediante la siguiente ecuaciéon diferencial:
dC;(t)
dt

= Apu(t) + Bpr(t) - Lru(t) (5'2'1)
donde:

» A,,(t): Despliegue publico de capacidad fotovoltaica.
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» B, (t): Despliegue privado de capacidad fotovoltaica, dependiente de la rentabili-
dad.

» L, (t): Pérdida de usuarios rurales.

Variables de estado:

» C;(t): Capacidad fotovoltaica instalada en el tiempo ¢ (en MW). Esta es la variable
de estado principal del sistema, actualizada anualmente en funciéon de los flujos
de despliegue piblico, despliegue privado y pérdidas.

Tasas de flujo:

» A, (t): Despliegue publico de capacidad fotovoltaica (en MW /ano). Esta es la
tasa a la que las entidades gubernamentales o publicas instalan nueva capacidad
fotovoltaica anualmente.

Apu(t) = ApuO X Cl(t)
donde:
e A, representa la tasa inicial de despliegue piblico en MW /ailo.

» B, (t): Despliegue privado de capacidad fotovoltaica (en MW /ano). Este flujo
representa la capacidad fotovoltaica instalada por entidades privadas, influenciado
por la rentabilidad del sistema.

Qpase - (P — 1) - Cy(t), si P>1,
B, (t) == ]
0, si P < 1.
donde:

® (. €s el parametro base para el despliegue privado.

e P es la rentabilidad del sistema.

» [,,(t): Pérdida de usuarios rurales (en MW /ano). Este flujo representa la tasa
a la que la capacidad instalada se reduce debido a que los usuarios rurales se
desconectan de sus sistemas solares.

L. (t) =B - Ci(t)
donde:

= [ es el parametro que representa la tasa de pérdida rural.

» ((t) es la capacidad fotovoltaica instalada en el tiempo t.
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Variables auxiliares:

» Rentabilidad del sistema (P): La rentabilidad se define como:

_ R()
Ctotal

donde R(t) representa los ingresos generados por la energia producida, calculados
como:

P

R(t) = Horas operativasx Precio de la energia solarxNumero de MW x Factor de capacidad

Para el calculo, se utiliza 1 MW.

Costos totales de instalacion y operaciéon (Ci,): Esta variable refleja los
costos totales relacionados con la instalacion y operacion del sistema fotovoltaico,
calculados como:

Clotal = (factor de capacidad x ntumero de MW x horas operativas x costos de instalacion)

+ costos operativos anuales

En las siguientes secciéon, presentamos soluciones a la ecuacion diferencial formu-
lada, comparando la solucién ordinaria con la solucién fraccionaria conforme para
evaluar sus respectivos comportamientos en el modelo.

5.2.7. Soluciéon Analitica del Modelo

Partiendo de la ecuacion diferencial general:

dC;(t)
dt

Al agrupar los términos y factorizar, obtenemos:

— Aput) + Byr(t) = Lra(t) (5.2.2)

dC;(t)
=ky - Ci(t 5.2.3
e (523)
Donde el coeficiente k; se define como:
k’l = ApuO + abase<P - 1) - ﬂ (524)
La solucién general de esta ecuaciéon es:
Ci(t) = Cp - M (5.2.5)

Aqui, Cj es la capacidad fotovoltaica instalada inicial, tomada de datos reales.
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5.2.8. Soluciéon del Modelo Fraccionario utilizando Calculo
Conformable

Cuando aplicamos una derivada fraccionaria conforme de orden «, la ecuacion
diferencial se convierte en:

= k1 - Ci(t) (5.2.6)
Separando las variables y resolviendo la ecuacién, obtenemos:

dC;(t)
dt

=t k- Gt (5.2.7)

La solucion general de la ecuacion diferencial fraccionaria conforme es:

Cit) = Cy - et (5.2.8)

Donde Cj es la capacidad fotovoltaica instalada inicial.

5.2.9. Analisis de Sensibilidad y Simulacién de Escenarios:
Comparaciéon de Errores con Datos Histoéricos

La funcién fraccionaria obtenida a través de la derivada conforme proporciona un
marco para analizar un bucle de refuerzo fraccionario en la dindmica de sistemas.
Al derivar la funcién que relaciona el tiempo con el parametro o, podemos realizar
un analisis de sensibilidad variando a.

Este enfoque nos permite explorar diferentes escenarios generados por las variacio-
nes en el parametro « en el comportamiento del modelo de Euler. Al ajustar este
parametro, podemos observar como estas variaciones crean diferentes resultados
y escenarios dentro del modelo.

Este anélisis de sensibilidad en el bucle de refuerzo fraccionario mejora nuestra
comprension de la dindmica para la toma de decisiones en la modelizacion de
sistemas, especificamente en el area de capacidad fotovoltaica instalada en México.

En esta seccién, analizaremos dos escenarios:

e Escenario 2015-2023: En este periodo, los resultados muestran que el valor de
a que mejor se ajusta cuando se compara con los datos reales es a = 0,8652,
con un error porcentual promedio de 16,52 %. Los errores porcentuales pro-
medio para diferentes valores de « son los siguientes:
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Cuadro 5.1: Errores porcentuales promedio para diferentes valores de o de 2015 a 2023

Valor de « | Error Porcentual Promedio
1,0000 23,30 %
0,9500 19,92 %
0,9000 17,63 %
0,8652 16,52 %
0,8500 16,90 %
0,8000 20,37 %

Phetovoltaic Capacity Growth Modeling in Mexico (2015-2023)

2.5
== Rcal Data
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Figura 5.4: Anélisis de los valores de v de 2015 a 2023

Escenario 2023-2030: Las proyecciones indican capacidades que oscilan entre 100,000
y 700,000 MW, lo que parece ilogico dada la saturacion de los mercados y la cre-
ciente competencia de otras fuentes de energia renovable, como la energia edlica.
El comportamiento observado en el periodo 2015-2023 se argumenta que es ade-
cuado y razonable, especialmente considerando que el valor de a con el menor
error es 0,8652. En cambio, la proyeccion de alcanzar entre 25,000 y 30,000 MW
en México para 2030 parece poco realista, dado el crecimiento excesivamente alto
proyectado.
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Figura 5.5: Proyecciones para la capacidad fotovoltaica de 2023 a 2030

Es esencial considerar estos aspectos para hacer proyecciones mas precisas en el
futuro y reconocer las limitaciones actuales del mercado.

5.3. Transiciéon a un Modelo de Crecimiento Lo-
gistico

5.3.1. Desarrollo del Modelo de Dinamica de Sistemas en
Vensim

El modelo de crecimiento sigmoidal, también conocido como crecimiento logistico,
es una extension del modelo de crecimiento exponencial que incorpora un bucle de
balance para representar los efectos de la saturacion del mercado y las limitaciones
estructurales. En este caso, el objetivo de capacidad fotovoltaica de México se
ajusta en funcion de la meta establecida por la Secretaria de Energia (SENER)
para 2030, que busca alcanzar una capacidad instalada de 25,000 MW.

Para lograr este ajuste, se ha integrado un bucle de retroalimentaciéon de balance,
que limita el crecimiento a medida que la capacidad instalada se acerca a la meta
de SENER. Este bucle acttia como un factor limitante en el crecimiento de la
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capacidad fotovoltaica, ralentizando la expansion a medida que la capacidad se
acerca al objetivo de 25,000 MW.

En el modelo de dindmica de sistemas, esta adaptacion es relativamente sencilla,
ya que se conservan los mismos datos y pardmetros béasicos del modelo anterior.
Las tnicas adiciones son un factor multiplicador que reduce el crecimiento de
la capacidad en funcién de la proximidad al objetivo de SENER, junto con el
objetivo de 25,000 MW.
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Figura 5.6: Modelo de Vensim para el Crecimiento de la Capacidad Fotovoltaica

El modelo sigmoidal utilizado para describir el crecimiento de la capacidad fo-
tovoltaica se basa en el parametro de tasa de crecimiento ki, consistente con el
modelo derivado del método de Euler. Con el reciente objetivo establecido por
SENER y los ajustes en los bucles de retroalimentacion del modelo de dindmica
de sistemas, la dinamica del modelo sigmoidal se refina aiin mas para garantizar
una representacion mas precisa de las condiciones del mercado.

5.3.2. Definiciéon del Modelo de Ecuaciéon Diferencial

El modelo sigmoidal puede expresarse de la siguiente manera: El modelo de cre-
cimiento logistico, esperado a medida que el mercado fotovoltaico madura, se
describe con la siguiente ecuacién diferencial:

di;’ft) — 1 - Ci(t) (1 - 27@) (5.3.1)
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Donde:

e [y es la tasa de crecimiento ajustada que considera la saturacion del mercado
y es consistente con el modelo anterior derivado del método de Euler.

o (. es la capacidad maxima proyectada para el mercado fotovoltaico, esti-
mada en 25,000 MW.

Soluciéon Analitica de la Ecuaciéon Logistica

Ecuaciéon Diferencial Logistica: El modelo de crecimiento logistico se repre-
senta mediante la ecuacion:

1Pl _ e (1 _ g_(t)> (5.3.2)

Reordenando la Ecuaciéon: Comenzamos con la ecuacion logistica. Para separar
las variables, la reescribimos:

dCi(t)
Cift) (1- &)

Integrando Ambos Lados: A continuacién, integramos ambos lados. El lado
izquierdo requiere descomposicién en fracciones parciales:

= Ky di (5.3.3)

! _ 4 + = (5.3.4)
, ~ . Ci(D) "9
Ci(t) (1 — —gﬁi) Ci(t)  1-— e
Para encontrar A y B:
Sea .
A <1 - Ci( )) + B Chay = 1. (5.3.5)

Resolviendo para A y B obtenemos:

1 1

A= .
Cmax ’ Cma:z:

Por lo tanto, la ecuacién se convierte en:

Cnlmx / (Cl-l(t) + 1 _1Ci(t) ) dC;i(t) = ki /dt (5.3.6)
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Integracidon: El lado izquierdo se integra a:

1 Ci(t
o (ln |C(t)] — In ‘1 - K(ai > =kit+C. (5.3.7)
Combinando los términos logaritmicos:
(T
In 10—(0)@) = k1Chast + C. (5.3.8)
B Cmaz

Exponenciando: Tomando el exponente de ambos lados:

C'L(t) k1Cmazt+C
- Cmaa:

Forma Final: Reordenando se obtiene la ecuacion logistica final:

Cmax

(t) = .
Cz( ) 1+ (C’maz o 1) €_k1t
Co

(5.3.10)

Donde: - C,,q. es la capacidad maxima proyectada para el mercado fotovoltaico
(estimada en 25,000 MW). - Cy es la capacidad instalada inicial al comienzo de
la fase de crecimiento logistico.

5.3.3. Solucién Logistica Fraccional Conformable

Formulacion Fraccional Conformable: Ahora aplicamos la derivada fraccional
conforme al modelo logistico. La derivada fraccional de orden « nos da la siguiente
ecuacion:

tlad(“:;ft) = k1Ci(t) <1 - gﬂfti) . (5.3.11)

Separacion de Variables: Reordenando y separando obtenemos:

dC;(t)
Ci(t) (1 - C—“))

Cmax

= kit dt. (5.3.12)

Integraciéon: De manera similar al caso ordinario, integramos ambos lados. El
lado izquierdo utilizara nuevamente fracciones parciales como antes, lo que da
lugar a:
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1 1 1 |
Cilt) \t) = “Tdt. 3.1
Crnaz / (C’i(t) + 1 gi(t ) dC;(t) /kﬂf dt (5.3.13)

max

La integral en el lado derecho da como resultado:

kqt®
0%

+C. (5.3.14)

Solucion Final: Esto nos da una soluciéon de la forma:

(5.3.15)

1
1 (Gpoe — 1) %
Analisis de Sensibilidad y Simulaciéon de Escenarios: Comparacion de Errores con
Datos Histoéricos

Ci (t> = Oma:r:

Con la solucion derivada de la derivada fraccional conforme, obtenemos una fun-
cién que describe la relacion entre el tiempo y el pardmetro . Al variar los valores
de «, podemos realizar un nuevo analisis de sensibilidad dentro de los modelos de
dindmica de sistemas mediante la aplicaciéon del calculo conforme.

Este analisis se enfoca especificamente en la funcion sigmoidal, que representa
el comportamiento de crecimiento en forma de S que a menudo se observa en
sistemas que se acercan a la saturacion. El modelo sigmoidal nos permite capturar
la dindmica de crecimiento de manera mas realista, particularmente en contextos
donde existen limites de capacidad.

Al alterar sistematicamente el parametro «, podemos observar céomo los cam-
bios afectan la trayectoria de crecimiento del sistema. Esta variacién nos permite
identificar umbrales criticos y respuestas, proporcionando valiosos conocimientos
sobre el comportamiento del modelo de crecimiento de la capacidad fotovoltaica
bajo diferentes condiciones. Asi, la aplicaciéon del calculo fraccional conforme no
solo mejora nuestra comprension de las dinamicas subyacentes, sino que también
ofrece un marco robusto para el analisis de escenarios y la toma de decisiones en
la planificacién de energias renovables.

La solucion final derivada del modelo logistico se expresa de la siguiente manera:
Errores Promedio Porcentuales

Evaluamos el modelo en dos periodos de tiempo significativos: 2015-2023 y 2023-
2030. Los errores promedio porcentuales para varios valores de a durante el pe-
riodo de 2015 a 2023 se muestran en la tabla a continuacion:

De los resultados, observamos que el menor error promedio porcentual ocurre
cuando a = 1,00 (25.07%). Sin embargo, es importante senalar que los mode-
los fraccionales no tuvieron un buen desempeno en esta fase. La transiciéon se
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Cuadro 5.2: Errores Promedio Porcentuales para Diferentes Valores de Alpha (2015-
2023)

Valor de Alpha | Error Promedio Porcentual
a = 1,00 25.07 %
a=0,95 27.09%
a = 0,90 29.31%
a = 0,87 30.76 %
a=0,85 31.37%
a = 0,80 33.27%

representa mejor con el modelo de Euler o el modelo de refuerzo para el primer
periodo.

Al evaluar el periodo de 2023 a 2030, la capacidad se acerca a valores cercanos a
los 25,000 MW, lo cual parece mas logico y esta alineado con las proyecciones de
SENER. Esto sugiere que el segundo escenario podria ser una representacion més
adecuada del crecimiento futuro.

Representacion Grafica
A continuacién, presentamos las representaciones graficas de los modelos:

1. Gréafico para 2015-2023 con el Modelo de Euler 2. Grafico para 2023-2030 con
el Modelo Sigmoidal

Los graficos ilustran los patrones de crecimiento en la capacidad fotovoltaica du-
rante los dos periodos. El modelo de Euler de 2015 a 2023 muestra una tendencia
de crecimiento que es consistente con los datos reales, mientras que el modelo
sigmoidal de 2023 a 2030 indica un enfoque de crecimiento mas estabilizado, ali-
neado con la saturacion anticipada del mercado y los limites de capacidad. Esta
transicion refleja la necesidad de ajustes en nuestros enfoques de modelado, y el
modelo sigmoidal parece proporcionar una prevision maés realista para el futuro
crecimiento de la capacidad fotovoltaica en México.

5.4. Fase 3: Integracién de Modelos y Analisis de
Sensibilidad mediante Calculo Fraccional (2015-2030)

5.4.1. Integracién de Modelos
En el anélisis del crecimiento de la capacidad fotovoltaica en México de 2015 a

2023, utilizamos las condiciones iniciales establecidas por el modelo exponencial.
La fase de crecimiento exponencial capturé de manera efectiva los datos histo-
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Modelo de Crecimiento de Capacidad Fotovoltaica en México (2015-2023)
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Figura 5.7: Crecimiento de la Capacidad Fotovoltaica utilizando el Modelo de Euler
(2015-2023)

ricos hasta 2023, demostrando una clara trayectoria ascendente en la capacidad
instalada.

Posteriormente, realizamos la transiciéon al modelo fraccional sigmoidal, que es
més representativo de los patrones de crecimiento realistas dados los limites de
saturacion del mercado y las limitaciones estructurales inherentes al sector fo-
tovoltaico. El rango proyectado de capacidad de 23,325 MW a 25,000 MW se
alinea con los escenarios esperados bajo las politicas nacionales que promueven
las energias renovables.

5.4.2. Transiciéon y Analisis de Sensibilidad

Este enfoque integrado, que combina las ideas del modelo de crecimiento expo-
nencial con el marco sigmoidal, indica que los desafios a corto plazo que enfrenta
el sector son manejables. Los resultados sugieren que alcanzar estos objetivos es
factible, particularmente al considerar las politicas gubernamentales de apoyo y
las condiciones del mercado.

Asi, este estudio, junto con el anéalisis de sensibilidad fraccional, proporciona una
perspectiva mas realista sobre el crecimiento futuro de la capacidad fotovoltaica,
adaptédndose tanto a las tendencias de los datos historicos como a los desarro-
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Proyeecion del Crecimiento de Capacidad Fotovoltaica (2015-2030)
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Figura 5.8: Crecimiento de la Capacidad Fotovoltaica utilizando el Modelo Sigmoidal
(2023-2030)

llos anticipados, mientras ofrece una perspectiva de varios escenarios, los cuales
podrian ser N escenarios.

En la etapa 5 del trabajo doctoral, se desarroll6 un método de estimacion innova-
dor dentro del marco de la Dinamica de Sistemas, basado en el calculo fraccional,
con el objetivo de realizar un anélisis de sensibilidad en el contexto del crecimien-
to de la capacidad fotovoltaica en México. Este estudio demuestra la efectividad
del método de estimacion y el anélisis de sensibilidad mediante el uso combinado
de la Dinamica de Sistemas (SD) y el Calculo Fraccional Conformable (CFC)
para evaluar el crecimiento de la capacidad fotovoltaica instalada en el pais. La
metodologia aplicada se estructur6 en tres fases: en la primera fase, se desarrolld
un modelo de Dindmica de Sistemas para simular el crecimiento exponencial de
la capacidad instalada, con un enfoque en variables clave como la inversion y los
subsidios gubernamentales. Durante esta fase, el parametro fraccional o = 0,8652
se optimizo, lo que redujo el error porcentual promedio al 16.52 % en comparacién
con los datos reales de capacidad instalada de 2015 a 2023.

Posteriormente, se exploré6 un modelo de crecimiento sigmoidal, proporcionando
un analisis més profundo de los limites de capacidad del sistema y los factores que
influyen en la adopciéon de tecnologias fotovoltaicas. Se desarrollaron ecuaciones
diferenciales que capturan este comportamiento, y se aplico el Calculo Fraccional
Conformable (CFC) para reflejar dinamicas complejas y efectos de memoria en la
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Figura 5.9: Modelado del Crecimiento de la Capacidad Fotovoltaica en México (2015-
2030)

trayectoria de crecimiento de la capacidad instalada. Las proyecciones resultantes
para el periodo de 2023 a 2030 sugieren que la capacidad instalada podria variar
entre 23,000 y 25,000 MW, con el parametro fraccional o variando de 0.8 a 1.
Este rango senala un patréon de crecimiento mas sostenido y realista, alineado con
las condiciones anticipadas del mercado.

El analisis de sensibilidad en los modelos exponencial y sigmoidal permite exami-
nar la transicion entre diferentes comportamientos de crecimiento, proporcionando
una comprension mas completa de la dinamica del sistema. Este enfoque facilita
la identificacion de como las variaciones en el parametro « afectan los resultados,
lo cual es fundamental para la formulacién de politicas y la toma de decisiones
estratégicas. Ademas, enfatiza la importancia de cumplir con los compromisos de
sostenibilidad establecidos bajo el Acuerdo de Paris, aprovechando el potencial
solar de México, particularmente en regiones de alta irradiacién como Oaxaca.
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Capitulo 6

Conclusiones

La presente tesis doctoral representa un esfuerzo integral por ampliar y formalizar
el anélisis matematico de los modelos de Dinamica de Sistemas, con el objetivo
de identificar y obtener modelos matematicos y como ayudan en la capacidad de
apoyar la toma de decisiones en contextos reales. A continuacion, se presentan las
principales conclusiones obtenidas:

- Fortalecimiento de la Dinadmica de Sistemas mediante analisis matemético. La
investigacion evidencia que la Dinamica de Sistemas, si bien es una metodologia
para modelar y simular sistemas y obtener us funciones mateamticas. Este tra-
bajo ha contribuido a cerrar esta brecha al introducir herramientas del control
moderno y el calculo fraccionario para analizar y representar los modelos desde
una perspectiva mas rigurosa y formal.

- Obtencion de funciones de transferencia en modelos dinamicos. Mediante la
integracion de técnicas de anélisis en el dominio de la frecuancia, se logré obtener
funciones de transferencia que describen la relacion entre entradas y salidas de
modelos basados en Dinamica de Sistemas. Este resultado no solo proporciona una
vision mas clara del comportamiento de los sistemas, sino que también facilita la
implementacion de estrategias de control basadas en modelos.

- Incorporacion del control moderno en el analisis de sistemas. El uso del espa-
cio de estados y técnicas de control, como el método de Ackermann, permitié
implementar sistemas de control en lazo cerrado para modelos de simulaciéon. Es-
to demuestra que la Dindmica de Sistemas puede beneficiarse de herramientas
avanzadas de la ingenieria de control para mejorar su capacidad de control y su
estabilidad en aplicaciones reales.

- Aportacioén del calculo fraccionario al analisis dinamico. La aplicacion del calcu-
lo fraccionario, especificamente la derivada de Caputo y el calculo conformable,
permitié extender el anélisis tradicional de Dindmica de Sistemas al tiempo frac-
cionario, introduciendo nuevas herramientas para la generacién de escenarios me-
diante el parametro fraccionario a. Este enfoque no solo ofrece un mayor grado
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de flexibilidad y precision en la modelacién de fenbmenos que presentan compor-
tamiento no lineal, sino que también se establecié como un novedoso método de
analisis de sensibilidad en los modelos.

Adicionalmente, el calculo conformable permiti6é desarrollar un método de estima-
cion aplicado en la evaluacion de la capacidad instalada de energia fotovoltaica en
Meéxico. Este método demostro su eficacia al generar diversos escenarios que apo-
yan la toma de decisiones estratégicas en el ambito energético. En conjunto, estas
contribuciones amplian las posibilidades de analisis y simulacién de la Dinédmica
de Sistemas, marcando una innovacion significativa en el estado del arte.

El anélisis de sensibilidad en la dindmica de sistemas tradicionalmente evalta
como los cambios en los parametros afectan las variables de interés, considerando
sistemas definidos en tiempo entero y con interacciones lineales o no lineales. Sin
embargo, al incorporar el calculo fraccionario, se abre la posibilidad de desarrollar
un nuevo enfoque de analisis de sensibilidad
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Abstract: This research proposes a methodology based on control engineering, transforming the
simulation model of system dynamics into a mathematical model expressed as a system transfer
function. The differential equations of a time domain present in the Forrester diagram are transformed
into a frequency domain based on the Laplace transform. The conventional control engineering
technique is used to present and reduce the dynamic system in a block diagram as a mechanism
for determining the structure of the system. The direct path equation and the feedback equation
are determined to obtain mathematical models that explain the trajectory of the behavior of each
state variable through a transfer function in response to the different inputs of the system. The
research proposal is based on presenting an alternative of analytical validation for more robust
decision-making to systems dynamics models, based on the explanation of the system structure
through a transfer function and its analysis of stability and external controllability for the system
dynamics model under study. The results are visually analyzed in a root diagram.

Keywords: system dynamic; Forrester; block diagram; differential equations; transfer function;
system stability

1. Introduction

System Dynamics (SD) is a technique for constructing simulation models, at the service
of a fundamental idea; the structure of causal relations between the elements of a system
constitutes the main cause of its behavior. The SD further assumes that such a relationship
structure forms a network of re-feeding loops that includes non-linear relationships and
delays. The main result of a model is to obtain the time trajectories of all its variables for
the simulation period that has been defined [1]. SD is based on the use of two types of
diagrams, Causal Diagrams and Forrester Diagrams, which have their origin in the General
Theory of Systems and are in fact like the two sides of the same coin. The Causal Diagram
is in general a preliminary step to the construction of a Forrester Diagram, which serves to
simulate the model in the PC, allows us to verify the coherence of our hypotheses, analyze
the behavior of the system, and finally simulate different policies, so that the results of the
model help to better solve the problem we are analyzing [2].

SD is responsible for studying the feedback of the system data and the means by
which the models are used for the establishment and approach of problems, which are
carried out with the purpose of showing the structure of the organization and observing
how these variables interact, to simulate and model complex problems [3]. Much of the art
of SD modeling involves discovering and representing feedback processes, which, along
with stock structures, flow, auxiliary variables, time delays and nonlinearities, determine
the dynamics of a system. You can imagine that there is an immense range of different
feedback processes and other structures to master before you can understand the dynamics
of complex systems. In fact, more complex behaviors are usually derived from the interac-
tions (feedback) between system components, not from the complexity of the components
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Abstract: Control engineering and state-space representation are valuable tools in the analysis and
design of dynamic systems. In this research, a methodology is proposed that uses these approaches
to transform a system-dynamics simulation model into a mathematical model. This is achieved by
expressing input, output and state variables as input, output and state vectors, respectively, allowing
the representation of the model in matrix form. The resulting model is linear and time-invariant,
facilitating its analysis and design. Through the use of this methodology, the system transfer matrix
is obtained, which allows the analysis and design of the optimal control of the simulation model. The
Ackermann gain-control technique is used to determine the optimal control of the system, which
results in a shorter settlement time. This research proposal seeks to mathematically strengthen
simulation models and provide an analytical alternative through modern control engineering in SD
simulation models. This would allow more informed and effective decisions in the implementation
of dynamic systems.

Keywords: system dynamic; Forrester; Ackermann; differential equations; transfer matrix; optimal;
control; state space

1. Introduction

System dynamics (SD) is a tool based on simulation models that allows us to address
complex situations [1] and solve specific problems. It was created in the 1950s and was
called industrial dynamics, but over time it has been adapted for application to different
problems [2-8]. SD finds its main applications in complex and undefined environments,
where human decisions intervene [9].

SD is a modeling and analysis tool used to understand how systems change over
time. This discipline studies how components of a system interact and influence each
other, and how these interactions result in dynamic behavior over time. It is applicable in
a wide variety of fields, including engineering, economics, ecology, psychology, politics
and business management, among others. In all these fields, systems can be complex and
consist of multiple variables interacting nonlinearly, making their behavior difficult to
predict and control [10].

SD is a systematic methodology for modeling and analyzing complex systems and
for understanding how interactions between their components lead to dynamic behavior.
Through the use of simulation models, SD allows identifying long-term patterns and trends,
as well as understanding how different actions and decisions can affect the behavior of a
system [11]. Sensitivity analysis is a technique used in various fields, such as economics,
engineering and science, to evaluate the impact of changes in the values of variables in a
model on the results obtained. Sensitivity analysis can provide valuable information [12].

In general, sensitivity analysis is used as a validation tool in system-dynamics models.
This technique assesses the impact of changes in the values of the variables of the model
on the results obtained. However, by applying this technique to Forrester models, certain
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Abstract: This research project focuses on developing a mathematical model that allows us to
understand the behavior of the balancing loops in system dynamics in greater detail and precision.
Currently, simulations give us an understanding of the behavior of these loops, but under the premise
of an ideal scenario. In practice, however, accurate models often operate with varying efficiencies
due to various irregularities and particularities. This discrepancy is the primary motivation behind
our research proposal, which seeks to provide a more realistic understanding of the behavior of the
loops, including their different levels of efficiency. To achieve this goal, we propose the introduction
of fractional calculus in system dynamics models, focusing specifically on the balancing loops. This
innovative approach offers a new perspective on the state of the art, offering new possibilities for
understanding and optimizing complex systems.

Keywords: fractional calculus; system dynamics; OEE; Caputo; efficiency; balancing loops

1. Introduction

System dynamics (SD), as a modeling and simulation discipline, has emerged as a
fundamental tool in solving complex and dynamic problems across various fields from
business management to environmental science. These models, grounded in systems
theory and computer simulation, empower researchers and professionals to comprehend
and analyze the behavior of dynamic systems over time [1]. The primary objective of
this technique is to capture causal relationships and mechanisms underlying observed
phenomena, providing an invaluable perspective for decision-making and addressing
complex challenges in a world characterized by interconnection and interdependence [2].

System dynamics (SD) emerges as a rigorous and systematic methodology designed
for the modeling and analysis of complex systems, enabling a profound understanding of
how interactions among their components result in dynamic behavior. Through simulation
models, this discipline facilitates the identification of long-term patterns and trends and
assesses how various actions and decisions can impact systemic behavior [3]. In this context,
sensitivity analysis emerges as a highly beneficial tool employed across various disciplines
from economics to engineering and science. Its purpose is to assess how changes in the
values of model variables influence the obtained results, providing valuable information
crucial for making informed decisions [4]. Sensitivity analysis makes it possible to identify
the relatively small set of parameters whose values significantly alter the model’s behavior
or responses to different policies. In this way, parameters worth calculating more accurately
are discovered [5].

Numerous highly relevant applications have been developed in various fields of
knowledge, such as health, the environment, education, and agriculture, that leverage the
sensitivity analysis technique in SD models. These applications have yielded positive results
in understanding behaviors and obtaining models that meet the desired expectations [6-13].

Undoubtedly, SD models pose significant challenges. Selecting the appropriate param-
eters for a sensitivity analysis is intricate and often relies on subjective judgments. This
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Abstract

This study analyses trends in energy intensity across several countries us-
ing energy consumption and GDP data, with the aim of identifying patterns
of energy efficiency in different economic sectors. Energy intensity is defined
as energy consumption per unit of GDP (MJ/USD), a common indicator of
efficiency. To ensure global representation, countries with at least 15 years
of available data from 1990 to 2021 were selected.

The methodology includes the use of the K-means algorithm to group
countries on the basis of similar energy intensity patterns, allowing them to be
classified into homogeneous clusters. The elbow method is used to determine
the optimal number of clusters, maximising homogeneity within each group.
Once clusters are formed, trend models (exponential and quadratic) are fitted
to analyse how energy intensity evolves over time.

The exponential model is justified as many economies show an acceler-
ated decline in energy intensity in the early stages, followed by a stabilisa-
tion. In contrast, the quadratic model is useful when energy intensity shows
non-linear changes due to periods of economic growth or recession. The ac-
curacy of these models is assessed using the Mean Absolute Percentage Error
(MAPE), a standard metric in energy forecasting studies.

This approach allows the identification of global efficiency patterns and
provides insight into how countries have improved their energy use relative
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Abstract: This study develops a new estimation method within the System Dynamics (SD) frame-
work, incorporating fractional calculus to conduct a sensitivity analysis on photovoltaic capacity
growth in Mexico. The primary goal is to address the need to model energy transitions accurately and
realistically, considering Mexico’s advantages in renewable energy, particularly solar power. The study
explores the use of fractional calculus to improve the precision of simulations and provide valuable in-
sights into the growth of photovoltaic installations under different market conditions and policies.

The methodology is structured in three phases. Initially, an exponential growth model is developed to
simulate the early stage of photovoltaic capacity expansion, incorporating key variables such as public
investment, subsidies, and the effects of rural loss on the adoption of renewable technologies. In the
second phase, a sigmoidal growth model is applied to represent more realistic capacity limits, consider-
ing market saturation and structural limitations. The differential equations governing the growth were
solved using the conformable derivative, which captures the complexity of the system’s dynamics,
including memory effects.

The sensitivity analysis performed on both the exponential and sigmoidal models reveals that the frac-
tional parameter @ = 0.8652 provides the best fit to the actual data from 2015 to 2023, reducing the
average error to 16.52%. Projections for the period from 2023 to 2030 suggest that Mexico’s installed
photovoltaic capacity could range between 23,000 and 25,000 MW, with « values varying between 0.8
and 1, aligning with expected market dynamics and national energy goals.

This study emphasizes the importance of using System Dynamics combined with fractional calculus
as an innovative tool for energy planning in Mexico. The ability to simulate multiple scenarios and
perform sensitivity analysis is crucial for optimizing energy resources, designing policies that promote
renewable technologies, and ensuring a successful transition to a sustainable energy future.

Keywords: renewable technologies; solar irradiance; sensitivity analysis; system dynamics; fractional
calculus; installed photovoltaic capacity




