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1 Introduccion

1.1 Generalidades

El método de rigideces es un método matricial de analisis general de estructuras que pueden
modelarse con elementos barra, como es el caso de las armaduras, vigas y marcos. Es un método
que resulta facilmente programable, razén por la cual es de uso comun de diversos paquetes de
software comercial.

En términos generales el método de rigideces consiste en establecer la relacién que hay
entre las fuerzas aplicadas a una estructura y los desplazamientos que se presentan debido a la
aplicacion de dichas fuerzas, cumpliendo a la vez el equilibrio y la compatibilidad que toda
estructura debe tener. A partir de tal relaciéon se intenta conocer los desplazamientos en los nodos
de la estructura, con los cuales se infiere los elementos mecdnicos en las barras que conforman
el sistema estructural. Como en un paso preliminar para conocer los elementos mecdnicos en
las barras se requiere conocer primeramente los desplazamientos de los nodos, al método de
rigideces también se le conoce como el método de los desplazamientos.

1.2 Conceptos preliminares
1.2.1 NODO

Los nodos son puntos que se utilizan para
definir el inicio y final de un elemento barra.
Adicionalmente, dentro de la estructura en
general, un nodo puede servir de punto de
unién entre dos o mas barras. En la Figura 1.1 @ @
I_os nodos de una barra se identifican con 1y Nodo Nodo
) para definir los nodos inicial y final de la barra
respectivamente. Resulta de uso comun que
para la facil identificacion de los nodos, su

denominacién se encierre en un circulo, tal y
como se muestra en la Figura 1.1. Figura 1.1 Barra y nodos que la definen
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1.2.2 BARRA

Los elementos barra representan los elementos estructurales con las cuales se conforman una
estructura, como los que pueden verse en las armaduras o en las vigas y columnas de los edificios.
Para que un elemento estructural pueda ser considerado como una barra, generalmente la dimension
longitudinal (distancia entre los nodos 1 y j) es generalmente mucho mayor a cualquiera de las
dimensiones de su seccidn transversal. Para definir una barra dentro del método de rigidez se
requieren de dos nodos que indiquen el punto inicial y final de la misma. La direccién de la barra se
indica generalmente con una flecha, tal y como se muestra en la Figura 1.1, donde el nodo inicial esta
definido por el nodo © y el nodo final por el nodo j. Para identificar a las barras, resulta comun que la
denominacién empleada se encierre en un rectangulo.

Para la nomenclatura de nodos y barras podria emplearse cualquier nombre o
caracter alfanumeérico, sin embargo, resulta practico emplear solamente nimeros. Por lo cual se
dard prioridad a esta forma de nomenclatura para barras y nodos dentro de estas notas.

1.2.3  SISTEMAS DE REFERENCIA

En general, para la aplicaciéon del método de rigidez se emplean dos sistemas de referencia, uno
denominado sistema local (x,1/,z) referenciado a cada una de las barras, y otro llamado sistema
global (X,Y,7) que se utiliza para referenciar la estructura completa. Ejemplo de los sistemas local y
global se muestran en la Figura 1.2.

Es importante sefialar que en el
sistema local, el eje & debe de
coincidir con el eje longitudinal de

la barra con direcciéon del nodo

inicial al nodo final a través del
centroide de la seccidn transversal.

Los ejes 1/ y =z se establecen
considerando un sistema coordenado
derecho, tal y como se ilustra en

la Figura 1.2. La determinacion del

origen y orientacion del sistema

global es arbitrario, y en general se z
define de acuerdo a la conveniencia. Figura 1.2 Sistemas de referencia local y global

Local

Global
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1.2.4 GRADO DE LIBERTAD

Los grados de libertad (GDL) son cantidades
independientes que definen la configuracién
de una estructura. De una manera mas general,
son las variables independientes que definen la
variacion espacial de un campo (desplazamientos,
temperatura, velocidades, etc.).

En el caso del método de rigideces, el campo es
de desplazamientos, el cual puede ser en 1D,
2D o 3D; los cuales se localizan en los puntos
nodales. Por tanto, para el caso del método de
rigideces el nimero de GDL se asocia a las
posibilidades de movimiento (lineal o angular)
que un nodo, barra o estructura puede presentar.
Si se trabaja en un espacio tridimensional se
pueden tener hasta seis GDL o componentes
de desplazamiento, tres lineales y tres angulares.
Tales componentes se muestran esquematicamente
en la Figura 1.3.

> INTRODUCCION

0. =y

Figura 1.3 Componentes del vector de

desplazamientos {/)} en un campo tridimensional

La representaciéon en forma matricial del vector de desplazamientos {D} se "

puede hacer de la siguiente forma:

Donde

U, U, W = Desplazamientos lineales con respectoa X, Yy 7 respectivamente

0.8, ,0.= Desplazamientos angulares alrededor de los ejes X,Y'y 7

x> Yy

Universidad de Guanajuato
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Asociados a los GDL de desplazamiento, se
presentan seis componentes de fuerza como
se muestra en la Figura 1.4. La representacion
matricial del vector de fuerzas {I"} se muestra
en la ecuacion (1.2) r

En la aplicacion del método de rigidez en
estructuras suele ser comun el “eliminar”
algunos GDL por facilidad de analisis, al considerar
que bajo ciertas condiciones, la contribucidn
de los elementos mecanicos asociados no presentan Figura 1.4 Componentes del vector de

1.2 5
magnitudes signiﬁcativas. 0523) fuerzas { /' } en un espacio tridimensional.

1.2.5 RIGIDEZ

Dentro del andlisis lineal donde las fuerzas son proporcionales a los (F}~ (D)
desplazamientos, dicha proporcionalidad se puede expresar de la
siguiente manera: (1.3)

Para convertir (1.3) en una igualdad se debe emplear una constante de

proporcionalidad, en este caso una matriz [ A ] denominada matriz de {F} = [[(]{D}
rigidez, haciendo que (1.3) pueda expresarse como igualdad de la
siguiente manera: (1.4)

La rigidez se define como la “magnitud de la fuerza requerida para producir un desplazamiento
unitario”. En la definicion anterior desplazamiento se refiere a cualquier componente del vector
{D} que sea de interés. En consecuencia, dependiendo de los GDL considerados se pueden
establecer términos de rigidez axiales, cortantes, flexionantes o de torsidn. El cbmo se obtienen
dichos términos de rigidez y la forma de establecer la relacidon fuerza—desplazamiento definida
mediante la ecuacidn (1.4) se vera en las secciones siguientes.

Para obtener los términos de rigidez, a una barra se le imponen desplazamiento unitario en

algunos de sus grados de libertad nodales, los términos de rigidez se determinan al establecer el
equilibrio de la barra mediante las condiciones de continuidad y de frontera.
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1.3 Matriz de Rigidez de una Estructura

Una matriz de rigidez [K] de una estructura es un arreglo numérico cuadrado que al premultiplicar
al vector de desplazamientos nodales {} conduce a las fuerzas correspondientes, tal y como se
define en (1.4). La palabra correspondiente indica que son cantidades de dos tipos de variables
diferentes, valuadas en el mismo punto y con la misma direccion (ver Figuras 1.3y 1.4).

Como se mostrara mas adelante, una forma conveniente de obtener la matriz de rigidez de la
estructura [K], por ser facil de implementar en un programa de computo, es a partir de la matriz
de rigidez [k'] de cada una de las barras que conforman la estructura. De manera similar, el vector
de fuerzas {/'} de la estructura se obtiene a partir del ensamble de los vectores de fuerzas nodales
{/} de cada una de las barras.

1.3.1 PROPIEDADES DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ

La matriz de rigidez de la estructura [Kk], al igual que otras matrices de otro tipo de problemas,
tiene varias propiedades caracteristicas, de las cuales a continuacién se describen las principales
con referencia a problemas de mecanica estructural.

K DEFINIDA POSITIVA. Esto se debe al hecho de que la aplicacién de una fuerza en
la direccién del GDL @ necesariamente conduce a un desplazamiento correspondiente
en la misma direccién de aplicacion de la carga.

K SIMETRICA. Solamente para el caso de problemas lineales donde las fuerzas son
proporcionales a las deformaciones, la matriz de rigidez es simétrica. Esta propiedad
se puede comprobar aplicando el teorema de Betti-Maxwell, el cual establece que
si dos conjuntos de cargas actUan sobre una estructura elastica—lineal, el trabajo
realizado por el primer conjunto de cargas actuando sobre los desplazamientos
ocasionados por el segundo conjunto de cargas, es igual al trabajo realizado por el
segundo en los desplazamientos causados por el primero.

K DISPERSA. Es decir, una gran cantidad de elementos de la matriz de rigidez de la
estructura [K] contendra valores nulos (o iguales a cero). Por ejemplo, si los grados
de libertad p y ¢ no estdn conectados por una barra, los elementos k'pq y k‘qp
resultardn nulos. Esta caracteristica es notable sobre todo en estructuras medianas o
grandes, en estructuras con unos pocos GDL es a veces imperceptible.
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N SINGULAR. La matriz resulta singular (no tiene una solucién unica) cuando el
sistema estructural es inestable, ya sea porque (a) la estructura no tiene apoyos, (b)
sus apoyos son inadecuados o (c) los GDL seleccionados para analisis no son adecuados
con el tipo de estructura a analizar. En el primer caso (sin ninglin apoyo) no es posible
identificar un vector {0} con el cual la estructura se deforme. Esto se ilustra en la
Figura 1.5 donde la armadura puede adoptar tres movimientos de cuerpo rigido
independientes: desplazamiento vertical, desplazamiento horizontal y rotacion. En el
segundo caso, no se presentan movimientos de cuerpo rigido en toda la estructura,
solamente en parte de ella, como se ejemplifica en la Figura 1.6, donde la articulacion
central que una la armadura permite que se forme un mecanismo. En el tercer caso
mostrado en la Figura 1.7 los GDL de rotacién (asociado al momento flexionante) no
se considera en la solucion de la estructura, lo cual la hace inestable.

Articulaciéon

Figura 1.5 Singularidad de la matriz de rigidez
por falta de apoyos (movimiento de cuerpo,
rigido horizontal, vertical y rotacional)

Figura 1.6 Singularidad de la matriz de rigidez
por apoyos inadecuados.

e .,

Articulacion Articulacion

L

Figura 1.7 Singularidad de la matriz por GDL inadecuados.
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2 Armaduras planas.

2.1 Determinacioén de la matriz de rigidez.

Una armadura se compone de elementos barra las cuales estan unidas por medio de pasadores,
es decir, solamente pueden transmitir carga axial, por tal motivo se supone solamente cargadas
en los nodos como se muestra en la Figura 2.1.

0y

(a) (b) (c)

Figura 2.1 (a) Armadura sujeta a fuerzas externas (b) Fuerzas actuantes en elementos aislado (c) Resultante de las fuerzas actuando en el elemento.

La rigidez axial de una barra se determina a partir de la relacidn que existe entre los desplazamientos
que sufren los nodos y las fuerzas que mantienen el equilibrio en la barra. Esta relacidn de acuerdo
con la mecdnica de sélidos esta dada por:

; Dénde:
du N 7
d_= ﬁ N = Fuerza normal actuante en la barra.

t A = Areade la seccién transversal.

(2.1) E = Mddulo de elasticidad del material de la barra.
Tomando como referencia la barra que se Nodo P Nodo
muestra en la Figura 2.2 y aplicando un despla- @ ?l LA @
zamiento unitario en el nodo 7 en la direccién j K

2, la fuerza requerida para que se presente un ,
desplazamiento unitario en el nodo 1 se denota ' L
como /. Para que la barra se mantenga en
equilibrio, en el nodo j debe actuar otra fuer-
za identificada comofj como se muestra en la

Figura 2.3. Figura 2.2 Barra doblemente empotrada
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Al igual que el desplazamiento unitario en el nodo 1, las fuerzas se indican en el sentido positivo
respecto al eje &, en caso de que las fuerzas actien en sentido opuesto, los valores obtenidos

tendran signo negativo.

—

X

¥

£A f
Z

Figura 2.3 Barra con desplazamiento unitario en el nodo i

De la Figura 2.3 puede verse
que a una distancia &, para
que se presente el equilibrio
se debe tener:

N=-Ff,

(2.2)

Substituyendo (2.2) en (2.1)
se obtiene:

Integrando ambos lados de
la expresion anterior se tiene:

du__ f
dx FA

u= ir +C
(2.3) EA

En la Figura 2.3 puede verse que en los nodos se tienen las

siguientes condiciones de frontera.

lL.Paraxr=0 = u=u,=1

2.Paraxr=L = w=1,;=0

Substituyendo la primera
condicion en (2.3)

.

i (0)+C
EA(O)+ ~

de donde puede deducirse
que C'=1

Substituyendo la segunda
condicién de frontera en (2.3)
y considerado que (=1

O:LLH
EA

Despejando /, de la
expresion anterior

(2.49) ’ L

Universidad de Guanajuato

< DEPARTAMENTO DE INGENIERIA CIVIL >



ASPECTOS BASICOS DEL METODO DE RIGIDECES > ARMADURAS PLANAS

Para que se cumpla el equilibrio en la barra, las fuerzas deben estar en equilibrio, es decir Zf= 0y de acuerdo
a las fuerzas que se muestran en la Figura 2.3, se debe cumplir con

+ /=0 R
S f' f’ L (2.5)

De esta forma, las fuerzas necesarias para que el desplazamiento del nodo 7 sea unitario (11,=1) se muestran

de forma esquematica en la
7 £

Figura 2.4 Fuerzas generadas por el desplazamiento unitario en el nodo ¢

De manera andloga, si se impone un desplazamiento unitario en el nodoj(u//: 1), las fuerzas que se generan
en los extremos de la barra serian las mostradas en la Figura 2.5 '

B,
Z

Figura 2.5 Fuerzas generadas por el desplazamiento unitario en el nodo j
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Las fuerzas en cada extremo de la barra debidas al desplazamiento unitario en el nodo j se expresan como:

P ok
! L (2.6) L (2.7)
Considerando que ambos nodos pueden desplazarse una cantidad
distinta a la unidad de manera independiente, es decir, 1.0. 210 . 21,
. P A A
las fuerzas actuantes en el nodo © se obtienen al sumar (2.4) y _ﬁ = w, — j
(2.6), afectando cada fuerza por su correspondiente desplazamiento, L L o
con lo que se obtiene (25
De igual forma, para el nodoj se obtiene jj =— Efl ; +%uj (2.9)
A EA
S I L ||
Escribiendo las ecuaciones (2.8) y (2.9) en forma matricial >, (T
28)y (29) sl ma
3 3 (2.10)

En la ecuacion (2.10) se han cambiado los subindices para las fuerzas en los nodos def; ny. afu_ ij_r para
enfatizar que las fuerzas en los nodos yj actuan en el sentido del eje local " de la barra.

La expresion (2.10) puede escribirse de forma condensada de la siguiente forma :

| =k}

(2.11)

Doénde:
{f} = Vector de fuerzas en el sistema local.
[k] = Matriz de rigidez de la barra.

{cl} = Vector de desplazamientos en el sistema local.

Universidad de Guanajuato
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Imponiendo un desplazamiento vertical unitario (U .=1) como se ilustra en la
Figura 2.6, de acuerdo con el teorema de Pitagoras, la longitud final de la barra L[ L. =7+ b?
después de desplazarla se obtiene mediante i

La deformacidn unitaria € de la barra estaria definida mediante:

L-L P+ -L
L L

&

Si v, es pequefio en comparacion con la longitud /. de la barra, puede notarse que:

LQ
La consideracién anterior se cumple solamente
para cuando los desplazamientos son pequefios en
comparacion con la longitud de los elementos que
conforman la estructura, por tanto, puede esperarse fm = f,‘;, ~0
que las fuerzas actuantes sobre el eje I/ puedan
expresarse como (2.12)
FA FA ]
’ — 0 -= 0|,
i L L i
Consiqerando la expresion anterior en (2.10) f,_” 0 0 0 ol
se obtiene =
Ll |_EA o EA W
L L
sz/ Yj
| 0 0 0 0] (2.13)
En f.or.ma conde_nsa_da, la ecuacién anterior puede J; [k;ﬂ] [kyij] d,
escribirse de la siguiente manera =
B k] TR (2.14)

Universidad de Guanajuato < DEPARTAMENTO DE INGENIERIA CIVIL >
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2.2 Rotacién del sistema local al sistema global.

Como puede notarse en la Figura 2.1 (a), las barras
de una armadura pueden tener diferente inclinacion
respecto a la horizontal, por tanto, se requiere un
sistema de referencia para toda la estructura al cual
se puedan referenciar todas las barras. En consecuencia,
el sistema global (X, Y) servira para tal fin.

De la Figura 2.7 puede verse que las fuerzas actuantes
en la barra en el sistema local (:x,1/) respecto al sistema
global (Y, Y) se establece mediante

I, =Ji,cos0-f

iy

E, = [, sin0+ [, cosé

siné

Reescribiendo en forma matricial las expresiones
anteriores y considerando [= cosB y 1= sinB se
obtiene

Ji
iy

(2.15)

>

B, - >
M. X
Jiy
7 E’z/

Figura 2.7 Fuerzas en el nodo 1 en el sistema local
(,1) y global (X, Y)

En forma condensada

Donde: 25,

{F.} = Fuerzas en el nodo 1 en el sistema global.
[R]" = Matriz de rotacion transpuesta.

{/.} = Fuerzas en el nodo 7 en el sistema local.

De manera semejante, para referenciar las fuerzas al sistema local, respecto a las actuantes en el sistema
global, y de acuerdo al esquema mostrado en la Figura 2.7 se establecen las siguientes expresiones

S =F, cosO+F, sing

Universidad de Guanajuato
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Que en forma matricial se expresan como Reescribiendo en forma condensada
S Lo |,
= iy =[RI{F}

Jiy) L= U LE, (2.17) (2.18)
Una de las propiedades de la matriz de rotacion [?] es que la matriz { } _ [R]T {f }
inversa de ésta es la matriz transpuesta [R]” esto se puede o , ’
verificar al substituir (2.18) en (2.16), es decir {FL} = [H] ([H]{FL})
de donde puede verse que, para que se cumpla laigualdad ___ [R]T [R] = [[]
Donde: [I]= Matriz identidad, por tanto []{]71 = [R]T (2.19)

Al igual que las fuerzas, los desplazamientos se pueden expresar de forma similar de la siguiente manera

(DY =[R] {d,} (2.20) {d,i } =[R]{D,} (2.21)

Substituyendo (2.21) y (2.18) en (2.14) se obtiene
{[R]{E}} k] 5] {[R]{D&}
(RIS [k ] [ 1] ILRIED
La expresion anterior se puede reescribir de la siguiente manera

F,- o] (12,

Universidad de Guanajuato 21 < DEPARTAMENTO DE INGENIERIA CIVIL >
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Pre-multiplicando ambos lados de la expresion anterior por [R] [O] se obtiene
[0] [X]
(7] [01]'[[R] [o] {F} (7] [O]”k K, 1A [O]] {D}
[0] [R]] [[0] [RIJUF5) L[o] [R1) ks Ky JL[o] [RIJLZ;
De (2.19) se sabe que FH] [0] 71: [H] [O] 7‘: [R]T [0] con lo que se obtiene
[o] [R]] [[o] [R]] [[o] [RY

Realizando operaciones se obtiene
[RI' [k [R] (R [k, JR]|[1R) [0]} {d}
[RY [&: )R] [RY [& JRIJLIO]  [R1J\4,

!

(2.22)
Para el término que involucra a la submatriz [k ] las operaciones a realizar son
FA
’ [ -ml||— O { m
IS 00 I (I
, | 0 0 L
22 < DEPARTAMENTO DE INGENIERIA CIVIL >
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Realizando operaciones se obtiene

ELAZQ ELAlm I
[R] [k [R]= -£4

EAZ £FA L\tm m?

DA

(2.23)

De (2.13) y (2.14) puede verse que
[ku] = [kJJ = _[kﬂJ
[kii] - [k&i]

En consecuencia, la ecuacion (2.22) puede expresarse en forma detallada de la siguiente manera

., 2 e -2 < |,
E’U FAl n?  =lm —-m2|| v
5, Ll i P im u;
15, |l —m? e m? Y,
(2.24)
23 < DEPARTAMENTO DE INGENIERIA CIVIL >
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2.3 Ejemplos de aplicacidn.

2.3.1 Ensamble de la matriz de rigidez de la estructura — Opcion A

En la Figura 2.8 se muestra el esquema de una armadura donde se han identificado mediante un circulo los
nodos y mediante un cuadrado las barras. Es practica comun que tanto nodos como barras sean identificados
con valores numéricos, sin embargo, para fines didacticos se ha planteado la nomenclatura mostrada
solamente para los primeros ejemplos.

De acuerdo al sentido de las barras mostrado en la
Figura 2.8, la relacion fuerza—desplazamiento para
cada una de las barras definida por la ecuacién
(2.24) son las siguientes.

4 m
I, Ay Uy O )]
K vl Uyy Uyy Uy Ugy || Y i
1, gy Ugp gz gy | Uy l : :
3m 3m
Fzy Uy Oy Oy Uy, |1, ] (2252 Figura 2.8 Estructura de armadura con tres barras
k. by by by Oy |[w) R F,, G G Gy Gy || U] SRR
£, - by by by by || £, |G Gz Cas Coa || 2
1, by by by by || £, C31 Oz Gz G || U3
I, by by by by |y, ) @250 £, Ca1 Cap Cyz Cyq |V (225¢)
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Como puede notarse, en la expresion correspondiente
a cada barra se han identificado las fuerzas y

> ARMADURAS PLANAS

2o

desplazamientos correspondientes a los nodos a los H., (o, a, o, a, O O]fw
cuales esta conectada la barra, por tanto, expandiendo
cada una de las matrices para todos los nodos que I, Uy Uy Uy Uy O Of1 7,
se tienen en Iaj1 fastructura, 'Ias ecuaciones (2.25) se o o o o o o ollu
pueden reescribir de la siguiente manera: 2 _| 32 33 34 2
]7‘2 Y a“4 1 a. 42 CL43 a44 0 0 ﬁUQ
1, 0O 0 0O 0 0 Offu,
f’},u | O 0 0 0 0 O]f|v,
(2.26b) (2.26¢)
IO _bu b, 0 O b, b, i U, I, [0 0 O 0 0 0] U,
f‘ly b,y by, 0 0 b, b, || E,, 0O 0 O 0 0 0 v
F,. |0 0 00 0 0|, E,, |00 Gy Gy Gy G|
I, 0O 0 00 O O || r,, 0 0 ¢ Cp Cu G|l
FSz b31 bsz 00 bss b34 U, Fs.r 0 0 ¢ Caa Gz G || U3
F3y bay b42 0 0 b43 by 1Y I ;3;1/ _0 0 Cy G Cig Cag ]| Vs
La matriz de rigideces de la estructura se obtiene al sumar las expresiones (2.26), es decir:
F;.'X? _a”ll + bll 0/12 + b12 C{/13 (:(/14 b13 b14 ] ul
F;J/ OL21 + le CL22 + 622 (123 a24 b23 b24 Ul
F‘Q.I' _ 0/31 a/32 a/33 + C11 (134 + C12 013 Cl4 u2
}72;1/ CL41 (142 OL43 + C21 OL44 + C22 C23 (’}24 UQ
FS.’I,‘ b31 32 CS] 032 b33 + C33 b34 + CS4 uS
Fsy L by, by Cay Cao by +Cpg by + Caa | Vs (2.27)
25
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Considerando que las barras de la armadura de la Figura 2.8 tienen las propiedades mostradas en la Tabla 2.1.

Tabla 2.1 Propiedades de las barras para el calculo de las matrices de rigidez.

(
e (tonI/Ech) (Cﬁf) (cfn) (ga%os) l | e L Zo e
2100 15 500 || 233.1301 -0.6 || -0.8 || 0.36 || 0.64 || 0.48
2 100 10 600 180 -1 0 1 0 0
2100 15 500 || 126.8699 || -0.6 || 0.8 |/ 0.36 | 0.64 || -0.48

Note que los valores del dngulo @ se miden en todos los casos a partir de la horizontal (o eje global X) y que el
sentido positivo es contrario al movimiento de las manecillas del reloj. Los valores numéricos de las matrices de
rigidez de cada una de las barras, de acuerdo a la ecuacion (2.24) son los siguientes:

F,] [22.68 30.24 -22.68 -30.24 0 0][,
L, 30.24 40.32 -30.24 -40.32 0 Of|vy
F,. -22.68 -30.24 22.68 30.24 0 O||u,
I, ) -30.24 -40.32 30.24 4032 0 Of|v,
F, 0 0 0 0 0 Of|uy
I, | o 0 0 0 0 O], (2.282)

F,) [35 0 0 0 -35 O],
I, 0O 000 O Ofly
£, 0O 000 O Oflu
Iy, o 000 0 o0 1,
F,| |-35 0 0 0 35 O|u,
F,] Lo o000 0 0]
(2.28 b)
26
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£, [o0 o0 0 0 0 J(uw
E,l oo o 0 0 0 v,
F, | |0 0 2268 -30.24 -22.68 30.24 ||,
F,, “lo 0 -30.24 4032 3024 -40.32 v,
F,| |0 0 —22.68 3024 22.68 -30.24]|u,
F,,| |0 0 3024 -40.32 -30.24 40.32 ||, 2280

Al sumar las expresiones (2.28) se obtiene la matriz de rigidez de toda la estructura, la cual relaciona las
fuerzas actuantes sobre ésta con los desplazamientos que presentan los nodos ante la accidn de las fuerzas,
la cual se expresa como:

F,)] [57.68 30.24 -22.68 -30.24 -35 0 J(w
£, 30.24 40.32 -30.24 -40.32 0 0 1,
F,. | |-22.68 -30.24 45.36 0 -22.68 30.24 ||u,
£, “|-30.24 -4032 o0 80.64 30.24 -40.32||,
F,, -35 0 -22.68 30.24 57.68 -30.24||u,
£, | o 0 30.24 -40.32 -30.24 40.32 ||, (2.29)

27
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2.3.2 Ensamble de la matriz de rigidez de la estructura — Opcion B

Aunque la forma en que se ensambla la matriz de rigidez de la estructura en el ejemplo anterior es facil de
comprender, el realizarlo para cualquier estructura tiene sus inconvenientes. El primero de ellos es el tener
que expandir la matriz de rigidez de cada barra para que coincida con la matriz de rigidez de la estructura, lo
cual, para un numero de nodos pequerios es simple, pero para una estructura grande con una gran cantidad
de nodos puede resultar complicado e ineficiente. El segundo aspecto a considerar es que necesariamente,
la conectividad de las barras se ve restringida a que el nodo inicial sea un nodo numéricamente menos al
nodo final, haciendo que la generalizacion del método se vea limitada.

Por lo anterior, se plantea una forma adicional que @
permite comprender de una forma mas general el
proceso de ensamble, tomando el ejemplo visto
anterior, cambiando solamente el sentido de las
conectividades de las barras, tal y como se muestra
en la Figura 2.9.

Primeramente, se realiza el ensamble de las matrices
de manera simbdlica, para identificar el lugar al que @A < X @ +
corresponde cada uno de los coeficientes de rigidez

de las barras en el matriz de la estructura. De esta

forma, para cada barra se tiene. T T T
3 m 3 m

Figura 2.9 Estructura de armadura cambiando el sentido de las barras respecto al ejemplo anterior.

. TR CPIINCTIR PR R Barra A F. b, bn by bulft,] BeEdel
FQ” _ Uyy Oy Upz Upe || 1) F é.{/ 3 by by by Dy ||
[q'* U1 gy Ugg Ugq || Y F 11 b31 bsz bss b34 w,
fqﬂ gy gy Ugg Ugq [V (2302) [q.t/ bay b42 b43 bys Y (2:30b)
E%.x: Cy Cp C Cyl|Usg Barra C
F :’»1/ 3 Cyr Gy Coz Chu || Vs
£, Ca1 Caz Cag G || U
r ;;'/ Cpp Cup Cuy Cyy ||V (230¢)
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Tomando solamente la matriz de rigidez de cada una de las barras de (2.30) y mostrando los coeficientes de
rigidez en un tablero donde los renglones y columnas se identifican mediante los grados de libertad de los
nodos inicial y final a los cuales estd conectada la barra, las matrices de rigidez se disponen de la siguiente forma

ug U2 ul Ul Barra A

2

8

5

5
ERER

R R (VAR T - - -
b11 b12 b13 b14 U,
b2 1 b22 b23 b24 Uy
bs 1 bsz bs 3 b34 W,
b41 b42 b43 b44 Y

Barra C

S
=
&

EQ

B('D

8(')

'_EQ
QEQE.

»—nQ :
— w
o

N

0

w

o

S

w
—
w
]
w
@
w('b
X

QO O
i
QO O
N
N
QO
N
w
_p('b
N
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De esta forma, el ensamble de cada una de las barras en la matriz de rigideces de la estructura es de la
siguiente forma

u’1 Ul uQ UZ u3 U3
OL33 OL34 OLSI OLSQ ul
OL43 OL44 OL4 1 OL42 Ul
OLI 3 OLl 4 OLI 1 OLI 2 uQ
OLQS OL24 OLQ 1 OL22 UQ
us
US
A Yy U, Yy Uy )
b33 b34 bS 1 b32 ul
b43 b44 b41 b42 Yy
uQ
UQ
bl 3 14 bl 1 bl 2 u3
b23 b24 b2 1 b22 US
A = Ll o i o
K
Y
033 034 CS 1 C32 E
Cs3 Caq Ca Cas Y,
Cl 3 Cl 4 Cl 1 Cl 2 uS
C23 C24 C2 1 C22 US
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De esta forma, al sumar las matrices de rigidez que corresponden a cada barra, la matriz de rigideces de la
estructura se expresa de la siguiente forma:

ﬁb{’l Ul uQ U2 uS US
OLSS + bSS OL34 + b34 OL31 OLSQ b31 b32 u’l
OL43 + b43 OL44 + b44 O(/41 a’42 b41 b42 Ul
OL13 OL14 a’ll + 033 OL12 + CS4 CSl C32 u2
O(’23 OL24 OLZI + C43 OLQQ + C44 C41 C42 UQ
b13 b14 Cl3 Cl4 bll + Cll b12 + CIQ uS
b23 b24 C23 C24 b21 + C2l b22 + 022 US

Asignando valores numéricos al problema de la Figura 2.9 de acuerdo a los datos mostrados en laTabla 2.2.

Tabla 2.2 Propiedades de barras de la armadura.

Barra = = = o [ m 2 m? lm
(ton/cm?) || (cm? |/(cm) (grados)
2100 15 500 233.1301 -0.6 -0.8 0.36 0.64 0.48
2100 10 600 180 -1 0 1 0 0
2100 15 500 126.8699 -0.6 0.8 0.36 0.64 -0.48

Con estos datos, los valores numéricos de las matrices de rigidez de cada una de las barras son:

uy (A U, v, Uy (2N Barra A
22.68 30.24 -22.64 -30.24 ﬁ
30.24 40.32 -30.24 -40.32 (2
-22.68 -30.24 22.68 30.24 u,

-30.24 -40.32 30.24 40.32
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uq "Ul 1,L2 U2 us 7,/’3 Barra B
35 -35 ﬂ
Y,
A
UZ
-35 35 3
Vs
U, U, U, v Uy U, Barra C
]
| Y]
22.68 -30.24 | -22.68 30.24 U,
-30.24 40.32 30.24 -40.32 | U, |
-22.68 30.24 22.68 -30.24 | U,
30.24 -40.32 || -30.24 4032 | v |

Sumando las matrices de rigidez de cada barra, la matriz de rigidez de la estructura resultante es:

u, v, u, 2, Uy U,
57.68 30.24 -22.68 | -30.24 -35 )
30.24 40.32 -30.24 -40.32 E
-22.68 || -30.24 45.36 -22.68 30.24 U,
-30.24 -40.31 80.64 30.24 -4032 | 1, |
-35 -22.68 30.24 57.68 -30.24 | Uy |
30.24 -40.32 -30.24 4032 | v |

La matriz anterior se puede expresar en la forma en que se encuentra la ecuacion (2.29), donde puede verse
que las matrices de rigidez son idénticas, aunque fueron obtenidas por un procedimiento diferente y definiendo
una conectividad de las barras contrapuesta.

La expresidn que se obtiene, de la forma mostrada en la ecuacidn (2.29) es singular, es decir, no se puede obtener
una solucién Unica. Esto es debido a que auin no se le han impuesto condiciones de apoyo, teniendo el caso
de singularidad mostrado en la Figura 1.5. Para resolver la estructura bajo un sistema de cargas se le deben
de imponer, ademas de las cargas, las restricciones correspondientes para que no tenga desplazamientos de
cuerpo rigido, ademas de revisar las otras causas de singularidad mencionadas en la seccién 1.3.1.

32
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2.3.3 Obtencion de las fuerzas en los elementos

Considerando la armadura plana de los ejemplos anteriores y definiendo las fuerzas que se aplican
sobre la misma, asi como las condiciones de apoyo, la estructura a resolver se muestra en la
Figura 2.10

Primeramente, estableciendo las unidades de
trabajo, a pesar de que en la Figura 2.10 las unidades
mostradas son metros (m) para la longitud se trabajara
con centimetros (cm) a fin de hacer compatible el
ejemplo con los anteriormente mostrados.

7 ton
Hay que notar que en la Figura 2.10 se muestran las
condiciones de apoyo para los nodos 1y 3. Para el
nodo 1 se encuentran restringidos los desplazamientos
en las direcciones X' y Y (globales), mientras que
para el nodo 3 solamente se encuentra restringido el
desplazamiento en el sentido Y. En consecuencia,
para resolver la estructura, se eliminan los renglones
y columnas asociados a los grados de libertad 1, ¥,
y v, de (2.29), con lo que la matriz de rigidez de la
estructura queda de la siguiente forma:

4 m

4000 45.36 0 -22.68 ||,
-7000; = 0 80.64 30.24 |,

-22.68 30.24 57.68 ||u,

Figura 2.10 Armadura plana a resolver.

En el sistema anterior se ha substituido r,, Fz_»/ y I, por los valores w1, = 0.1543 cm
correspondientes a las fuerzas aplicadas en cada nodo de la estructura, las cuales
corresponden a 4,000 kg en el sentido X"y —7,000 kg en el sentido ) para el nodo 1,=-0.1364 cm
2. Como en el nodo 3 no actuan fuerzas, se asigna un valor nulo. Resolviendo el 1,=0.1321 cm

sistema de ecuaciones anterior se obtiene:
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Uy 0

1 0

U, 0.1543
En consecuencia, el vector de desplazamientos de toda la estructura es: ——» =

U, -0.1364
Las fuerzas en las barras se obtienen al substituir en la ecuacion (2.24) los U 0.1321
desplazamientos ya encontrados, en consecuencia y considerando la conectividad 3 ’
mostrada en la Figura 2.8 las fuerzas para cada barra en el sistema global (.\,}) oA 0
son:

|

K, 22.68 30.24 -22.68 -30.24 0 0.6250
A, 30.24 40.32 -30.24 -40.32 0 0.8333
B, | |-22.68 -30.24 22.68 30.24 || 0.1543 | |-0.6250
F,, | |-30.24 -40.32 30.24 40.32 ||-0.1364) |-0.8333

0.8333 ton

0.625 ton

0.625 ton

0.8333 ton

Figura 2.11 Fuerzas actuantes en barra A en el sistema global (X, Y)
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Barra B
F1 . 35 0 -35 0 0 -4.625
Fy,, O 0 O 0 0 0
Fs,,, -35 0 35 0/]0.1321 4.625
Fg,y O 0 O 0 0 0
Y
4.625 ton < X » 4.625 ton
@ ®
Figura 2.12 Fuerzas actuantes en Barra B en el sistema global (.Y, Y)
Barra C

0% 22.68 -30.24 -22.68 30.24 || 0.1543 4.6250
k,, -30.24 40.32 30.24 -40.32||-0.1364 -6.1667

F.| |-22.68 30.24 22.68 -30.24||0.1321 -4.6250
Fg{,, 30.24 -40.32 -30.24 40.32 0 6.1667
6.1667 ton

4.625 ton

6.1667 ton

Figura 2.13 Fuerzas actuantes en barra C en el sistema global (X, Y)
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De los resultados mostrados puede deducirse las reacciones en los nodos 1 y 2. Para el apoyo en
el nodo 1, sumando las fuerzas mostradas en las Figuras 2.11y 2.12 que corresponden a las barras
que convergen al nodo 1 se tiene que las reacciones son:

R, 0.6250 -4.625 4.0
= + =
R, 0.8333 0 0.8333

Para el apoyo en el nodo 3, las reacciones se obtienen al sumar las fuerzas que acttan en las barras
conectadas a dicho nodo, es decir:

R, 4.625 -4.625 0
= =+ =
R, 0 6.1667 6.1667

Para obtener las fuerzas de tensién o compresion actuantes en cada una de las barras, se requiere
rotar las fuerzas del sistema global (X, Y) al local de cada una de las barras (.r',/), esto se realiza
al multiplicar el vector de fuerzas en cada extremo de las barra por la matriz de rotacion definida
en (2.17) y (2.18), es decir:

De esta forma, las fuerzas en el sistema local de cada barra son las siguientes:

£ [0 m](F.) [06 08](0.6250] (1.0417

Sl L=m U]|E,] |-0.8 0.6]l0.8333 | o

L) [0 m][F.) [0.6 0.8](-0.6250] [-1.0417

Ll Lom 1|2, |08 06]|-08333 | o
36

Universidad de Guanajuato < DEPARTAMENTO DE INGENIERIA CIVIL >




ASPECTOS BASICOS DEL METODO DE RIGIDECES 1 > ARMADURAS PLANAS

1.0417 ton

1.0417 ton

Figura 2.14 Fuerzas actuantes en la barra A en el sistema local (', /)

i I m](F,) [1 0](-4.625] [-4.625 Barra B
ol et T
Lo [ m](F,) [1 0](4.625] (4.625
j;:u _{_m l:|F3U _{O 1}{ 0 }_{ 0 }

Y

L..

4.625 ton < » 4.625 ton

@ ®

Figura 2.15 Fuerzas actuantes en barra B en el sistema local (°,/)
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{12} 1 «m‘{&} [0.6 —0.8_{ 4.625} {7.7083}

fos| L= 1B, 08 0.6 ]|-6.1667 0

fil T 1 m](f,) [0.6 -0.8](-4.625] [-7.7083

S| L=m 1 ]|B,] |os 06 ]l6.1667] | 0
7.7083 ton

7.7083 ton

Figura 2.16 Fuerzas actuantes en barra C en el sistema local (2, 1/)
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De esta forma, las fuerzas actuantes en cada una de las barras de la armadura
de la Figura 2.10, asi como el tipo de fuerza actuante se muestra en la siguiente
tabla.

BARRA | Fuerza(ton) . TIPO
A 1.0417 Compresion
B 4.6250 Tension
© 7.7083 Compresion
7 ton

[C] = Compresion
[T] = Tension

Figura 2.17 Resumen de fuerzas actuantes y reacciones en los apoyos.
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2.3.4 Analisis de una armadura de cubierta a dos aguas.

Se desea analizar la armadura bajo las condiciones mostradas en la Figura 2.18 en donde la seccidn transversal
de los elementos A= 10 cm?. Todos los elementos son de acero A-36 (/= 2’100,000 kg/cm?). Para fines de
andlisis la nomenclatura de nodos, barras asi como el sentido de la conectividad se muestran en la Figura 2.19

4 ton
l +
4dton  9p 2A 4 ton
2m
A +
2 ton 2A A A 9A 2 ton
+
A 0sA 0.5A 0.5A 0.5A /%
+ + + + +
3 m 3 m 3 m 3 m
Figura 2.18 Armadura de cubierta a dos aguas.
6 10
A
7]
2 5 9 13
3 11

A 07 o E @ B g 12 3

Universidad de Guanajuato

Figura 2.19 Nomenclatura y conectividad en armadura.
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En la tabla que se muestra a continuacidn se resumen las caracteristicas de las barras que conforman la
armadura con el fin de calcular los coeficientes de la matriz de rigidez.

BARRA = A - ¢ [ m
(ton/cm?) (cm?) (cm) (grados)
1,4,8y 12 2100 5 300 0 1 0
2y6 2100 20 360.5551 33.6901 0.8321 0.5547
10y 13 2100 20 360.5551 -33.6901 0.8321 -0.5547
3y 11 2100 10 200 90 0 1
5 2100 10 360.5551 -33.6901 0.8321 -0.5547
7 2100 10 400 90 0 1
9 2100 10 360.5551 33.6901 0.8321 0.5547

De esta forma, las matrices de rigidez de las barras son las siguientes:

F, 35 0 -35 0w,

i 0 0 0 Offvy,

15, 135 0 35 0 u;

r, 0O 0 0 O0f|y
I, 80.6449 53.7632 -80.6449 -53.7632](u;
K, 53.7632 35.8422 -53.7632 -35.8422|| v,
I, " |-80.6440 -53.7632 80.6449 53.7632 u;
F,| [-53.7632 -35.8422 53.7632 35.8422 ||,
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F., 80.6449 -53.7632 -80.6449 53.7632 ||U,
F,_,/ -53.7632 35.8422 53.7632 -35.8422||v;
F;-,,, ) -80.6449 53.7632 80.6449 -53.7632||U;
F;-,_,/ 53.7632 -35.8422 -53.7632 35.8422 ||V,

I, 0 0 0 0 u;

F;U 0O 105 0O -105||wv;

F;-\,, ) 0 0 0 0 w;

Fj;l/ 0 -105 0 105 ||v;
F,. 40.3224 -26.8816 -40.3224 26.8816 ||u,
]733, -26.8816 17.9211 26.8816 —-17.9211||v,
F,. ) -40.3224 26.8816 40.3224 -26.8816||u,
F4y 26.8816 -17.9211 -26.8816 17.9211 ||v,

F,. 0 0 0 0 Uy,

r,, 0 52,5 0 -52.5||vy,

llo o o o ||

I, 0 -52.5 0 52.5 || v
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F,, 40.3224 26.8816 -40.3224 -26.8816||u,

F, 26.8816 17.9211 -26.8816 -17.9211||v,

EN

Y

F,.| |-40.3224 -26.8816 40.3224 26.8816 ||,
FE,| |-26.8816 -17.9211 26.8816 17.9211 ||,

Ensamblando para cada una de las barras, la matriz de rigidez de la estructura resultante es:

0 [ 70 0 0 0 -35 0 0 0

0o o 0 0 0 Jfu,
0 0 105 0 -105 0 (0] 0 0 0] 0 0 0 0 v,
0 0 0 201.61 80.64 -40.32 26.88 -80.64 -53.76 O 0] 0] 0 0] Uy
-4 0 -105 80.64 194.61 26.88 -17.92 -53.76 -35.84 0 0 0 0 0 Vs
0 -35 0 -40.32 26.88 150.64 0] 0 0] -35 0 -40.32 -26.88 0 Uy,
0 0 0 26.88 -17.92 0 88.34 0 -52.5 0 0 -26.88 -17.92 0] A
0;=| 0 0 -80.64 -53.76 0 0] 161.29 0] 0 0] -80.64 53.76 0 Uy
-4 0 0 -53.76 -35.84 0 -52.5 0 124.18 0 0 53.76 -35.84 0 Vs
0 0 0 0 0 -35 0 0 0 70 0 0 0 -35 ||t
0 0 0 0 ] 0 0] 0 ] 0] 105 0 -105 0 Vg
0 0 0 0 0] -40.32 -26.88 -80.64 53.76 0 0 201.61 -80.64 -80.64||u,
-4 0 0 0 0] -26.88 -17.92 53.76 -35.84 0 -105 -80.64 194.61 53.76 ||,
0 L O 0 0 0] 0 0] 0 0] -35 0 -80.64 53.76 115.64 ||,
Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior se obtienen los siguientes desplazamientos
U, = 0.2571 u, = 0.5143 U = 0.7714
Ug =1.0286

v, =—-1.0885 v, =-1.1266 Vg =—1.0885

Uy = 0.6141 Ug = 0.5143 U, = 0.4145

VU; =-1.0885 Vs =—-1.0504 v, =-1.0885
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Las fuerzas en el sistema global (X, }) para cada barra son:

Universidad de Guanajuato

E, 35 0 -35 0 0 -9
K, 0 0 0 O 0 0
£, |-35 0 35 of|lo2s7i| |o
F, 0 0 O 0][-1.0885 |0
k. 80.6449 53.7632 -80.6449 -53.7632 0 9
K, 53.7632 35.8422 -53.7632 -35.8422 0 6
£ | |-80.6449 -53.7632 80.6449 53.7632 || 0.6141| |-9
F,,| |-53.7632 -35.8422 53.7632 35.8422 |(-1.0885] |-6
Barra3
E.) [o 0 o 0.2571 0
K, | |0 105 0 -105||-1.0885| |0
£l 1o o o 0.6141| |o
F,,| [0 -105 0 ~1.0885] |0
Barra4
F,] [35 0 -35 0](-0.4808) (-9
F, 0 0 ~0.6020| |0
£l |-35 0 35 0l||l03420| |o
r, 0 0 ~0.5449] |0
44
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F,,] [40.3224 -26.8816 -40.3224 26.8816 |( 0.6141 3
F,,| |-26.8816 17.9211 26.8816 -17.9211||-1.0885| |-2
£, | |-40.3224 26.8816 40.3224 -26.8816| 0.5143 | |-3
F,,| | 26.8816 -17.9211 -26.8816 17.9211 ||-1.1266] |2
F,,] [80.6449 53.7632 -80.6449 -53.7632]( 0.6141 6
F,,| | 53.7632 35.8422 -53.7632 -35.8422(|-1.0885| |4
£, | |-80.6449 -53.7632 80.6449 53.7632 || 0.5143 | |-6
F,,| |-53.7632 -35.8422 53.7632 35.8422 ||-1.0504| |-4
Barra7

F,) [o o 0.5143 0

F,, | |0 525 0 -52.5(|-1.1266| |4

£l lo o 05143 |o

F,| |0 -52.5 0 52.5||-1.0504] |4

F,,) [35 0 -35 0](0.5143) (-9

£, 0O 0 0 O0]l-1.1266| |0

R, |-35 0 35 oflo7714| |o

F, 0O 0 0 0]|-1.0885] |0
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F,,] [40.3224 26.8816 -40.3224 -26.8816]( 0.3429 3
F,, | |26.8816 17.9211 -26.8816 -17.9211||-0.6592| |2
F.| | -40.3224 -26.8816 40.3224 26.8816 || 0.2049 | |-3
F, | |-26.8816 -17.9211 26.8816 17.9211 ||-0.6020/ |[-2
F,,| [80.6449 -53.7632 -80.6449 53.7632 |( 0.5143 6
F,,| |-53.7632 35.8422 53.7632 -35.8422(|-1.0504| |-4
F. [ | -80.6449 53.7632 80.6449 -53.7632(| 0.4145| |-6
F,,| | 53.7632 -35.8422 -53.7632 35.8422 ||-1.0885| |4

F,) [o o o o0 ][07714) [0

F,| |o 105 0 -105||-1.0885| |0

F.lo o o o |loass| o

I, |0 -105 0 105 ||-1.0885] |0

F,] [35 0 -35 0]({0.7714) (-9

F,, 0O 0 O 0|[-1.0885| |0

P |-35 0 35 o] 1.0286[ |9

, 0 0 0 O 0 0
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. 80.6449 -53.7632 -80.6449 53.7632 0.4145 9
FM -53.7632 35.8422 53.7632 -35.8422||-1.0885 -6
I, B -80.6449 53.7632 80.6449 -53.7632|| 1.0286 B -9
Fs,_,, 53.7632 -35.8422 -53.7632 35.8422 0 6

> ARMADURAS PLANAS

Para obtener las acciones sobre las barras, las fuerzas en el sistema global (.X,Y) se rotan al sistema local

(2r,1/) mediante (2.18) obteniéndose para cada barra

Sl [ U m][fA.] [1 0][-9] [-9

U=l TH s T

Lol [ U m][E,] [1 0][9] [9

i B S IR
Lol [t m][F,] [0.8321 0.5547](9 0.8167
Sy {—m Il E, {—0.5547 0.8321}{6} { }
Lol [ U m][E, 0.8321 0.55477(-9 10.8167
Jay {—m l} £, [05547 08321}{ } { 0 }

Universidad de Guanajuato
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0.8321 -0.5547|| 3
0.5547 0.8321 ||-2

[0.8321 -0.55471(-3
" 10.5547 0.8321 || 2

3.6056
0
-3.6056
0

0.8321 0.5547|(6 7.2111
-0.5547 0.8321]|4 0
7

[ 0.8321 0.5547][-6] [-7.2111
1-0.5547 0.8321]|-4[ 0

Universidad de Guanajuato
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F,,| [0.8321 0.5547](3] [3.6056
F,,| |-0.5547 0.8321]|2] | O
-3
-2

Jool [0 m][F.] [08321 0.5547 _ [-3.6056
Loyl |- U |F,| |-0.5547 0.8321 | o

Jsol [ U m][fs| [0.8321 -0.5547][ 6] [7.2111
fo,| =m0 |F,] |0.5547 0.8321 ||-4] | ©
F7

Lol [0 m][F,.] [0.8321 -0.5547](-6] [-7.2111
foy| L= 1|5, |0.5547 0.8321 |4 | O
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Sl [ U m][F,] [0.8321 -0.5547](9] [10.8167
Loy = U |F,| |0.5547 0.8321 ||-6] | O

Jool [ L m][F,] [0.8321 -0.5547](-9] [-10.8167
Jo, | |-mo 1| K, | |0.5547 0.8321 || 6] 0
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Las fuerzas que actuan en cada una de las barras se muestran en la Tabla 2.3. La Figura 2.20 muestra de
manera esquematica como se distribuyen las fuerzas en las barras.

Tabla 2.3 Resumen de fuerzas actuantes.

BARRA Fuerza TIPO
(ton)
1 9.0 Tension
2 10.8167 Compresion
3 0 -
4 9.0 Tensién
5 3.6056 Compresion
6 7.2111 Compresion
7 4.0 Tension
8 9.0 Tension
9 3.6056 Compresion
10 7.2111 Compresion
11 0 -
12 9.0 Tensién
13 10.8167 Compresion
4 ton
[T] = Tension
[C] = Compresion
© Y >, "
4 ton X&OO 4 4, 4ton
12 = 2/, 2m
E &
5
3 2 ) {0 T
6 g
2 ton NS5 ](‘o v \0“\ So 2 ton
0?3(} j]/c o> fo,) 2 m
S /| = &
/2 9 ton [T] 9 ton [T] 9 ton [T] 9 ton [T] /% N
8 ton 8 ton
3 m 3 m 3m 3m

Figura 2.20 Fuerzas actuantes en las barras de la armadura.
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3 ARMADURAS TRIDIMENSIONALES

3.1 Determinacion de la matriz de rigidez

Para una barra en el espacio, como la mostrada en la Figura 3.1 se emplean los angulos o, By §
para referenciar la barra a los ejes globales X,Y y 7/ respectivamente.

Como ya se vio en el capitulo anterior, y de
acuerdo a las ecuaciones (2.10) y (2.11) la matriz
de rigideces en el sistema local para una barra
de armadura se expresa como:

EA - EA
12 2
[<]= EA  FA
T I @

De la Figura 3.1 puede notarse que

F.=f cosa
F,=f cosp
12 = [, cosy

Considerando [=cosa, 711=cosp, y 71=cosd
reescribiendo en forma matricial

o en forma condensada

Y

N

Y x

><V

7 z

Figura 3.1 Sistemas de referencia local y global

—_—_—
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E, !
F p=f.ym
F. n (3.2)
U =riry
(3.3)
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Retomando la expresion (2.22) que define la rotacién de
una barra del sistema local (:,1/) al sistema global (Y, Y)
pero considerando como matriz de rotacidn la correspon-
diente a armaduras planas, es decir:

{R}={l m n}
(3.4)

Las operaciones a realizar para el término que involucra a la submatriz [k, ,] = ///A L de (3.1) son:

Considerando que }—» [k‘u] = [k:jj] = _[k;ij] }—» [k;ij] = [k-].i]

La matriz de rigideces para una barra de armadura en tres dimensiones referenciada al sistema
global (X,Y,7) se define como:

F, A lm ln -1l —-n | Donde:
r, Im m?2  omn -lm —-m? —mn | = AX
F_| FAl In mn n? —n —mn  -n? L
F, L - it —n [? lm In ~ m = ﬂ
F, ~lm —-m?* —mn lm m*  mn L
F. -In -mn -n*  In  mn n’ " = AZ
- - (3.5) I
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3.2 EJEMPLOS DE APLICACION

3.2.1 Ejemplo 1 - Armadura en el Espacio de Tres Elementos Tipo Tripode

Para ejemplificar la aplicacion del método de rigideces en armaduras en el espacio se considera
primeramente la estructura formada por tres elementos que se muestra en la Figura 3.2.
La nomenclatura y conectividad de la estructura se muestra en la Figura 3.3 .

N 7.3 ton
1.5m EA
T EA
2.5m A EA 3m
+ X
=1.5m= 3m : I1.5rr1I 3m :

Figura 3.2 Armadura en el espacio de tres elementos.

Figura 3.3 Nomenclatura y conectividad de la estructura.
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Las propiedades de cada una de las barras que conforman la estructura se muestran en
la Tabla 3.1.

Tabla 3.1 Propiedades elasto-geométricas de las barras de la armadura.

/L AX AY || A /
(m) (m) | (m) | (m)

1 1 ]/4.1833 | 1.5 2.5 3.0 0.3586 0.5976 || 0.7171
1 1 |/4.2720| -3.0 || -0.5 || 3.0 -0.7022 |]-0.1170|| 0.7022
3 1 1 ]|3.6742 | 1.5 -1.5| 3.0 0.4082 -0.4082| 0.8165

Barra F A m n

Las matrices de rigidez de cada una de las barras de la estructura se muestran a continuacion:

E, 0.0307 0.0512 0.0615 -0.0307 -0.0512 -0.0615](w,
Fly 0.0512 0.0854 0.1024 -0.0512 -0.0854 -0.1024|| v,
Jo oy 0.0615 0.1024 0.1229 -0.0615 -0.1024 -0.1229||w),
r,, -0.0307 -0.0512 -0.0615 0.0307 0.0512 0.0615]|u,
£, -0.0512 -0.0854 -0.1024 0.0512 0.0854 0.1024||v,
I, |-0.0615 -0.1024 -0.1229 0.0615 0.1024 0.1229]|w,
Barra 2
E,. [ 0.1154 0.0192 -0.1154 -0.1154 -0.0192 0.1154](w, [Exeen]
£, 0.0192 0.0032 -0.0192 -0.0192 -0.0032 0.0192|| v,
F,. A -0.1154 -0.0192 0.1154 0.1154 0.0192 -0.1154||w,
E,. -0.1154 -0.0192 0.1154 0.1154 0.0192 -0.1154||u,
Ew -0.0192 -0.0032 0.0192 0.0192 0.0032 -0.0192|| v,
F,. | 0.1154 0.0192 -0.1154 -0.1154 -0.0192 0.1154]|w,
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[ 0.0454 -0.0454 0.0907 -0.0454 0.0454 -0.0907(u,
-0.0454 0.0454 -0.0907 0.0454 -0.0454 0.0907 || v,
0.0907 -0.0907 0.1814 -0.0907 0.0907 -0.1814||w,
-0.0454 0.0454 -0.0907 0.0454 -0.0454 0.0907 ||,
0.0454 -0.0454 0.0907 -0.0454 0.0454 -0.0907 ||,
|-0.0907 0.0907 -0.1814 0.0907 -0.0907 0.1814]|w,

&8

<

=IA

<

SEEEEE

o

Ensamblando las matrices de rigidez de las barras y eliminando los grados de libertad restringidos
por las condiciones de apoyo y considerando las fuerzas aplicadas, la matriz de rigidez de la
estructura a resolver es:

0 0.1915 0.0251 0.03687(, Resoliendo elsitermade ¢ 3.6226/ A
0 p=FEA| 00251 0.1339 -0.0075|{ v, eouaciones se obtiene: v, = -1.6738/LA
-7.3 0.0368 -0.0075 0.4198] w0, " w, = -17.7355/FA

Las fuerzas en el sistema global (.Y, Y,7) y local (x,1/,2) de cada barra son:

B, 0.0307 0.0512 0.0615 -0.0307 -0.0512 -0.0615 0 1.0646] Dk
E, 0.0512 0.0854 0.1024 -0.0512 -0.0854 -0.1024 0 1.7743
F.| | 0.0615 0.1024 0.1229 -0.0615 -0.1024 -0.1229 0| | 21202
F,.[|-0.0307 -0.0512 -0.0615 0.0307 0.0512 0.0615|| 3.6226( |-1.0646
F,,| [-0.0512 -0.0854 -0.1024 0.0512 0.0854 0.1024|| -1.6738| |-1.7743
F,.| |-0.0615 -0.1024 -0.1229 0.0615 0.1024 0.1229]|-17.7355| |-2.1292
F, 1.0646
fi={l m n}{EU]:{O.3586 0.5976 0.7171}[1.7743}:2.9690
F. 2.1292
F, ~1.0646
Li={l m n}{FM}—{O.3586 0.5976 0.7171}{—1.7743}——2.9690
» -2.1292
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Y
2.9690 ton P — T 2 -
@ . ®

2.9690 ton

Figura 3.4 Fuerzas actuantes en el sistema local en barra 1.

F, 0.1154 0.0192 -0.1154 -0.1154 -0.0192 0.1154 0] [-2.4333) [kl
£,| | 00192 00032 -0.0192 -0.0192 -0.0032 0.0192 o| |-0.4056
F.| |-0.1154 -0.0192 0.1154 0.1154 0.0192 -0.1154 ol | 24333
F,.[7|-0.1154 -0.0192 0.1154 0.1154 0.0192 -0.1154|] 3.6226( | 2.4333
£, | |-0.0192 -0.0032 0.0192 00192 0.0032 -0.0192|| -1.6738| | 0.4056
F.| | 0.1154 0.0192 -0.1154 -0.1154 -0.0192 0.1154|-17.7355| |-2.4333
~2.4333
f,={-0.7022 -0.1170 0.7022}{-0.4056 = 3.4651
2.4333
2.4333
f,={-0.7022 -0.1170 0.7022}{ 0.4056| =-3.4651
-2.4333
Y
3.4651 ton o — = - 3.4651 ton
@ ®

Figura 3.5 Fuerzas actuantes en el sistema lo
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cal en barra 2.
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P, 0.0454 -0.0454 0.0907 -0.0454 0.0454 —-0.0907 0 13688 ikl
F,,| |-0.0454 0.0454 -0.0907 0.0454 -0.0454 0.0907 0| |-1.3688
F.| | 0.0907 -0.0907 0.1814 -0.0907 0.0907 -0.1814 o| | 27375
£, [T|-0.0454 0.0454 -0.0907 0.0454 -0.0454 0.0007|] 3.6226 |-1.3688
F,,| | 0.0454 -0.0454 0.0907 -0.0454 0.0454 -0.0907| -1.6738| | 1.3688
F.|] |-0.0907 0.0907 -0.1814 0.0907 -0.0907 0.1814||-17.7355) |-2.7375
1.3688
Jf, ={0.4082 -0.4082 0.8165}{-1.3688 = 3.3527
2.7375
~1.3688
/, ={0.4082 -0.4082 0.8165}] 1.3688} =-3.3527
—2.7375
Y

3.3527 ton L < 3.3527 ton

& -8 @

Figura 3.6 Fuerzas actuantes en el sistema loca en barra 3.

En la Figura 3.7 se muestra un resumen de las fuerzas actuantes en las barras de la estructura, asi
como las reacciones en los apoyos debidas a las cargas actuantes.
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1.3688 ton

0.4056 ton 7.3 ton
1.3688 ton —»

<— 2.4333 ton

= Compresion
[T] = Tension

1.0646 ton ———»

i r r

2.1292 ton (Barra 1) 2.4333 ton
2.7375 ton (Barra 3)

Figura 3.7 Fuerzas actuantes en las barras de la estructura y reacciones en los apoyos

3.2.2 Ejemplo2
Armadura Tridimensional

7 ton 10 ton

Sm

Empleando el método de rigideces,
resolver la estructura mostrada en
la Figura 3.8

Material: £ = 141,000 kg/cm?

Barras 1, 2,3,4,5,6:4 =100 cm?

2m 2m 2m 2m

Barra7: A =20 cm? Figura 3.8 Armadura tridimensional.

(Y
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La nomenclatura y conectividad de nodos y barras se muestra en la Figura 3.9

Figura 3.9 Nomenclatura y conectividad.

Para facilitar los célculos, las coordenadas de cada nodo se muestran en la Tabla 3.2

Tabla 3.2 Coordenadas nodales de estructura a analizar

Coordenadas (cm)

Nodo Y Y 7

1 0 0 0
2 400 0 300
3 800 0 0
4 400 0 -300
5 200 | 500 0
6 600 | 500 0

63
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De esta forma, las propiedades de cada una de las barras se muestran en la Tabla 3.3

Tabla 3.3 Propiedades elasto-geométricas de barras.

Barra quo No'do E A L / . "
2 J (Ton/cm? || (cm?) (cm)

1 1 5 141 100 || 538.5165 || 0.3714 0.9285 0
2 2 5 141 100 || 616.4414 ||-0.3244 || 0.8111 | -0.4867
3 2 6 141 100 || 616.4414 || 0.3244 0.8111 || -0.4867
4 3 6 141 100 || 538.5165 ||-0.3714 || 0.9285 0
5 4 6 141 100 || 616.4414 || 0.3244 0.8111 0.4867
6 4 5 141 100 || 616.4414 || -0.3244 || 0.8111 0.4867
7 5 6 141 20 400 1 0 0

Con los datos mostrados en la Tabla 3.3, las matrices de rigidez de las barras son las siguientes:

FE,) [ 36115 9.0286 0 -3.6115 -9.0286 0 [,
Ey 9.0286 22.5716 0 -9.0286 -22.5716 O ||,
F.| | o 0 0 0 0 0 ||w,
F.[ |-3.6115 -9.0286 0 3.6115  9.0286 0 ||
r, -9.0286 -22.5716 0 9.0286 22.5716 O || s
K.l |0 0 0O O 0 0 ||ws

Barra 2

[ 2.4077 -6.0193 3.6116 -2.4077 6.0193 -3.61167(u,
-6.0193 15.0482 -9.0289 6.0193 -15.0482 9.0289 || v,
3.6116 -9.0289 5.4173 -3.6116 9.0289 -5.4173||uw),
-2.4077 6.0193 -3.6116 2.4077 -6.0193 3.6116 ||y
6.0193 -15.0482 9.0289 -6.0193 15.0482 -9.0289 || v5

R |-3.6116 9.0289 -5.4173 3.6116 -9.0289 5.4173||w;

5

&

o

SIS
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Barra3

FQJ. [ 2.4077 6.0193 -3.6116 -2.4077 -6.0193 3.6116] U,
FQ_,/ 6.0193 15.0482 -9.0289 -6.0193 -15.0482 9.0289 ||,
F_| |-3.6116 -9.0280 54173 3.6116  9.0289 -5.4173||w,
Fﬁ_,. - -2.4077 -6.0193 3.6116 2.4077 6.0193 -3.6116 || u,
Fﬁy -6.0193 -15.0482 9.0289 6.0193 15.0482 -9.0289 || v,
Fé: | 3.6116 9.0289 -5.4173 -3.6116 -9.0289 5.4173_ W

F&,. [ 3.6115 -9.0286 0 -3.6115 9.0286 0] Uy

r, -9.0286 22.5716 0 9.0286 -22.5716 O ||,

Fs: _ 0 0 0 0 0 0 ||wy,

F,.[ |-3.6115 9.0286 0 3.6115 -9.0286 0 ||,

F@/ 9.0286 -22.5716 0 -9.0286 22.5716 O || v,

F.] Lo 0 0 O 0 0 ||,
F,, 2.4077 6.0193 3.6116 -2.4077 -6.0193 -3.6116 ||u,
F4_,/ 6.0193 15.0482 9.0289 -6.0193 -15.0482 -9.0289 ||,
F,, 3.6116 9.0289 5.4173 -3.6116 -9.0289 -5.4173||w,
F;_,‘ - -2.4077 -6.0193 -3.6116 2.4077 6.0193 3.6116 || 1,
ks, -6.0193 -15.0482 -9.0289 6.0193 15.0482 9.0289 || v,
F}): |-3.6116  -9.0289 -5.4173 3.6116 9.0289 5.4173_ Wy
F,, 2.4077 -6.0193 -3.6116 -2.4077 6.0193 3.6116| |,
£, -6.0193 15.0482 9.0289 6.0193 -15.0482 -9.0289|| v,
F,. _ -3.6116 9.0289 5.4173 3.6116 -9.0289 -5.4173||w,
Iy, T -2.4077 6.0193 3.6116 2.4077 -6.0193 -3.6116 || U,
Fs;/ 6.0193 -15.0482 -9.0289 -6.0193 15.0482 9.0289 || vs
Iy, | 3.6116 -9.0289 -5.4173 -3.6116 9.0289 5.4173]|w;
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E,. 7.05 0 0 -705 0 0 Tfus
K, 0 0 0 0 0 0 ||us
F.| | o 0 0 0 0 0 ||y
F.[ |-705 o0 0 705 0 0 ||,
F, 0 0 0 0 0 0 ||
F.] | o 0 0 0 0 0 |luw,

Al ensamblar las matrices de rigidez de las barras, la matriz de rigidez de la estructura resultante es:

0 15.4769 -3.0099 O -7.05 0 0 U
=7 -3.0099 52.6679 O 0 0 0 Vs
0| |0 0 10.8347 O 0 0 Wy
0 [ |-7.05 0 0 15.4769 3.0099 O Ug
-10 0 0 0 3.0099 52.6679 O Vg
0 0 0 0 0 0 10.8347 | |,

Resolviendo el sistema se obtiene:

u, =-0.0113
v, =-0.1336
w,= 0
u, = 00321
v, =-0.1917
w,= 0
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Las fuerzas actuantes en cada una de las barras son:

F.) [ 3.6115 9.0286 0 -3.6115 -9.0286 0( 0 1.2468 Barra 1
FIJ/ 9.0286 22.5716 0 -9.0286 -22.5716 O 0 3.1170
£l |o 0 0 0 0 ol| o | o
£, [|-3.6115 -9.0286 0 3.6115 9.0286 0 ||-0.0113[ |-1.2468
Fs;, -9.0286 -22.5716 O 9.0286 22.5716 0 ||-0.1336 -3.1170
£ | o 0 0 0 0 ol o 0
1.2468
ﬁ:{0.3714 0.9285 O} 3.1170;=3.3571
0
-1.2468
f;={0.3714 0.9285 O} -3.1170;=-3.3571
0
Y
@ ®

Figura 3.10 Fuerzas actuantes en la barra 1 en el sistema local.
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E, 2.4077 -6.0193 3.6116 -2.4077 6.0193 -3.6116|[ 0 0.7766) Mk
F,| |-6.0193 15.0482 -9.02890 6.0193 -15.0482 9.0289|| O 1.9415
F.| | 36116 -9.0280 54173 -3.6116 9.0289 -5.4173|| 0 |-1.1649
F, [ |-2.4077  6.0193 -3.6116 24077 -6.0193 3.6116]-0.0113( | 0.7766
F,| | 6.0193 -15.0482 9.0289 -6.0193 15.0482 -9.0289||-0.1336| |-1.9415
F.| |-3.6116  9.0289 -5.4173 3.6116 -9.0289 5.4173|| 0 1.1649
-0.7766
f,={-0.3244 0.8111 -0.4867}{ 1.9415!=2.3936
~1.1649
0.7766
/. ={-0.3244 0.8111 -0.4867}]-1.9415| =-2.3936
1.1649
Y
2.3936 ton o L ot 2.3936 ton
® B ®
z

Figura 3.11 Fuerzas actuantes en barra 2 en el sistema local.
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F,, 2.4077  6.0193 -3.6116 -2.4077 -6.0193 3.6116]( 0 1.0766) Dbk
F,| | 60193 150482 -9.0280 -6.0193 -15.0482 9.0289|| 0 2.6915
F,.| |-3.6116 -9.0289 54173 3.6116 9.0289 -5.4173|| 0 ~1.6149
F,.[7|-2.4077 -6.0193 3.6116 2.4077 6.0193 -3.6116|| 0.0321( |-1.0766
F,| |-6.0193 -15.0482 9.0289 6.0193 15.0482 -9.0289 ||-0.1917| |-2.6915
R 3.6116  9.0289 -5.4173 -3.6116 -9.0289 5.4173]| 0O 1.6149
1.0766
f,=1{0.3244 0.8111 -0.4867}| 2.6915=3.3183
~1.6149
~1.0766
f,={0.3244 0.8111 -0.4867}{-2.6915=-3.3183
1.6149

3.3183 ton P < 3.3183 ton

5> 8@

Figura 3.12 Fuerzas actuantes en barra 3 en el sistema local.
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F,.] [ 3.6115 -9.0286 0 -3.6115 9.0286 0][ O ~1.8468) Rl
F,| |-9.0286 22.5716 0 9.0286 -22.5716 0 || O 4.6170
F.| | o 0 0 0 0 oll o o
F,. [ |-3.6115 9.0286 0 3.6115 -9.0286 O || 0.0321[ | 1.8468
£, 9.0286 -22.5716 0 -9.0286 22.5716 O ||-0.1917| |-4.6170
E.] | o 0 0 0 0 ol o 0
~1.8468
f,={-0.3714 0.9285 0}{ 4.6170}=4.9727
0
1.8468
f;={-0.3714 0.9285 0}{-4.6170}=-4.9727
0
Y
4.9727 ton Po L < 4.9727 ton
v
® . O,

Figura 3.13 Fuerzas actuantes en barra 4 en el sistema local.
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Barra 5
K. 2.4077 6.0193 3.6116 -2.4077 -6.0193 -3.6116 0 1.0766
E,_,, 6.0193 15.0482 9.0289 -6.0193 -15.0482 -9.0289 0 2.6915
F,. B 3.6116 9.0289 5.4173 -3.6116 -9.0289 -5.4173 0 B 1.6149
I, " |-2.4077 -6.0193 -3.6116 2.4077 6.0193 3.6116 0.0321[ |-1.0766
Féu -6.0193 -15.0482 -9.0289 6.0193 15.0482 9.0289||-0.1917 -2.6915
I -3.6116 -9.0289 -5.4173 3.6116 9.0289 5.4173 0 -1.6149
1.0766
.A:{0.3244 0.8111 0.4867} 2.6915:=3.3183
1.6149
-1.0766
f6:{0.3244 0.8111 0.4867} -2.6915,=-3.3183
-1.6149
Y

3.3183 ton L < 3.3183 ton

» B8 ®

Figura 3.14 Fuerzas actuantes en barra 5 en el sistema local.
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£, [ 24077 -6.0193 -3.6116 -2.4077 6.0193 3.6116][ O 0.7766) Db
F,| |-6.0193 150482 9.0289 6.0193 -15.0482 -9.0289 || 0 1.9415
F.| |-3.6116 00289 54173 3.6116 -9.0289 -5.4173|| 0 | 1.1649
£, [7|-2.4077  6.0193 3.6116 24077 -6.0193 -3.6116||-0.0113[ | 0.7766
£,| | 6.0193 -15.0482 —9.0289 -6.0193 15.0482 9.0289 ||-0.1336| |-1.9415
F.| | 36116 -9.0289 54173 -3.6116 9.0289 5.4173|| 0 ~1.1649
~0.7766
f,={-0.3244 0.8111 0.4867}] 1.9415'=2.3936
1.1649
0.7766
f,={-0.3244 08111 0.4867}{-1.9415}=-2.3936
~1.1649
Y

2.3936 ton Po L o 2.3936 ton

®» '

Figura 3.15 Fuerzas actuantes en barra 6 en el sistema local.
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E,) [705 o0 0 -705 0 0 7(-0.0113) (-0.3064 Barra’/
K, 0 0 0 0 0 0 ||-0.1336 0
| | o 0 0 0 0 0 0 Jo
F. [ |-705 o0 0 705 O 0 0.0321 0.3064
F, 0 0 0 0 0 0 |[|-0.1917 0
F,. 0 0 0 0 0 0 0 0
-0.3064 0.3064
fi={1 0 0}4 o0 =-0.3064 f,={1 0 o}{0 =0.3064
0 0
Y
T X

0.3064 ton <

& .fO

» 0.3064 ton

©

Universidad de Guanajuato

Figura 3.16 Fuerzas actuantes en barra 7 en el sistema local

La Tabla 3.4 muestra un resumen de las fuerzas actuantes en todas las barras de la estructura
mostrada en la Figura 3.8

Tabla 3.4 Resumen de las fuerzas actuantes en las barras.

{ Barra ‘ Carga Tipo
1 3.3571 | Compresion
2 2.3936 | Compresion
3 3.3183 | Compresion
4 4.9727 | Compresion
S 3.3183 | Compresion
6 2.3936 | Compresion
7 0.3064 Tension
73
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4 Vigas Continuas

Las vigas son elementos barra que soportan cargas transversales a su eje Unicamente, es decir,
se supone que no transmiten fuerzas axiales, ya que generalmente se encuentran trabajando
en conjunto con un sistema de piso que hace que las fuerzas axiales que se presentan sean
demasiado pequefias, por lo que en la mayoria de los casos pueden despreciarse. Ejemplos de lo
anterior pueden encontrarse en los sistemas de piso de los edificios o en la superestructura de
los puentes, entre otras varias.

Al considerar que las vigas solamente soportan y transmiten cargas transversales a su
eje, los elementos mecanicos que soportan son fuerzas cortantes y momentos flexionantes, que
se asocian a desplazamientos verticales y de rotacidn, respectivamente. Por lo anterior, para
determinar los coeficientes de rigidez se deberdn imponer desplazamientos unitarios en los
extremos de las barras correspondientes, es decir, desplazamientos verticales unitarios asi como
giros unitarios en los extremos de la barra a considerar.

4.1 DETERMINACION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO VIGA.

inercia/_ y material con médulo de elasticidad /7

Se considera una barra doblemente empotrada Nodo ? Nodo
como la que se muestra en la Figura 4.1 {

de longitud L, seccién con momento de @ j EL @
1
T

L

Figura 4.1 Propiedades de barra doblemente empotrada considerada para analisis

Imponiendo un desplazamiento vertical unitario en el nodo ‘ V = _F (4.1)

i(vw:l) como se ilustra en la Figura 4.2, a una distancia @

del nodo 7, para que se mantenga el equilibrio se debe

. \ M. =M_-F, x (4.2)
cumplir con: - -

_Y
dx GA (4.3)

De mecanica de solidos se sabe que: du, _ f/ v
Y

77
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E'g\/

E

vy

z T
| E

Figura 4.2 Barra doblemente empotrada con desplazamiento vertical unitario en el nodo inicial

A = Area de la seccion transversal de la barra
I_=Momento de inercia de la seccién transversal alrededor del eje local =
d%}b _ _% - FE =Mddulo de elasticidad del material
da? El. ( = Mddulo de elasticidad al corte del material
dv_/d.x=Pendiente de la deformada por cortante
(4.4) d?v,/dx*= Giro de la deformada por flexion

El factor de formafj.l/ depende de las caracteristicas de la seccidn, en otras palabras, la deformacion
por cortante depende de la forma en que la seccidn transmite las fuerzas cortantes, por lo tanto,
para una barra con seccidén A no es igual para una seccion cuadrada que para una seccion tubular

hueca. De mecdnica de sdlidos se puede determinar el factor de forma ff[/ que se determina a
partir de:

() = Momento estatico alrededor del eje = del drea de la seccion

ffy _ J‘ = dA comprendida entre la fibra en estudio y la fibra mas alejada

r21b? b = Ancho de la fibra en estudio
(4.5) 7. = Radio de giro de la seccién
Universidad de Guanajuato 78
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Substituyendo (4.1) y (4.2) en (4.3) y (4.4)
respectivamente, se obtiene: Integrando (4.7) se obtiene:
. F. ) . y
dv, _ =J, i dv, _ Liy x - M., dv, _ uy x? - M. x+C,
dx FElI. El dx 2FI, El
(4.6) 4.7) (4.8)

De la Figura 4.2 puede verse que en la barra se Substituyendo la primera condicion

tienen las siguientes condiciones de frontera: de frontera en (4.8)

> F
1) Paraxr =0 — dv,/dx =0 0=—2(0)- M. (0)+C
2) Parax =L — dv,/dx =0 2E1.
de donde se puede ver que (', =0.
Substituyendo la segunda condicién de frontera Substituyendo (4.9) en (4.8)
y (', =0en (4.8) se obtiene:
2 >
0= EUL A{':L A/l[~ = F £ dvb — Ey x2 EVL
2K, EI = ) dx 2F1, 2F1,
(4.9) (4.10)
y considerando que la pendiente total clv/d.x es la suma de dv  du, dv
las pendientes por flexién dv, /. y por cortante dv /d.x doe  dr dv
lo cual se puede expresar como: 4.11)
dv  F, E, E,
Substituyendo (4.3) y (4.10) en (4.11) v Y2 — x= [,

da  2F I 2F I GA
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P Bl

) = w 3 _ T ‘n/ C

R TRy A 2
(4.12)

En la Figura 4.2 puede observarse que se tienen las siguientes condiciones de frontera:

1) Paraxr =0 —»> v =1
2) Parax =L — v =

Substituyendo en (4.12) la primera condicion

de frontera se tiene:

de donde resulta evidente que CZ =1,

>

1=

F. L
Y (0)+0,

iy 3_
6E[:()

> £,
4E[:( ) _ffl/a

Definiendo el factor de cortante ¢)U como:

y substituyendo en (4.12)
I 12F1,
3 3 = R
LB L f/v L Py =Jry GAJ?
T 6FI. 4EI or g
F,r F,L l
121, v GA Substituyendo (4.14) en (4.13)
E”Ls o F H/L 12F1, 1 iy :L[Zs
12E7. | oA | (1+9,)L
(4.15)
E, I 12F1.7
12F1 [ *Srs Ly GAI? }_1
y (4.15) en (4.9)
121,
YGAL © (1+e,)0?
(4.13) - (4.16)

Universidad de Guanajuato
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Por equilibrio, las fuerzas que se presentan en los nodos deben cumplir con 2L, =0 para

que esta condicién se cumpla, de acuerdo a las fuerzas mostradas en la Figura 4.2, ésta

condicidn se presenta cuando: F;?, +F}y =0

Substituyendo (4.15) L%erjy =0 }» F}y __ 12E1, .
en la expresion anterior: (1+¢?,)L (1+¢U)L

(4.17)

De manera analoga, por equilibrio de momentos se debe cumplir con ZM: =0 y de
acuerdo a la Figura 4.2 esto se cumple cuando: /. + M. +1,L=0
iz Ve 0

Substituyendo (4.16) y (4.17) en la ecuacion anterior:

6F 1. ' _12F1. ~ 6L, Mo 1211, _0 Mo - 61,
(1+%)L2+Mﬁ{ (1+¢U)L3}L_O }"(H@)L” S o) " (e )

(4.18)

Las fuerzas que se generan por la imposicion del desplazamiento vertical unitario en el
nodo @ ( ©,=1) se muestran de forma grafica en la Figura 4.3.

De forma analoga, si se impone desplazamiento vertical en el nodo J, asi como los correspondientes
giros en ambos nodos, las fuerzas necesarias para mantener el equilibrio se muestran en las figuras
4.4 3 4.6 respectivamente.
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Y
6L

L?(1+9,) 6 L1

Uiy = ]-I <;/;____—_-\“-~_; ,,,,,,,,,,,,,,, N
T v x

L2l 1JE1
e (1))
Y

Figura 4.3 Coeficientes de rigidez debidos a desplazamiento vertical unitario en el nodo inicial (¥ = 1)

__6FL
_—6 ﬁj]: L2 (1+(P;1/)
L?(1+9,)

" Vi
T T

P 12 K.
__L2EL L*(1+g,)

LS (1+(P;r/)

Figura 4.4 Coeficientes de rigidez debidos a desplazamiento vertical unitario en el nodo final ( L’j.: 1)
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i
(2'@3/) El.

(4+) EL (1+e,)L
(1+o,)L /7\/77/_\ 9—>

w1 T

6LL __6LL
12 (1+g,) 12 (1+g,)

Figura 4.5 Coeficientes de rigidez debidos a giro unitario en el nodo inicial ( 49,.= 1)

Y/\

=
4 / 6TE[: —4

L2(1+(py) L2(1+(Pz/)

Figura 4.6 Coeficientes de rigidez debidas a giro unitario en el nodo final ( 9J.= 1)
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Expresando la relacién fuerza—desplazamiento en forma matricial se obtiene:

12F1 66 121 6K ]
I, (1+(py)L3 (1+(py)L2 (1+¢y)L3 (1+(py)L2 v,

6rl.  (4+o)FL  erl.  (2-9,)EL
Wl | tvo)E (tro)L (+0)F (rg)L ||”
o | | 12EL  6EL 1261, __6EL ||
7 (1+(py)L3 (1+(py)L2 (1+(oy)L3 (1+(py)[,2 !
M, 6E1. (2-0,)EL  6£1,  (4+9,)EL |lg

| (+e,) 2 (1+e)L (L+e,)0 (1+g,)L | o)

En la expresion anterior el término (p)/ se calcula mediante la ecuacién (4.14), el valor de f/‘v se
puede obtener al resolver (4.5), la cual para casos practicos se le puede asignar los siguientes
valores:

ffy =1.2 para secciones rectangulares o triangulares
ffy =10/9 para secciones circulares

_ Area total de la seccion

ffy -

para perfiles [ o H cuando las cargas acttian paralelas al alma

Area del alma

Area total de la seccion ) ,
ffy = para perfiles I o H cuando las cargas actian paralelas a los

Area de los patines patines

La matriz de rigidez mostrada en (4.19) no requiere rotacion del sistema local al global, ya que
para vigas continuas, es relativamente sencillo asegurarse de que ambos sistemas coincidan,
solamente el sentido de la barra siempre se debe establecer de izquierda a derecha. Por este
motivo, se ha eliminado de la notacidn la referencia a los ejes locales (:t',1/,z,) y considerando en
todos los casos solamente los ejes globales (X, Y, 7).
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4.2 Ejemplos de aplicacion

4.2.1 Ejemplo 1 - Viga continua considerando la participacion de la fuerza cortante en los
términos de rigidez

Resolver la viga continua mostrada en la Figura 4.7 considerando los efectos de la fuerza cortante
en la determinacién de los elementos mecdanicos actuantes en las barras.

3 ton/m

J.J.J.J.J.J.J.!J. lillliiliiliilll

!
5m 2m 6 m 2 m

Figura 4.7 Viga continua

DATOS:  Concreto f"¢=250kg/em?  |»  /=10,000F"c (kg/cm?)

Seccidn transversal rectangular de 60 x 25 cm

De acuerdo a la mecanica de sélidos, para materiales elasticos, lineales e isétropos; el médulo de
elasticidad al corte (' se determina a partir de:

GC=—-—— Donde: v =Relacién de Poisson
2(1+v)

Para el caso de concreto comun v~ 0.2, haciendo que G~ 0.4 I . La conectividad y nomenclatura
de nodos y barras de la viga se muestra en la Figura 4.8.
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q | N | |
T gy e g a ©
©) 3 @

Figura 4.8 Conectividad y nomenclatura de nodos y barras

Tabla 4.1 Propiedades elastogeométricas de las barras

BARRA (tonfcmz) (ton/Gch) (cﬁlz) (cf;4) (c];n) 1 Py
1 158.1139 63.2456 1,500 | | 450,000 500 1.20 .0432
2 158.1139 || 63.2456 1,500 | | 450,000 200 1.20 .2700
3 158.1139 || 63.2456 1,500 | | 450,000 600 1.20 .0300
4 158.1139 || 63.2456 1,500 | | 450,000 200 1.20 .2700

Al substituir los valores mostrados en la Tabla 4.1 en (4.19) para cada una de las barras de la viga
se obtiene:

F, 6.548  1,636.915 -6.548  1,636.915] (1,
M.| | 1,636.915 551,531.295 -1,636.915 266,926.305 6,
B, -6.548  -1,636.915 6.548 -1,636.915| |1,
M, 1,636.915 266,926.305 -1,636.915 551,531.295] 6,
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Fzy 84.037 8,403.691 -84.037 8,403.691 | [,
M,. 3 8,403.691 1,196,125.300 -8,403.691 484,612.826||6,
F;y B -84.037 -8,403.691 84.037 -8,403.691 | | v,
M,. 8,403.691 484,612.826 -8,403.691 1,196,125.300 | |6,
Fsy 3.838 1,151.315 -3.838 1,151.315 | |v,
M,. 3 1,151.315 463,979.817 -1,151.315 226,808.992 || 6,
F, | -3.838 -1,151.315 3.838 -1,151.315 ||,
M,. 1,151.315 226,808.992 -1,151.315 463,979.817] |46,
FZW 84.037 8,403.691 -84.037 8,403.691 | |v,
M,. 3 8,403.691 1,196,125.300 -8,403.691 484,612.826||0,
E, [ -84.037  -8,403.691 84.037  -8,403.691 ||,
M. 8,403.691 484,612.826 -8,403.691 1,196,125.300 || 6,

En los ejemplos vistos en los capitulos anteriores, donde se tratan armaduras, las fuerzas se
aplican directamente sobre los nodos, por lo que el vector de cargas se puede obtener de las
fuerzas aplicadas a cada uno de los nodos. En el caso de vigas, las fuerzas pueden aplicarse tanto
en los nodos, como en el interior de las barras.

Cuando en vigas las cargas se aplican directamente a los nodos, la forma de crear el vector de
cargas es similar a como se procede en el caso de armaduras. Si las cargas se aplican en las barras,
las fuerzas deben “trasladarse” a los nodos, ya que es en donde se establecen las relaciones
fuerza—desplazamiento. En otras palabras, se deben calcular las fuerzas actuantes en los nodos
debido a las fuerzas externas impuestas en las barras.

87
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Las fuerzas actuantes se estiman considerando que todos los nodos se encuentran inicialmente
empotrados, tal y como se ilustra en la Figura 4.9

3 ton/m 3 ton/m 3 ton/m 3 ton/m

5m 2m 6 m 2 m

Figura 4.9 Empotramiento inicial de los extremos de las barras.

Las fuerzas de empotramiento perfecto (FEP) en una barra doblemente empotrada (cortante y
momento) se muestran en la Figura 4.10

w
0 I T T
>
WL? WL2
12 12
-+
L

Figura 4.10 Acciones en los nodos (FEP) causados por una carga uniformemente distribuida.

Universidad de Guanajuato 88 < DEPARTAMENTO DE INGENIERIA CIVIL >




ASPECTOS BASICOS DEL METODO DE RIGIDECES

> VIGAS CONTINUAS

Para las barras que conforman la viga, las FEP planteadas como acciones en las barras se muestran

en la Figura 4.11.

7.5 ton 7.5 ton 3 ton 3 ton 9 ton 9 ton 3 ton 3 ton

Yy 0.03 ton/cm 0.03 ton/cm 0.03 ton/cm 0.03 ton/cm V
NJd J 113/ N A [N T T A YA N 4
625 ton-cm 625 ton-cm 100 ton-cm 900 ton-cm 900 ton-cm 100 ton-cm
500 cm 200 cm 600 cm 200 cm

Figura 4.11 FEP en viga continua planteadas como acciones en los nodos (barra / nodo).

Las fuerzas planteadas como acciones en los
nodos se expresan de forma matricial de la

siguiente forma:

FEP en Barra 1

E, 7.5
M,.| |-625.0
g, -75
M, | | 6250

FEP en Barra 2

£, -3.0
M,.| |-100.0
£, -3.0
M,. 100.0

FEP en Barra 3

F, -9.0
M,.| ]-900.0
F, -9.0
M,. 900.0

FEP en Barra 4

F, -3.0
M,.| |-100.0
F,[ | -3.0
M, 100.0

El vector de fuerzas actuantes en la estructura,
planteadas como acciones en las barras,
resulta de la suma de las fuerzas en cada uno
de los nodos expresado como:

K, -7.5
M,.| |-625.0
B, ~10.5
M,. 525.0

Wl -12.0
M,. [~ ]-800.0
r, ~12.0
M, 800.0
r, -3.0
M. 100.0
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Ensamblando las matrices de rigidez de las barras, la matriz de rigideces de la estructura
resultante es:

525.0 1,747,656.595 484,612.826 0 0 0|6,
-800.0 484,612.26 1,660,105.177 226,808.992 0 016,
800.0; = 0 226,808.992 1,660,105.177 -8,403.691 484,612.826 |1 6,
-3.0 0 0 -8,403.691 84.037 -8,403.691 | | s
100.0 0 0 484,612.826 -8,403.691 1,196,125.300 | | &
Solucionando el sistema de ecuaciones se obtiene:
0,=5.1446 x 107 radianes
©v,=0.1129 cm
0,=-7.7197 x 10~ radianes
0.=4.6176 x 10~ radianes
0,=1.0239 x 107 radianes
Las fuerzas en los extremos de cada barra son las siguientes:
Fl_,/ 6.548 1,636.915 -6.548 1,636.915 0 0.842
M,. N 1,636.915 551,531.295 -1,636.915 266,926.305 0 _ 137.324
FQU -6.548 -1,636.915 6.548 -1,636.915 0 "] -0.842
M,, 1,636.915 266,926.305 -1,636.915 551,531.295]|5.1446x10™* 283.744
A las fuerzas asi obtenidas hay que quitarle el
efecto de las FEP, ya que auque inicialmente
S . E 0.842 -75 8.342
se considerd que las barras estan perfectamente 11'/
empotradas en ambos extremos, en la realidad [» 177151 137.324| _|-625.0{ ) 762.324
no es asi, por lo que hay que “eliminar” tal I, —0.842 =7.5 6.658
efecto, por lo cual los elementos mecdanicos M, 283.744 625.0 —341.256
finales se obtienen restando las FEP, es decir:
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Asi, para obtener los elementos mecanicos finales en las barras, a las fuerzas que se obtienen
de la relacion fuerza—desplazamiento {/'}=[K1{D} se deben restar las fuerzas de empotramiento
perfecto (FEP) debidas a la accidén de fuerzas en el interior de las barras. En este contexto, para las
demas barras el cdlculo de las fuerzas actuantes se muestra en una sola operacién de la siguiente forma:

£, 84.037 8,403.691 -84.037 8,403.691 0 -3.0 0.836
MQ: B 8,403.691 1,196,125.300 -8,403.691 484,612.826 5.1446x107* -100.0 _ 341.256
F, -84.037  -8,403.691 84.037  -8,403.691 0 -3.0( 5.164
M, 8,403.691 484,612.826  -8,403.691 1,196,125.300 ||-7.7197x10* 100.0] |-774.060
F, 3.838 1,151.315 -3.838 1,151.315 0 -9.0 9.290
M, 1,151.315 463,979.817 -1,151.315 226,808.992||-7.7197x10™| |-900.0| |774.060
E, [ -3.838 -1,151.315 3.838 -1,151.315 0 —9.0( ] 8.710
M,. 1,151.315 226,808.992 -1,151.315 463,979.817 || 1.0239x107 900.0 -600.0
F, 84.037 8,403.691 -84.037 8,403.691 0 -3.0 6.0
M| 8,403.691 1,196,125.300  -8,403.691 484,612.826|]1.0239x107| |-100.0| |600.0
K, -84.037  -8,403.691 84.037  -8,403.691 0.1129 -3.0( 0
M, 8,403.691 484,612.826  -8,403.691 1,196,125.300||4.6176x10™* 100.0 0

Los elementos mecanicos obtenidos para cada una de las barras se muestran de forma grafica en
la Figura 4.12.

8.342 ton 6.658 ton 0.836 ton 5.164 ton 9.29 ton 8.71 ton 6.0 ton
762.324 ton-cm 341.256 ton-cm  774.06 ton-cm 600.0 ton-cm

Figura 4.12 Reacciones en los extremos de las barras (nodo / barra)
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Combinando los resultados mostrados en la Figura 4.12 para los nodos con restricciones al
movimiento, las reacciones en los apoyos se pueden determinar facilmente, tal y como se ilustran
en la Figura 4.13, donde también se muestran los diagramas de fuerza cortante y momento
flexionante actuantes en las barras.

0.03 ton/cm
F A N Y S A A A R S S S S S

G —EE 3
! T f

8.342 ton 7.494 ton 14.454 ton 14.71 ton
500 cm 200 m 600 cm 200 cm
L
=t 8340 9.29 ton
© B ton
‘g — 6.0 ton
=
Eé é ) 0.836 ton *) “)
g 0
5 & 5
5.164 ton
6.658 ton 8.71 ton

664.372 ton-cm

397.530 ton-cm
*)
*)

329.608 ton-cm o
=

341.253 ton-cm O

Momento Flexionante
(Ton-cm)

600 ton-cm

762.324 ton-cm
774.060 ton-cm

Figura 4.13 Reacciones en los apoyos y diagramas de fuerzas actuantes en las barras.
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4.2.2 Ejemplo 2 - Viga Continua sin Considerar el Efecto del Cortante

En este ejemplo se resuelve la viga mostrada anteriormente sin considerar la deformacion por
cortante, es decir, para calcular las matrices de rigidez de las barras se considera (0[ =0 esto
se realiza con la finalidad de mostrar las diferencias entre ambas formas de estimar las fuerzas
involucradas en las barras. En consecuencia, las propiedades de la estructura son las mismas ya
mostradas en el ejemplo anterior, y realizando los célculos, las matrices de rigidez de las barras son
las siguientes:

F, 6.831  1,707.630 -6.831  1,707.630] (1,
M.| | 1,707.630 569,209.979 -1,707.630 284,604.989 |6,
B, [ -6.831  1,707.630 6.831 —1,707.630 ||,
M,. 1,707.630 284,604.989 -1707.630 569,209.979 ||6,
£, 106.727  10,672.687 ~106.727  10,672.687] (1,
M, | | 10,672.687 1,423,024.947 -10,672.687 711,512.474 /6,
B, [ ~106.727  -10,672.687 106.727  -10,672.687 || 1,
M, 10,672.687  711,512.474 —10,672.687 1,423,024.947 ||6,
£, 3.953 1,185.854 ~3.953 1,185.8547 [,
M, | 1,185.854  474,341.649  —1,185.854 2,377,170.825 ||6,
E, [ ~3.953  -1,185.854 3.953  -1,185.854 ||,
M, 1,185.854  237,170.825  -1,185.854  474,341.649]|6,
93
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F:W 106.727 10,672.687 -106.727 10,672.687 | [v,
M, 3 10,672.687 1,423,024.947 -10,672.687 711,512.474 |6,
Fsy B -106.727 -10,672.687 106.727 -10,672.687 || vy
M. 10,672.687 711,512.474 -10,672.687 1,423,024.947 || 65

Realizando el ensamble de las matrices de las barras, la matriz de rigideces de la estructura queda
de la siguiente manera

525.0 1,992,234.926  711,512.474 0 0 0l[6,
-800.0 711,512.474 1,897,366.596  237,170.825 0 0|6,
800.0; = 0 237,170.825 1,897,366.596 -10,672.687 711,512.474 |6,
-3.0 0 0 -10,672.687 106.727  -10,672.687 | |v;
100.0 0 0 711,512.474 -10,672.687 1,423,024.947 | |6,

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene:

0,=5.2997 x 10~ radianes
V= 0.1168 cm

0,=-7.4606 x 10~ radianes
0.=4.4330 x 107 radianes
0,=1.0055 x 107* radianes

Calculando las fuerzas para cada barra, se tiene:

F{_,/ 6.831 1,707.630 -6.831 1,707.630 0 -7.5 8.405
M, N 1,707.630 569,209.979 -1,707.630 284,604.989 0 -625.0 B 775.833
By -6.831 -1,707.630 6.831  1,707.630 0 -75[ | 6595
M,. 1,707.630 284,604.989 —-1,707.630 569,209.979|5.2997x107* 625.0 -323.333
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F, 106.727  10,672.687 -106.727  10,672.687 0 -3.0 0.694
M, 10,672.687 1,423,024.947  10,672.687  711,512.474 || 5.2997x10™ | |-100.0| | 323.33
B, [" -106.727 -10,672.687 106.727 -10,672.687 0 1 -0 5.306
M, 10,672.687 711,512.474 -10,672.687 1,423,024.947 ||-7.4606x10™ 100.0| |-784.583

o 3.953 1,185.854 -3.953 1,185.854 0 -9.0 9.308
M, | 1,185.854  474,341.649  -1,185.854 2,377,170.825||-7.4606x10"| |-900.0| | 784.583
F, [ -3.953  -1,185.854 3.953  -1,185.854 0 ] -0.0[” 8.692
M,. 1,185.854  237,170.825  -1,185.854  474,341.649 | 1.0055x10° 900.0) |-600.000

F,, 106.727 10,672.687 -106.727 10,672.687 0 -3.0 6.0
M,. 10,672.687 1,423,024.947 10,672.687  711,512.474 ||1.0055%x107° -100.0{ |600.0
k, - -106.727 -10,672.687 106.727  -10,672.687 0.1168 - -3.0[ 0
M. 10,672.687  711,512.474 -10,672.687 1,423,024.947|(4.4330x10™* 100.0 0

De forma grafica, las fuerzas en los extremos de las barras se muestran en la Figura 4.14. Como
puede notarse al comparar los resultados obtenidos con los mostrados en el ejemplo anterior,
las diferencias entre tomar en cuenta las deformaciones por cortante y considerar solamente las
deformaciones por flexiéon ((py = 0) son minimas en la mayoria de los casos; las mayores
diferencias se encuentran en los elementos cortos en donde las fuerzas cortantes se vuelven
importantes, como en el caso de vigas diafragma. Esto puede notarse para el caso de la barra 2
en ambos ejemplos, donde se pueden notar las mayores diferencias en las fuerzas, debido a que
en este elemento por su corta longitud, las deformaciones por cortante tienen mayor importancia
que en las otras barras.
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8.405 ton 6.595ton  0.694ton 5.306ton 9.308 ton 8.692ton 6.0 ton
775.833 ton-cm 323.333 ton-cm 784.583 ton-cm 600.0 ton-cm

Figura 4.14 Reacciones en los extremos de las barras (nodo/barra).

0.03 ton/cm
I R R N S R T R S

- ETR %
! r T

8.405 ton 7.289 ton 14.614 ton 14.692 ton
500 cm 200 m 600 cm 200 cm
3]
s 8405 9.308 ton
=) 405 ton
g — 6.0 ton
=]
L{é é *) 0.694 ton +) )
N
o
3] 8 )
5 ) “
P 5.306 ton
6.595 tori 8.692 ton

659.398 ton-cm

401.567 ton-cm

()

315.306 ton-cm )
—
323.333 ton-cm

Momento Flexionante
(Ton-cm)

600 ton-cm

775.833 ton-cm
784.583 ton-cm

Figura 4.15 Reacciones en los apoyos y fuerzas actuantes en las barras.

v

Universidad de Guanajuato < DEPARTAMENTO DE INGENIERIA CIVIL




ASPECTOS BASICOS DEL METODO DE RIGIDECES > VIGAS CONTINUAS

4.23 Ejemplo3

Material: Concreto [ =250 kg/cm? >  [F=15,100 /f'c (kg/cm?)

Seccidn: Rectangular 60 x 25 cm (Peralte x ancho) en todas las barras.

10 ton

y 2 ton/m 3 ton/m l

e N T LTI T
) BV g

3m 4 m 2 m

Figura 4.16 Esquema de viga continua a resolver.

Enla Figura 4.16 se muestra la geometria y fuerzas externas actuando en una viga continua.
Para resolverse por el método de rigideces, las propiedades elasto—geométricas de las barras.
En la solucién del problema no se considera la contribucién de la fuerza cortante en ladeterminacion
de los desplazamientos, es decir, (DU = 0. Para facilitar el trabajo numérico, las unidades a emplear
en la solucién del problema son toneladas y centimetros.

Tabla 4.2 Propiedades elasto-geométricas de las barras de la viga a resolver.

E I L
BARRA (ton/cm?) (cm?) (cm)
1 238.7520 || 450,000 || 300

238.7520 || 450,000 || 400
238.7520 || 450,000 || 200
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La Figura 4.17 muestra la nomenclatura de barras y nodos asi como la conectividad de las
barras que se emplea para la el calculo de las matrices de rigidez.

/
NI T W
® ®

Figura 4.17 Nomenclatura y conectividad de barras y nodos de la viga a resolver.

De esta forma, las matrices de rigidez para cada una de las barras son las siguientes:

Fly 47.7504 7,162.5589 -47.7504 7,162.5589 | [,
M,. B 7,162.5589 1'432,511.7800 -7,162.5589 716,255.8900 || 6,
ng -47.7504 -7,162.5589 47.7504 -7,162.5589 | | v,

M, 7,162.5589  716,255.8900 -7162.5589 1'432,511.7800]|6,

FQy 20.1447 4,028.9394 -20.1447 4,028.9394 | | v,
M, _ 4,028.9394 1'074,383.8350 -4,028.9394 537,191.9175 |6,
Fsy -20.1447 -4,028.9394 20.1447 -4,028.9394 | | v,
M, 4,028.9394 537,191.9175 -4,028.9394 1'074,383.8350 |6,
Fa;, 161.1576 16,115.7575 -161.1576 16,115.7575 | (v,
M,. 3 16,115.7575 2'148,767.6700 -16,115.7575 1'074,383.8350 || 6,
F, | | -161.1576  -16,115.7575 161.1576  -16,115.7575 ||,

M,. 16,115.7575 1'074,383.8350 -16,115.7575 2'148,767.6700 | |6,
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Las FEP en cada una de las barras (ver Figura 4.10), en forma matricial son:

A, -3.0 F,, -6.0 £, (0
M. | |-150.0 M,.| |-400.0 M, | o
K, -3.0 £, -6.0 F, | 1o
M,. 150.0 M, 400.0 M,.| [0

En el cdlculo de las FEP, solamente deben considerarse las fuerzas que estan en el interior de la
barra, si las fuerzas se aplican directamente a los nodos, éstas se “suman” solamente hasta que
se ensambla la matriz de rigidez de la estructura.

Ensamblando todas las barras y eliminado los grados de libertad restringidos por las condiciones
de apoyo, la matriz de rigidez de la estructura es:

-950.0 2'506,895.6150 537,191.9175 0 0|]6,
400.0| | 537,191.9175 3'223,151.5050 -16,115.7575 1'074,383.8350 ||,
-10.0[ 0] -16,115.7575 161.1576 -16,115.7575 | | v,

0.0 0 1'074,383.8350 -16,115.7575 2'148,767.6700 |6,

Resolviendo el sistema se obtiene:

6’2= —6.7015 x 10°° radianes v,=-0.5393 cm

0,=——1.4557 x 107 radianes 0,=-3.3173 x 107 radianes
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Las fuerzas actuantes en cada una de las barras se obtienen de la siguiente manera:

K, 47.7504 7,162.5589  -47.7504 7,162.5589 0 -3.0 2.52
M. | |7,162.5589 1'432,511.7800 -7,162.5589  716,255.8900 0 -150.0| | 102.00
F, || -47.7504  -7,162.5589 47.7504  -7,162.5589 0 1 30" 3.48
M,.] |7,162.5589  716,255.8900 -7162.5589 1'432,511.7800]|-6.7015x10° 150.0) [-246.00

r,, 20.1447 4,028.9394 -20.1447 4,028.9394 0 -6.0 -0.135
M,.| |4,028.9394 1'074,383.8350 -4,028.9394 537,191.9175 ||-6.7015x107 -400.0| | -454.000
F, [ ] —20.1447 —4,028.9394 20.1447 —4,028.9394 0 -6.0( 12.135

M,. 4,028.9394 537,191.9175 -4,028.9394 1'074,383.8350|-1.4557x107 400.0 —2000.000

I, 161.1576 16,115.7575 -161.1576 16,115.7575 0 0 10.0
M, | |16,115.7575 2'148,767.6700 -16,115.7575 1'074,383.8350 ||-1.4557 x 10°® 0| 2,000.0
r,, "| -161.1576 -16,115.7575 161.1576 -16,115.7575 -0.5393 o[ "] -100
M,. 16,115.7575 1'074,383.8350 -16,115.7575 2'148,767.6700 ||-3.3173x10°° 0 0.0

2.52 ton 3.48 ton 0.135 ton 12.135 ton 10 ton 10 ton
1 2 4I> g 3
102 ton-cm 246 ton-cm 454 ton-cm 2000 ton-cm

Figura 4.18 Fuerzas actuantes en los extremos de las barras (nudo/barra)

Los resultados obtenidos en los extremos de las barras se muestran graficamente en la Figura 4.18.
De esta forma, las reacciones, asi como los diagramas de cortante y momento flexionante se
muestran en:
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10 ton
0.02 ton/ 0.03 ton/cm l
. on/cm
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g e s e I D!
TAvY
/% 700 ton-cm /%
102 ton-cm
? 300 cm ? 400 cm [r 200 cm
2.52 ton 3.345 ton 22.135 ton
10.0 10.0
‘EE 2.52 ®
< 9 —
£ e 0
@]
S~ 3.48 0
12.135
454
S g
R )
5]
g
g o — (*)l
@) +
S 102
= 246
)
2000
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Figura 4.19 Reacciones en los apoyos y diagramas de fuerza cortante y momento flexionante.
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5 MARCOS PLANOS

Los elementos barra que forman parte de un marco plano, adicional a las fuerzas transversales
a su eje que provocan fuerza cortante y momento flexionante (como en el caso de vigas) tienen
que soportar carga axial (como en el caso de armaduras). Por tanto, la matriz de rigidez de este
tipo de elementos debe considerar los coeficientes de rigidez ya vistos para el caso de armaduras
y vigas simultdneamente.

5.1 Determinacion de la matriz de rigidez

Considerando la Figura 2.4 y la Figura 2.5 para los coeficientes de rigidez axial y de la Figura 4.3 a
la Figura 4.6 para los coeficientes de rigidez por fuerza cortante y momento flexionante, la matriz
de rigidez de un elemento marco en el plano se define de la siguiente forma:

AR o G0 o |,
o 1251, 6L 1. o L 12EL 6L 1. '
f;’]/ (1+¢JJ/)L3 (1+(py)L2 (1+¢’31)L3 (1+gpy)L2 v,
o 6. (4+9,)EL 0 121 (2-9,)EL ||,
s _ (1+¢U)L2 (1+(py)L (1+¢U)L3 (1+(py)L '
S —% 0 0 % 0 0 t
o __12EI___6EL o 1261 6FL_ ||,
L 1+ ) l+o, )07 l+o, )0 l+o, )07 /
Y Y Y Y
. o 6Ll (2-9,)EL o __6FL (4+0,)FL || 6.
’ I (1+¢)?/)L2 (1+¢$/)L (1+%)L2 (1+¢!/)L | Bl
La expresidn anterior se puede expresar de {fL} a [ku‘] [IC,J] {dl}
forma condensada como: {fj} B [/C,] [kjj] {d}
, ; , .
(5.2)
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5.2 Rotacion del sistema local a global

Considerando las fuerzas mostradas en la y
Figura 5.1 puede verse que las fuerzas actuantes T
enelnodo v en el sistema global (X,Y) respecto
X
al local (.r,1/) son: T
F,. = [f.cos0-f sind
F, = f.sin0+f, cosd
M, = m,. X
Figura 5.1 Fuerzas en el sistema local y global
en el nodo 1 >
Reescribiendo en forma matricial las expresiones F, L =m Off [,
anteriores y considerando que [=cosf vy F,t=|m L 0]/f,
M =sin@ se obtiene: M. 0 0 1||m,
iz 4 (5.3)

En forma condensada, la expresidn anterior se puede expresar como:

{F,} = Fuerzas en el sistema global en el nodo 1

{F}= [R]T {f:} Donde: {/';} = Fuerzas en el sistema local en el nodo @
[R] = Matriz de rotacion
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[ m O
Por tanto, la matriz de rotacion para marcos en [R] =l-m | O
el plano se define como: 0 0 1
(5.4)
E(l' ui
(R e TR R |
Para referenciar las fuerzas del sistema local de M,. 3 / 0,
la barra al global de la estructura se retomala |» | | £}, - - . u;
ecuacion (2.22) expresada como: 5, [RT TR IR TR T 0] Yj
A[}': '9/
(5.5)
Las operaciones a realizar son las siguientes:
£4 0 0
Lm0 - 12F1 6F1 om0
7 - -
(RY [k JR)=| e 1 Cool? Topi? | ™ L O
0 0 1 Py u 0 0 1
0 61, (4+(py)E[.
| (1+p,)0  (1+9,)L
_£4 0 0
Lm0 g 12F1 6E1 Lm0
7 5 -
[R] [k JIR]={m L O 0 —(1+ )~L3 i+ ;Lz -m [ 0
0 0 1 u u 0 0 1
o 1281 (2-9,)PL
i (1+qoy)L3 (1+(py)L |
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_EA 0 0
I —-m O L - k] I m 0]
[R] [k, J[R]=|m 1 O 0 - s |l-m 1 o0
! 0 0 1 (1+¢1/)L3 (1+§0.11)L2 0 0 1]
0 6fl.  (2-9))FL
| (1+(/>U)L2 (1+(pU)L
£A 0 0
b0 L 12F1 61 bom o
[R] [k, J[R]=|m © O 0 = - = _ll-m 1 o0
. 0 0 1 (v, (o)) o o
o 6rl.  (4+9¢,)EL
| (1+(/)y)L2 (1+gay)L |
Obteniendo como resultado:
EA,, w2pl B aopn | eEr ]
L (1+9,)0 L (1+¢,)r (1+9,)0
AU TRl || EA_ 1280 | EA . 12F1 681
[ ] [ N][ ] L <1+(0y)[13 m L +<1+¢]/)L3 (1+¢U)L2
__6EI_. __6EI_, (4+0,) L1
| (e (1+o,)22 (1+9,)L
(5.6 a)
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2P A B DT Y7 6B
L (1+9,)0 L (1+¢,)r (1+9,) 02
foeer| | EA12ET | BA ., 12F o, 6L
[T TR IIR]= {L (1+9,)0 " {L " +(1+¢>U)L3l} (1+(/JU)L2[
6EL. _ 6FL (2-9,)EL
——m — A
L (1+§0;'/)L2 (1+¢’f/)L2 (1+¢!/)L
(5.6 b)
B C Y A B VYR U A £l |
L (1+(oy)L3 L (1+¢’y)L3 (1+goy)L2
r | |Ea aepr | B4, 1281, 6Ll
[R] [k, )[F]= 17 (1+¢!/)L3} { 7" +(1+¢U)le } (1+¢”)L2l
__ 6Bl 6L, (2-9,)EL
| (1+(p.,/)L2 (1+¢)U)L2 (1+(p_l/)L |
(5.6 c)
EA, 1281, |E4 12EL 6F1. |
T e B T el o)
(1+9,) (1+9,) (1+9,)
FA 12F1 FA 12F1 6k
R [k R =| | 22— 2280 iy B2y 2200 g __ORE
AT s lRT=1| 7 )| L e 0 (1+0,) 0
oKL __6EI_, (4+9,)EL
2 2
L (1+¢1/)L (1+¢1/)L <1+¢11)L J
(5.6d)
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Substituyendo las expresiones (5.6) en (5.5) se obtiene la matriz de rigideces para marcos planos,

la cual se muestra en la ecuacién (5.7)

| EA, 1281
— U+ ——==m
. L (1+(py)L
EA_ 12FL
F, L (1+9,)0
el
M. (L+9,) 12
Folo| (B4, 2Bl
L (1+9,) 0
Bl | (Ea_ a0Er ),
L (l+¢,)L
M,
__erL
(1+(0y)L2

EA__12F1 |, __6EL .
L (1+¢,)L (1+9,)0
EA ,  12E1 6L 1.
L e (Trp,)
6L, (4+0,)EL
(1+(py)L2 (1+(0y)L
EA__12E1 |, 6L 1.

) — = lm —1MN
[L (1+¢?/)L3J (1+9,)0
| EA . 12E1 __6EL
L (1+9,) 0 (1+9,)07

6FL (2-9,)EL
(1+goy)L2 (1+(py)L

EZQ N 12K1.
L (1+¢y)L3

s

[EA 12E1. J
| A 1280

L (1+(py)L3

61,

(1rg,) "

EA,  12E1

L (1+¢y)L3

2

[EA 12ELJ
LA 12BL

L (1+(py)L3

61,

(1+g,)2 "

(g4 vopr ), el
L (l+g,)L (1+9,)0
(Ea o, 1281, 651
[L m +(1+¢y)ﬁl} (1+¢y)1£l
__6EL (2-9,)EL
(1+(oy)L2 (1+¢y)L
6F 1.

[EA 12E],,}
LA 1B

L (l+¢,)0

EA o, 12E1
L (1+9,)0

611,

(e0)C

2 611,

(4+9,)EL

(1+goy)L |

(1402 "

(Lrp,)

(5.7)
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5.3 Ejemplos de aplicacion

5.3.1 Ejemplo1
Se muestra el analisis del marco mostrado en la Figura 5.2, en el cual, se tienen las caracteristicas

elastogeométricas:

Material: Concreto /f“c=200kg/cm®  |>  [=14,000f'c (kg/em?) > C(=04F

Seccidn: Cuadrada de 60 x 60 cm en ambas barras.

/7777

2 ton/m

4 m

Figura 5.2 Marco de dos barras a analizar.
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La nomenclatura de nodos y barras, asi como @ 7 N
. . 2
la conectividad de las mismas se muestra en la B h 3
Figura 5.3. Para el analisis se considera la
4
participacion de las deformaciones por cortante
en el calculo de los coeficientes de rigidez, los
cuales se basan en los datos mostrados en la
Tabla 5.1
Figura 5.3 Nomenclatura de nodos, barras y conectividad.
Tabla 5.1 Propiedades elasto-geométricas de las barras del marco a resolver
Barra A £ G L, L l m J7, ®
(cm?) (ton/cm?) (ton/cm?) (cms4) (cm) Sy t
1 3600 || 197.9899 || 79.1960 1°080,000 || 447.2136 || 0.4472 || 0.8944 1.2 || 0.054
2 3600 || 197.9899 79.1960 1°080,000 || 600.0000 || 1.0000 0 1.2 || 0.030

De acuerdo a las propiedades de las barras mostradas en la Tabla 5.1, las matrices de rigidez para
las barras son las mostradas a continuacion:

I, 340.5323 626.6278 -5,443.6780 -340.5323  -626.6278 -5,443.6780 | [,
n, 626.6278  1,280.4740 2,721.8390 -626.6278 -1,280.4740 2,721.8390 || v,
M. | |-5,443.6780 2,721.8390 1'839,055.8760 5,443.6780 -2,721.8390 882,783.1118|| 6,
F, [ | -340.5323 -626.6278 5,443.6780  340.5323 626.6278 5,443.6780 | | u,
£, -626.6278 -1,280.4740 -2,721.8390 626.6278  1,280.4740 -2,721.8390 || v,
M,. -5,443.6780 2,721.8390  882,783.1118 5,443.6780 -2,721.8390 1'839,055.8760 || 6,
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De acuerdo a la Figura 4.10, las FEP en el sistema local (x,1/), en forma matricial serian:

S 0
1 -4.4721
m,. | |-333.3333
Jou | 0
Loy -4.4721
m,. 333.3333

Para referenciarlas al sistema global (X,Y) de la estructura, se hace uso de la matriz de rotacién
transpuesta [R]” definida en (5.4), es decir:

£, I —m O][f.,) [0.4472 -0.8944 0 0 4.0000
F,bt=|m 1 0 f, t=|0.8944 0.4472 0|, -4.4721{={ -2.0000
M_| o o 1||m,. 0 0 1/|-333.3333] |-333.3333
£, I —m O0][f,) [0.4472 -0.8944 0 0 4.0000
F, t=lm | 0| f, t=|0.8944 0.4472 0| -4.4721;=1 —-2.0000
M, [0 o0 1]|m,. 0 0 1/|333.3333] [333.3333

Asi, las FEP para la barra 1 en el sistema global estarian definidas por:

o 4.0000
B, -2.0000
M, | |-333.3333
B[ 4.0000
K, —2.0000
M,. 333.3333
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F, 1,187.9394 0 0 -1,187.9394 0 0](u,
£, 0 11.5334 3,460.0176 0  -11.5334 3,460.0176 || 1,
M, | 0 3,460.0176 1'394,387.1120 0 -3,460.0176  681,623.4766 || 0,
F, [ |-1,187.9394 0 0 1,187.9394 0 0|]u,
£, 0 -11.5334  -3,460.0176 0 11.5334  -3,460.0176 || v,
M, 0 3,460.0176 681,623.4766 0 -3,460.0176 1'394,387.1120] 6,

Para este caso, las FEP en el sistema global y local, son:

1, Sow 0
£, Say 0
M,, _Jm,. | |0
E ] L] o
FSy fSy 0
M, My 0

De esta forma, la matriz de rigidez de la estructura esta dada por:

-333.3333 1'839,055.8760 5,443.6780 -2,721.8390 882,783.1118]|| 6,

4.0000| 5,443.6780 1,528.4717 626.6278 5,443.6780 || u,
-2.0000( -2,721.8390 626.6278 1,292.0074 738.1787 || 1,
333.3333 882,783.1118 5,443.6780 738.1787 3233442.9880 || 6,

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene:

0,=-2.8619 x 10~ radianes v,=—4.6349 x 107 cm

w,=4.9167 x 103 cm 02= 1.7400 x 107 radianes
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El calculo para obtener las fuerzas en las barras se muestra a continuacion:

R, 340.5323  626.6278  -5,443.6780 -340.5323 —-626.6278  —5,443.6780 0 4.000 -2.1592

[';,I 626.6278 1,280.4740 2,721.8390 -626.6278 -1,280.4740 2,721.8390 0 -2.000 4.5486

M, -5,443.6780 2,721.8390 1'839,055.8760 5,443.6780 -2,721.8390 882,783.1118 | [-2.8619x10™* -333.3333 0

I, - -340.5323 -626.6278 5,443.6780 340.5323 626.6278 5,443.6780 4.9167x107° B 4.000 - —5.8408

F, -626.6278 -1,280.4740  -2,721.8390  626.6278 1,280.4740  -2,721.8390 ||-4.6349x10~ -2.000 -0.5486

M,.| |-5443.6780 2,721.8390 882,783.1118 5,443.6780 -2,721.8390 1'839,055.8760 | 1.7400x10™ 333.3333) |-226.5935
0.5486 ton

5.8408 ton

226.5935 ton-cm

2.1592 ton

4.5486 ton

Figura 5.4 Fuerzas actuantes sobre barra 1 en el sistema global (nodo/barra).
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Rotando las fuerzas del sistema global (X, 1,7) al local (:t, 1/, z) se obtiene:

Jiv l m O F, 0.4472 0.8944 0|[|-2.1592 3.1028
fly =l-m [ O Ey =1-0.8944 0.4472 O 4.5486; =<3.9655
m,. 0 0O 1|\ M. 0 01 0 0
o l m O|[F,, [ 0.4472 0.8944 0 -5.8408 -3.1028
ny -m [ 0 F'Qy =1-0.8944 0.4472 O -0.5486; = 4.9788
m,, 0 0 1||M, | 0 0 1||-226.5932 -226.5932
3.1028 ton
4 4.9788 ton
226.5932 ton-cm
3.9655 ton
3.1028 ton

Figura 5.5 Fuerzas actuantes sobre barra 1 en el sistema local (nodo/barra).
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L, 1,187.9394 0 0 -1,187.9394 0 0](4.9167x107°

0 5.8408
£, 0 11.5334 3,460.0176 0  -11.5334 3,460.0176 | |-4.6349x10°| |0 0.5486
M, | 0 3,460.0176 1'394,387.1120 0 -3,460.0176  681,623.4766 || 1.7400x10* | |0| _|226.5932
F, [ |-1,187.9394 0 0 1,187.9394 0 0 0 of | -5.8408
r, 0 -11.5334  -3,460.0176 0 11.5334  -3,460.0176 0 0 -0.5486
M, 0 3,460.0176  681,623.4766 0 -3,460.0176 1'394,387.1120 0 0] [102.5688

Son I m O][FE, 1 0 0] 5.8408 5.8408

Soy t=|-m 1L O1FK,t=|0 10 0.5486: =1 0.5486

m,. 0 0 1|/M.] |0 0 1]|226.5932| |226.5932

Lo I m O](F,) [1 0 O] -5.8408 ~5.8408
foy t=|-m 1 O|{F, t=|0 1 0|{ -0.5486(=1 -0.5486
my, 0 o0 1]|M,.] |0 0 1|(102.5688) [102.5688

102.5688 ton-cm

5.8408 ton K m ‘}

> < 5.8408 ton
#—V 226.5932 ton-cm y

0.5486 ton 0.5486 ton

Figura 5.6 Fuerzas actuantes sobre barra 2 en los sistemas global y local (nodo/barra).

En las figuras que se muestran a continuacién pueden verse los diagramas de fuerza axial, cortante
y momento flexionante que experimentan cada una de las barras como consecuencia de las fuerzas
aplicadas mostradas en la Figura 5.2.
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5.8408 ton

()

3.1028 ton FUERZA AXIAL

(-) Compresion
(+) Tension

Figura 5.7 Diagrama de fuerza axial.

0.5486 ton
[ )

() 4.9788 ton

FUERZA CORTANTE

3.9655 ton

Figura 5.8 Diagrama de Fuerza Cortante.

102.5688 ton-cm
EIN
0 N

226.5932 ton-cm

MOMENTO FLEXIONANTE

Figura 5.9 Diagrama de Momento Flexionante.
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5.3.2 Ejemplo 2

Empleando el método de rigideces resolver el marco mostrado en la Figura 5.10

2 ton/m
B
4 m
2 ton/m
[+l i iyl
4 m
/7777
Sm 4 m

Figura 5.10 Marco a resolver.
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Columnas: Seccidn cuadrada de 60 x 60 cm, concreto
Trabes: Seccidén rectangular de 20 x 50 cm, concreto
Tensor: Seccidn circular de 2” de didmetro, acero A36

Acero £’ =2040000 kg/cm?
Materiales:
Concreto £/ = 15,100,/ f'c (kg/cm?) J'c = 400kg/cm?

En la Figura 5.11 se muestran la nomenclatura de nodos y barras, asi como la conectividad de las
barras. En la Tabla 5.2 se muestran las propiedades de las barras que conforman la estructura.

Tabla 5.2 Propiedades elasto-geométricas de las barras del marco a resolver

Barra E ! A L 0 l m
(ton/cm?) (cm?) (cm?) (cm) (grados)
1 2,040.0 32.691 20.268 || 640.3124 || 38.6598 || 0.7809 || 0.6247
2 302.0 1°080,000.00 | | 3,600.00|| 400.00 90 0 1
‘ 3 302.0 1'080,000.00 | | 3,600.00|| 400.00 90 0 1
‘ 4 302.0 208,333.33 || 1,000.00|| 400.00 1 0
‘ 5 302.0 208,333.33 || 1,000.00/| 400.00 0 1 0
>— ®
—©

Figura 5.11 Nomenclatura y conectividad de marco.
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Las matrices de rigidez de cada una de las barras se muestran a continuacion:
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F,] [ 39.3748 31.4974 -0.6097 -39.3748 -31.4974 -0.6097](,
F,, 31.4974 25.2010  0.7621 -31.4974 -25.2010  0.7621]| v,
M, | | -0.6097  0.7621 416.6069  0.6097 -0.7621 208.3034 |6,
F,.[ |-39.3748 -31.4974  0.6097 39.3748 31.4974  0.6097 ||,
F,,| |-31.4974 -25.2010 -0.7621 31.4974 25.2010 -0.7621||1;
M,.| | -0.6097  0.7621 208.3034  0.6097 -0.7621 416.6069 |6,
I, 61.155 0 -12,231.000 -61.155 0 -12,231.000 | | w;
Fm 0 2718.000 0 0 -2,718.000 Oy
M. B -12,231.000 0 3'261,600.000 12,231.000 0 1'630,800.000|| 6
Fj_, -61.155 0 12,231.000 61.155 0 12,231.000 | | u;
Fj,/ 0 -2718.000 0 0 2,718.000 Of|v
M/: 0 0 1'630,800.000 12,231.000 0 3'261,600.000 9/.
F.| [ 755 0 0 -755 0 07w,
F, 0 11.7969  2,359.3750 0 -11.7969  2,359.3750 || v;
M| 0 2,359.3750 629,166.6667 0 -2359.3750 314,583.3333|| 6,
F. [ |-755 0 0 755 0 0w,
F, 0 -11.7969 -2,359.3750 0 11.7969  -2359.3750 || v;
M,. 0 2,359.3750 314,583.3333 0 -2359.3750 629,166.6667 || 0,
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Las FEP en los sistemas local y global para ambas barras, de acuerdo a lo mostrado en la Figura

4.10 son:

<

BRSO

0
4

34

0
—4

- 1-266.6667

266.6667

Ensamblando las matrices de rigidez y eliminando los grados de libertad restringidos por las
condiciones de apoyo, la matriz de rigideces de la estructura es:

0
0
-4
-266.6667
0
-4
266.6667
o
-4
-266.6667
o
-4
266.6667

[416.6069
0

o © O O

0
0.6097
-0.7621
208.3034

0]

0

0
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0

877.31

0
0
-755
0
0

-61.155

0
-12,231
0
0
0

0

0
5,447.7969
2,359.3750

0
-11.7969
2,359.3750

0

-2718

0

(0]
0
0

0
0]
2,359.3750

7'152,366.6667

0]
-2,359.3750
314,583.3333
12,231
0

1'630,800

0]
0
0

0
-755

755

S O O O o o oo

0

0
-11.7969
-2,359.3750

0
11.7969
-2,359.3750

0

S O O oo
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0

0]
2,359.3750
314,583.3333

0]
-2,359.3750
629,166.6667

0]

o O O oo

0.6097
-61.155

12,231

0]

0

0
855.5298
31.4974
12,231.6097
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Resolviendo el sistema planteado, se obtiene:

0,=2.7471 x 10" rad ,=-0.0310 cm v,=-0.0118 cm
1,=-0.0310 cm v,=-1.1257 cm 0,=-9.9093 x 10 rad
©v,=-7.3554x 107 cm 0,=-3.6435 x 107 rad 1,=0.1361 cm
6,=-2.5280 x 10 rad ,=0.1361 cm v,=-1.4254 cm
0,=-4.3817 x 10 rad

Las fuerzas actuantes en cada una de las barras son:

o 39.3748 31.4974 -0.6097 -39.3748 -31.4974 -0.6097|( O 0] (-4.9893
, 31.4974 252010  0.7621 -31.4974 -25.2010  0.7621|| O o| [-3.9920
M, | | -0.6097  0.7621 416.6069  0.6097 -0.7621 208.3034 || 2.7471x10*| |o| | O

F. [ |-39.3748 -31.4974  0.6097 39.3748 31.4974  0.6097|| 0.1361 o 4.9893
F,| |-31.4974 -25.2010 -0.7621 31.4974 252010 -0.7621|[-0.0118 0 3.9920
M. -0.6097  0.7621 208.3034  0.6097 -0.7621 416.6069||-9.9093x10*| |0 |-0.2636

Rotando las fuerzas al sistema local:

Jow [ m O] . [ 0.7809 0.6247 0(-4.9893 -6.3898
fzy =l-m | O ng =|-0.6247 0.7809 0 |{-3.9920;=:-0.0004
My, | O 0 1] M, | O 0 1 0 0

Jsa [ m O] I, [ 0.7809 0.6247 O 4.9893 6.3898
fsy =l-m | O FSU =1-0.6247 0.7809 O 3.9920;: =< 0.0004
My, | O 0 1] M. | O 0 1|(-0.2636 -0.2636
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Jom 61.155 0 -12,231.000 -61.155 0 -12,231.000 0 0 4.9893
L, 0 2718.000 0 0 -2,718.000 of| O 0 19.9920
M, B -12,231.000 0 3'261,600.000 12,231.000 0 1'630,800.000 0] 0 _ -791.7300
I, a -61.155 0 12,231.000 61.155 0] 12,231.000 | |-0.0310 of -4.9893
Fs,/ 0 -2718.000 0 0 2,718.000 0|[-7.3554x107° 0 -19.9920
M,. 0] 0 1'630,800.000 12,231.000 0 3'261,600.000 | [-2.5280x10°* 0 -1,204.0032

L I m O|F, 010 4.9893 19.9920

fiy t=|-m 1 O|{F, t=|-1 0 O 19.99200 ={ -4.9893

m, o o 1M, 0 0 1[[-791.7300] |-791.7299

Lo I m O](F, 010 -4.9893 ~19.9920

foy t=|-m 1 OHE, t=[-1 0 0 ~19.9920 = 4.9893

s, 0o o 1M, 0 0 1]|-1,204.0032] [-1,204.0032
I, 61.155 0 -12,231.000 -61.155 0 —-12,231.000 | (-0.0310 0 4.9893
F3,/ 0 2718.000 0] 0 -2,718.000 0[-7.3554x107 0] 19.9920
M, _ -12,231.000 0 3'261,600.000 12,231.000 0 1'630,800.000 ||-2.5280x107* 0] _ 395.9968
I, B -61.155 0 12,231.000 61.155 0 12,231.000 0.1361 o[~ -4.9893
Fs_,/ 0 -2718.000 0 0 2,718.000 0|[-0.0118 0 -11.9920
M. 0 0 1'630,800.000 12,231.000 0 3'261,600.000 | (-9.9093x10™* 0 —-1,599.7364

Lo I m O|F, 0 1 0] 49893 11.9920

foy t=|-m U O]JF, t=l-1 0 0| 19.9920;{=1 -4.9893

m,, 0 0 1||M, 0 0 1][395.9968] |-395.9968

Lo I m O](F, 01 0 -4.9893 ~11.9920

foy t=|=m 1 O|iR, t=|-1 0 O ~11.9920} = 4.9893

. o o 1]|Mm, 0 0 1](-1,599.7364) |-1,599.7364
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o 755 0 0 -755 0 07(-0.0310 0 0
F,, 0 11.7969  2,359.3750 0 -11.7969  2,359.3750 ||-7.3554x10° -4 8
M| 0 2,359.3750 629,166.6667 0 -2359.3750 314,583.3333||-2.5280x10™| |-266.6667| |1600
F,.[ |-755 0 0 755 0 0]-0.03102 0 B 0
r, 0 -11.7969 -2,359.3750 0 11.7969  -2359.3750 ||-1.1257 -4 0
M, 0 2,359.3750 314,583.3333 0 -2359.3750 629,166.6667 ||-3.6435x10 266.6667 0
San L m O|[F, 1 0 O 0 0
Ss, =|-m U O|F,r=/0 1 0 8 = 8
My, 0 0 1M, 0O O 11600 1600
Sar L m O|[F, 1 0 O]f0 0
Jay (=|-mm L O|NF, +r=|0 1 0<0;=40
My, 0 0 1||M,. 0O 0 1]|0 0

K, 755 0 0 -755 0 0](-0.1361 0 0
Fy, 0 11.7969  2,359.3750 0 -11.7969  2,359.3750||-0.0118 -4 8
M. | | 0 2,359.3750 629,166.6667 0 -2359.3750 314,583.3333(/-9.9094x107*| |-266.6667| |1600
I, [ |-755 0 0 755 0 o|] 0.1361 0 N 0
F, 0 -11.7969 -2,359.3750 0 11.7969  -2359.3750 | |-1.4253 -4 0
M, 0 2,359.3750 314,583.3333 0 -2359.3750 629,166.6667 | [~4.3816x107 266.6667 0
S L m O|(F, 1 0 O 0 0
S5, -m | O|Jf,;=/0 1 0O 8= 8
My, 0 0 1||M,. 0O O 1||1600 1600
Jon L m O|[F, 1 0 Of[O 0
Joy -m L O0|3F, =0 1 0|{0,=40
M, 0 0 1||M,. 0O 0 1]|0 0
129
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De esta forma, las fuerzas actuantes en los extremos de las barras que conforman la estructura
se obtienen tal y como se muestra en la Figura 5.12.

1600.0 ton-m
11.99 ton g
6.39 ton
8.0 ton
1599.74 4.99 ton
0.26 ton-m
4.99 ton
396.0 ton-m
6.39 ton 1600.0 ton-m
11.99 ton g
19.99 ton T
1204.0 ton-m 8.0
4.99 ton
4.99 ton
791.73 ton-m

Figura 5.12 Reacciones en los extremos de las barras de la estructura.
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6.39 ton
(+)

() [11.99 ton

(+) Tensién
(-) Compresion

“) 19.99 ton

/17777

Figura 5.13 Diagrama de fuerza axial.

Universidad de Guanajuato < DEPARTAMENTO DE INGENIERIA CIVIL




> MARCOS PLANOS { ASPECTOS BASICOS DEL METODO DE RIGIDECES

8.0 ton

4.99 ton

8.0 ton —_|

(-) [4-99 ton

4

Figura 5.14 Diagrama de Fuerza Cortante.
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1599.74 ton

[
396.0 ton

(+)

) 0

1204.0 ton

© 0

791.73 ton

e

5.15 Diagrama de momentos flexionantes.
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5.3.3 Ejemplo 3

Empleando el método de rigideces, analizar el marco mostrado en la Figura 5.16

3 ton/m
TR » 3 ton
L) 4 m
%1 2 ton/m
g IR » 2 ton
~ [
L] 4 m
/7777
+ +
6 m
Figura 5.16 Estructura tipo marco a resolver.
Datos para analisis
Columnas: 55x55cm
Trabes: 25x40cm

Material: Concreto /”c=200 kg/cm? > £=14,000,f"c

La nomenclatura de nodos y barras, asi como el sentido de la conectividad se muestra en la
Figura 5.17. La Tabla 5.3 muestra los datos de las propiedades de las barras del marco a analizar.
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Tabla 5.3 Propiedades de las barras para analisis.

Barra E 1 A L 0 / m
(ton/cm?) (cm*) (cm?) (cm) (grados)
1 197.9899 || 762,552.08 3,025 400 90 0 1
2 197.9899 || 762,552.08 3,025 400 90 0 1
‘ 3 197.9899 || 762,552.08 3,025 400 90 0 1
‘ 4 197.9899 || 762,552.08 3,025 400 90 0 1
5 197.9899 || 133,333.33 1,000 600 0 1 0
6 197.9899 || 133,333.33 1,000 600 0 1 0
© . ©
6
A A
3] 4]
© — @
A A
1] 2]
/7777 /7777

Universidad de Guanajuato

Figura 5.17 Nomenclatura y conectividad de marco.
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Matrices de rigidez de las barras.

Barras1,2,3y4

E., 28.3083 0 -5,661.6604  -28.3083 0 -5,661.6604 [t
E, 0 1,497.2986 0 0 -1,497.2986 0 v,
M| |-5,661.6604 0 1'509,776.0980 5,661.6604 0 754,888.0488 || w;
F, -28.3083 0 5,661.6604 28.3083 0 5,661.6604 || 1,
F, 0 -1,497.2986 0 0 1,497.2986 0 v,
M,.| |-5,661.6604 0 754,888.0488 5,661.6604 0 1'509,776.0980 | |w;
F, 3299832 0 0 -329.9832 0 0 u,
F,_,/ 0 1.4666 439.9776 0 -1.4666 439.9776 | | v;
M;, B 0 439.9776 175,991.0211 0 -439.9776 87,995.5105 || 6
F,.[ 1-329.9832 0 0 329.9832 0 0 wu,
ij 0 -1.4666 -439.9776 0 1.4666 -439.9776 | | v;
Mj: 0 439.9776 87,995.5105 0 -439.9776 175,991.0211 |6,
De acuerdo a la Figura 4.10, las FEP son las siguientes:

S 0 E, 2.0

1 -2.0 iy, 0

m,. -133.3333 M., -133.3333

.f;'x 0 F‘]r 2.0

ij 2.0 ij 0

my. 133.3333 Mj,.y, 133.3333

Universidad de Guanajuato
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I3 Jau 0 e Jou 0
F3y f3y -6.0 Fsy fSy -9.0
M, | |ms. | |-600.0 Mg | |ms. | ]-900.0
FZ‘\I' -f;]nl' O F;(l? -fiGJT O
£, | L, 6.0 Ey | g 9.0
M,. . 600.0 M. M. 900.0

Por tanto, la matriz de rigideces resultante es:

4.0 [ 386.60 0 0 -329.98 0 0] -28.31 0 -5,661.66 0 0] 0
-6.0 0 2,996.06 439.98 0 -1.47 439.98 0 -1,497.30 0 0 0 0
-600.0 0 439.98 3'195,543.22 0 -439.98 87,995.51 5,661.66 0 754,888.05 0 0 0
2.0 -329.98 0 0 386.60 0 0] 0 0 0 -28.31 0] -5,661.66
-6.0 0 -1.47 -439.98 0 2,996.06 -439.98 0 0 0 0 -1,497.30 0
600.0 3 0 439.98 87,995.51 0 —439.98 3'195,543.22 0 0 0 5,661.66 0 754,888.05
2.0 - -28.31 0 5,661.66 0 0 0] 358.29 0 5,661.66 -329.98 0 0
-9.0 0 -1,497.30 0 0 0] 0 0] 1,498.77 439.98 0] -1.47 439.98
-766.667 -5,661.66 0 754,888.05 0 0 0 5,661.66 439.98 1'685,767.12 0 -439.98 97,995.51
3.0 0 0] 0 -28.31 0] 5,661.66 -329.98 0 0 358.29 0] 5,661.66
-9.0 0 0] 0 0] -1,497.30 0 0] -1.47 -439.98 0 1,498.77 —-439.98
900.0 L 0 0 0 -5,661.66 0] 754,888.05 0 439.98 87,995.51 5,661.66 -439.98 1'685,767.12

137
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Solucionando el sistema de ecuaciones se obtiene:

u, 0.6585
Uy ~7.4521x107°
0, -2.4103x107°
U, 0.6634
v, | |-0.0126
6, | |-2.2565x10°
us[ ] 1.6307
vs | |-0.0123
Oy -2.5619x107°
o 1.6227
V| |-0.0198
0, -1.5458x107°

Las fuerzas actuantes en los extremos de las barras son:

B, 28.3083 0 -5,661.6604  -28.3083 0 -5,661.6604 0 2.0 -6.9948
K, 0 1,497.2986 0 0 -1,497.2986 0 0 0.0 11.1580
M, | _|-5,661.6604 0 1'509,776.0980 5,661.6604 0 754,888.0488 0 -133.33| ]2,042.0674
. [] -28.3083 0 5,661.6604  28.3083 0 5,661.6604 06585 | | 20 2.9948
£, 0 -1,497.2986 0 0 1,497.2986 0 ~7.4521x107 0.0 -11.1580
M,.| [-5,661.6604 0 754,888.0488 5,661.6604 0 1'509,776.0980 | |-2.4103x10 133.33 -44.1333
1o I m O][E, 010 -6.9948 11.1580
fiy t=|-m L O|{F,+=|-1 0 O 11.1580} = 6.9948
m,. 0 0 1||M. 0 0 1/[2,042.0674] |2,042.0674
S I m O](F, 010 2.9948] (-11.1580
foy t=|-m 1 ORE, t=[-1 0 0[{-11.1580}=1 -2.9948
M. 0 0 1||M,, 0O O 1||-44.1333 —44.1333
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B, 28.3083 0 -5,661.6604  —28.3083 0 -5,661.6604 0 0 —6.0052
E, 0 1,497.2986 0 0 -1,497.2986 0 0 0 18.8420
M,.| |-5,661.6604 0 1'509,776.0980 5,661.6604 0 754,888.0488 0 0| |2,052.7343
F,. (] -28.3083 0 5,661.6604 28.3083 0 5,661.6604 0.6634 of 6.0052
£, 0 -1,497.2986 0 0 1,497.2986 0 -0.0126 0 -18.8420
M,.|] [-5,661.6604 0 754,888.0488 5,661.6604 0 1'509,776.0980 | [-2.2465x107| [0 349.3316
Jon I m O](F, 0 10 -6.0052 18.8420
Joy t=|=m 1 OF, t=|-1 0 0 18.8420 ¢ = 6.0052
M, 0 0 1||M, 0 0 1]|2,052.7343 2,052.7343
San m O|[F, 0 1 0] 6.0052] [(-18.8420
Soy t=|-m 1 O{F, t=|-1 0 0(1-18.8420}=1 —6.0052
m,. 0O 0 1|(M,.] |0 0 1||349.3316] |349.3316
F, 28.3083 0 -5,661.6604  -28.3083 0 -5,661.6604]( 0.6585 2.0 -1.3305
F, 0 1,497.2986 0 0 ~1,497.2986 0 ~7.4521x107 0.0 7.2038
M, | |-5,661.6604 0 1'509,776.0980 5,661.6604 0 754,888.0488 | |-2.4103x107 | [-133.3333| | 64.6345
F,[7| -28.3083 0 5,661.6604  28.3083 0 5,661.6604 || 1.6307 ] 20 [7] -26295
r, 0 -1,497.2986 0 0 1,497.2986 0 -0.0123 0.0 -7.2038
M| |-5,661.6604 0 754,888.0488 5,661.6604 0 1'509,776.0980 | [-2.5619x10~ 133.3333) (-316.4267
Son m O|(F,, 0 1 0](-1.3305 7.2038
foy t=|-m 1 OWE, t=|-1 0 0|{ 7.2038; =1 1.3705
m,. 0 1||M,.] |0 0O 1||64.6345| |64.6345
fan I m O(F, 0 1 O] -2.6295 -7.2038
Joy t=|-m I O F, t=[-1 0 0|{ -7.2038t={ 26295
M, 0] 0 1]|M,. 0 0 1]|-316.4267 -316.4267
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F,, 28.3083 0 -5,661.6604 -28.3083 0 -5,661.6604 0.6634 0 -5.6295
r,, 0 1,497.2986 0 0 -1,497.2986 0 -0.0126 0 10.7962
M,. _ -5,661.6604 0 1'509,776.0980 5,661.6604 0] 754,888.0488 | |-2.2565x107° 0 B 857.6325
I, - -28.3083 0 5,661.6604 28.3083 0 5,661.6604 1.6227 “lo 5.6295
FE_,/ 0 —-1,497.2986 0 0 1,497.2986 0 -0.0198 0 —-10.7962
M. -5,661.6604 0 754,888.0488 5,661.6604 0] 1'509,776.0980 | |-1.5458 x10* 0 1,394.1597
L I m O][F,)] [0 1 O] -5.6295 10.7962
fuy t=|-m 1 O|{F, t=|-1 0 0|{ 10.7962}=1 5.6295
m,. o o 1|(M.] |0 0 1/|857.6325] |857.6325
Lo I m O|(F,) [o 10 5.6295 ~10.7962
Joy t=|=m 1 O[F, t=|-1 0 0|{ -10.7962{={ -5.6295
. 0 0 1||M,.|] |0 0 1]|1,394.1597] [1,394.1597
I, 329.9832 0 0 -329.9832 0 0 0.6585 0 -1.6243
Fz_,, 0 1.4666 439.9776 0 -1.4666 439.9776 ||-7.4521x107° -6 3.9542
M. | 0 439.9776 175,991.0211 0 -439.9776 87,995.5105||-2.4103x107° 600 | -20.5012
I, ~[-329.9832 0 0 329.9832 0 0 0.6634 N of ™ 1.6243
Ew 0 -1.4666 -439.9776 0 1.4666 -439.9776 -0.0126 -6 8.0458
M,. 0 439.9776 87,995.5105 0 -439.9776 175,991.0211 ||-2.2565x107° 600 -1,206.9641
Lo I m O|(F,) [1 0 0] -1.6243 ~1.6243
foy t=[-m 1 O{F, t=|0 1 0|{ 3.9542}={ 3.9542
ms, 0 o 1||M.] [0 0 1][-20.5012] |-20.5012
L I m O|(F,) [1 00O 1.6243 1.6243
S m | OfF,+=|0 1 0 8.0458 | = 8.0458
m,. 0 0 1]|M.] [0 0 1|(-1,206.9641] |-1,206.9641
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I, 329.9832 0 0 -329.9832 0 [0] 1.6307 0 2.6295
FS,/ 0 1.4666 439.9776 0 -1.4666 439.9776 | |-0.0123 -9 7.2038
M. B 0 439.9776 175,991.0211 0 -439.9776 87,995.5105||-2.5619x107 B -900 | 316.4267
I, 7| -329.9832 0 0 329.9832 0 0 1.6227 of " -2.6295
1‘;,, 0 -1.4666 -439.9776 [0] 1.4666 -439.9776 ||-0.0198 -9 10.7962
M. [0] 439.9776 87,995.5105 [0] -439.9776 175,991.0211 ||-1.5458x107 900 -1,394.1698

Lo I m O|(F,) [1 0 0] 2.6295 2.6295

Soy t=|-m 1 F,t=/0 1 0| 7.2038/=1 7.2038

. 0 0 1|(M.| |0 0 1||316.4267| |316.4267

Lo I m O|(F,) [1 00 -2.6295 -2.6295
Joy t=|-m 1 O|{F, t=[0 1 0 10.7962 | = 10.7962
M. 0 o0 1|(M_| |0 0 1](-1,394.1698| |-1,394.1698
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En la Figura 5.18 pueden verse los resultados en los extremos de las barras que resumen los

resultados obtenidos anteriormente.

7.20 ton

10.80 ton

2.63 ton GT

7.20 ton 316.43 ton-cm

Y
2.63 ton €—] 316.43 ton-cm

64.63 ton-cm
1.33 ton 4—\‘%
7.20 ton 20.50 ton-cm
1.62 ton

Ti/ 2.63 ton

1,394.17 ton-cm 10.80 ton

1,394.16 ton-cm V—V 5.63 ton

5.63 ton 4 (A A 857.63 ton-cm

11.16 ton T
3.95 ton
2.99 ton 44.13 ton-cm

6.99 ton 4——
2,042.07 ton-cm

11.16 ton

8.05 tonT 10.80 ton
1.62 ton
1,206.96 ton-cm 18.84 ton

349.33 ton-cm — 6.01 ton

6.01 ton ¢—

2,052.73 ton-cm

18.84 ton

Figura 5.18 Elementos mecanicos actuantes en los extremos de las barras.
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