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Resumen

La descripcién termodindmica de sistemas fluidos por debajo del punto critico ha sido exhaustivamente
estudiada mediante simulaciones y experimentos, que aunados al marco de la teoria de liquidos han pro-
visto una descripcion muy completa de las propiedades termofisicas de sistemas fluidos subcriticos. En los
dltimos afios, ha habido un muy gran interés por las propiedades termodindmicas y dindmicas de fluidos
supercriticos a partir del crecimiento exponencial de herramientas computacionales y avances tecnoldgicos,
los cuales permitieron retar la vision tradicional en la cual se postulaba que a partir del punto critico era
imposible distinguir entre dos o més tipos de fases en la region supercritica, exisitiendo solamente una tinica
fase denominada simplemente como fluido supercritico. A partir de ello, numerosas propuestas de curvas
separatrices en la region supercritica han surgido, las cuales pretenden separar la regién supercritica en dis-
tintas fases con base en diferentes criterios termodindmicos o dindmicos. En este trabajo se determinaron
tres tipos de curvas separatrices: las denominadas lineas de Widom, construidas a partir de los maximos de
distintas funciones de respuesta termodindmicas, a lo largo de trayectorias isotérmicas; la linea Zeno, i.e., la
linea compuesta de los estados termodindmicos donde el factor de compresibilidad Z es igual a la unidad,
la linea R = 0, donde el escalar de curvatura de Ricci termodindmico se anula. Finalmente una reciente
propuesta llamada lineas PCI (Parallel Crtical Isocore) la cual se basa en la determinacién de los mdximos
de la susceptibilidad isotérmica a partir de las is6coras criticas de la presion del sistema. Estas curvas se
construyen a partir de distintos algoritmos numéricos para sistemas fluidos cargados, particularmente para
aquellos cuyas interacciones intermoleculares electrostaticas son modeladas a través del potencial de Wollf,
el cual permite la simulacion de sistemas cargados mediante una suma esférica del potencial de interaccion
Coulémbica de las particulas del fluido. Como primera una primera introduccién al cdlculo de las lineas
separatrices, se analiza la region supercritica para un fluido que obedece la ecuacion de estado de Van-der
Waals, el cual permite una comparacion entre la forma analitica y numérica de la obtencién de las curvas
separatrices. Finalmente, se construyen las lineas de Widom para un fluido modelado mediante un potencial
de pozo cuadrado (SW), obteniéndose a continuacién una equivalencia entre los pardmetros fisicos del sis-
tema a partir de lo cual se realizé un andlisis comparativo entre éstas y las lineas obtenidas para el fluido

tipo Wolf.



1. Introduccion

1.1. Termodinamica de sistemas cargados

Desde las primeras investigaciones humanas acerca de la naturaleza de la electricidad [1] la descripcion
cuantitativa de cuerpos cargados ha demostrado ser una tarea compleja y antintuitiva, aumentando en dificultad
conforme las nuevas revoluciones cientificas revelaban cada vez mds informacion acerca de la naturaleza at6-
mica de la materia. Dentro de la inmensa variedad de sistemas en los que se interseca la electrodindmica con la
mecanica estadistica, las soluciones electroliticas destacan tanto en su compleja descripcién matematica como
en su ubicuidad en areas fuera de la fisica, e.g., sistemas biolégicos, aplicaciones industriales, disefio de cir-
cuitos etc. Una solucion electrolitica se define como una mezcla compuesta de un solvente (tipicamente agua)
y un soluto (cominmente alguna sal)[2], el cual se disocia para formar la solucién. Las soluciones electroli-
ticas se dividen ampliamente en dos clases: soluciones electroliticas fuertes y débiles, cuya fuerza disociativa
esta caracterizada por la constante de disociacién (constante de equilibrio quimico) definiéndose como fuertes
aquellas cuya disociacion es casi completa y débiles como aquellas cuya disociacion es parcial. Puesto que la
termodindmica es un drea de estudio de cardcter fenomenoldgico, la asuncion subyacente que valida su apli-
cacion para el estudio de una regién delimitada del universo (un sistema) es que éste esté infinitesimalmente
cerca del equilibrio. En el estudio de soluciones electroliticas se asume que estas son globalmente neutras eléc-
tricamente, i.e., obedecen el principio de electroneutralidad, el cual establece que la carga neta en la solucién
sea nula. Este principio fundamenta fisicamente el uso de herramientas termodindmicas para el estudio de esta
clase de sistemas cargados, ya que de no ser asi el sistema estaria irreparablemente fuera de equilibrio, lo que
implicaria emplear las herramientas de la mecéanica estadistica de no equilibrio para poder caracterizar propia-

mente estos sistemas.

El advenimiento de la revolucién informética afecté fundamental y pragmaticamente la vida humana como
se conocia, y las ciencias fisicas no fueron la excepcion, dando pie al nacimiento de la fisica computacional, la
cual es hoy en dia aplicada en virtualmente todas las areas de la fisica, desde la simulacion de agujeros negros
hasta la prediccion de nuevas particulas en el estudio de fisica mds alld del modelo estdndar. La investigacion
en materia condensada se beneficié particularmente del crecimiento exponencial del poder de computo, ya
que aunque existian modelos tedricos sélidamente establecidos para la descripcion mecdnico estadistica de
sistemas de multiples dtomos, la resolucion de las ecuaciones integro-diferenciales resultantes, o teorias de
campo medio resultaba analiticamente imposible [3], [4]. Como consecuencia de ello, la evolucion de la rapidez
de computo a través de procesadores modernos introdujo una nueva gama de herramientas para atacar este tipo
de problematicas. Asi mismo, los sistemas cargados presentan su propio conjunto de problemas especificos para
su correcta simulacion, particularmente debidos a la naturaleza del potencial de interaccion entre particulas, es
decir, el potencial de Coulomb. Dado que el alcance del potencial de Coulomb es infinito, i.e., el truncamiento
del potencial a alguna distancia finita no es fisicamente valido [5], para modelar interacciones que involucren
particulas cargadas debe introducirse una distancia de corte a partir de la cual la interaccién entre particulas

sea nula, ya que aunque analiticamente puedan obtenerse resultados al considerar limites donde la distancia



interparticular tienda a infinito computacionalmente lo anterior carece de sentido. Numerosas metodologias
han surgido a lo largo de los afios para eludir esta problemdtica, siendo el el método de sumas de Ewald
(bajo condiciones de frontera periddicas) la herramienta estdndar para la simulaciéon de particulas sujetas a
interacciones Couldmbicas. El argumento fisico que sustenta la introduccion de cargas artificiales en el sistema
para lograr la electroneutralidad se basa en el apantallamiento eléctrico que exhiben sistemas reales, donde
cada carga puntual del sistema se observa envuelta en una nube de carga con distribucién Gaussiana (lo cual no
es estrictamente necesario) de igual magnitud y signo opuesto. Esta introduccién de carga limita la interaccion
entre cargas puntuales, reduciendo de manera efectiva la interacciéon Coulémbica de largo alcance a una de
corto alcance [6], [5]. Un método alternativo introducido de manera relativamente reciente es el método de
Wolf, disefiado originalmente para simular interacciones en cristales iénicos buscando resolver el problema de
Madelung [7]. El método se basa en una suma esférica de las interacciones a pares de las particulas del sistema,
donde de manera similar al método de Ewald se coloca una esfera de radio R?. sobre cada particula del sistema
tal que solamente se consideran interacciones entre particulas dentro de la misma [8]. La introduccidn de este
método de corte introduce complicaciones espurias en la naturaleza de la interaccidn interparticular, por lo cual
debe introducirse una condicién de electro-neutralidad dentro de la esfera [9], la cual consiste en asumir que la
energia del sistema puede ser bien aproximada cuando la posicion de la distribucion de carga que neutraliza la
carga dentro de la esfera artificial se localiza en la superficie de lamisma [10], [11]. Es importante resaltar que la
electroneutralidad del sistema se impone a distintos 6rdenes de la expansion multipolar electrostética, es decir,
para este trabajo se consider6 un potencial efectivo de interaccion bajo la imposicion de carga neta cero sobre
el sistema, pero la electroneutralidad puede eixigirse a mayores 6rdenes, i.e., momento dipolar cero, momento
cuadrupolar cero etc. El método ha encontrado numerosas aplicaciones, desde sistemas idnicos en teoria de
liquidos y materia condensada [8] hasta su aplicacion en sistemas bioldgicos en los cuales las interacciones
electrostdticas son de enorme relevancia. El articulo original puede ser encontrado en la referencia [7] y algunas

de sus aplicaciones, asi como discusiones del método y su aplicabilidad son encontradas en las referencias [3],
(91, [8], [10], [11].

1.2. Fluidos supercriticos

La descripcion completa de la dindmica de sistemas fluidos ha probado histéricamente ser una de las dreas
de la fisica mds retadoras y cuyo andlisis matemdtico ha probado ser excepcionalmente complejo. Lo anterior
es evidente a partir de la observacion directa de sistemas fluidos, notdndose comportamientos de caricter es-
tocdstico en sistemas sencillos como la mezcla de dos sustancias en un recipiente hasta sistemas mucho mas
complejos como los vortices generados en las intersecciones del mar con rios. Un fluido se define como aquel
estado de la materia que puede ser deformado de manera continua y se adapta a la forma del recipiente que
lo contiene. Esta definicion es suficientemente general como para abarcar liquidos, gases y plasmas los cuales
constituyen un enorme porcentaje de los sistemas encontrados en la naturaleza, por lo cual el estudio de los
mismos es de suma importancia. El andlisis de sistemas fluidos puede ser abordado desde muchas perspec-

tivas, siendo una de ellas a través de la termodinamica, la cual, mediante la obtencion de las ecuaciones de



estado del sistema es posible la caracterizacion completa del sistema fluido, asumiendo que éste se encuen-
tra infinitesimalmente cerca del equilibrio cuando atraviesa algtin proceso termodindmico general. Una de las
herramientas empleadas en termodindmica para cuantificar el comportamiento de sustancias es el diagrama
de fases, definido como una representacion gréfica en algun espacio termodindmico (comunmente el espacio
temperatura-presion, 7' — p) donde se observan las trayectorias del sistema cuando este atraviesa una transicion
de fase, distinguiéndose dos tipos, continuas y discontinuas, definidos respectivamente como la transicién de
un minimo local a otro de la energia interna inducida por un cambio en alguna variable termodindmica del
sistema [12], i.e., una discontinuidad de la primer derivada de la energia libre respecto a alguna coordenada
termodindmica. Las transiciones de fase de segundo orden se caracterizan por tener una primer derivada de
algtn potencial termodindmico continuo y una segunda derivada del mismo divergente o discontinua [13].

La postura candnica acerca de la region supercritica establece que mads alld del punto critico existe solamen-
te una fase fluida, incapaz de ser distinguida del gas o liquido denominada fluido supercritico. El estudio de
fluidos supercriticos es de suma importancia tanto tedrica como experimental, ya que por una parte, la teoria de
fenémenos criticos, particularmente las clases de universalidad en mecanica estadistica es ain un drea en desa-
rrollo, ya que una explicacion completa del por qué distintos sistemas fisicos se comportan de manera similar
en la vecindad del punto critico (e.g., transiciones liquido-gas o la desaparicion de propiedades ferromagné-
ticas de ciertos sistemas [14]), i.e., se observa un escalamiento universal que depende de exponentes criticos,
los cuales resultan ser los mismo para una amplia variedad de sistemas. En la vecindad del punto critico, las
funciones de respuesta termodindmicas, también llamadas susceptibilidades generales, se vuelven asintética-
mente proporcionales a potencias de la longitud de correlacion [15] (i.e., los exponentes criticos), la cual es
una medida del tamafio de la region de fluctuacion [16]. Una caracteristica importante de las susceptibilidades
generalizadas y de la longitud de correlacion en sistemas termodindmicos es la existencia de extremos locales
en la vecindad del punto critico, llamados anomalias termodindmicas . Es a partir de ello que se define, en este
trabajo y a partir de los articulos publicados por Simeoni, Brazkhin, Artemenko et al., [17], [19] la linea de
Widom como el locus de los extremos de alguna funcion de respuesta termodinamica a lo largo de trayectorias
isotérmicas, i.e., los extremos locales a una temperatura fija variando otro pardmetro termodindmico (comun-
mente la densidad de particulas), en la vecindad del punto critico, que extiende la curva de coexistencia en
algun espacio termodindmico (diagrama de fases). En la literatura es comun encontrar la definicion de la linea
de Widom como la curva compuesta de los maximos de la capacidad calorifica isobdrica c, [20], [17] o los
maximos de la longitud de correlacién, aunque se han explorado también las lineas de Widom obtenidas a tra-
vés de otras funciones de respuesta termodindmicas, asi como para sistemas modelados mediante el potencial
de interaccion de Lennard-Jones o un pozo de potencial cuadrado (SW) [22]. El drea de fendmenos criticos, al
igual que los fluidos cargados es notable por su gran extension y multiples lineas de investigacidn para desarro-
llar estudios tedricos y experimentales, por lo que aqui se presenta solamente una breve introduccién a ambas.
Para propoésitos de profundizar en el drea de fendmenos criticos se recomiendan las referencias, [14], [15], [16],
mientras que los articulos fundamentales referentes a los estudios de fluidos supercriticos, se recomiendan las
referencias [19], [20] [21] y [22].



2. Sistema modelo: analisis de la region supercritica de un fluido tipo
Van der Waals

En el presente capitulo se introducen las diferentes herramientas, y metodologias para el andlisis de la re-
gién supercritica en distintos espacios termodindmicos. Lo anterior se ejemplifica aplicando estos conceptos a
sistemas fluidos que son descritos cuantitativamente por el modelo de Van-der Waals, desarrollando la termo-
dindmica relevante del sistema y aplicdndola en la construccion de diversas propuestas de curvas separatrices
tedricas en la region supercritica.

El capitulo comienza con la derivacion de las ecuaciones de estado para un fluido de Van-der Waals a partir
de la expresion de la energia libre de Helmholtz por unidad de volumen para este sistema, y con ello la cons-
truccion de las curvas de coexistencia correspondientes a este modelo. El capitulo continda con la introduccién
de algunas de las funciones de respuesta relevantes para el andlisis de la region supercritica, y a continuacién
se introduce el concepto del escalar de curvatura termodindmico y su conexion con las interacciones intermo-
leculares del fluido [23].

Finalmente, se introducen las distintas propuestas de curvas separatrices en la region supercritica; las lineas
de Widom, las lineas ideales y las lineas PCI (Parallel Critical Isocore), una nueva propuesta de curva separatriz
similar a las lineas de Widom tradicionales, la cual emplea, como su nombre lo indica, trayectorias paralelas
a la is6cora critica para determinar los estados termodindmicos relevantes que sirven para construir la curva
separatriz del fluido en la regidn supercritica [24]. Se presentan las definiciones de cada propuesta de curva
separatriz en la regién supercritica, junto con la implementacion metodoldgica correspondiente para el cdlculo
de cada una de ellas, asi como las restricciones algoritmicas (numéricas) necesarias para su representacion en
distintos espacios termodindmicos.

2.1. Energia libre de Helmholtz y ecuaciones de estado

Partiendo de la funcién de particién para un gas ideal y su correspondiente conexién con la termodindmica a
través de la energia libre de Helmholtz F' = F' (T, V, N) [27], en conjunto con una serie de suposiciones acerca
de la naturaleza molecular de un fluido tipo Van-der Waals [28], la energia libre de Helmholtz por unidad de
volumen estd dada por la expresion

)= T o (2 -0) 1) = ag? = i g, 0

mT

donde p := % se define como la densidad de particulas y ng = (%hg)g/ ? es la “concentracién cudntica”
definida como el nimero de particulas por unidad de volumen de un sistema en donde la distancia entre par-
ticulas es igual a la longitud de onda de de Broglie [29]. Asi mismo, a lo largo de esta seccion se empleara la
abreviacion: [28]

T = k’BT,

donde 7' es la temperatura absoluta del sistema.
Es a partir de la expresion para la energia libre que se determina la termodindmica del sistema, i.e. las
ecuaciones de estado que gobiernan su comportamiento.

Con el propdsito de trabajar en un sistema coordenado que caracterice de manera universal la termodina-
mica de los fluidos en este modelo (i.e., sin la aparicion de las constantes a, b en las ecuaciones de estado), se
define un nuevo sistema coordenado, reduciendo 7y p respecto a sus valores criticos mediante

T

. p}
s P —
7-C pC

{r.p} — {TT =

~



donde los valores criticos de la temperatura, presion y densidad son respectivamente [12]

1 8a
c= 575 Te= Z57-
ST 27b
A partir del diferencial total del potencial termodindmico de Helmholtz, la presionp (T, V, N) = — 2—5 (T,V,N)
F
y el potencial quimico p (T, V,N) = gN (T, V, N) seran calculados en coordenadas {7, p} a partir de las expresiones
of
p(7—7p):pai (T)p)_f(Tap)a (2)
0
p(r,p) = gﬁ (7,p). 3)

Definiendo ahora la energia libre formalmente mediante f” (77, p") = f (7.7", pcp"), la presién y potencial quimico
adimensionales serén definidos mediante

1
P (7", p") = —p (1", pep”) 4)
C
1
p (", p") = —H (7", pep”) (5)
C
a
donde p. = p (7c, pc) = STk

Llevando a cabo el calculo explicito, Ia presioén reducida adquiere la forma analitica

pr (gpr _ 3p7’2 _ 87_7’)

.
= 6
-3+ pr ) ( )
mientras que para el potencial quimico se obtuvo la relacién
. pr (4" +9p" —27) 3 3. , 3 dma
=— — In{-1+— =1 ——-In{——7]|- 7
W) 3+ [ e R R R Rl b T s )

Con el objetivo de explorar la region supercritica en el espacio termodindmico p” — 7" se definié un potencial quimico
de exceso

3 4dma p" (41" 4+ 9p" — 27) 3 3 :
T (7T T | - _ — 71 14+ = —In7"
Heg H (T ) P )+ 27_ n (271)71_52()) 34 7T |In + o + B n7T |, 8)

en el cual no aparecen los pardmetros a, b que caracterizan un fluido particular dentro del esquema de VdW.

Una vez obtenidos la presion y el potencial quimico se construyeron las curvas de coexistencia para el fluido tipo
VdW resolviendo las condiciones de equilibrio mecédnico y quimico usuales

P (15, 07) = 0" (70, Py) 9)
u (15, 00) = 1" (75, Pg) » (10)
con lo cual se obtuvieron las dos ramas liquido-vapor convergentes en el punto critico del diagrama 7" — p".
Las curvas de coexistencia presentadas en la Figura 1 se obtienen resolviendo el conjunto de ecuaciones simultdneas
(9) (10) numéricamente a una temperatura fija 7¢ en las variables pj, pj. Se incrementa la temperatura de manera constante
en intervalos de 0.0005 en unidades reducidas hasta alcanzar el valor critico de la misma. Para la resolucién de las
ecuaciones (10) se emplea el lenguaje Wolfram, particularmente el software Mathematica, donde se encuentra el médulo
FindRoot, el cual se utilizé para encontrar numéricamente las raices p;, py. Debido a la forma de la condicion de
coexistencia del potencial quimico no es necesario trabajar con el potencial quimico de exceso, ya que la contribucién
debida a ng puede eliminarse de ambos lados de la condicion de coexistencia cuando se fija un valor de la temperatura.

8
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(b) Curva de coexistencia VdW en el plano u, — 7"
.

p
1o}

0.8 |-
0.6 |-
0.4

0.2 |

| IR | 1

ot MU B U PRI BRI r
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

1o T
(c) Coexistencia en el plano p" — 7" para el fluido VdW

Figura 1: Curvas de coexistencia en tres planos termodindmicos. Se presenta en la segunda Figura i} /1. vs
7", donde 1. = pl, (Te, pe)-

2.2. Funciones de respuesta

Dentro del formalismo de la termodindmica cldsica las funciones de respuesta, definidas matematicamente
como segundas derivadas de algin potencial termodindmico respecto a sus variables de estado, son de suma
importancia para describir el estado fisico de un sistema por la intima conexién que poseen con procesos ex-
perimentales. Una funcién de respuesta mide la variacion de algtin pardmetro fisico en un sistema respecto a
otro mientras el resto de las variables que que caracterizan su estado se mantienen constantes. Por ejemplo,
la compresibilidad isotérmica «7 es la funcién que relaciona un incremento de presioén sobre un sistema y el



decremento volumétrico (finito) manteniendo la temperatura del mismo constante, i.e., —AV/V = kpAp.

Con el objetivo de estudiar la region supercritica de los sistemas fluidos tratados en este trabajo, se introdu-
cen algunas de las funciones de respuesta usuales en esta seccion, y posteriormente se ejemplifica su uso en la
descripcion de fluidos supercriticos mediante el fluido de VdAW.

En lo subsecuente, N denota el nimero de particulas del sistema, p la presion, V' el volumen y 7" la tem-
peratura absoluta. Las funciones de respuesta mecdnicas, i.e., el coeficiente de expansién volumétrico y la
compresibilidad isotérmica se definen respectivamente mediante [12]

1 [foV
B= % (8_T) ; (11)
p,N
1 8V)
kpi=—= | = . (12)
! 4 (8}9 T.N
Por otro lado, las funciones de respuesta térmicas (capacidades calorificas a presiéon y volumen molares
constantes) se definen como
T ([0S
Cv =\ o5 : (13)
N\OT )y y
T (85)
cp == | == . (14)
PN A\orT DN

Con el objetivo de re-expresar estas funciones de respuesta en términos de la energia libre de Helmholtz y
la presion, es conveniente recordar que dada una ecuacién de estado de la forma f (x,y, z) = 0 se cumple que

ox oy 0z\ B
(5). (3. (5), = =

Asi mismo, el teorema de la funcién inversa establece que [30]
ox 1
=) = - 16
(5?)2 %y (1o
oxr ),

Con estos resultados, y notando que el diferencial total de la energia libre de Helmholtz para un sistema mono-
componente es de la forma

dF = —SdT — pdV + udN, (17)

las funciones de respuesta son expresadas como




Para el célculo de todas las propiedades relacionadas con la capacidad calorifica a presion constante se emplea
la conocida relacién termodinamica [12]

T 2
C,—Cy = Ve (18)

RT

Para poder expresar el conjunto de funciones de respuesta en coordenadas {7", p" }, notando primero que a

partir de la ecuacién (17), debe tenerse que p (7, V, N) = —g—f; (1,V, N), lo cual, junto con la definicién de la
energia libre por unidad de volumen f (7,p) := w implica que las funciones de respuesta adquieren la
forma
afr . afr?
—P
kg orr ot 0p"
_MB 19
/8 TC Y afTQ ? ( )
627-7"
; O fr -1
Ky = (,0 2@) ; (20)
k r @ r2
¢ = 2B T O 1)
peTe P~ Op”
r Q2 ror
Cp—vacTﬁ(T’M, (22)
pep” ki (T, ")
a partir de las cuales se define el conjunto de funciones de respuesta adimensionales mediante
o fr . o fr2
P
r_ Te , , orr orrop”
Br =B, pep”) = - (23)
kp e
p 827—7"
o2 fr -1
K = pek (.17, pep”) = (p’"2 ) , (24)
T Dpr2
. 1 . . ™9 fr2
C, = Ecv (TCT s PeP ) = FW’ (25)
T Qr2
=gy (26)
p" K

Estas expresiones fueron calibradas (es decir, normalizadas respecto a los valores criticos) para producir
correctamente las lineas de Widom obtenidas en los articulos de Brazhkin y Ryzhov [21], en cuyo trabajo se
estudia la forma analitica de las funciones de respuesta en la region supercritica del espacio termodinamico
p—T.

2.3. Termodinamica geométrica

Fue J.W. Gibbs, ampliamente reconocido como una de las Figuras centrales en el desarrollo teérico de la
termodindmica y co-fundador de la mecénica estadistica junto con J.C. Maxwell y L.E. Boltzmann, uno de
los primeros en establecer la conexion entre la geometria y el comportamiento de sistemas termodindmicos en
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Isotermas de funciones de respuestaa " = 1.08

30 Cp;
B
20}
KT,
10l — oV
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Figura 2: En la Figura se muestran isotermas de las funciones de respuesta para un fluido tipo VdW. Puede
observarse la diferencia en altura de los maximos de cada una de ellas, lo cual como se verd mds adelante
delimita su extension en la region supercritica. En el modelo de VAW, la capacidad calorficia isocdrica es

3
constante, ¢, = 3

Figura 3:  Escultura  fabricada por J.C. Maxwell en 1874. Imagen tomada de:
https://cudl.lib.cam.ac.uk/view/PH-CAVENDISH-P-00016/1variables [32].

sus trabajos “Graphical methods in the thermodynamics of fluids” [31] y “A method of geometrical represen-
tation of the thermodynamic properties of substances by means of surfaces"” [31], definiendo una superficie
termodindmica como una representacion grafica entre la energia interna, volumen y entropia [33]

En la Figura 3 se muestra un boceto de yeso tridimensional construido por Maxwell que representa los
estados termodindmicos del agua en el espacio U — V' — S, lo cual permitia, a diferencia del diagrama usual
P —V — T, visualizar las transiciones de fase como discontinuidades de funciones suaves en la representacién
energética U = U (S, V,N) o entrépica S = S (U, V,N).

A pesar del enorme avance que representaron los trabajos de Gibbs, dichas superficies (0 mas adecuada-
mente, hipersuperficies) carecian de uno de los elemento primordiales desde el punto de vista geométrico, i.e.,
la nocién de distancia [33]. Es entonces que a partir de ello resulta natural unir ambas disciplinas bajo un mis-

mo marco: la termodindmica geométrica.

En terminologia moderna, las superficies de Gibbs constituyen lo que formalmente se conoce como una
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variedad diferenciable, objeto de estudio fundamental de la geometria diferencial. En el lenguaje formal de un
matematico, una variedad diferenciable es un espacio topoldgico con ciertas propiedades bien definidas [34].
En términos menos formales, una variedad diferenciable constituye un conjunto de puntos (una hipersuperficie)
sobre el cual pueden emplearse las herramientas del cdlculo tensorial de manera local [23], es decir que cada
punto de la variedad sea difeomérfica a un subconjunto abierto de R™ [34], lo cual implica que todas las herra-
mientas del cdlculo tensorial pueden aplicarse punto a punto en la variedad. Es entonces natural preguntarse,
si una variedad diferenciable es un conjunto que localmente se asemeja a R", ;cdmo puede medirse la distan-
cia entre dos puntos globalmente? La respuesta, provista por los avances histéricos en geometria diferencial,
consiste en la introduccién del concepto del tensor métrico o mas cominmente en fisica referida simplemente
como la métrica.

Puesto que inexorablemente las nociones de distancia estdn arraigadas al concepto de distancia Euclidiana, i.e.,
la distancia entre dos puntos en un espacio Euclideo, la medicion de distancia sobre un espacio que es inhe-
rentemente curvo no es una tarea trivial. El tensor métrico se encarga de ello al tomar en cuenta la curvatura
de la variedad de manera infinitesimal, lo cual, aunado al concepto de integracién sobre curvas de la variedad
(e.g. la longitud de arco) permiten definir una nocion de distancia sobre cualquier variedad en la que se pueda
definir un tensor métrico. Una variedad dotada de una métrica, que ademas es positiva definida (i.e., todos los
eigenvalores de su representacion matricial son estrictamente positivos), se denomina variedad Riemanniana
[23]. Este tipo de variedad y su generalizacion, la variedad pseudo-Riemanniana son el objeto fundamental en
fisica de particulas y gravitacion, por lo cual el entendimiento del fundamento matemadtico de ellas junto con
su correspondiente interpretacion fisica es de suma importancia. El dltimo concepto relevante para fines del
estudio de superficies termodindmicas en este trabajo es el del escalar de curvatura, €l cual es construido a
partir de la contraccién del tensor métrico con el tensor de curvatura de Ricci.

Habiendo ahora introducido los conceptos relevantes de geometria Remanniana, puede discutirse su inter-
pretacion y aplicacién en el marco de la termodindmica clasica. La conexion fundamental entre geometria y
termodindmica se da al asociar a los estados termodindmicos en equilibrio de un sistema con puntos de una
variedad diferenciable, cuyas coordenadas son las variables de estado de algin potencial termodindmico, dife-
renciable en todos los puntos del mismo excepto en aquellos puntos donde ocurre una transicion de fase y los
puntos criticos [35]. Los origenes de esta ilacion estdn sentados en la teoria de fluctuaciones termodindmica,
campo de estudio iniciado por Einstein al invertir la férmula de Botlzmann para la entropia S = kg log () para
calcular el nimero de microestados de un sistema en funcion de ésta. Para un tratado introductorio, sin dejar
de lado la formalidad en la construccion de estas ideas, se recomienda consultar [34], mientras que la discusion
geometrotermodindmica se presenta de manera completa en las referencias [35], [23], [36], [37].

Por la naturaleza geométrica del escalar de curvatura, este automaticamente es de cardcter invariante, es
decir, no depende del sistema coordenado particular (coordenadas termodindmicas) empleado para calcularlo.
Dado un conjunto de coordenadas arbitrario {x', 2%} con su correspondiente tensor métrico g3, el escalar de
curvatura en la convencion de signos de Weinberg estd dado por la ecuacion [23]

R:—i [ 0 ( g1z Ogn L@ggg) 0 (2 dg12 1 Ogn Ji2 8911>}

V9 [0x! \ g11/g Ox? B V9 0zt 0x? EW B ﬁ ox? g114/g 0x!

donde g = g11g22 — g3, es el determinante del tensor métrico. Para una métrica diagonal, es evidente que la
férmula para R se transforma en

. 1 0 1 8g22 8 1 agll
=T o (ﬁ )+ o (ﬁWﬂ ‘ @7

Es esta forma del escalar la cual se emplea para el anélisis de la regién supercritica.

Debido a que la energia libre de Helmhotz es ampliamente usada en el estudio de sistemas con potenciales
de interaccion simples y que ademds la métrica asociada a este potencial es diagonal, se escoge esta como
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potencial termodindmico preferido para el desarrollo del resto de este trabajo. Primeramente, se elucida su
aplicacion para el fluido de Van-der Waals, y en el siguiente capitulo su aplicacién para sistemas cargados
cuyas interacciones se modelan de manera efectiva introduciendo el potencial de Wolf. En la representacion de
la energia libre de Helmholtz, los elementos del tensor métrico estaran dados por [23]

1 O0*F 1 0*°F
(om0} = { = s (DVN).0 o S8 (VM) | 28)

A partir de los cudles, dependiendo de la forma especifica de la reduccidn de la energia libre, se calculara
el escalar de curvatura para su estudio en la region supercritica del modelo particular estudiado.
Empleando la energia libre de Helmholtz por unidad de volumen, en coordenadas {T’, p} los elementos métricos
en (28) adquirirdn la forma

1 0? 1
{977, 9op} = {_kB_Tﬁ_TJ; (T,p), _Ta_f (T, P)} : (29)

Por consiguiente, en coordenadas {7", p"} serdn escritos como

r ( T 7') L1 afTQ ( r r)
T = — =5 \T
gpp ) p TCIOZ 7_7, ap,,,Q ? p Y
T ror k% afT2 ror
gTT(T”O)__TcTraTTQ (T7p)'

Asi mismo, al ser una métrica diagonal, el determinante g estd dado por

9" (" 0") = 97:9,,
Una vez calculados los elementos métricos, y empleando la ecuacion (27), el escalar de curvatura obtenido
para este modelo es
(=347 {3(=3+9)° 0" +2(=3+ ) [-3+ (=64 ) ] 7" + 167}
3[(=3+p) pr - 477“}2

R (", p) = (30)

1
Donde se definio el escalar de curvatura reducido, R", mediante R" = ER (1.7", pep”), eliminando asi la

aparicion de las constates a, b de la expresion, lo cual permite que ésta pueda ser usada para el estudio general
de fluidos dentro del modelo.

Isotermas de R'

R "=1.03
1 1 1 1 r

0.5 1.0 15 20 P '=1.04

-200
'=1.05

-400 |-
'=1.06

-600
"=1.07

-800 |
'=1.08

-1000
1200 '=1.09

Figura 4: Isotermas del escalar de curvatura R" en unidades reducidas respecto a los valores criticos {7, p.}.
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Como puede verse de la forma de (30), el resultado obtenido es una expresion analitica explicita, lo cual es
consecuencia de la relativa simplicidad de la forma de la energia libre empleada en el marco que describe un
fluido tipo VAW. Gracias a que la expresion tiene forma cerrada, es posible analizar de manera simple algunas
de sus propiedades matematicas como sus minimos, empleados para el andlisis de la region supercritica del
modelo, asi como sus posibles divergencias dada una temperatura fija.

2.4. Region supercritica del fluido de Van-der Waals

Con el objetivo de obtener un mejor entendimiento de la region supercritica del diagrama de fases para
sistemas fluidos, existen diversas propuestas, basadas en diversas propiedades fisicas medibles, para la cons-
truccion de curvas divisoras que remuevan la homogeneidad de la misma al separar el comportamiento del
fluido en regiones que exhiban un comportamiento mds cercano al de una fase gaseosa o al de una fase liquida.
Una de ellas es la linea de Widom [17], la cual es una extension de la curva de coexistencia de un fluido, en
algtn espacio termodindmico particular (cominmente, en el plano p — 1) que emana del punto critico. Ella
suele definirse mediante los extremos de alguna propiedad fisica del fluido supercritico en cuestién, como la
compresibilidad isotérmica o la capacidad calorifica isobérica. En adicion a las lineas de Widom, se presenta
también la construccion de las curvas o lineas ideales en la region supercritica, definidas aqui como la linea
Zeno y la linea R = 0. Ambas ofrecen una propuesta alternativa para la division del diagrama de fases en
algin espacio termodindmico particular. Finalmente, se discute la introduccion de las lineas PCI (Parallel Cri-
tical Isocores), una novedosa propuesta de curva separatriz basada en la construccion de iscoras criticas en el
espacio p — T las cuales son construidas

Con el propésito de ejemplificar la aplicacién de estas metodologias, y por la relativa simplicidad de la
forma de las ecuaciones de estado, se ejemplifica aqui el cdlculo de las multiples lineas separatrices para el
escalar de curvatura y funciones de respuesta para sistemas que pueden ser descritos mediante la ecuacion de
estado de Van-der Waals.

2.4.1. Estados termodinamicos limite

Para poder determinar la extension de las lineas de Widom, que en este contexto se define como el estado
termodindmico (7, p) donde desaparecen los extremos de la cantidad (funcién) a partir de la cual se construye
dicha linea, se emplean dos métodos complementarios.

El primer método consiste en simplemente construir las isotermas de la cantidad estudiada, incrementar
la temperatura a partir del inicio de la region supercritica (i.e., 7" = 1) y observar grdficamente para qué va-
lor de 7" la curva no presenta mds maximos o minimos. A pesar de que suele ser util analizar visualmente
el comportamiento de las isotermas, este método no provee un valor preciso del limite en temperatura en la
region supercritica de la cantidad estudiada. Por consiguiente, el segundo método se basa en la construccién de
un algoritmo que encuentre de manera numérica los maximos/minimos de la funcidn, partiendo de 7" = 1 e
incrementando paulatinamente la temperatura hasta que el valor obtenido del mdximo/minimo (en este caso, el
valor de p” para el cual la funcién es un minimo/méaximo) sea negativo, i.e., representa un valor de densidad no
fisico, lo cual indicia que se alcanz6 el estado termodindmico limite. Debido a que el comportamiento isotér-
mico de cada cantidad empleada para construir las lineas de Widom es distinto, el criterio particular empleado
para determinar la temperatura a la cual terminan sus maximos/minimos no es de cardcter universal.

Por las razones expuestas previamente ambas metodologias se refuerzan entre si, encontrando primero el
limite en temperatura de la region supercritica algoritmicamente, después evaluando dicho valor en la funcién
estudiada y observando el comportamiento de su isoterma, confirmando asi que el valor encontrado representa
el ultimo valor (hasta cierta precision numeérica, tipicamente en las centésimas en unidades criticas) para el cual
existe un maximo/minimo.
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2.4.2. Lineas de Widom

Previamente se discutié el concepto de la regidn supercritica de algtin espacio termodindmico en general,
y las diversas propuestas que existen de curvas separatrices en la region supercritica del diagrama de fases de
la sustancia estudiada. Esta seccion del trabajo estd dedicada a la construccion de las lineas de Widom para las
distintas funciones de respuesta discutidas anteriormente, asi como para el escalar de curvatura termodindmico.

Primeramente, se construye la linea de Widom correspondiente al escalar de curvatura " a partir del
resultado obtenido en (30). Lo anterior se lleva a cabo encontrando los minimos de R, respecto a la densidad
reducida p” para una temperatura particular 7" en la regién supercritica, i.e., para temperaturas que satisfagan
7" > 1.

10 -

15

e MinimosR" 0

I R . R . L . . . . I . R r

5 10 15
(a) Espacio p” — 7" (b) Espacio 7" — p"

r
M eff
70

60 [
50 |
40 F . ,
Minimos R
30F

20 -

10+

" 1 1 1 1 L i 1 1 L 1 1 " 1 1 1 "
F 5 10 15 r

(c) Espacio u, — 7"

Figura 5: Linea de Widom correspondiente a los minimos del escalar de curvatura R, junto con su respectiva
curva de coexistencia en tres espacios termodindmicos distintos.

Mediante el andlisis de los estados termodindmicos limite, se encuentra que para el escalar de curvatura los
minimos desaparecen a una temperatura 7" = 18.001, como se muestra en la Figura 5. Sin embargo el estado
termodindmico limite, i.e., la extension de la linea de Widom, estd localizado a una temperatura de 7" = 17.371
en unidades reducidas, ya que a partir de esta temperatura los valores de presion correspondientes no pertene-
cen a la regién supercritica del diagrama de fases.

A continuacidn, se construyen las lineas de Widom de las funciones de respuesta estudiadas en la seccidon

2.2, definidas como los maximos locales en las isotermas de las mismas en la regidn supercritica, presentadas
en la Figura 6.
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Figura 6: Curvas correspondientes a los maximos de las distintas funciones de respuesta en la region supercri-
tica.

A partir de las expresiones encontradas para las funciones de respuesta en términos de la energia libre [,
el coeficiente de expansion volumétrico para el modelo de VAW es:

4(=3+p")
"= ) 31
6 3 (9,0T _ 6pr2 + pT3 _ 47-7") ( )
De la expresion anterior, los maximos de 3, obedecen la relacién [21]
r 1 7\ 2 r
T :_1(_3+'0) (—3+2p"). (32)

A partir de la forma analitica del coeficiente de expansion y de manera andloga al escalar de curvatura
R,, se deduce que el estado termodindmico limite del coeficiente de expansion corresponde a una temperatura
7" = 6.751, pero la temperatura correspondiente al dltimo punto en la regién supercritica es 7" = 6.221.

Cabe notar que la obtencion de expresiones analiticas para la el coeficiente de expansion volumétrico, asi como
Asi mismo, para la compresibilidad isotérmica queda expresada como

—3 4+ o)
6pr (gpr _ 6pr2 + pr3 _ 47-7') .
Andlogamente, los mdximos de la compresibilidad son determinados a partir de la expresion analitica
" (—3 \3
r:_P( +,0). (34)
2(3+p")
Para este caso, la temperatura reducida correspondiente al estado termodindmico limite es 7" = 1.1522.
Finalmente, la capacidad calorifica a presion constante estd dada por
3 327"
=2 T (35)

P 2 3(9pr_6pr2+pr3_47—r)'

Como puede observarse en la Figura 7, los méximos de ¢;, corresponden a la iscora p” = 1 en este espacio
termodindmico, mientras que en el espacio p” — 7" los maximos obedecen la relacion [21]

3 1
T2 4 T 36
T 4 4p (36)
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ciones de respuesta en el espacio p” — T si6én de la linea de Widom de k7, en el plano 7" — ul .

Figura 7: En la Figura se muestran las distintas curvas correspondientes a los mdximos de cada funcion de
respuesta en los espacios termodindmicos p” — 1" y 7" — "

En este caso, no existe una temperatura correspondiente a un estado termodindmico limite ya que los ma-
ximos de ¢, pueden ser encontrados indefinidamente. Ello puede verse de la Figura 7, donde los méximos de
esta corresponden a la is6cora p” = 1, extendiéndose indefinidamente en la region supercritica del espacio
p" — 7". Este comportamiento es caracteristico de sistemas modelo como el gas ideal y el gas de VAW, ya que
en sistemas mas realistas y modelos mas complejos no se observa esta caracteristica en el ¢,

2.4.3. Lineas ideales

Ademads de la existencia de las curvas separatrices anteriormente mencionadas, es de interés también la
construccion de las lineas ideales en la region supercritica. La primera de ellas que se estudia en este trabajo es
lalinea R = 0, se define como el conjunto de puntos de temperatura y presion tales que el escalar de curvatura

A11 F— r T T ‘s — M 7 M
se anula. Matemdticamente, R := {(7], pi) | R (75, pp) = 0} es el conjunto de puntos que define la linea ideal
R = 0. El algoritmo para encontrar dicho conjunto consistid en resolver la ecuacion

R(7},p") =0, (37)

para un valor fijo de temperatura 7] y encontrando la densidad correspondiente que satisfaga la ecuacién im-
plicita entre 7" y p". Lo anterior se realizé de manera iterativa en intervalos de temperatura 7/, ; = 7, + A7’
con A7" = 0.001.

Se observa que de manera independiente a la temperatura el conjunto de valores que satisfacen la condicién
de idealidad (ec. (37)) ocurren en p" = 3, lo cual implica que en el espacio p” — 7", de acuerdo a (6)

lim p" (77, p") — oc. (38)
pr—3

Con base en ello, puede concluirse que el modelo de VAW estd limitado en densidades de orden p" ~ 3, ya que
el limite en presion en dichas coordenadas diverge, es decir, el modelo no describe adecuadamente los estados
termodinamicos del fluido.

La segunda linea ideal, la cual ha sido ampliamente estudiada en la literatura, tanto de manera tedrica como
experimental [18] se conoce como la linea Zeno, definida como el conjunto de puntos para los cuales el factor

de compresibilidad corresponde al de un gas ideal, i.e., es igual a la unidad.

En termodindmica el factor de compresibilidad se define mediante la expresion [43]
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p[/

donde n es el nimero de moles del fluido y R la constante del gas ideal. Notando que R = N4kp, en coorde-
nadas {r, p} el factor estd dado por

P\7,p
Z(r.p) = (Tp ! (40)
Es natural entonces definir el factor de compresibilidad reducido como
T T T 1 ‘s T
Z" (" p") = Z (et pep') 41
Tes Pe c 3 o »
donde Z, := P (7e, pe) =P 2 es el factor de compresibilidad critico.
TCpC 7_CpC
Zr
/ =09
35 f
3.0 / — r'=1.5
25[ ~ / — 1'=21
&4 — 1'=27
15|
— 1'=3.3
10
- — 1"=3.9
. . . . Lo — Z7t=8/3
0.5 1.0 15 2.0 25 p

8
Figura 8: Isotermas del factor de compresibilidad Z" y sus intersecciones con Z_ ! = 3

Por consiguiente, determinar la linea Zeno en coordenadas reducidas equivale a resolver la ecuacién

8
Zr =~ 42
3 42)

de la cual se obtiene una relacién implicita entre 7" y p”

rafr ror r ror
apr(T’p) freen) g

T"p" 3

p

De manera similar a la obtencion de otras lineas separatrices, el algoritmo implementado para obtener los
estados termodindmicos correspondientes a la linea Zeno consiste en resolver la ecuacién implicita anterior, a
un valor de temperatura fijo, para la densidad reducida.

Al igual que para las lineas de Widom, se determina que para valores de temperatura 7" < 0.099 las solucio-
nes numéricas correspondientes en densidad producen valores negativos (i.e., no fisicos), lo cual establece un
limite algoritmico de la extension de la linea Zeno. A pesar de lo anterior, calculando explicitamente el factor de
compresibilidad reducido pudo encontrarse una relacion funcional analitica entre los estados termodindmicos
correspondientes a la linea Zeno, dada por

o —g (=34 7). 3)
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Figura 9: Linea Zeno junto con la curva de coexistencia en el plano p” — 7". A pesar de la aparente cercania
entre esta linea y la rama tipo vapor, éstas no se intersectan en ningtin punto del diagrama.

Claramente, la forma analitica de la relacién anterior indica que la densidad maxima correspondiente a
una temperatura nula ocurre en p” = 3. Por el contrario, la temperatura a la cual la densidad se anula es
7" = 27/8 ~ 3.375, lo cual establece un estado termodindmico limite para dicha curva separatriz, ya que mas
alla de este valor limite en temperatura las densidades correspondientes carecen de sentido fisico.

Pr Hr
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(a) Linea Zeno en el espacio 7" — p". (b) Linea Zeno en el espacio u., — 7".

Figura 10: Linea Zeno en distintos espacios termodindmicos. En el plano 7" — p", ésta se extiende por debajo
de la region supercritica hasta un valor de presion nulo. Al igual que otras lineas separatrices, se emplea el
potencial quimico de exceso para su visualizacion en este espacio.

Finalmente, se presenta en la Figura 10 la linea Zeno en los espacios termodindmicos p" — 7", ul . — 7".
Puede observarse que en el espacio 7" — p" las presiones encontradas se adentran en la region subcritica, siendo
la presion terminal nula, correspondiendo al estado termodindmico limite en temperatura. Ello también puede
verse directamente de la expresion (6).

2.4.4. Lineas PCI*

La postura convencional concerniente a la transicion liquido vapor mas all4 del punto critico establece que
no existe manera de distinguir entre una fase liquida o una fase gaseosa, es decir, el fluido se encuentra en una
sola fase supercritica. Numerosos experimentos y simulaciones computacionales en los dltimos treinta afios
han retado esta vision, a partir de lo cual se han generado numerosas propuestas, dentro del area de la feno-
menologia de fluidos supercriticos, que sugieren la existencia de curvas separatrices en la region supercritica
las cuales dividen al fluido en fases tipo gas y tipo liquido. Las lineas PCI* (cuyo nombre proviene del signo

20

Z'=8/3



del valor de presién desplazada empleado para su calculo, definido mds adelante) son una novedosa propuesta
basada en una analogia entre el modelo de Ising y los sistemas fluidos [24]. El modelo de Ising es una descrip-
cién mecdnico-estadistica de un sistema ferromagnético en el cual se representa el estado del sistema mediante
un conjunto de variables discretas, las cuales juegan el papel del momento magnético asociado al “espin” de
atomos individuales, en un arreglo cuadratico (una red) de dimensién d (d = 1, 2, 3) [25]. A cada configuracién
de este sistema se le asigna una energia, dada por el Hamiltoniano de interaccion del mismo que depende de los
valores que puede tomar cada momento magnético en la red y del campo magnético externo H aplicado sobre
la red [26]. La construccién de las lineas PCI se basa en la analogia entre las funciones que describen sistemas
magnéticos y sistemas fluidos, identificindose la susceptibilidad magnética x = (g—g) + con la susceptibilidad
isotérmica (0 la compresibilidad isotérmica), la presion con el campo magnético /1 y la magnetizacion m con
la densidad p [13]. Con base en la definicion de la linea de Widom, el articulo argumenta que los maximos de x
a T' constante generan dos lineas de cruce por encima de la temperatura critica 7, [24]. En el modelo de Ising,
dichas lineas distinguen 3 estados; estados tipo ferromagnetismo positivo, estados paramagnéticos y estados
tipo ferromagnetismo negativo. De manera andloga, las lineas PCI en el diagrama de fases 1" — p separan al
fluido supercritico en tres regiones distintas: fase tipo-liquido, fase tipo-gas y una fase fluida indistinguible.
En conclusion, los autores argumentan que aunque esté bien demostrado que los puntos criticos asociados a
transiciones tipo liquido-gas y ferromagnética-paramagnética pertenecen a la misma clase de universalidad de
Ising 3D, la descripcién de ambos fendmenos bajo el mismo marco tedrico de universalidad critica alin no esta
completa [24].

La construccion algoritmica de las lineas PCI para el fluido de VAW puede resumirse en el siguiente algo-
ritmo:

= A partir de la densidad de energia libre, o de la ecuacién de estado, obtener la presién en coordenadas
reducidas como funcién de las variables 7" y p”.

= Una vez obtenida la presion, calcular la presion “desplazada”, op” definida como la diferencia entre la
presion y la presion evaluada en la is6cora critica

op" (T",p") =p" (I",p") —p" (1",1), (44)
ya que en coordenadas criticas, p” = 1.

= Habiendo obtenido dp”, fijar un valor del mismo, dpj, y resolver numéricamente la relacién implicita
resultante entre 7" y p” para un valor fijo de la temperatura 7j. Matematicamente, se buscan soluciones a

la ecuacion
op" (7", p") — opp = 0, (45)

donde, al fijar 7" = 7 se obtiene una correspondiente solucion py.

= Iterando sobre un arreglo de temperaturas, a un valor de dp; dado, se obtiene un conjunto de estados
termodindmicos { (7, pI)}, los cuales son sustituidos en la expresion para la susceptibilidad isotérmica
(el cual es el andlogo de la susceptibilidad magnética)

9"
0" (77, p") = (3][;) ’ (46)

con lo que se obtiene un correspondiente arreglo de valores de la susceptibilidad.

= Una vez obtenido dicho arreglo, se identifica el maximo local de la susceptibilidad como funcién de la
temperatura, al cual le corresponde un estado termodindmico particular (7., p-...), el cual corresponde
a un punto en el diagrama 7" — p" de la lineas PCI.
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Figura 11: Isotermas de la presion en coordenadas criticas para el fluido de VdW. Los puntos naranjas co-
rresponden a las isocoras criticas, las cuales colapsan en un solo punto en la isotermas de la presion despla-
zada 0p”, como se muestra en la Figura (b). De abajo hacia arriba, el conjunto de temperaturas reducidas es
{r"} ={1.,1.07,1.14,1.21,1.28,1.35,1.42,1.49,1.56,1.63,1.7,1.77,1.84,1.91}

Dependiendo de si el valor de dp; es elegido positivo o negativo, el algoritmo anterior es empleado para cons-
truir la linea PCI" o la linea PCI™ respectivamente.

En la Figura 11 se observan las isotermas de la presiéon como funcién de la densidad p", asi como las
isocoras criticas, las cuales colapsan en un solo punto en el diagrama 7" — p".

e 6p'=-0.1 e 6p'=0.1
6 o

20F 6p'=-0.2 15l 6p'=0.2
6p'=-0.3 6p'=03

15}
6p'=-0.4 Lol 6p'=0.4
10f 6p"=-05 6p'=05
op'=-0.6 05 op'=0.6

05}
\ (spr =-0.7 _ ép' =0.7
. A L . h L Tr op'=-0.8 . . . . A A T 6p'=0.8

1.0 15 2.0 2.5 3.0 35 1.0 15 2.0 25 3.0 35
6p'=-0.9 6p'=0.9
() §p" >0 (b) 6p" < 0

Figura 12: Maximos de la susceptibilidad isotérmica como funcién de la temperatura. Se muestran la curva
obtenida para valores positivos (Figura (a)) y negativos (Figura (b)) de dp".

Se muestra la susceptibilidad isotérmica " como funcion de la temperatura 7" para diferentes valores de op”
(Figura 12 a) y b) ), donde claramente se observan maximos globales, dentro del rango de validez fisico de las
variables involucradas, cerca del punto critico. Es a partir de la determinacion de los estados termodindmicos
que generan estos maximos que se construyen las lineas PCI* mediante la aplicacién del algoritmo elucidado
previamente. Se muestran las correspondientes lineas PCI* obtenidas en la Figura 13.

Las lineas PCI * encontradas dividen la regién supercritica del fluido VAW en tres regiones distintas; fase
tipo-liquido, fase indistinguible y fase tipo-gas, las cudles son andlogas a las regiones ferromagnética positiva,
paramagnética y ferromagnética negativa del modelo de Ising [24].

Para concluir el capitulo, se muestra en el espacio 7" — p" una comparacién de todas las curvas separatrices
en la region supercritica construidas en este trabajo, para el fluido de Van-der Waals, elucidando la extension
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Figura 13: Lineas PCI* obtenidas para el fluido tipo VAW. Se observa claramente cémo la linea PCI * se
extiende significativamente mas que la linea PCI™ en el diagrama 7" — p".

de cada una de ellas.
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Figura 14: Comparacion de las curvas separatrices en la region supercritica del diagrama de fases 7" — p". Se
muestran las lineas PCI*, la curva de coexistencia y las lineas de Widom correspondientes a los extremos del
escalar de curvatura y las funciones de respuesta.

En la segunda imagen de la Figura 14 se muestra un acercamiento en la vecindad del punto critico, resal-
tando particularmente la extension de la linea PCI™ y la linea de Widom correspondiente a los maximos la

compresibilidad isotérmica ;..
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3. Aplicacion a sistemas cargados

En el capitulo previo, se introdujeron las herramientas necesarias para el andlisis de la region supercritica de
sistemas fluidos, presentando de manera secuencial la obtencion de curvas de coexistencia de los mismos, y a
continuacion diversas propuestas para la extension de la misma en distintos espacios termodindmicos median-
te el andlisis de anomalias en cantidades termodindmicas relevantes en la vecindad del punto critico. Dichas
metodologias fueron aplicadas para el estudio de un fluido que puede ser modelado de manera cuantitativa por
la ecuacion de Van-der Waals, elegida por su relativa simplicidad y enorme estudio dentro de la literatura, asi
como la posibilidad de derivar de ella relaciones termodindmicas analiticas para la descripcién de la region
supercritica del fluido. Debido a ello, el fluido de VAW permite la comparacién entre el andlisis analitico y el
andlisis numérico para la construccion de las lineas de Widom y las lineas ideales, lo cual es un buen indicador
de que la metodologia numérica implementada funciona de manera adecuada y por ende puede aplicarse a sis-
temas en los cuales el anélisis analitico de las ecuaciones de estado para la construccion de curvas separatrices
en la region supercritica se vuelve complicado o enteramente imposible.

El resto de este trabajo se dedica al andlisis de la regién supercritica de fluidos cargados, especificamente
aquellos fluidos cuyas interacciones moleculares son modeladas por el potencial de Wolf, una metodologia
alternativa para modelar las interacciones Couldmbicas a pares de largo alcance en sistemas electroliticos, de
manera que aumente la eficiencia computacional (i.e., una reduccién en el tiempo de computo) en simulaciones
Monte-Carlo de este tipo de sistemas [7] [3].

El método de Wolf emplea un potencial efectivo que modela un fluido electroneutro de N particulas de
didmetro o y cargas q y —q dado por

o0 , T < 1
b (2 0) = dw () _ _erfe(az) N erfe(azx.) 1<z<u, (47)
€ X Te
0 71‘ Z xC

donde x = r/o es la distancia reducida entre dos particulas, ¢ = ¢*/o es la profundidad energética del
pozo, a~ ! es el rango del potencial y . es la distancia de corte. Para este trabajo, se empled la relacion [38]

S
X

0.1

: 3 : 5 ¢ — a=03

-0.1F
— a=0.45

-0.2 -
_osf — a=0.6
-0.4 a=0.8
-0.5 a=1
-0.6

Figura 15: Potencial efectivo en el modelo de Wolf para distintos inversos del rango considerados en este
trabajo.

Te= —, (48)
«

entre la distancia de corte y el alcance inverso del potencial «.. Esta relacion entre los pardmetros « y la distancia
de corte z. proviene a partir de la reproduccion de resultados de simulacion obtenidos mediante el método de
Ewald [10]. Simulaciones empleando este método la relacion entre la caja de simulacion cubica y el radio de
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1 . o .
corte es x, = §L, determindndose que para reproducir dichos resultados la relacion entre el pardmetro « en el

4
potencial de Wolf y la longitud de la caja de simulacién L debe ser de la forma o = I Como suele suceder

en el tratamiento de sistemas cargados, el fendmeno de apantallamiento eléctrico es de gran importancia para
modelar correctamente las interacciones electrostaticas del fluido estudiado. Es por ello que la convencién de
imagen minima, i.e., el considerar solamente una imagen de cada particula en las condiciones periddicas de
frontera para la interaccion a pares [6], puede ser implementada si el nimero de particulas en la simulacién
estd restringido mediante la desigualdad N > 64p* /a?, a partir de la cual se restringi6 el conjunto de valores
posibles de « al rango 0.3 < o < 1 en intervalos de 0.1 para la obtencidn de los coeficientes perturbativos [38].

3.1. Termodinamica del fluido tipo Wolf

Con el propésito de obtener la termodindmica de los sistemas descritos de manera efectiva por el método
de Wolf, se obtuvo la energia libre de Helmholtz (a partir de ahora denotada por A (T, V, N)) reducida del
modelo siguiendo el método perturbativo de Zwanzig [39], i.e., se construyo la energia libre de Helmholtz

€
k5T

como una expansion en serie de inversos de la temperatura absoluta (’y = como una contribucién extra

a las componentes ideal y de esferas duras

A(T,V,N)
NEkgT
siendo 7T’ la temperatura absoluta, V' el volumen, /N el nimero de particulas y p la densidad de particulas,
definida como p := % Los términos que componen la energia libre son, respectivamente, ay g, la contribucién
de esferas duras [40]

= a(T, p) = ags + arp + vai + vas + vas, (49)

3radp (radp — 8)
(mop — 6)*

ags = —

Y

arp, la contribucion del gas ideal [41]

Arp(T,V,N 2 T

NEkgT N h?
=In ()\3 p) -1,
donde A = ———— es la longitud de onda térmica de de Brogile, y finalmente el conjunto {a;},i = 1,2, 3,

V2mmkgT

estd compuesto de los términos de TPT (Thermodynamic Perturbation Theory).

En este trabajo, se emplea una ecuacién de estado analitica, WEOS (Wolf Equation of State) en la cual
los términos perturbativos de la expansion de Zwanzig son obtenidos mediante un procedimiento de ajuste
polinémico en 7) de los términos a4, as, as para cada valor de « en el intervalo descrito anteriormente.

ay(n, o) =Ain + Bin?, (50)
as(n, o) =Aon + Ban® + Conp’, (51)
az(n, ) =Asn + Bsn® + Can®. (52)

Consecuentemente, los coeficientes polindmicos obtenidos son parametrizados como funciones de «, ge-
nerando los siguientes resultados para cada término perturbativo [38]

A\ 2.6263 —3.2796 a~!
By \3.48420% —4.62050%) \a7%)"’
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A, 0.1092 —0.1266 (a_l)

By | = —0.6904 0.7194 9
Cy 1.0366 —1.0106
As —0.0029 0.0083 —0.0061 1
B; | = 0.0181 —0.0469 0.0319 a™l
Cs —0.0210 0.0552 —0.0377 a=?

Para una discusién completa entre los resultados de simulacién y la ecuacién de estado analitica véase la
referencia [38].

En lo subsecuente, se trabajard en coordenadas termodindmicas reducidas con los pardmetros fisicos del
sistema, definidas mediante

k
(T, p} — {?BT a3p} = {T*,p"}. (53)

Consecuentemente, la energia libre en dichas unidades se define formalmente mediante

ks

Una vez obtenida la expresion completa de la energia libre reducida para el fluido de Wolf, y a partir de
relaciones termodindmicas estandar, la presion, potencial quimico y factor de compresibilidad son calculados
respectivamente mediante

a=a (T"p)=a <iT*,a3p*) .

da*

P (T, p) = p*2T*a_p* (T*, p*), (54)
pr (T, p%) = 0 (p*a* (T, p")), (55)
op*
2 (T, ) = 5 2 (1, ), (56)
dp*

o3
donde p* = — P w = u/kpT.

3.1.1. Curva de coexistencia

A partir de las expresiones para la presion y potencial quimico en unidades reducidas, se determinan las
curvas de coexistencia liquido-vapor para el fluido de Wolf resolviendo las condiciones estandar de equilibrio
entre fases a una temperatura y « fijos 77, av:

p" (15, p, o0) = p* (TJ,,O;,O&O) )
/’L* (T(;k?p;‘a Oéo) - /“L* (T(;kvp_; Oéo) .

Asi mismo, al ser v un pardmetro libre en el sistema, la localizacién del punto critico (7., p), es encontrada
mediante la resolucion del conjunto de ecuaciones donde tanto la pendiente como la curvatura (i.e., la segunda

parcial respecto a la densidad) de la isoterma en la presién son nulas, i.e., es obtenido mediante la resolucion del
. * 2% . . . . s
sistema (g%) =0, (%) = 0 de igual manera que para la coexistencia, fijando un valor especifico
a=ag a=ag
para a, a = Q.
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Figura 16: Curvas de coexistencia para el potencial de Wolf para distintos valores de v con sus respectivos
valores criticos. La curva turquesa corresponde a la rama tipo liquida, mientras que la curva azul marino co-

rresponde a la rama tipo vapor.

* Rama vapor
Rama liquida

* Punto critico

Como puede verse de la Figura 16, a diferencia de otros esquemas descriptivos de sistemas fluidos, e.g.,
VdW, la aparicion del pardmetro libre o tiene como consecuencia la variacién en la localizacién del punto cri-
tico para el fluido. Se observé también que la localizacién del punto critico desciende en temperatura conforme

aumenta el valor de «, es decir, conforme disminuye el alcance del potencial. Se muestra a continuaciéon una

tabla de los valores criticos obtenidos como funcidn del alcance inverso a.

a T Pe P;

0.3 | 272873 | 0.259346 | 0.254749
0.4 | 1.42076 | 0.267271 | 0.136888
0.5 | 0.83833 | 0.27753 | 0.0840018
0.6 | 0.532801 | 0.290083 | 0.0559219
0.7 | 0353915 | 0.304394 | 0.0391449
0.8 | 0.240284 | 0.318361 | 0.028073
0.9 | 0.163229 | 0.326167 | 0.0199909
1.0 | 0.108274 | 0317101 | 0.0135678

Cuadro 1: Valores criticos obtenidos en temperatura, densidad y presion como funcién de «. Se obtienen los
estados termodinamicos (T, p¥) mediante la resolucion de las ecuaciones para el punto critico, y a partir de
ello se calculan los correspondientes valores para la presion critica.
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3.1.2. Funciones de respuesta

De manera andloga a la derivacion de la forma de las funciones de respuesta para el fluido de Van-der Waals,

A(T,V,N

esta se lleva a cabo empleando la forma reducida de la energia libre de Helmholtz a (T, p) = ﬁ, y la

B

presion (calculada a partir de la ec. (54)). Con ello, el coeficiente de expansion volumétrico, 3, serd

( o )
. e s € € 3., 1 \oT* ) .
6 (T7p)5_ﬁ —T,O’ 3/0 £ (57)
kp kp

op* ) 1

mientras que la compresibilidad isotérmica rx adquirird la forma

€ € op* !
H;“ (T*ap*) = FKT (ET*aU_?’/O*) = (p* (alp)*) ) ) (58)
T*

asi mismo, la capacidad calorifica isocorica sera obtenida mediante

c =—c¢, | —17,0 = — a’),
y finalmente, de la ec. (18) la capacidad calorifica isobdrica esta dada por
1 € * 6*2
TR Ry = T -3 k) _ ¥ - ) 60

Las expresiones anteriores estan dadas en términos de las coordenadas 7™, p*, lo cual permite realizar los
célculos relevantes a la termodindmica de la region supercritica del modelo en unidades adimensionales. Con el
propdsito de estudiar la region supercritica en distintas unidades, se empleardn también coordenadas criticas,
1.e., coordenadas termodindmicas reducidas respecto a los valores criticos del sistema, los cuales, como se
mostré anteriormente, dependen del alcance inverso .

3.2. Escalar de curvatura

Dado que R es una cantidad invariante, la eleccion de coordenadas termodindmicas para calcularlo es mera

cuestion de conveniencia. Tomando la energia libre de Helmholtz como eleccion de potencial termodindmico
. A(T,V,N A(T,V,N .

para su célculo, y recordando que f (T, p) := # ya(T,p) = % se tendrd que los elementos del

tensor métrico (ec. (29)) en términos de la energia libre a (7', p) serdn

p 0
grr (T> p) = _Tﬁ (Ta (Tv P)) )

4y (T, ) = 5)7 (pa (T.p)).

Trabajando ahora en coordenadas 7™, p*, transformando apropiadamente los elementos del tensor métrico,
el escalar de curvatura reducido (en coordenadas *) se define a partir de la ecuacion (27) mediante

1

R = —R(-ST* 0%, 61)
o 3 k B

Al igual que para el caso de las funciones de respuesta, el escalar de curvatura en dichas coordenadas es una

cantidad adimensional, lo cual permite su andlisis libre de los parametros fisicos que caracterizan el sistema
(con excepcion del alcance inverso «, por supuesto).
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3.3. Analisis de la region supercritica del fluido tipo Wolf

Esta seccion del capitulo estd dedicada al andlisis completo de la regién supercritica para un fluido tipo
Wolf. Se presentan las lineas de Widom obtenidas a partir de las distintas funciones de respuesta definidas
anteriormente, asi como del escalar de curvatura, todo ello en coordenadas criticas. Se construyen también las
lineas ideales, i.e., la linea Z = 1y la linea R = 0 para este modelo, y dentro de ello se discute cémo el
modelo no predice correctamente los estados termodindmicos correspondientes a la linea ideal R = 0, encon-
trando por lo tanto una limitacién en este modelo para explorar dicha region termodindmica. A continuacion,
se desarrollan las lineas PCI para el fluido tipo Wolf, presentdndolas como funcién del alcance inverso «, y
se discute su rol alternativo en las distintas propuestas de curvas separatrices de la region supercritica. Final-
mente, la dltima seccién del capitulo estd dedicada brevemente a la construccidn de las curvas separatrices de
un fluido que puede ser modelado mediante el potencial entre particulas de tipo pozo cuadrado con el objetivo
de comparar un sistema modelo tipico no cargado con el sistema cargado estudiado en este trabajo, analizando
asi la equivalencia entre ellas y las curvas obtenidas con el potencial de Wolf a través de la relacion entre los
parametros A\ y « de cada sistema respectivamente.

Hasta el momento, todos los calculos se han realizado en el conjunto de coordenadas reducidas respecto a

los pardmetros fisicos del sistema, {7, p*} = {—BT, 03,0}. Ello implica que los valores criticos obedeceran
€

., ., . . B 2
también una relacion de la misma forma, i.e., debe tenerse que T = —T, =y p! = 03p.. De manera andloga
€

al fluido de VAW, trabajando ahora en coordenadas reducidas respecto a los valores criticos,

@ {2 =1,

se tendré que la relacion entre las coordenadas en unidades estrella () y unidades criticas () serd

T* p*
T p' =< —,—>={T",p"}. 62
oy (= (62
En este nuevo sistema coordenado se define la energia libre reducida mediante
A(T,V,N
ALY — o) 0 (1 (1) () = (17,9,

a partir de la cual se construye el escalar de curvatura y las funciones de respuesta para su andlisis en la
region supercritica. A pesar de ser una expresion analitica relativamente simple comparada con las de otros
sistemas (por ejemplo, los fluidos descritos mediante un potencial de pozo cuadrado, discutido mds adelante)
no se presenta una expresion explicita de la energia libre debido a su extension.

Primeramente, la presion, el potencial quimico y el factor de compresibilidad en coordenadas criticas estan
dados respectivamente por

T ror IO:TE< r r2 <aar)
T,p")=—=T — (63)
p (1", p") v D o).
T = 2 () (64
IU“ 7p - apr p )
1 da”
Z (T o) = —p" : 65

Debido a que en la expresion para el potencial quimico incluye la energia libre de manera explicita, al
igual que en VAW se defini6 una energia libre de exceso, calculada a partir de la remocion de la contribucién
logaritmica proveniente de la longitud de onda térmica de de-Broglie mediante
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h2
a,, =a" — §log ( ), (66)

2 2mmeo?

a partir de la cual se defini6 el potencial quimico de exceso

1 0
[1ée OP"
donde &, = pe, (17, pf). Lo anterior se realiz6 con el propdsito de visualizar las curvas separatrices de la

C
region supercritica en el espacio termodindmico ;. —7’, donde la remocién de la contribucién ideal de la energia

libre equivale a definir un nuevo valor de referencia para el potencial quimico.

flew *= (P ag,) (67)

Para el cdlculo del escalar de curvatura, aplicando la transformacion de coordenadas a los elementos métri-
cos, es conveniente definir las cantidades

. p_r 82 ror
e = B (T, (68)
2
Vor = P (pra”), (69)

a partir de las cuales, denotando 7" = ~7y,, la féormula explicita para calcular el escalar en coordenadas
17, p" serd

1 0 1 O, 0 1 Oy
RT (TT’ pT) — - |i ( ,yp> _ ( 7T):| . (70)
P/ =" LOT" \/—" 9p" p" \v/—=7" Op"
Bajo el mismo cambio de coordenadas, el coeficiente de expansién volumétrico en el sistema {77, p"} serd

calculado mediante
op”
1 \91" /),

op"™ )

(71)

Para la compresibilidad isotérmica la expresion original adquiere la forma

ap” -
%GWﬂz@w(ig ). (72)
T’I‘

Y finalmente, para las capacidades calorificas isocdrica e isobdrica

2

(I p") =T g (T7a"), (73)
T*TT 32

& (T, p") = ¢ + —— ﬁr . (74)
PP K

Al igual que para la energia libre a” no se provee una expresion explicita para el escalar de curvatura R"
ni para el resto de las funciones de respuesta, ya que, aunque analiticas, la complejidad de las expresiones no
permite que sean escritas de manera explicita en este texto.
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3.3.1. Lineas de Widom

La linea de Widom, definida como la curva (en algiin espacio termodindmico) correspondiente a los ex-
tremos de alguna funcién termodindmica en la vecindad del punto critico, fue calculada para el escalar de
curvatura R" y las funciones de respuesta mediante una metodologia anédloga a la presentada en el capitulo
anterior para el sistema VdW. La manera general en la cual se determinan los estados termodindmicos (77, p")
correspondientes a la linea de Widom de cada una de las funciones mencionadas anteriormente consiste de ma-
nera general en primeramente fijar un valor del inverso del alcance o en el rango 0.3 < o < 1, y a continuacion
fijar un valor de la temperatura y mediante algiin algoritmo especifico encontrar el valor extremo de la funcién
estudiada en cuestion en densidad p”". Debido a que tanto el escalar como las funciones de respuesta consi-
deradas aqui son funciones de dos variables, 17" y p”, se encontraron los extremos numéricamente al fijar la
temperatura 7" = T e iterar en un arreglo de valores de la temperatura hasta que desapareciesen los extremos
de la funcién particular estudiada. Dependiendo de qué funcion termodindmica se emplee para calcular la linea
de Widom la forma para calcular el valor extremo también cambiard. Inicialmente se emplearon las funciones
FindMaximumy FindMinimum en el lenguaje Wolfram Mathematica para determinar los extremos en las
funciones de respuesta y el escalar a una temperatura y « fijos.

=03 =08
R 11 R

05 10 15 20 P 1.15 0.5
=20+

1.2

=50 - —40 |
1.25
-60

_100| 1.3
-80 +

1.35
-100 |

-150 |- 14

-120 -
(a) (b)

Figura 17: Isotermas del escalar de curvatura para dos valores de «. Se muestra en la parte derecha la tempe-
ratura de cada isoterma. Se observan claramente la aparicion de minimos del mismo en la vecindad del punto
critico.

En la Figura 17 se muestran isotermas del escalar de curvatura a distintas temperaturas para un valor de «
fijo. Se emplea la funcién FindMinimum en Mathemat ica para encontrar el valor minimo del escalar a un
« 'y temperaturas fijas, obteniéndose el valor correspondiente en densidad para dicho minimo. Ello se realiza
iterando en valores de temperatura 7] > 1 hasta que el algoritmo produjese valores de densidad negativos
(i.e., valores de densidad no fisicos), lo cual indicaba que se habia alcanzado el estado termodindmico final
para los minimos de R". Asi mismo, para comprobar que la funcién FindMinimum estuviese calculando
correctamente los estados termodindmicos correspondientes a los minimos del escalar de curvatura se emplea

la funcién FindRoot para calcular las posibles raices de la derivada parcial (%)TT incrementando la
temperatura en intervalos de 67", a un valor de « fijo. Con ello se encuentra que, en laﬁ/ecindad del punto
critico, solo existia una raiz de la derivada parcial, por lo cual no existe una ambigiiedad en que dicha raiz
correspondiese al minimo del escalar de curvatura. Se elige el intervalo de aumento de temperatura 67" =
0.002 ya que este intervalo provee un balance adecuado entre la obtencién de una curva continua y un tiempo
razonable de computo para calcular la misma.

Como puede verse en la Figura 18, la extension de la linea de Widom correspondiente a los minimos
del escalar de curvatura decrece conforme aumenta el valor de «, es decir, entre el alcance es mas grande la

linea de Widom obtenida se extiende menos en la region supercritica del fluido. Asi mismo, se puede observar

31

11

1.15

1.2

1.25

13

1.35

1.4
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ar 0.4 ° 04
, 0.5 0.5

0.6 0.6
2r 0.7 0.7
) 0.8 0.8

0.9 tr 0.9

1 2 3 2 5 T 1. 02 04 06 08 10 4 1
(a) Minimosde R"en T" — p". (b) Minimos de R" en p" — 1.

Figura 18: Lineas de Widom correspondientes a los minimos del escalar de curvatura para distintos valores
de « presentados en la parte derecha de ambas Figuras. Se presentan los espacios termodindmicos presion-
temperatura y densidad-temperatura. En ambos casos la delimitacion de la Iinea de Widom aumenta con el
alcance. Cabe notar la aparicion de maximos locales en el diagrama p” — I para estas lineas de Widom.

claramente la apariciéon de un maximo en las lineas de Widom en el diagrama de fases p” — 1" (Figura 18 a)),
cuya localizacién también aumenta con el alcance, con excepcidn de los valores a = 0.9y o = 1.0

r
pex[ ° 03 3‘;e_x
20k ° 04 30
°* 05
10F . 25F
)
, e —— - - ° 06 20}
3
! 2 ° 0.7 15F
-10f
0.8 L0} s
-20 \N—"
0.9 05F
-30 | 1 1 L L L L r
1 1 2 3 4 5 6 T
(a) (b)

Figura 19: Linea de Widom para el escalar de curvatura en el espacio ., — 1. En la segunda imagen, se
muestra un acercamiento de la misma, donde para valores grandes de o se observa un cambio abrupto en la
concavidad de la curva.

Se obtiene también la linea de Widom para el escalar de curvatura en el espacio termodindmico p, — 71",
mostrado en la Figura 19. En este espacio termodindmico se observa un cambio abrupto en la concavidad de
las curvas obtenidas para los valores de &« = 0.9 y a = 1.0. Puede verse también que conforme los estados
termodindmicos se aproximan al punto critico estos parecen volverse independientes del valor de «, ya que
todas las curvas, tanto en el espacio 7" — p" como en el p” — 1" convergen conforme se aproximan al punto
critico en estos espacios termodindmicos en particular, que por la eleccién de coordenadas termodindmicas se
encuentraen (1, 1).

A continuacion, se obtienen las lineas de Widom de las funciones de respuesta discutidas previamente
siguiendo un proceso andlogo al del escalar de curvatura. Se muestran las isotermas de las distintas funciones
de respuesta en las Figuras 22 a) y b), elucidando la aparicion de las anomalias termodindmicas en las mismas.
Para el coeficiente de expansién volumétrico (ec. (71)) se emplea la funcién FindMaximum, a un valor de
a = oo y temperatura 77 = T constantes para encontrar el valor correspondiente al mdximo de 3". De
igual manera al escalar de curvatura, con el propdsito de verificar que dicha funcién estuviese encontrando
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correctamente los estados termodindmicos correspondientes al maximo de 5", se calcula primero <%> a
T«

una temperatura y « fijos y en seguida se encuentra su raiz numéricamente empleando la funcién FindRoot en
Mathemat ica, repitiendo el proceso iterativamente sobre un conjunto de valores de temperatura supercriticos
para todos los valores posibles de a.

p * 0.3
5
35f = ° 0.4 °
3.0F / 05 4k
25F
// 0.6 3L
20F
15F 0.7 2
1.0F 0.8 \
1L
05F 0.9
1 1 1 1 1 1 1 1 TI’ 1 1 1 1 1 r
1.5 2.0 25 3.0 35 40 45 1. 0.2 0.4 0.6 0.8 0P
(a) (b)

Figura 20: Lineas de Widom del coeficiente de expansion volumétrico 5" en los espacios termodindmicos
T —p" yp" — T" respectivamente. Es notable la similitud que existe entre estas curvas y las obtenidas para el
escalar de curvatura.

* 03
°* 04

* 05

* 0.6

* 0.7

* 08

* 09

(a) (b)

Figura 21: Lineas de Widom obtenidas a partir de 5" en el espacio 1" — ... Al igual que para R" se observa
un cambio abrupto en la concavidad de las curvas paraa = 0.9 y o = 1.0.

Al igual que en el caso del escalar de curvatura, no se encuentra mas de una raiz en la derivada parcial
de ", lo cual implica que la raiz encontrada en la vecindad del punto critico corresponde al maximo. Por
consiguiente, tanto para R" como 3" ambas metodologias producen los mismos resultados, i.e., empleando
ambos algoritmos numéricos la extension (estado termodindmico final) de la linea de Widom determinada fue
la misma. Puede observarse en las Figuras 20, 21 la similitud en lineas de Widom obtenidas para el coeficiente
de expansion volumétrico y el escalar de curvatura 12" en los tres espacios termodinamicos estudiados en este
trabajo.

De manera andloga, se emplea la funcién F indMaximum para encontrar los méximos en la vecindad del
punto critico para la compresibilidad isotérmica 7., mostradas en las Figuras 23. Se observa que al igual que
en el modelo de VAW los maximos desaparecen mucho més rapido en comparacién con las otras funciones de
respuesta, i.e., las temperaturas a las cudles se observan y terminan los maximos son significativamente menores
que en las otras funciones termodindmicas estudiadas. Debido a ello, se emplea un intervalo numérico mas
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Figura 22: Isotermas de las funciones de respuesta en coordenadas reducidas. Se muestran las distintas isoter-
mas para dos valores distintos de o, donde claramente se observa la aparicion de los maximos en cada una de
ellas. El caso particular de la capacidad calorifica isocdrica es discutido de manera aislada.

corto, 07" = 0.0005, para la bisqueda de los maximos numéricamente, encontrandose que la linea de Widom
para esta funcién de respuesta no se extiende mds alld de 77 = 1.11 para cualquier valor de « estudiado. De
manera similar a las otras lineas de Widom construidas se encuentra un comportamiento andmalo para valores
de o > 0.9 en los tres espacios termodindmicos analizados, particularmente en el espacio 7" — ., en el cual
se observa un cambio en la concavidad de las curvas a partir de dichos valores de «.

Igualmente que para el coeficiente de expansion volumétrico, con el propdsito de verificar que la funcién

FindMaximum estuviese produciendo correctamente los valores mdximos de la compresibilidad isotérmica,
ORI,
op”

sus raices a un valor de temperatura y « fijos. A diferencia de las dos funciones estudiadas previamente, se

se calcula la primer derivada parcial ( ) y mediante la funciéon FindRoot se buscan numéricamente
T .«

. , oK% . ,et . )
determinan dos raices para ( ap{) en la vecindad del punto critico, una de ellas correspondiente al maximo
T o

y la otra correspondiente a un punto de inflexion de la misma.

T'=1.05 a=05 T'=1.106, a=0.5
40 -
0.4
A
f L . L ) 5 Af 0.2
0 0.5 . . . 25 30” okt oKt
-0 apr 0.0 1 . " 1 1 ‘dDr apr
_aof 0.55 0.60 0.6! 0.70 0.75 0.8l
-60 [ -0.2 |
-80 +
—0.4 |
-100 -
(@) (b)
. K, . .
Figura 24: Isotermas de < a’;f) para o = 0.5. En la segunda imagen se muestra un acercamiento de los
T,

cortes con el eje horizontal de dicha derivada, a una temperatura mds elevada, cercana a la temperatura del
estado termodindmico Iimite para este valor de «, ilustrando que las dos raices desaparecen al mismo tiempo
conforme incrementa la temperatura.

Se muestran las isotermas, a un valor de « fijo, de la primer derivada parcial de 7 en la Figura 24. Emplean-
do esta metodologia, se logra ampliar la extension de la linea de Widom en todos los espacios termodindmicos
estudiados, ya que al analizar més cuidadosamente las raices de la primer derivada parcial se encontraron es-
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Figura 23: Lineas de Widom obtenidas a partir de los maximos de la compresibilidad isotérmica k7. Al igual
que las otras lineas de Widom construidas, se observa un comportamiento anémalo para valores de o > 0.9.

tados termodindmicos adicionales que la funcién FindMaximum obviaba. En adicién, se intenta extender la
linea de Widom para la compresibiliad isotérmica empleando los puntos de inflexion encontrados en la primer
derivada, sin embargo, se encuentra que aquellos puntos producian discontinuidades en el espacio 7" — p" en
las curvas obtenidas, por lo cual dicho conjunto de puntos no constituyen estados termodindmicos vélidos para
la extension de las mismas. Cabe mencionar que tanto las raices correspondientes a los maximos, asi como a
los puntos de inflexion desaparecen a el mismo valor de temperatura, como puede observarse en la gréfica de
la primer derivada parcial de k! en la Figura 24. Se muestran las lineas de Widom construidas con base en la
metodologia discutida anteriormente en la Figura 23.

Para el caso particular de la capacidad calorifica isocdrica, calculada a partir de la ec. (73), se determina
que los méximos de esta funcidn de respuesta no tienen asociado un estado termodindmico limite, ya que al
elevar progresivamente la temperatura y graficar dicha isoterma estos siguen estando presentes sin importar el
valor de dicha temperatura.
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Figura 25: Isotermas de la capacidad calorifica isocérica c], para o = 0.3. Se observa que a pesar de disminuir
en altura en las gréficas presentadas, los maximos locales no desaparecen.

Sin embargo, a pesar de que los maximos no desaparecen estos si ocurren a valores cada vez menores de ¢,
aproximandose a un valor de ¢}, = 1.5 conforme se increment6 la temperatura, independientemente del valor
de a, lo cual puede verse en las Figuras 25. Como consecuencia de lo anterior, la linea de Widom construida a
partir de los méximos de la capacidad calorifica isocérica se extiende indefinidamente en los espacios termodi-
namicos analizados en este trabajo, ya que no existe una temperatura 7" a la cual desaparezcan las anomalias
en la vecindad del punto critico.

Finalmente, empleando la relacion entre capacidades calorificas (74) se obtienen las lineas de Widom para
la capacidad calorifica isobdrica, presentadas en la Figura 26.

r

P ° 03 T .
ol .04 201 R
* 05 °
8} 15F
* 0.6 °
6+
0.7 10 .
4k
08 0sf ¢
2 L
0.9 °
L 7 . L L r L . . L . r
12 14 16 18 2.0 T 1. 11 1.2 1.3 1.4 LN
@T" —p" (b) p" =17
Uexr ° 03
el ° 04
* 05
4k
0.6
2r 0.7
L + R e e
ok 1.2 1.2 16 18 2.0 T 0.8
ol 0.9
1.
T r
©T" — gy

Figura 26: Curvas de Widom correspondientes a los maximos de la capacidad calorifica isobdrica c;. Los
valores de o correspondientes a cada curva se listan en la parte derecha de las graficas.

Siguiendo la misma metodologia que para la construccion de las lineas de Widom previas, se emplea pri-
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meramente la funcién FindMaximum para encontrar los maximos locales de ¢;, a un valor de « fijo iterando
sobre un conjunto de temperaturas supercriticas hasta que el valor de p” correspondiente al mdximo fuese ne-

ap”
encontrandose también dos raices para ella en la vecindad del punto critico, correspondientes al méximo local
y, en este caso, a un minimo. Encontrando las raices de esta cantidad, se logra prolongar atin mads la linea de
Widom de los méaximos de ¢;, a comparacion de la extension encontrada usando la funcion FindMaximum.
En la Figura 26 se muestran las curvas obtenidas en los tres espacios termodindmicos correspondientes a los
méximos de ¢, en las cuales se observa, al igual que para el resto de las curvas calculadas a partir de las otras
funciones estudiadas en este trabajo, un comportamiento anémalo para valores de o > 0.9.

. . vy e . , . . . . oc”
gativo. De manera andloga a la compresibilidad isotérmica, se calcula la primer derivada parcial ( ”) ,
T«

T'=13, a=0.
13, a=08 T'=182 a=08

r
ac,

op" r r

000 1 1 1 1 1 1 a
/ 13 14 15~—15 17 18 19P P
1 L 1 i r

-0.05 -

-0.10 -

(a) (b)

Figura 27: Se muestran las isotermas de la primer derivada parcial de c;, elucidando las dos raices de la misma y
como éstas, al igual que para el caso de k7, desaparecen al mismo tiempo conforme se incrementa la temperatura
del sistema.

Al igual que en los otros espacios termodindmicos, los estados termodindmicos finales aumentan en tem-
peratura conforme lo hace el valor de a.. A diferencia del modelo de VAW discutido en el capitulo anterior, la
aparicion del pardmetro o en el modelo de Wolf implica que los estados termodindmicos limite, i.e., la exten-
si6n en la regidn supercritica de las lineas de Widom para las distintas cantidades analizadas en este trabajo
serdn también funciones de «. Para el escalar de curvatura, se determina que existe un comportamiento mono-
tonamente decreciente versus el alcance inverso « en los tres espacios termodindmicos analizados en este texto.

Para concluir esta seccidn y con el prop6sito de proveer la localizacion de las lineas de Widom en el espacio
T" — p” sin tener que rehacer la metodologia numérica anterior, se presentan las lineas de Widom parametriza-
das mediante ajustes polindmicos como funciones del inverso del alcance «. Debido a que una vez obtenidas las
parametrizaciones de las curvas en el espacio 7" — p” automdticamente se obtienen los estados termodindmicos
correspondientes en los otros diagramas de fases mediante el uso de las ecuaciones de estado del sistema, sola-
mente se estudiaron los ajustes en el diagrama temperatura-presion, ya que realizar los ajustes en cada espacio
termodindmico de manera independiente seria repetitivo e innecesario.

Distintos ajustes fueron probados para las lineas de Widom generadas por las distintas funciones de res-
puesta y el escalar de curvatura termodindmico. Dentro de los ajustes considerados, se implementa un ajuste
racional

Z aiTri

P (TT> = 1:10 K
2 b1
=0
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un ajuste polindmico

pr (Tr) — ZaiTri7
i=0
y un ajuste exponencial

pr(T7) = azexp (T"). (75)
=0

De este conjunto de propuestas, se determina que el ajuste exponencial hasta tercer orden se acopla de
manera precisa para la linea de Widom obtenida de los mdximos de la capacidad calorifica isobdrica, cuya
linea de Widom es ampliamente utilizada para un gran nimero de procesos industriales y es la mas cominmente
encontrada en la literatura [20], [17]. Con el propdsito de parametrizar correctamente las lineas de Widom, del
conjunto de coeficientes {a;};_, se escogié el primer coeficiente a; como dependiente del resto al introducir la
constriccion sobre los pardmetros

n

lo cual implica que ay = 1 — e > a; con lo que la parametrizacién exponencial adquiere la forma
=1

pr(T")=1- i a; <6TM — e) ) (76)

i=1

p' p
1.30 |- .
pd Ajuste, @ = 0.3 e — Ajuste, a=0.3
o Ve 125
/ © 03 \ © 03
8t ” 120} )
Ajuste, a = 0.6 Ajuste, a = 0.65
sr 115 |
06 0.65
a8 e 110 )
,,,,, Ajuste, a = 0.95 Ajuste, a = 0.95
2 1.05 ’
0.95 / 0.95
1 1 1 L 1 r
152 154 176 1?8 2?0 Tr 1.02 1.04 1.06 1.08 1.10 T
(a) Ajustes de los maximos de c;; (b) Ajustes de los méaximos de k7

Figura 28: Se presentan los ajustes exponencial y racional para la lineas de Widom obtenidas a partir de los
mdximos de ¢, y ki respectivamente para diferentes valores de «

A continuacién, se calcularon las lineas de Widom de los maximos de ¢, en intervalos de dav = 0.05, a
partir de las cuales se realiz6 una segunda parametrizacion de cada coeficiente a; de la ec. (75) como funcién
del inverso del alcance o empleando un polinomio de cuarto grado en «, lo cual se realiza con el propdsito de
obtener una expresion universal para las lineas de Widom de ¢;,. Mediante dicho procedimiento de doble ajuste,
la expresion obtenida para la linea de Widom es

p'(T") = —e (—4.737290* + 8.47671a” — 4.99430” + 1.62574cr + 1.47058) +
(—0.207397a* + 0.362368a° — 0.186531a2 + 0.0323785a — 0.000522788) ™
+ (—0.1444240* + 1.018140” — 1.40920° + 0.6958220r — 0.112847) €™
+ (—4.38547a" + 7.09621a° — 3.398570* + 0.897545a + 1.58395) e, (77)

a partir de la cual se obtienen las lineas de Widom presentadas en la Figura 28a.
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Para las lineas de Widom obtenidas a partir de los mdximos de 5" y 7. y los minimos de " no es posible
obtener una parametrizacion global de los coeficientes en términos de un ajuste de funciones racionales, debido
posiblemente a la inestabilidad numérica asociada a ciertos valores de «, debido a lo cual no se presenta una
expresion general por medio de un doble ajuste como lo fue para el caso de ¢,. No obstante, para el caso de
un ajuste polindmico si puede obtenerse una expresion generalizada para las lineas de Widom de 5", k7. y
R, aunque desafortunadamente este no reproduce adecuadamente las lineas de Widom, por lo que tampoco
se escoge como opcidn viable para una parametrizacion universal. En las Figuras 28b, 29a, 29b se muestran
tres ajustes para diferentes alcances, para cada una de las funciones termodindmicas analizadas, elucidando la
bondad del ajuste racional para la parametrizacion de estas curvas. Después de probar diferentes alternativas,
se encuentra que polinomios de grado n = 2 en el numerador y denominador del ajuste racional son suficientes
para parametrizar las curvas para todos los valores de « estudiados de las lineas de Widom obtenidas de ', 5"
y R".

3slk e — AJUSIE, a=0.3 sk ) — Ajuste, a=03
° 03 :
30l // 35F 7 0.3
/ Ajuste, a=0.65  3pf 4 Ajuste, a = 0.65
25F / 4
/ 0.65 25f W , 0.65
20 ‘
/ Ajuste, a=0.95  20f | Ajuste, a = 0.95
1s5ff 1500
0.95 o 0.95
1 1 1 1 1 1 L r 1 L 1 1 2
1.5 2.0 25 3.0 35 4.0 45 T 2 3 4 5 v
(a) Maximos de 5" (b) Minimos de R"

Figura 29: Ajustes mediante funciones racionales para el coeficiente de expansion volumétrico y el escalar de
curvatura de Ricci.

3.3.2. Lineas ideales

De manera andloga al fluido de Van-der Waals, se construyeron las lineas ideales, i.e., la linea Zeno y la linea
R = 0 para el modelo de Wolf mediante la resolucion de las ecuaciones que definen los estados termodindmicos
de cada linea. En coordenadas reducidas el factor de compresibilidad para el modelo de Wolf es de la forma

1 oa” 1
Z"(T7,p"a) i= ———p" (—) = Z(T;T", pp") (78)
Z: () ") 22 ()

donde Z («) es el factor de compresibilidad critico el cual para este modelo depende del pardmetro «.. A partir
de ello, encontrar los estados termodindmicos correspondientes a la linea Zeno equivale a resolver la ecuacién

o (W) — (79)
0p" ) e Zi(a)

La resolucidon de esta igualdad, de manera andloga a la metodologia general de este trabajo, se lleva a cabo em-
pleando FindRoot. Primeramente, a un valor de « fijo se calcula el factor de compresibilidad critico Z* («)
a partir del cual, a una temperatura supercritica fija 7; se emple6 el algoritmo FindRoot en Mathematica
para encontrar la solucién en p” a la ecuacién implicita dada por la ec. 79, obteniendo asi un estado termo-
dindmico (17, p}) correspondiente a la linea Zeno. Lo anterior se realiza para un conjunto de isotermas de la
ecuacion (79) para los valores de v explorados en la construccion de las otras lineas separatrices en este trabajo.
Se empla una precisiéon numérica de cinco cifras significativas para la determinacién de las raices numéricas en
densidad para la linea Zeno.
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Figura 30: Isotermas del factor de compresibilidad Z" como funcion de p” y sus intersecciones con el inverso
del factor de compresibilidad critico Z («) para distintos valores de «, representada por la linea azul en ambas
Figuras.

Como puede verse en las Figuras 30, las intersecciones de las isotermas de Z” con su respectivo valor
critico pueden, en principio, extenderse a valores subcriticos de la temperatura reducida 7". Se observa que
para todos los valores de o considerados en este trabajo, un valor de 7" ~ (.7 produce soluciones en densidad
del orden de p" ~ 3, es decir, 3 veces la densidad criticas lo cual se adentra en la region sélida del espacio
termodindmico p" — 1" [43], raz6n por la cual no se exploran soluciones a la ecuacién (79) tal que produjesen
densidades del orden de tres veces la densidad critica. Lo anterior es un criterio aproximado para la exploracién
de valores de densidad relevantes, el cual fue adoptado del conocimiento de otros sistemas fluidos [44], [45].
Teniendo en cuenta las restricciones anteriores, se obtienen las lineas Zeno para cada valor de « en los espacios
termodindmicos 7" — p", p” — 1", mostradas en la Figura 31.

p e 0.3 Tr
e 04 25
6 L
* 05 20F
a4t © 06 15f
° 0.7
1.0+
2 -
0.8
0.5
. 0.9
0'0 1 1 1 1 1 1 pr
0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
1.
(@1 —p" (d) p" =17

Figura 31: Lineas Zeno para el fluido tipo Wolf. Los valores de « para cada curva se muestran en la parte
derecha de las grdficas.

Se encuentra que para el fluido tipo Wolf las lineas Zeno para valores de a pequeiios, es decir, alcances
largos del potencial, siguen una tendencia aproximadamente lineal, lo cual es observado en el modelo de Van-
der Waals asi como en datos experimentales de otro tipo de sistemas [43], [44], [45], mientras que para alcances
pequeios del potencial las lineas obtenidas comienzan a presentar un comportamiento convexo en el diagrama
p" —T". Se construyen también las lineas ideales en el espacio 1" — p. ., presentadas en la Figura 32.
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Figura 32: Lineas Zeno para el fluido tipo Wolf en el espacio termodindmicoT" — p,.. Se observa un compor-
tamiento anomalo para o = 0.7, elucidado en la primer Figura. Al igual que para otras curvas obtenidas en este
trabajo, se observa un cambio en la concavidad de las curvas a partir de o = 0.8 en este espacio termodindmico.

Se observa un comportamiento andmalo para la linea Zeno en el espacio 1" — p/, para un valor de o = 0.7,
el cual no es reflejado en los otros espacios termodindmicos estudiados. Asi mismo, de manera similar a otras
funciones termodindmicas estudiadas en este trabajo, se observa un cambio en la concavidad de las lineas ob-
tenidas conforme el rango inverso « incrementaba, teniendo un “punto de inflexion” en o = 0.8.

Una vez construidas la lineas Zeno para el fluido tipo Wolf se busca determinar los estados termodindmicos
que anulan al escalar de curvatura, i.e., encontrar la linea R = 0, definida mediante la ecuacién

R (T",p";a) = 0. (80)

A partir de la expresion (27) para el escalar de curvatura en coordenadas criticas, se buscan numéricamente
soluciones isotérmicas a la ecuacién (80) fijando un valor de a y un valor de temperatura empleando la funcién
FindRoot, cuya semilla inicial se basa en las graficas de las isotermas del escalar de curvatura.

a=04 T=15
RM . '
a=04 — T'=15
—pf = T =17 R’
4 — T'=17
0.00010 +
— T'=19
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— T = 0.00005
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— T'=23 f—T=
= p T=23
— T'=25 — T'=25
-0.00005 ~
-10 -
— T'=27 — T=27
=12 1 -0.00010 ~
- — T'=29 — T=29
(a) (b)

Figura 33: Isotermas del escalar de curvatura para o« = (0.4. El valor de temperatura de cada isoterma se
presenta en la parte derecha de las graficas. En la segunda Figura se muestra un acercamiento de las isotermas,
elucidando que todas las soluciones ocurren a valores de densidad extremadamente altos.
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Figura 34: Isotermas del escalar de curvatura para o = 0.8. Al igual que para o = 0.4 (asi como para todos los
valores de v explorados en este trabajo) el conjunto solucion para la linea ideal se encuentra en densidades del
orden p" ~ 6.

Como es evidente de las Figuras 33 y 34, los valores de densidad que corresponden a la anulacién de R”
ocurren a densidades del orden p" ~ 7 paraun a« = 0.4y p" ~ 6 para o = 0.8, es decir, el conjunto de
estados termodindmicos solucion de la igualdad que define esta linea ideal se encuentra en valores del orden de
siete veces la densidad reducida, densidades que probablemente se encuentren en la fase sélida del diagrama
de fases p" — T, lo cual implica que la ecuacion de estado empleada para el calculo de R" no es capaz de
predecir correctamente los estados termodindmicos de la linea R = 0, imponiendo asi una limitacion en el
modelo, como también sucede para el caso de la linea & = 0 para el fluido tipo Van-der Waals. Asi mismo,
se determina que tanto la presién como el potencial quimico de exceso divergen al ser evaluados en estos
estados termodindmicos encontrados, lo cual es otro indicador de que la ecuacién de estado esta limitada en
la prediccién de la linea R = 0. Debido a lo anterior, no se puede realizar una comparacion cuantitativa entre
la linea Zeno y la linea R = 0, ya que los estados termodinamicos que componen esta ultima suceden a
densidades que posiblemente correspondan a la regién sélida del diagrama de fases p” — 71", fuera del alcance
de la ecuacidn de estado empleada para calcular las propiedades termodindmicas del fluido.

3.3.3. Lineas PCI*

Las lineas PCI, definidas en el capitulo previo, y construidas para el fluido tipo VAW, proponen resolver
la inconsistencia entre la existencia de una unica linea como curva separatriz en la regién supercritica y el
principio de universalidad de fendmenos criticos [24]. Esta seccién del capitulo estd dedicada a aplicar esta
nueva metodologia a la construccién de las lineas PCI a sistemas cargados cuyas interacciones Coulémbicas
intermoleculares pueden ser descritas mediante el potencial de Wolf. Al igual que las otras propuestas de curvas
separatrices discutidas hasta ahora, se trabajara en unidades reducidas respecto a los pardmetros criticos, con «
siendo el pardmetro libre que caracteriza el tipo de sistemas discutidos en este trabajo.

En coordenadas reducidas, la presion “desplazada” estara dada por

5p7“ (Tr’pr) Epr (Tr’pr) _pr (TT71)7 (81)

ya que en coordenadas criticas, p” = 1.

La susceptibilidad isotérmica, denotada por 0" serd calculada mediante

__
().
op™ )
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a partir de la cual, mediante la bisqueda de sus maximos locales, se construyen las lineas PCI,

El algoritmo para construir las lineas PCI para el fluido tipo Wolf consisti6 en:

= Calcular Ia presién desplazada, empleando la ecuacion (81). Las isotermas de dp”, a un valor de « fijo,
se intersectan en el punto (1,0), ya que en la is6cora critica, ép” (177, 1) = 0.

= Una vez obtenida la presion desplazada, se fija un valor para «, denotado por «y, y para ép”, denotado
por dpy, a partir de lo cual se obtiene una relacién implicita entre las coordenadas termodindmicas 1" y
p". Matematicamente, se buscan soluciones numéricas a la ecuacién implicita

op" (T, p"; o) — 0py = 0. (83)

A continuacion, habiendo fijado dp{; y @ = v, se soluciona numéricamente de manera iterativa sobre
un arreglo de temperaturas supercriticas {7} con lo cual se obtiene una correspondiente solucién para
pi. Mediante este procedimiento, se obtiene un conjunto de estados termodindmicos {(77, p;)} solucion,
los cuales son sustituidos en la expresion para la susceptibilidad isotérmica, obteniéndose entonces una
curva en el espacio 7" — 0" donde se observa graficamente un maximo.

= Una vez obtenida la curva en el espacio 7" — " se encuentra el maximo de la misma, i.e., el estado
termodindmico (77, p7) tal que 6" presenta un maximo local. Ello se realiza de manera numérica esco-
giendo el estado termodindmico (7", p") que produzca el supremo del arreglo de valores obtenidos para
0". Lo anterior se realiz6 implementando un sencillo algoritmo de busqueda del mayor elemento de un
arreglo, iterando sobre cada elemento del mismo. Dicho estado termodindmico corresponde a un punto
en la linea PCI, el cual se sutituye en la presion reducida p” (17, p"), obteniéndose finalmente un punto
de la linea PCI en el diagrama de fases 7" — p".

= Finalmente, lo anterior se repite para distintos valores de dpj, los cudles definirdan los puntos que con-
forman las lineas PCI*. La curva PCI* corresponde a aquellos estados termodindmicos obtenidos para
valores positivos de dp)., mientras que la curva PCI~ corresponde a aquellos estados termodindmicos

obtenidos para valores negativos de dp;.

Empleando este algoritmo, se construyen las lineas PCIF para los distintos valores del inverso del alcance
« considerados en este trabajo.

Como sucede para el caso de VAW, la linea PCI™ no tiene una extensién delimitada en el espacio 7" — p”,
i.e., esta puede extenderse de manera ilimitada ya que numéricamente se encuentran soluciones mediante el
algoritmo anterior para valores de dp; > 50. Este comportamiento no se observa en las demds lineas de Widom
calculadas, ya que los extremos que las originan eventualmente desaparecen en la region supercritica. Por otro
lado, se encuentra que la linea PCI~ si estd delimitada en el espacio T — p”, encontrandose que para todos los
valores de o explorados en este trabajo esta no se extiende mds alld de dpj; < —0.9.
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Figura 35: Se muestra la susceptibilidad isotérmica 0" para distintos valores de 0p” (correspondientes a dp;, en
la implementacion algoritmica) como funcion de la temperatura. Se observan claramente maximos locales en
la vecindad del punto critico en el diagrama T" — p”, los cuales constituyen la lineas PCI".

En la Figura 35 se muestra la susceptibilidad isotérmica #” como funcién de la temperatura para o« = 0.3 'y
a = 0.8. Se observa claramente el conjunto de méximos locales a partir de los cudles se construyen las lineas
PCI *. Para valores negativos de 6p” se observa que los miximos desaparecen mucho més rdpidamente que
para valores positivos de dp". Este comportamiento también se observa para el fluido de VAW, asi como para
el fluido tipo pozo cuadrado (SW), discutido mds adelante.
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Figura 36: Lineas PCI * para el fluido tipo Wolf como funcién del inverso del alcance o.. Se muestra la extension
de las lineas hasta un valor de ép{, = 30 para el caso positivo y un valor de dp; = —0.9 para el caso negativo.

Se muestran las lineas PCI* obtenidas como funcién del pardmetro « para el fluido tipo Wolf en la Figura
36.

3.3.4. Comparacion con el fluido tipo pozo cuadrado

La ultima seccién de este trabajo estd dedicada a la construccion de todas las curvas separatrices presentadas
anteriormente para sistemas fluidos que son modelados mediante un potencial de interaccién molecular de tipo
pozo cuadrado (SW). Una vez construidas las curvas, se analiza la equivalencia tedrica entre los pardmetros o
y A, que respectivamente caracterizan a los sistemas tipo Wolf y tipo SW y cémo es que dicha equivalencia se
refleja en la construccion de curvas separatrices en la region supercritica de ambos sistemas.

Dentro de las metodologias existentes para modelar el comportamiento de fluidos reales, la descripcion de
interacciones intermoleculares por medio de un potencial de tipo SW provee un modelo sencillo, pero poderoso
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para la descripcion cuantitativa de propiedades termodindmicas de sistemas fluidos [4]. El pozo de potencial
atractivo se define mediante [4]

oo ,r<o
wsw(r)=q¢—€ ,o<r<\o, (84)
0 7> Ao
donde X es el rango del potencial, € la profundidad del pozo, o es el didmetro de esfera dura y finalmente r es
la distancia intermolecular [40]. En coordenadas reducidas respecto a los pardmetros fisicos que caracterizan
este sistema, 1.e., definiendo x = g el potencial reducido adquiere la forma

oo ,rz<l1
posw(@)=49 -1 ,1<x<\.
0 LT > A

. 1
Yoy (r) ==

A densidades bajas y temperaturas altas la condicion cinética se reduce a igualar la constantes atractivas de
Van-der Waals de ambos sistemas, i.e. [38]

27 /OO 22¢Y, (v) dr = 27 /00 22 o5y () d. (85)
1 1

La relacién anterior proviene de una igualacion energética de los potenciales, es decir, la integracion del po-
tencial de cada uno de ellos sobre fodo el espacio. Cabe notar que este criterio no toma en cuenta fluctuaciones
termodindmicas en el sistemas, es decir, la igualacion se hace sin tomar en cuenta la temperatura o densidad de
de ambos sistemas. Criterios mds generales si consideran el estado termodindmico como relevante en la equi-
valencia de los dos sistemas. La integral para el potencial de pozo cuadrado es sencilla de evaluar, resultando

en
1

/ dz? iy (v)dr = 3 (1-)?).
1

La integral para el potencial de Wolf, aunque mas complicada, posee también una resolucion analitica. Eva-
ludndola en Mathemética esta resulta en

6o _ (202 + 5) erfc(2) + (602 — 3) erfe(a) + 2=

002* d:_ﬁ s
[ iy ) as —

Consecuentemente, igualando ambos resultados se obtiene la ecuacion

—a?
Ly —8e =2 — (20 + 5) erfe(2) + (60 — 3) erfe(a) + 22= 56)
5 )= 1202 ’
la cual relaciona los pardmetros A y o para ambos sistemas, lo que permite analizar su equivalencia exclu-
sivamente en términos de sus pardmetros caracteristicos, resolviendo para A en funcién de « o viceversa segtin

resulte mas conveniente.

Los valores tipicos en los cuales se encuentra el pardmetro A estdn en el intervalo 1.2 < A < 2, cu-
ya limitacién es debida a que son valores en este rango los utilizados, mediante simulaciones computacio-
nales, para obtener los términos de la expansién perturbativa en la energia libre de Helmholtz empleada
para calcular propiedades termodindmicas de fluidos que son modelados mediante este potencial [40] [4].
Debido a ello, se escogieron los valores {\;} = {1.2,1.5,1.99} a partir de los cuales se resuelve numéri-
camente la ecuacidon (86) para cada valor de este conjunto, obteniéndose respectivamente los valores para
{a;} ={0.692112,0.46362,0.300123}.
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Para construir la termodindmica del fluido tipo pozo cuadrado, se sigue un procedimiento virtualmente
idéntico al presentado para el fluido tipo Wolf, ya que aunque representan sistemas fisicos diferentes, su cons-
trucciéon matemadtica es idéntica, difiriendo solamente en el pardmetro de alcance que caracteriza a ambos
sistemas. Por consiguiente, todas las expresiones desarrolladas para el fluido tipo Wolf, i.e., ecuaciones de es-
tado y funciones de respuesta son calculadas usando las mismas expresiones que para el fluido tipo Wolf. A
pesar de que matemdticamente sean sistemas equivalentes, la diferencia reside en los términos perturbativos de
la energia libre, ya que estos son calculados de manera distinta al fluido tipo Wolf, como se muestra a conti-
nuacion.

La expresion completa para la energia libre de Helmholtz para el fluido tipo pozo cuadrado es

A Aid +A”S+ A n Ay
NkgT ~ NkgT ~ NkgT  NkgT  NkgT’
donde, al igual que para el fluido tipo Wolf, los dos primeros términos que componen a la energia libre de
Helmholtz del sistema, i.e., las contribuciones de referencia (gas ideal y esferas duras) son idénticos para el
fluido tipo pozo cuadrado. El primer coeficiente perturbativo esta dado por [4]

(87)

A’ - 127]/A drg™® (z; \) 2
NkgT kT 1), M

donde g% (; \) es la funcién de distribucién radial del fluido de referencia de esferas duras. Mediante una serie
de aproximaciones involucrando el limite de Van-der Waals y el limite de campo medio puede demostrarse que
el primer coeficiente perturbativo adquiere la forma [4]

Ay ___¢ naMF 1 —nepy/2

NEsT kT (1= gegy)
donde oM = 4 (A\* — 1) es un factor de escala debido a la aproximacién de campo medio y 7. ;s fue obtenido
mediante un ajuste de funciones racionales empleando aproximantes de Padé, obteniendo

(88)

an + cn?
Neff (1 0377)3 ; (89)
donde los coeficientes estdn dados por la matriz [4]
)\71
1 —3.16492 13.3501 —14.8057 5.70286 \-2
e | = 43.0042 —191.662 273.897 —128.933 \-3
C3 65.0419 —266.463 361.043 —-162.7 |

El segundo coeficiente perturbativo tiene la forma [4]

./42 € HS 8 ./41
g K _ _—
NkgT kT~ "on \NksT )’ ©0)

1 — )4
donde K5 = (=)

1+ 4n + 4n?
expresion completa para la energia libre se calculan las funciones termodindmicas correspondientes mediante

el mismo procedimiento que para el fluido de Wolf, obteniéndose las curvas de coexistencia presentadas en la
Figura 37.

es la compresibilidad isotérmica de esferas duras [41]. Una vez obtenida la
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Figura 37: Curvas de coexistencia obtenidas para el fluido SW en el espacio termodindmico p" — T". Se
muestran los distintos valores de \ empleados para su posterior comparacion con el fluido tipo Wolf.

Habiendo obtenido la equivalencia entre los pardmetros A y o de ambos sistemas, se construyen las lineas
de Widom para las distintas funciones de respuesta analizadas en este trabajo. De manera andloga que para
el fluido tipo Wolf, se encuentra primeramente la primer derivada de la funcién de respuesta estudiada, y se
buscaron sus raices de manera numérica a un valor fijo de A\, Ay, encontrando asi el mdximo correspondiente.
El proceso se repite de manera iterativa sobre un conjunto de valores de temperatura supercriticos hasta que
no se encontrasen mds las raices de la primer derivada de la funcién de respuesta. En las Figuras 38, 39 y 40
se muestra la comparacion entre las lineas de Widom para el fluido SW y el fluido tipo Wolf en los espacios
termodindmicos 7" — p", p" — 1" y T" — pu! . para el coeficiente de expansion volumétrico 3", la compresi-
bilidad isotérmica r7 y finalmente para la capacidad calorifica isobdrica c;. Para todos los casos analizados,
se observa una tendencia similar en ambos sistemas, i.e., la forma de las curvas obtenidas en los tres espacios
termodindmicos analizados fue similar, encontrdndose que los estados termodindmicos finales del fluido SW
también aumentan en temperatura conforme lo hace el pardmetro A en los espacios 7" — p" y p" — T" para
B"y k.. A diferencia de las dos funciones de respuesta anteriores, se observa que para la capacidad calorifica
isobdrica la extension en temperatura de las lineas de Widom no crece conforme lo hace A, como puede verse
en la Figura 26, particularmente en el diagrama p” — 1" donde se observa que la linea de Widom para A = 1.5
se extiende mds alld que aquella para la cual A = 1.99.

A pesar de que los modelos describen distintos tipos de sistemas fisicos, cabe notar la relativa similitud
entre la curvatura de las lineas de Widom para ambos sistemas, lo cual parece indicar que las suposiciones
hechas previamente acerca de la equivalencia entre los pardmetros fisicos del sistema, para poder obtener A
como funcién de o 0 viceversa, estan sustentadas por esta similitud.
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Figura 38: Lineas de Widom obtenidas para el coeficiente de expansion volumétrico 5" en los sistemas SW 'y
Wolf.
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Figura 39: Lineas de Widom correspondientes a los maximos de x7. para ambos sistemas.
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Figura 40: Se muestran las lineas de Widom obtenidas para la capacidad calorfica isobarica c;,.

Para concluir el capitulo se presenta la comparacién entre las lineas PCI * para ambos sistemas fluidos. El
algoritmo para la construccién de las lineas PCI* para el fluido SW se lleva a cabo de manera virtualmente
idéntica a las del fluido tipo Wolf, fijando primeramente un valor de A y posteriormente encontrando los corres-
pondientes estados termodindmicos que maximizan la susceptibilidad isotérmica y a partir de ello capturarlos
en el espacio 7" — p". Las lineas PCI * obtenidas con base en los valores de o obtenidos mediante la ecuacién
(86) se muestran en la Figura 41, visualizadas en el espacio termodindmico 7" — p". Se observa una extraor-
dinaria similitud para ambos sistemas para o« = 3y A = 1.99, lo cual parece indicar que en el limite de largos
alcances ambos sistemas exhiben propiedades termodindmicas similares. A diferencia de las lineas de Widom
obtenidas, donde se nota una diferencia significativa para largos alcances en ambos sistemas, las lineas PCI
*+ parecen capturar un comportamiento similar entre ambos sistemas, lo cual indica que éstas podrian ser un
candidato mds adecuado para la separacién de fases en la region supercritica de este tipo de sistemas fluidos.
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Figura 41: Lineas PCI* para los fluidos tipo SW y tipo Wolf. Se encontré que conforme « decrecia las curvas
encontradas crecian en similitud con el fluido tipo SW.
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4. Discusion y conclusiones

Se presentaron diversas propuestas de curvas separatrices en la region supercritica y las metodologias em-
pleadas para la construccién de las mismas mediante distintos algoritmos numéricos, respaldados por la re-
presentacion grafica de las isotermas relevantes de las funciones termodindmicas que las originan. Debido a la
compleja naturaleza de los sistemas fluidos, y mds atin de fluidos cargados se aplicé la metodologia general
presentada en este trabajo para fluidos descritos por la ecuacion de estado de Van-der Waals, la cual, debido
a su forma explicita, permite una comparacion analitica entre las metodologias numéricas para la construc-
cién de la termodindmica del sistema y las respectivas curvas separatrices supercriticas y la forma analitica
de estas ecuaciones, obteniéndose los mismo resultados empleando ambos métodos. Habiendo verificado que
los algoritmos numéricos funcionasen para el fluido VAW, se procedié a calcular la termodindmica y curvas
separatrices supercriticas para el fluido tipo Wolf. Las ubiquidad de las interacciones electrostdticas implica
que la busqueda tedrica y experimental de una descripcion universal de la dindmica de sistemas cargados esté
perpetuamente siendo refinada y actualizada, siendo la termodindmica una poderosa herramienta que permite
un andlisis general acerca de las propiedades de dichos sistemas mediante sencillas herramientas matematicas,
como lo son las funciones de respuesta y mds recientemente el escalar de curvatura de Ricci termodindmico.
Adicionalmente, fue de interés obtener la linea Zeno para este sistema, en la cual se observé un comportamien-
to aproximadamente lineal, similar a lo observado experimentalmente, y predicho en otros sistemas (Van-der
Waals, por ejemplo), desvidndose conforme crecia el pardmetro «, exhibiendo progresivamente un cambio en
la concavidad de las lineas en el diagrama p" — 71"

Aunque la descripcion universal de sistemas cargados en equilibrio estd lejos de ser consumada, este trabajo
pretende contribuir, mediante el uso de la termodindmica como herramienta principal, a dicha bisqueda de una
descripcion universal, particularmente para aquellos subsistemas cuyas interacciones moleculares son simula-
das mediante la metodologia numérica introducida por Wolf et. al [7]. El método de Wolf ha sido aplicado para
describir un gran ndmero de sistemas, particularmente sistemas electroliticos, en los cuales la herramienta es-
tandar, el método de suma de Ewald, carece del poder de computo necesario para predecir de manera eficiente
la dindmica molecular i6nica de fluidos complejos, ya que al ser el potencial Coulémbico de largo alcance,
la suma en el espacio de Fourier en el método de Ewald es computacionalmente costosa [7]. No obstante, la
comparacion termodindmica con el fluido modelado mediante un potencial de pozo cuadrado (SW) elucidé
ciertas similitudes entre ambos sistemas, lo cual, a pesar de ser sistemas distintos, no deberia ser de mucha
sorpresa ya que en primer lugar, ambos pertenecen a la categoria de potenciales de interaccion discontinuos
(i.e., son potenciales definidos a trozos) y en segundo, los pardmetros caracteristicos de cada sistema, A y «
estan relacionados a nociones de longitud en cada tipo de sistema. Esta primera similitud puede identificarse en
el parecido de las curvas de coexistencia entre ambos sistemas para valores pequefios del inverso del alcance
para fluido tipo Wolf (o ~ 0.3) y valores grandes del rango en el fluido SW (A ~ 2), lo cual fue consistente
con el cdlculo explicito entre los pardmetros del sistema. Esta equivalencia fue particularmente reflejada en la
construccion de las lineas PCI, donde se observé una gran similitud entre la linea PCI * para largos alcances
del potencial de Wolf, i.e., & = 0.3. La aparicion de maximos locales en las lineas de Widom obtenidas a partir
de los extremos del coeficiente de expansion volumétrico y el escalar de curvatura de Ricci es atin una cuestién
que amerita ser investigada con mayor detalle, ya que esto solo sucede en el espacio termodindmico 7" —p". Es
interesante notar que se obtiene una forma similar de dos cantidades aparentemente disconexas, el coeficiente
de expansion volumétrico y el escalar de curvatura, y ain en el modelo de VAW se observa esta similitud en
las lineas de Widom obtenidas, lo cual podria indicar una conexidn atin no establecida entre las dos cantidades.
En resumen, este trabajo ha sido un intento de establecer, a través de un enfoque termodindmico, lineas sepa-
ratrices en la region supercritica de sistemas cargados (los cuales obedecen el principio de electroneutralidad
global), uniéndose al revivido interés actual que busca retar la vision candnica acerca de la existencia de una
unica fase fluida supercritica, mediante diferentes metodologias, las cudles en principio, dada una forma de la
energia libre del sistema estudiado, pueden ser aplicadas a un gran nimero de sistemas distintos, demostrando
el gran alcance que posee el enfoque termodindmico para estudiar el mundo natural.
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A. Algoritmos numéricos en Mathematica

En este apéndice se describen brevemente los algoritmos empleados por los médulos de Mathematica
utilizados en este trabajo para la construccion de las lineas de Widom, particularmente para encontrar raices de
ecuaciones no lineales. De acuerdo con la documentacién de Mathematica el algoritmo FindRoot tiene
la siguiente estructura general

FindRoot [lhs == rhs,{z, x¢ }]

donde [hs y rhs representan respectivamente ambos lados de la igualdad numérica que se busca resolver,
x es la variable sobre la cual se resuelve la igualdad y x es la raiz numérica inicial del algoritmo a partir de la
cual éste comienza la bisqueda de soluciones. El algoritmo por default que emplea FindRoot es el método
de Newton-Raphson, descrito brevemente a continuacion. Sea f : R — R una funcién al menos dos veces
diferenciable alrededor de la raiz £&. Una expansion en serie de Taylor alrededor del punto =y de f implica

1 1 1 2 £(2
£ @)= f (o) + 570 = 20) [ (@) + o = 202 f () 4+,

dn
donde ™ (z) = y f(x)
x’l’b
A partir de la expresion anterior, se obtiene el método iterativo resolviendo para la raiz £ = x,,; (por
definicion f(&) = 0) a partir de la semilla inicial x, = z,. a primer orden, resultando en [46]

f(z,)
70 (a)

Alternativamente, FindRoot puede llamarse en el c6digo usando la implementacion

LTyl = Ty —

FindRoot [lhs == rhs,{z, xo, 21 }],

donde se proveen los valores x(, x; como primeras posibles raices de la ecuacién [hs == rhs, evitando
el uso de derivadas y por lo tanto empleando otros métodos numéricos para la determinacién de las raices,
como el método de la secante. Este método se basa en la sustitucion de la primer derivada en el método de
Newton-Raphson por un cociente de diferencias finitas, resultando en [46]

B Ty — Tp_1
Top1 = 2 f () flx,) — fz)

Finalmente, se emplea el médulo FindFit para encontrar la curva que mejor se ajuste a las lineas de
Widom obtenidas a partir de las distintas funciones termodindmicas estudiadas en este trabajo. El médulo tiene
la siguiente estructura

FindFit [{data}, {expr, cons}, {pars},{vars}].

El parametro data es el conjunto de puntos a partir de los cuales se ajusta la curva, expr es la funcién
que se busca ajustar al conjunto de datos, cons es una lista de constricciones sobre los parametros del ajuste
(igualdades, desigualdades u otro tipo de constricciones matematicas), pars son los pardmetros de la funcién
de ajuste y finalmente vars es el conjunto de variables (coordenadas) que son funcidn del mejor ajuste de expr.
Por default, FindFit emplea minimos cuadrados para encontrar el conjunto de funciones que mejor se ajusta
a los datos del modelo.

Para el andlisis de la bondad de ajuste en las lineas de Widom se emplean los médulos PearsonCorrelationTes
y PearsonChiSquareTest. Ambos modulos poseen gran flexibilidad para el analisis estadistico de un
conjunto de datos, teniendo el médulo PearsonCorrelationTest la siguiente estructura general:

PearsonCorrelationTest|vy, ve, “property”],
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donde v; y v2 son vectores (listas) y el argumento “properties” provee un andlisis estadistico de los datos,
como el p —wvalue, el coeficiente de correlacidn entre otras pruebas estadisticas comunes [50]. Mathematica
calcula la correlacién entre dos vectores mediante el médulo Correlation[v,w] a partir de la ecuacién

o Ovw
Cow =
OyOw

donde o0,, = Covariance[v,w]y o, = Variance|z], ambos médulos pertenecientes también a
Mathemat ica. De manera similar, PearsonChiSquareTests tiene la forma general

PearsonChiSquareTest/|data, dist, “property”].

En este médulo, data puede ser un vector o matriz, dist es la distribucion de probabilidad con respec-
to a la cual se busca comparar data e igual que para el caso de PearsonCorrelationTest property
es un conjunto de argumentos para proveer distintos valores estadisticos del andlisis de data. Un posible ar-
gumento para “property” es “PValue” el cual modifica el tipo de retorno del médulo de tal manera que re-
gresa el valor p correspondiente a la comparacién entre data y dist. Otro posible argumento para el médulo
PearsonChiSquareTest es “TestStatistic”, el cual es equivalente a calcular el coeficiente de correlacion
provisto por el médulo Correlation[v,w].

B. Analisis de la bondad de ajustes en la parametrizacion de las lineas
de Widom.

Con el objetivo de cuantificar la bondad del ajuste obtenido para las lineas de Widom del fluido de Wolf, se
calcul¢ el coeficiente de correlacion de Pearson, definido como

=0
donde e; representa el i-€simo punto esperado y o; el i-€simo punto observado. Asi mismo, empleando el
moédulo PearsonCorrelationTest, se calcula el coeficiente de correlacion ( como medida de la bondad
de los ajustes encontrados para las lineas de Widom. Asi mismo, se emplea el coeficiente de correlacion de
Pearson 2 para caracterizar la semejanza que existe entre el ajuste parametrizado como funcién de o para
las lineas de Widom y los puntos obtenidos de la misma. Si las frecuencias observadas son similares a las
esperadas el valor de x? serd pequefio, lo que indica que el ajuste encontrado es adecuado [49]. Para el caso
de las lineas de Widom obtenidas a partir de la capacidad calorifica isobdrica se compara la linea de Widom
producida por el polinomio general (ec. (77)) con las lineas de Widom obtenidas mediante las metodologias
del capitulo, obteniendo los resultados presentados en la primer tabla de 2. Para las lineas de Widom obtenidas
a partir de 8", k7. y R" la cuantificacién para la bondad del ajuste del resto de las lineas de Widom obtenidas
a partir de las distintas funciones termodindmicas estudiadas en este trabajo se realiza comparando un ajuste
particular para cada valor de «, ya que a diferencia de ¢j,, un doble ajuste como funcién de « no pudo ser
obtenido para el resto de las funciones termodindmicas. Se resumen los valores obtenidos para la correlacion
entre las lineas de Widom predichas y ajustadas para 7 en la segunda tabla de la figura 2. Asi mismo, se
presentan la estadistica obtenida para el coeficiente de expansion volumétrico 5" y el escalar de curvatura
termodindmico R" en la figura 3. Se observé una fuerte correspondencia entre los datos obtenidos de las lineas
de Widom y el ajuste predicho para todas las funciones termodindmicas estudiadas. Cabe destacar la fuerte
correlacion existente entre el ajuste global de la linea de Widom obtenida a partir de ¢;, con los valores esperados
correspondientes, ya que esta fue la Unica curva para la cual pudo ser obtenida una parametrizacién global
mediante un doble ajuste del pardmetro «, el cual caracteriza el sistema.
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Bondad de ajuste de ¢, como funcién de o Bondad de ajuste de 7. como funcién de
o ¢ valor p x? o ¢ valor p x>
0.30 | 0.999606 L. 0.0956802 0.30 | 0.999855 | 0.997898 | 0.000136126
0.35 | 0.99993 | 0.999999 | 0.0112067 0.35 | 0.999754 | 0.997911 | 0.000224363
0.40 | 0.999795 | 0.999999 | 0.0315635 0.40 | 0.99991 | 0.99946 | 0.0000799672
0.45 | 0.999877 | 0.999999 | 0.0211424 0.45 | 0.99978 | 0.990358 | 0.000188258
0.50 | 0.999986 | 0.999999 | 0.00333308 0.50 | 0.999872 | 0.996011 | 0.000105965
0.55 | 0.999986 | 0.999995 | 0.00311132 0.55 | 0.999895 | 0.99938 | 0.0000835255
0.60 | 0.99997 1. 0.0052845 0.60 | 0.999901 | 0.996791 | 0.0000757076
0.65 | 0.999979 L. 0.00398319 0.65 | 0.9999 | 0.99994 | 0.0000728002
0.70 | 0.999989 | 0.999906 | 0.00130284 0.70 | 0.999905 | 0.998455 | 0.0000668473
0.75 | 0.999987 | 0.999993 | 0.00113347 0.75 | 0.999926 | 0.999353 | 0.0000502825
0.80 | 0.999949 | 0.999993 | 0.0054377 0.80 | 0.999892 | 0.999819 | 0.0000722834
0.85 | 0.999975 | 0.999993 | 0.00297064 0.85 | 0.999937 | 0.999841 | 0.0000425723
0.90 | 0.999976 | 0.999965 | 0.00316978 0.90 | 0.999927 | 0.998538 | 0.0000528385
0.95 | 0.999858 L. 0.0264102 0.95 | 0.999919 | 0.998983 | 0.0000660065
1.00 | 0.999704 | 0.999999 | 0.0481587 1.00 | 0.999892 | 0.995647 | 0.000108742

Cuadro 2: Estadistica de la bondad del ajuste de las lineas de Widom obtenidas de los extremos de ¢, y K.
Cabe notar que los valores obtenidos para c;, provienen de un doble ajuste sobre «, a diferencia de los obtenidos
para K.

Bondad de ajuste de 5" como funcién de « Bondad de ajuste de R" como funcién de «

o valor p ¢ x? o ¢ valor p x>
0.30 1. 1. 0.0000829481 0.30 | 0.999995 | 0.99999 | 0.00237444
0.35 1. 0.999999 | 0.000105052 0.35 | 0.999994 | 0.999997 | 0.00235027
0.40 | 0.999999 1. 0.000139634 0.40 | 0.999994 | 0.999999 | 0.00236406
0.45 | 0.999999 1. 0.000192113 0.45 | 0.999994 | 0.99997 | 0.00236005
0.50 | 0.999999 | 0.999993 | 0.000269533 0.50 | 0.999993 | 0.999997 | 0.00234402
0.55 | 0.999998 1. 0.000379934 0.55 | 0.999993 | 0.999999 | 0.00239789
0.60 | 0.999998 | 0.99999 | 0.000530208 0.60 | 0.999992 | 0.999997 | 0.0024693
0.65 | 0.999997 | 0.99999 | 0.000720959 0.65 | 0.999991 | 0.999999 | 0.00261717
0.70 | 0.999996 1. 0.000835732 0.70 | 0.999989 | 0.997188 | 0.00287832
0.75 | 0.999996 1. 0.00100247 0.75 | 0.999987 | 0.999531 | 0.00331918
0.80 | 0.999996 | 0.999978 | 0.00105519 0.80 | 0.999983 | 0.999093 | 0.00409072
0.85 | 0.999997 | 0.999915 | 0.000783574 0.85 | 0.999976 | 0.999083 | 0.0056232
0.90 | 0.999999 1. 0.000335188 0.90 | 0.999955 | 0.999865 | 0.00936234
0.95 | 0.999996 | 0.995561 | 0.000132352 0.95 | 0.999879 | 0.997849 | 0.0198847
1.00 | 0.999968 | 0.999982 | 0.00306434 1.00 | 0.999188 | 0.998857 | 0.0957573

Cuadro 3: Estadistica de la bondad del ajuste para las curvas de Widom construidas a partir de los extremos
de 8" y R". Ambas tablas fueron obtenidas mediante una comparacion entre el ajuste obtenido para un valor
particular de o y su correspondiente linea de Widom.
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