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Resumen

En este trabajo se estudi6 la segunda cuantizacién candnica para campos fermidnicos
de espin % con ocho grados de libertad, sujetos a la densidad lagrangiana de Klein-Gordon
la cual satisface un formalismo pseudohermitico a través de la redefiniciéon de su cam-
po adjunto mediante un operador unitario y hermitico, haciendo asi a los fermiones de
segundo orden una teoria autoncosistente, es decir, causal, invariante de Poincaré, inva-
riante ante CPT y renormalizable conforme al grado de divergencia superficial.

Palabras clave: segunda cuantizacién canénica, campos fermidnicos, formalismo pseudo-
hermitico, campo adjunto, fermiones de segundo orden, causal, invariante de Poincaré, inva-
riante ante CPT, renormalizable, criterio de divergencia superficial.

Abstract

This work encompasses the study of the second canonical quantization of fermionic
fields of spin % with eight degrees of freedom, which are subject to the Klein-Gordon
lagrangian density, which satisfies a pseudo-hermiatn formalism due to re-definition of
its adjoint field through an hermitian and unitary operator. Thereof, making the scond-
order fermions theory self-consistent, e. g., causal, Poincaré covariant, CPT invariant and
renormalizable according to the superficial degree of divergence.

Key words: second canonical quantization, fermionic, fermionic fields, pseudo-hermitian
formalism, adjoint field, second order fermions, causal, Poincaré invarint, CPT invariant, re-

normalizable, superficial degree of divergence.
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La cuantizacién canénica es el proceso heuristicoEl en el que la mecanica cudntica to-
ma informacidén cldsica y la vuelve cuantica. A esto se le suele llamar cuantizar; dicho
proceso toma las coordenadas generalizadas de un sistema y sus momentos conjugados,
promoviéndolos a operadores los cuales actuardn sobre un cierto espacio de Hilbert, don-
de sus vectores se definen como estados cuanticos, cantidades que poseen las propiedades
cuanticas de las particulas.

Primero se toman los corchetes de Poisson y se promueven a un conmutador. En el caso
de la mecédnica cudntica convencional, la posicién y el momento lineal suelen ser las dos
variables conjugadas que son promovidas a operadores junto con su corchete de Poisson,
a esto se le conoce como la primera cuantizacion canonica:

Xj— 32]" pj— ﬁj; {xj'pj}poisson - [fj'ﬁk] = ihéjkl {xjrxk}poisson - [ﬁjfjek] =0, (0_1)

donde los subindices j,k =1, 2,3 denotan las componentes vectoriales e i el nimero ima-
ginario. Por otro lado el simbolo d indica que el objeto es un operador. Los simbolos |[...,...]
son conmutadores (o en el caso fermiénico, anticonmutadores, {...,...}, lo cual se hablara
mas adelante.

A partir de la energfa clédsica, E = H = % + V y usando que en la base de posiciones,
E — i% y p = -1V, donde p es el 3-momento, se puede construir, heuristicamente, la
ecuacion de Schrodinger, la cual, en unidades naturalesEI, es

d 2
iE(xla) = H x|a) = (—Z—m+V)(x|a>, (0-2)

donde |a) es un estado cudnticoy (/3|a> = W, (B) no es més que la proyeccién de los estados
“alfa” en la base de posiciones, es decir, la funcion de onda. Por otro lado, H y V son los
operadores Hamiltoniano y el asociando a la energia potencial, respectivamente, donde
omitiremos la notacién 6 para operadores por convencién a partir de ahora.

!procesos no rigurosos para la resolucién de problemas.
2Las unidades naturales son c = h = e = €y = G = 1 y serdn empleadas en este trabajo por convencién.
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A pesar de que el formalismo cudntico resulta ser robusto, este es incapaz de ser uno
combatible con la relatividad especial. Esto es facil de ver, pues el Hamiltoniano involucra
segundas derivadas con respecto a la posicién, diferentes a la derivada temporal presente
en Por ejemplo, al realizar una transformacién de la forma t — t’ y x — x’, las de-
rivadas con respecto al tiempo y a la posicién al tener un grado distinto, trasformaran
diferente. Estos problemas fueron resueltos gracias a la teoria cudntica de campos.

La teoria cudntica de campos asume que existen ciertas cantidades llamadas campos,
objetos que estdn definidos sobre todo el espacio-tiempo y los cuales, al ser sometidos
a la segunda cuantizaciéon canonica, estos adquieren propiedades cudnticas. La segunda
cuantizacién son relaciones de conmutacién (o anticonmutacién) a tiempos iguales,

{¢a(x)f nl,l)h(y)}poisson - [#’a(x)f T(tph(y)] = iéabé(S)(x _Y) v hba(xft)f %(% t)] =0, (0'3)

donde ¢ es un campo mientras que 7 es el momento conjugado de . Es importante
mencionar que a partir de este momento se usara la convencién de la métrica n#" =
diag(+1,-1,-1,-1,-1) de tal forma que podemos escribir la 4-posiciéon x* = x = (t,x),
el 4-momento p* =p = (p,p) y 9" = (4,-V).

Con este formalismo, la primera ecuacién cudntica relativista fue la ecuacién de Klein-
Gordon, la cual procede similar a la ecuacién de Schrédinger, pero a partir de la relacién
de dispersion o la energia relativista,

E*=p’+m® — (d,0' + m*)ip = (O+m*)P =0, (0-4)

sin embargo, a través del formalismo de Hamiltoniano se puede probar que la densidad
de probabilidad asociada a este campo es proporcional a la energia que satisface la rela-
cién de dispersion, la cual al sacar raiz cuadrada, es posible encontrar energias negativas,
lo que conduce a densidades de probabilidad negativas, lo cual no tiene sentido.

Paul Dirac, en 1928 [5] logré concretar una idea, en la cual buscaba obtener “la raiz
cuadrada” de la ecuacién de Klein-Gordon, de tal forma que se pudiese aislar la soluciéon
positiva de la energia asociada, haciendo uso (sin saberlo) del dlgebra El de Clifford, la
cual definiremos mas adelante, (la cual no es méds que un anticonmutador). La ecuacién
de Dirac es

(iytd,—m)x =0 (0-5)

donde y* son las llamadas matrices gamma, elementos del dlgebra de Clifford; y x el
campo de Dirac para particulas que obedecen el principio de exclusion de Pauli, es decir,

3Relaciones de conmutacién o anticonmutacién entre elementos de un grupo que suelen ser operadores.
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fermiones, como el electrén. La ecuacién de Dirac puede ser resuelta por la combinacion
lineal de ondas planas e"'P* y ¢P*, de donde se puede observar que la energia negativa
esta presente.

La ecuacién de Dirac trajo consigo un nuevo paradigma, el de los campos cuénticos,
pues aunque la energia negativa parecia ser un problema, con este nuevo formalismo dejé
de serlo, pues en realidad, la densidad Hamiltoniana, al ser cuantizada, esta tenia como
espectro de eigenvalores a la energia. Asimismo, la teoria de Dirac permitié predecir la
antimateria, que en 1932 Carl D. Anderson confirmé al descubrir el positrén. De la misma
manera, esta teoria, es capaz de describir el momento magnético del electrén, por lo que
no es atrevido decir que la ecuacién de Dirac fue una revolucién en la fisica moderna. El
contexto histdrico anterior puede ser encontrado con mas detalle en [15].

Por otro lado, la ecuacién de Dirac no fue derivada “de primeros principios”, sino que
fue encontrada por medio de procedimientos matematicos a partir de la ecuacién de
Klein-Gordon. Por esta razén resulta interesante preguntarse: jpor qué es necesaria la
ecuacion de Dirac, si esta proviene de la ecuacién de Klein-Gordon, la cual es capaz in-
cluso de describir otros fenémenos como el campo de Higgs? ;Se puede usar la ecuacién
de Klein-Gordon para describir la misma teoria que describe la ecuacién de Dirac?

En 1958, Richard P. Feynman y M. Gell-Mann ([8]]) incursionaron en la idea de trabajar
con campos fermidnicos sujetos a la densidad lagrangiana de Klein-Gordon, la cual es de
segundo orden en las derivadas, mientras que la de Dirac es de primer orden, pero dichos
campos satisfacen las propiedades de los fermiones de espin % Estos son llamados fermio-
nes de segundo orden. Posterior a este trabajo, mds autores como [9]],[[17] se han encargado
de estudiar a estos fermiones de segundo orden.

Esta tesis tiene como objetivo construir una teoria autoconsistente para fermiones de
segundo orden a partir de la imposicién de la segunda cuantizacién canénica, imponien-
do las relaciones de anticonmutacién que los campos fermidnicos deben satisfacer. En el
proceso de construccién de este formalismo, se abandoné el principio de hermiticidad
de la mecénica cudntica [3]], el cual establece que todos los operadores asociados a los
observables fisicos, cantidades cldsicamente mensurables (como el momento), deben ser
hermiticos para asegurar que su espectro de eigenvalores sea real; a favor de una teoria
pseudohermitica [13],[14] l1a cual mantiene al espectro real, pero redefiniendo el producto
interno del espacio de FockEl de los estados cudnticos. También manteniendo a la teoria
como causal, invariante ante traslaciones, ante rotaciones y ante boost, es decir, es in-
variante de Poincaré, invariante ante paridad, inversién temporal y ante conjugacién de

“Espacio formado por la suma directa de espacios de Hilbert, en donde se encuentran, individualmente,
los estados de cada particula



4 Contenido

carga, es decir, es invariante ante CPT. Este trabajo se encuentra en [7|] en formato de
articulo.

En el capitulo |1| se trabaja en en la introduccién de conceptos necesarios para com-
prender la teoria cuantica de campos, como la solucién y cuantizacién de la teoria Klein-
Gordon y el grupo de Lorentz. Lo anterior sirve como contexto para trabajar la teoria de
Dirac con la finalidad de estudiar la cuantizacién de campos fermidnicos.

En el capitulo |2 haciendo uso del formalismo empleado en el capitulo anterior, se
realiza la segunda cuantizacién canénica de los campos fermiénicos de segundo orden,
a través de la redefinicién del campo adjunto de la teoria mediante un nuevo operador,
adoptando el formalismo de la pseudohermiticidad propuesto por Ali Mostafazadeh en
[13],14], garantizando asi una teoria cuantizable que cuenta con un espectro real para sus
observables fisicos y una evolucién temporal unitaria de los estados cuanticos.

En el capitulo[3] se construye una teoria de campo para los fermiones de segundo orden,
mostrando que la teoria presenta cantidades conservadas propias de los fermiones, como
el espin 3, la teorfa preserva la causalidad, es invariante de Poincaré, invariante ante
CPT y renormalizable, segun el criterio del grado de divergencia superficial del cual
hablaremos mas adelante.



1. Teoria de Dirac

1.1. Conceptos preeliminares

1.1.1. Campo de Klein-Gordon

La ecuacién de Klein-Gordon fue el primer intento de una ecuacién cudntica relativis-
ta, la cual se construyé pensando en sustituir la ecuacién de Schrédinger. Sin embargo, la
ecuacion de Schrédinger actia sobre funciones de onda, mientras que la de Klein-Gordon
lo hace sobre campos. Esencialmente, la funcién de onda es una amplitud de probabilidad
sobre un cierto espacio de configuraciones, mientras que un campo es una funcién defini-
da sobre todo el espacio-tiempo y es responsable de la creacién o aniquilacién de particu-
las a través de operadores que aparecen después de la segunda cuantizacién canénica.

La densidad lagrangiana de Klein-Gordon es

L= 0" —m>P"h, (1-1)

donde (...)" es la operacién complejo conjugado y los campos presentes son escalares. Si
calculamos las ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo ¢* encontramos la ecuacion
de Klein-Gordon

(9,0 +m*)p =0, (1-2)
la cual puede ser resuelta a través de una trasformada de Fourier

d3p —ip-x ip-x
brot)= | G AP 4 B, (1-3)

. . d3 . . . .
donde el factor de integracion —=L_— es elegido para preservar la invariancia de Lo-
g (zn)3\/m g p p S

rentzEl

I'M4s adelante en se vera el motivo de este factor.
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1.1.2. Invariancia de Lorentz

La relatividad especial tiene como postulado que las leyes de la fisica son las mismas
en todos los sistemas de referencia inerciales, esto es, es invariante ante rotaciones, boost,

traslaciones y ciertas trasformaciones discretas que mencionaremos mds adelante. Por

ejemplo, en unidades naturales tenemos un boost

t—|v|x

V1 -v?

/ x—|v|t
X

t' =

(1-4)

El grup de trasformaciones x”* = A",x" que deja invariante al elemento de linea

(ds)? = NuvdxtdxY, es aquel que satisface

A”a WyvAv[;’ =Nap,

(1-5)

y es llamado el grupo de Lorentz O(1, 3), donde los indices y,v,a,p = 0,1, 2,3 son llama-

dos indices de Lorentz. Este grupo se divide en:

» El subgrupo homogéneo de Lorentz SO(1,3)" (HLG, por sus siglas en inglé o tam-

bién llamado Grupo Restringido de Lorentz o RLG, también por sus siglas en inglés):
grupo generado por las rotaciones propias y los boost de Lorentz, donde los elemen-
tos de este subgrupo se denominan como A”,, los cuales satisfacen que A% >0y
detA = 1 (transformaciones ortécronas y propias respectivamente). De tal forma
que la direccion del tiempo se preserva positiva

Paridad: aquella transformacién que cambia el signo de las coordenadas espaciales

xj—-x;jconj=1,23.

Inversién temporal: aquella transformacién que cambia el signo de la coordenada
temporal t — —t.

Las simetrias discretas de paridad e inversién temporal asi como las traslaciones, serdn

tratadas con detalle, méas adelante.

2Conjunto de elementos que dada una operacién binaria satisfacen los axiomas de cerradura (la operacién
resulta en elementos del mismo conjunto), la existencia del elemento identidad y del elemento inverso.
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Es importante mencionar que los grupos pueden actuar sobre diferentes objetos, la
forma en la que estos grupos actiian sobre dichos objetos se le conoce como representacion
del grupo. Para el HLG, los objetos son escalares, vectores o espinores; y su representacion
puede identificarse facilmente, pues el subgrupo es isomorfo E| a dos copias de SU(2), el
grupo de las matrices especiales (determinante 1) y unitarias de dimensién 2x2,

SO(1,3)" = SU(2),®SU(2)5, (1-6)

donde ® es el llamado producto directo. SU(2) es generado por las matrices de Pauli 01{1
conj=1,2,3

0 1 0 —i 1 0
1 2 3
oA:(l 0), UA:(i 0), OA:(O _1), (1-7)

el subindice A indica a que grupo de la relacién pertenecen las matrices y operado-
res mas adelante. Es importante notar que las matrices de Pauli son la base de espin en
mecanica cuantica:

3
. ol .
Saliama) = SHjama) = mlia ma),

SAliama) = jalia+1a)lja ma) (1-8)

donde my = —js,—ja + 1...j4 es el eigenvalor de espin, con j4 = 5 y n € Z, mientras que
S2 = (Sl, 52,53).(s1,82, 83) es un ejemplo de casimir cuadratico, una funcién de los gene-
radores que conmutan con ellos. Con esto podemos escribir la notacién:

(jasjB)s (1-9)

para asi identificar, a través del espin, la representacién del HLG con la cual se esta traba-
jando. Por ejemplo, en el caso (0, 0), se tiene a los escalares, este es el caso del campo ¢ de
Klein-Gordon; para (%,O) o el (0, %) se estd trabajando con espinores de Weyl, fermiones
de espin %, la suma directa de estas dos representaciones son conocidos como espinores
de Dirac (%, 0)® ) (0, %) ;Y (%, %), bosones de Guage, como el fotén.

La representacién del HLG explicitamente es

S[A] = e Q" (1-10)

3B4sicamente, son parecidos en su estructura, en el caso de los grupos, su dlgebra tiene la misma forma.
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donde Q py SON parametros de transformacién, como el dngulo 6 cuando se habla de ro-
taciones, mientras que J"” son los generadores del grupo para cada representacién. En
el caso escalar S[A] = 1, por eso se suele llamar a representacién trivial al caso escalar,
mientras que en el caso fermiénicoﬁ los generadores son:

JH = i[y”,y”]. (1-11)

En teoria cudntica de campos, se suele utilizar el factor pues se busca cons-

d3p
(2m)3+/2E,’
truir una funcién de dos puntos invariante de Lorentz para la propagacion de las particu-
las. Por ello la presencia de la raiz cuadrada, ya que al tener el producto de dos campos

(esto relacionado a la funcién de dos puntos conocida como propagador|1-52) tendremos,

d’p 4 2_ 2
(2nP2E, - d*po(p” —m7)|po=g,>0, (1-12)
p

donde la segunda integral es explicitamente invariante de Lorentz, pues todas las canti-
dades presentes son escalares.

Es importante mencionar que al grupo de Lorentz se le afiade las traslaciones espacio
temporales x’# = x¥+ap para asi formar al grupo de Poincaré, el grupo mas general que deja
invariante al elemento de linea (ds)? = Nudxtdx". La discusion anterior puede encontrar
més desarrollada en [12]. .

1.1.3. Cuantizacién del campo de Klein-Gordon

Para cuantizar el campo de Klein-Gordon, se imponen las relaciones de la segunda
cuantizacién canénica, recordemos, a tiempos iguales,

[p(x)a 0, ()] = 161 (x —y)

[P(x), p(v)] = [114,(x), 714, (¥)] = 0, (1-13)
donde
n%:%:cf), (1-14)

4Como dato curioso, aunque un espinor de 4 componentes puede parecer un 4-vector, este no lo es, pues,
al realizar una rotacién de 27, el espinor parecera que solo rot6é 180°, mientras que el vector regresara
al mismo punto.
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con ¢ es la derivada temporal del campo escalar. Con estas relaciones se puede construir
una teoria de campo consistente como en [20]; sin embargo esta teoria no es util en la
fisica actual si no se hace uso del rompimiento espontaneo de simetria, del cual no se ha-
blard, pero puede estudiarse en [19}[16]. Es por ello, que el siguiente paso de este trabajo
es cuantizar y ahondar mas en la teoria de campo que la ecuacién de Dirac provee.

1.2. Teoria de Dirac

Para poder incursionar en los fermiones de segundo orden primero hemos de repasar
la cuantizacién del campo de Dirac, esto con la finalidad de entender las particularidades
que los campos fermidnicos traen consigo cuando se les impone la segunda cuantizacién
canonica.

1.2.1. Algebra de Clifford

Antes de que Dirac pudiera construir su famosa ecuacién en 1928, William K. Clifford
en 1877 construyo un dlgebra con elementos similares a los cuaternionesEl [15]]. Esto per-
mitié descomponer operadores como el Laplaciano o el D’Alambertiano en los elementos
de dicha algebra,

2
d ,
O=(y"=-y'V;] =), 1-15
(5] =@ (115)
donde estos elementos matriciales y# (con p = 0,1, 2,3 siendo indices de Lorentz) son las
matrices gamma, a las cuales se les afiade la matriz gamma cinco: y° = iy%y!y2y>. Estos
elementos satisfacen el dlgebra de Clifford:

7 = 20" T (1-16)

donde recordemos, la convencién para la métrica es n#** =diag(1,-1,-1,-1).

Las matrices gamma y sus propiedades son vitales en la construccién de la ecuacién
de Dirac asi como en cantidades asociadas a los fermiones. Las matrices gamma puede
escribirse en una cierta base para facilitar los calculos con ellas. En este caso, se usara la
llamada base Quiral, en la cual las matrices gamma son:

uw_ [0 of
7/ _(U_V O)l (1 17)

5Extension de los nimeros complejos, de tal modo que forman una base: {1, 1, j,k}, con iz = jk —k?=-1
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donde 0" = (I54p,0") y o' las matrices de Pauli. En esta base, se satisfacen las siguientes
relaciones:

L {y"y°) =0

2. )=y’

3. ()= =1

4. (Y =-1,

5. ()" =90

6. (Y} =, (1-18)

las expresiones 1,3 y 4 son independientes de la base elegida solo estdn sujetas a la con-
vencién de la métrica.

1.2.2. Ecuacién de Dirac

Histéricamente, la ecuacién de Dirac se encontré a partir de la ecuacién de Klein-
Gordon, sin embargo, el formalismo lagrangiano nos permite encontrar dicha ecuacién
partir de la ahora llamada, densidad lagrangiana de Dirac

L=x(iy"dy—mx, (1-19)

donde x es un campo de Dirac que trasforman ante la representacién (3,0) @ (0, %) del
HLG. Y graciasa ¢ = xTy?, es invariante ante transformaciones de Lorentz, pues

2)x(x) = X" (%)) x(x) > x (AT %) ST[A]Y S[AIX (A x)
= X(A' ) (A X (AT %) = F(AT X)X (A ), (1-20)
donde se usé el resultado 3_17/0 = 7/08_+ [20] y siguiendo a [10}, (16}, [19]20], tenemos
X)(x') = S[A(A™'x)
X(x) = k(A0S AL (1-21)

con la representacién del grupo de Lorentz (%, 0)e (0, %) siendo

S[A] = e Qwil "] (1-22)

Siahora encontramos las ecuaciones de Euler-Lagrange para llegamos a la famosa
ecuacion de Dirac:
Dy = (iytd,—m)x =(id—m)x =0, (1-23)
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donde D es el operador de Diracy 4 = y#d,,.
Empleando el formalismo Hamiltoniano, podemos encontrar el momento conjugado al
campo x

oL . o .4
Xﬂ:a)'( :l)(a’)/ :lXul (1-24)

a

IT

1.2.3. Dirac y Klein-Gordon

Como se mencioné anteriormente, la ecuaciéon de Dirac fue encontrada a partir de la

ecuaciéon de Klein-Gordon.
1
(34" + 1) = (1 3y, + 1) = (51”119, 9y + mP)p =

= (yvy#avay +m? +im(y¥ad, - yf‘ay)))( =—(iy"d, +m)(iy"d, —m)p, (1-25)

donde en la segunda linea se reescribié 2y y* = [yV, y#]+ {y", y*} y se usé la simetria

de las derivadas. La ecuacién de Dirac aparece naturalmente al introducir las matrices

gamma en la ecuacién de Klein-Gordon, sin embargo, al hacer eso, estamos haciendo que

el campo ¢ deje de ser un escalar, pues para que la ecuacién de Dirac sea invariante de
Lorentz, el campo debe transformar como un espinor de Dirac, esto es

(iy"d,—m)p — (iy' A, 9y —m)Sd = SSTH(iy' A, 9, —m)S¢p =
=SS YA VS 9, —m)¢, (1-26)
pero en la representacién (3,0) @ (0,3) se satsiface que S™1y#S = A”pyp. Por tanto nos
queda

S(iST'Y'A,Y S, —m)p = S(A" ) yPA,YSD, —m)p = S(5pyP D), — m)p =
= S(yﬂay -m)¢p =0, (1-27)
es decir, S debe ser la correspondiente a la representacién de espinores de Dirac, de lo

contrario, el calculo anterior no se podria realizar, es decir, ¢ no es un campo escalar, es
un campo espinorial ¢gg — xp.

1.2.4. Solucién a la ecuacidén de Dirac

Debido a que x debe satisfacer a la ecuacién de Klein-Gordon y Dirac, asumimos que
la solucién a la ecuacidon de Dirac debe ser una transformada de Fourier similar a Klein-
Gordon, pero que cuente con elementos que hagan que este sea un espinor
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d3 —ip-x ip-x
X(x):fm(A(p)upe P*+ B(p)vpe'? ), (1-28)

donde u, y v, son funciones de espin o simplemente espinoresﬂ A(p)y B(p) son los perfil
de modo de oscilacién de la transformada de Fourier y corresponde a los que serdn los
operadores de creacién y aniquilacién; mientras que la exponencial encarna la naturaleza
ondulatoria de las particulas con 4-momento p. Estas tres partes de la solucién viven en
espacios diferentes. Se dice de frecuencia positiva, a la exponencial con el signo negativo,
pues el signo negativo en la exponencial indica, heuristicamente un “t > 0”; mientras que
para la otra exponencial, se dice de frecuencias negativas por un argumento similar al
anterior.

Notemos que todas las funciones dependen de la 4-posicién y 4-momento; sin embargo,
estamos asumiendo una teorfa on-shell, es decir, a energias fijas, por lo que en realidad
p = E, y la relacion de dispersion relativista El% + p? = m? se cumple. De esta forma,
si sustituimos nuestra solucidon de frecuencias positivas de la ecuacién de Dirac en la
ecuacion [1-23] obtendremos

(iyFd,—m)x =0— (yF'p,—mu, = pu, = mu,, (1-29)

donde es importante hacer énfasis en que la solucidn cuenta con tres piezas que viven en
espacios diferentes, lo que permitié llegar a la ecuacién anterior. Si ahora resolvemos este
sistema de ecuaciones como en [20], podemos llegar a lo siguiente

Vo

i, :(Wé), (1-30)

en esta ecuacion, & es un espinor de dos componentes arbitrario unitario. De la misma
forma podemos resolver para la solucién de frecuencias negativas

(v _
Up _(—Wr)' (1-31)

donde 7 es otro espinor de dos componentes unitario.

®Recordemos que un espinor es un objeto que trasforman ante las representaciones (%, 0) y/o (0, %)
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Con estas dos soluciones al problema de eigenvalores podemos introducir las ba-

()
()

donde cada elemento de cada base representa la polarizacion del espin (s = +§ segun el

Ses

experimento de Stern-Gerlach) y dichos conjuntos son linealmente independientes, asi
podemos construir ciertas propiedades como en [20], las cuales son

S I’S r,,S __
D =2md upvp_vpp_o
s ,.st.,0

s -5 _ _ -s st,,0 _
UpaUpp = UpaUppVeh = (V + 1) b, vpavpb - vaavpcycb - (V ) gp

s s
Z pa pd_ V+m abed’ Z pa pd_ p m)abybd’

rt.s _ . rt s _
uy v, =v, ul, =0, (1-33)

Ty = —9'y
Uplp = —VpV

donde los subindices a, b, ¢, d =1, 2, 3,4 denotan las componentes espinoriales. Es impor-
tante recordar que p es el 4-momento y que EI% = p? + m2, es decir, la energifa es funcién
del 3-momento y la masa. Estas propiedades son de gran importancia en los calculos re-
lacionados a los campos fermiénicos y por ello seran empleadas en calculos posteriores.

Ahora, podemos construir el campo transpuesto conjugado (...)" y el adjunto al campo
de Dirac

X+(x) J P \/ﬁz bsvs’re ;‘)1‘ Is)’resz]
X(X)ZJWZ[b;ﬁ;e‘iw ay e, (1-34)
s

1.2.5. Segunda cuantizacién canénica del campo de Dirac

Los campos de Dirac describen fermiones, es decir, particulas que siguen el principio
de exclusion de Pauli. Este principio estipula que las particulas fermiénicas no pueden
tener los mismos nimeros cuanticos, de ser el caso, sus funciones de onda son idéntica-
mente cero; dicho de otro modo, ante el intercambio de fermiones, sus funciones de onda
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son antisimétricas, asi los fermiones no pueden ocupar el mismo estado. Esto se puede
visualizar de la siguiente manera en términos de funciones de onda:

1

W(1,2) = 5

(P1(ra)Pa(rp) — Y1 (rp)ha(rs)) = =P (2,1)
W(1,1)=W(2,2) = 0. (1-35)

De este modo, la correcta cuantizacién candnica del campo de Dirac deberia de seguir el
principio de exclusién de Pauli por lo que en lugar de realizar la cuantizacién mediante
conmutadores como con Klein-Gordon [1-13|lo haremos con anticonmutadores, esto para
ser consistentes con la relacién de esta forma, las relaciones de la segunda cuanti-
zacion canodnica son

{Xa(x);nxb(y)}poisson - {Xa(x)’ Use (}})} = {Xa(x)liXZ(y)} = iéab6(3)(x _Y); (1'36)

hemos asumido que las mediciones entre diferentes direcciones no interfieren entre si,
también i = 1 por las unidades naturales y la relacién para el momento conjugado
del campo de Dirac, asimismo estamos considerando que los eventos ocurren a tiempos
iguales. Con lo anterior, el campo de Dirac cuantizado sera

d3p 5,5 ,—1 1
S P “ipX y pstys pir X 1-37
x ) j (zn)3mzs [apupe pVpe (1-37)

donde a diferencia con a, y b, ahora son operadores que actuaran sobre un espacio
de Hilbert donde viven los estados cudnticos.
Las relaciones de la segunda cuantizacién candnica serdn pues

{Xa(x) x5 (@)} = {xi(x), x} (@)} = 0
{Xa(x)JXZ(y)} = 6ah5(3)(x_)’)- (1-38)

Asi, el campo de Dirac estd cuantizado; sin embargo, aun hay resultados importantes
por obtener, pues todavia no conocemos las relaciones entre los operadores de creacién
y aniquilacién. Para esto, primero debemos de reescribir las relaciones [1-37]y [1-34] de tal
forma que los operadores queden despejados, tomando las transformadas de Fourier del
producto de los espinores u y v con los campos de Dirac, tendremos que

a _J dx eip-xuS'l'X (x) a'l's _ d3x e—ip-x T(x)us
[ patai=rs p - a pa
\2E, w/2Ep
d3x . d3x .
b= | —=eP*xF(x)} bis = J-—e_lp’xv“)( (x) (1-39)
p a pa p pastai=n
2E, V2E,
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las cuales al sustituirlas en las relaciones de conmutacién para el campo de Dirac,
obtenemos lo siguiente

(@, ap) = {a3, af) = (b3, bj} = (b3, b]") =

r’ p’7q
(a3, by} = (a3, b} = (a3, ) = {ap,b;*}zo
(b3, by} = (a3, a}) = (270)°5° 6> (p— q), (1-40)

las cuales, por supuesto, se ven satisfechas al tratar de probarlas con las expresiones ex-
plicitas de De estas relaciones de conmutacién para los operadores de creacién y
aniquilacién podemos observar que los campos no tienen preferencia al crear o destruir
cierto tipo de particulas. Con esto es posible construir la teoria de campo para Dirac.

1.2.6. Ordenamiento Normal

El hamiltoniano asociado a la densidad lagrangiana de Dirac se puede obtener a través
de la transformada de Legendre como en [16,[20], y es

H:fd%)ﬁiyo)(:j pZa a, —bsstr (1-41)

Podemos definir al estado del vacio como aquel que el operador de aniquilacién vuelve
cero, es decir

a0y = b510) = 0, (1-42)

también, podemos definir al estado de una particula como la accién de un operador de
creacion sobre el mismo vacio

Ip,s) = J2E,a3'|0), (1-43)

de esta forma, usando las relaciones de anticonmutacién [1-40

(alp) = 2\[Eg\[Ep(2m)*0 p - q) (1-44)

a3
y asi, utilizando el factor de integracién invariante de Lorentz IW tendremos

AP apy= [ =2 Bl q) =
J(2n)32Ep <qlp>—fngp5 (p-q)=1 (1-45)
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Dicho lo anterior, H sobre el vacio resulta en

d3
H|0) = f £ pza a5~ b33t |0y, (1-46)

donde el término relacionado a los operadores a, se aniquila trivialmente, mientras que
el término asociado a los operadores b, no lo hace, teniendo una contribucion negativa a
la energia del vacio, lo cual no tiene sentido. Es por esto que hemos de optar por usar la
prescripcién del ordenamiento normal: colocar los operadores de aniquilacién a la dere-
cha de los de creacioén, esto con el objetivo de que la accién del hamiltoniano esté acotada
por abajo y no extraiga energia del vacio. Con esto en mente, definimos el ordenamiento
normal para fermiones como se sigue

L pstys . gstys
by by = -by'hy
G ot
tayay = ay a, (1-47)

de esta forma, el Hamiltoniano sera:

f 2 Z asta, — b3 bst) = f 27 Za a,+b5tes) (1-48)

y asi:
d3p st s stys
HI0) = (2n)35p Z(ap a5+ b3tb3)[0) = 0 (1-49)
S
donde donde : _ : indica la accién del ordenamiento normal sobre los operadores. Lo

anterior también asegura que
H|p,s) =E,|0), (1-50)

es decir, el eigenvalor de energia del estado de una particula es E, > 0 [16]].
Recordando que la expresion define al vacio y la expresion para el estado de
una particula podemos definir un estado de dos particulas:

t t
1,515 P2, 82), o ap, afvzz 0) = —ap) 51 0}, (1-51)

donde se usé la anticonmutacién de los operadores a' en las expresiones de el signo
menos es congruente con el principio de exclusién de Pauli.
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1.2.7. Causalidad

En la teoria cudntica de campos, la propagacion de las particulas en el espacio-tiempo
debe ser causal. A tiempos iguales, tenemos una separacion spacelike, esto es (x — y)2 <0,
esto ocurre cuando dos eventos no estdn causalmente conectados, pues es necesario viajar
mas rapido que la velocidad de la luz para ir de un evento a otro. Por otro lado cuando
(x-v)2 >0, x% # 9%, y por tanto podemos conectar dos eventos sin necesidad de viajar
mas rapido que la luz, por ello, en la teoria cudntica de campos se define al propagador a
tiempos distintos como se sigue

[Pa(x), (lsb(y)}xo,yo = A(x = Y)ap- (1-52)

Sabemos que la segunda cuantizacién canénica esta basada en la imposicién de que a
tiempos iguales, la expresi(’)nes cero, mientras que cuando x0 2 yo, se debe garanti-
zar que A(x—y) sea una cantidad invariante de Lorentz y que preserve la causalidad, pues
el propagador formard parte de los calculos necesarios para los fenémenos de dispersion.
Para la teoria de Dirac, se tiene que
d3p

W (e_ip'(x_y) - eip'(x_y))) = (idy +m)gpAx - ).

(Xl 2u(3) s = 18+ s |
(1-53)

Asimismo cuando se asumen los tiempos iguales y que la teoria es on-shell:
d3p

@, (P ) =0

(a0 60y = Lol £5(0)) = (i + m>abf
(1-54)

pues en la segunda integral basta con hacer p — —p para llegar al resultado. Cuando
x% # 10, notemos que el operador delante del propagador no es mas que el operador de
Dirac complejo conjugado en 1 dimensién, pues si definimos

D = (id—m) (1-55)
entonces
D*:—(i$+m) (1-56)

y notemos que A(x —p) no son mds que ondas planas, las cuales resuelven a la ecuacién
de Dirac

DA(x-7v) =0, (1-57)
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por consiguiente
D*A(x-y) =0. (1-58)

De esta forma vemos que nuestra teoria preserva la causalidad con A(x —y) siendo el
propagador (o funcién de Green) de Schwinger.

1.3. Cargas conservadas

Una simetria, es una transformacién que deja invariante una cantidad. El teorema de
Noether nos dice que, dada una simetria continua, existe una cantidad conservada [20],
en la teoria cudntica de campos estds cantidades conservadas se identifican operadores
asociados a nimeros cuanticos, como la carga de las particulas o su espin.

1.3.1. Traslaciones espacio-temporales

Podemos realizar una traslaciéon infinitesimal en el campo

X(x) = p(x—e), o0x =0,
0x = —¢, (1-59)

la cual tendré una corriente conservada
jt=Tte,, (1-60)

donde TH” es el tensor de energia momento de la teoria de Dirac

T = ——— oL ——d"Yp—-n""L=ixy’d"x -y L. (1-61)
(9 1p)

Con la corriente anterior, se pueden definir los generadores de las traslaciones como can-
tidades conservadas

M
Pt = Jd3xTOV — ddit = 0. (1-62)

Para PY se recupera la expresién del Hamiltonianom

PO:H:Jd3x:Xiy0X::J E pZa a, +b5+b5 (1-63)
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mientras que para el 3-momento

P= fd3x xT(=iV)x = j 3pZ ata, + b3'bs). (1-64)

Asi, podemos escribir el generador de las traslaciones espacio-temporales

=

Es importante mencionar que estos generadores satisfacen las siguientes relaciones de

p"Za @, + U310, (1-65)

conmutacién

i[P¥, x]=0d"x, i[P¥, x] ="k, (1-66)
lo cual garantiza que esta teoria sea invariante ante traslaciones.
Podemos calcular

(P!, ai] = ail p,

[P", b7 = b"p",

[PF,ar] = —a;pt,

[P¥,a ] = -bip", (1-67)
lo que nos llevara a deducir que, por ejemplo

Fay"10) = (P*af” — ' P)[0) = [P¥,a;7][0) = p*ait|0) = p*a;t[0)

”*|0> p"a;’|0), (1-68)

es decir, la energia y el momento asociados a una particula es pyu, en otras palabras E,
y P, no existe ninguna energia negativa asociada a las particulas o antiparticulas, por lo
que es necesaria otra cantidad para poder diferenciarse entre si, esta es la carga eléctrica
o simplemente carga.

1.3.2. Carga

Asociada a la simetria de fase global U(1),
x—e %% ox=-ibx,
x—e%,  ox=iox,
ox =0, (1-69)
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existe una corriente conservada
F=xrtx (1-70)
con carga asociada

d
Q= Jd%:f)/%( = Jd3x:X+X::J(25)3 Z:a;+a;+b;b;+ =

S

d
:J—(zsﬁ Y (astay - b5Tb3) = Qu+ Qu (1-71)

de esta manera podemos reconocer dos cargas, una asociada a las particulas a y otra a las
particulas b. En la teoria electromagnética, la carga del electrén es —eQ, e > 0. Si notamos
las siguientes relaciones de conmutacién entre los operadores de creacién y aniquilacién
con el operador de carga Q

(Qa]=a), [Qb)]=-b
(Qapl=-ay, [Qb,]=1), (1-72)
Qyl=-¢, [Q¥]=9 (1-73)
podemos ver que
Qa3'10) = [Q, 43110y = a3'|0),
Qb;'10) = [Q b;110) = -b;'[0) (1-74)

y asi identificamos a las particulas a como electrones, mientras que a las particulas b
como su antiparticula, es decir, antielectrones o positrones. De este modo el campo x
crea positrones y aniquila electrones, mientras que su adjunto x crea electrones y aniquila
positrones, particulas fermidnicas de espin %

1.3.3. Espin

La teorfa de Dirac describe fermiones de espin 3, para probar esto, hagamos una trans-
formacion de Lorentz infinitesimal (rotacién o boost).

K() = S[olr(@""), Slo] =1~ Sw, ™ plx)

1
oxa= 5 wow[T" 1 olx), ot = Wy, (1-75)
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donde wy,, son los pardmetros de trasformacién y J#" los generadores de dicha trasfor-
macién para la representacién (3,0) @ (0, 1).

2’ )
A esta trasformacion se le asocia la corriente conservada
W l(Mﬂ)aﬁ (1-76)
] - 2 C‘)a[j’l
con
(MF)2B = x@THP _ xPTHE 4 gyl TPy, (1-77)

de conde podemos identificar seis cantidades conservadas:
MW = Jd3x(M0)“ﬁ, (1-78)
de las cuales, tres se pueden coleccionar en un vector antisimétrico como sigue
LY = %eubc f d3xx [ixad” —ix?0* + 7%x, (1-79)

esta expresion es la versién cuantica del momento angular totallZIpara los campos de Di-
rac es[[16]. Definiendo el 3-vector J* = %ei]-kjlf que en la base Quiral [19] se escribe en
términos de las matrices de Pauli

k—l Ok 0 )
i ) o

podemos escribir al momento angular total en forma vectorial
Lot = [ @3 2 (ex (V) 4D (1-81)
donde la aportacién del espin es
S:J‘d‘o’x:){rj)(:. (1-82)

Si ahora nos preguntamos cual es el espin de las particulas descritas por los campos de
Dirac, primero hemos de asumir que la componente S? satisface

S$’Ip,+,5) =slp,£,5), (1-83)

7L =x x p, con x siendo el producto cruz)
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también que el momento lineal asociado al estado de una particula es cero, de esta forma:
Liotar|0,,5) = S[0, £,5), (1-84)

aplicando entonces lo anterior para un estado de una particula tipo a:
§310,+,s) = \/2ES%al* |0y = \/2E([S3,af¥]10), (1-85)

de este modo, y como S? aniquila al vacio al estar ordenado normalmente, haciendo uso

de las relaciones llegamos a

1
S%al* |0y = [S3,al*]]0)y = i§a$5|0>, (1-86)

donde el signo + corresponde a la polarizacién de espin vista en mientras que, para
particulas tipo b:

S3h{%10) = %bgs|o>. (1-87)

Notemos que las particulas que describe la ecuacién de Dirac son, en efecto, de espin %

1.4. Simetrias discretas

Para terminar, como se mencion6 en[I.1.2]parte del grupo de Lorentz estd formado por
transformaciones discreteas, transformaciones que describen cambios no continuos de un
sistema. En [10) [16}, [19], se dice que una densidad lagrangiana es invariante ante cierta
trasformacién discretas O si

OL(x;, t)O07! = L(x, 1), (1-88)

donde x; son las coordenadas espaciales, con i = 1,2, 3. Con esto se puede concluir que la
teoria descrita por la densidad lagrangiana £ en[I-88|es invariante ante la transformacién
discreta O que, anadidas al HLG y a las traslaciones, se puede concluir si una teoria es
invariante de Poincaré.

1.4.1. Paridad

La trasformaciéon de paridad P se define como aquella trasformacién que cambia el
signo de las coordenadas espaciales: x; — —x;. Por los argumentos expuestos con anterio-
ridad, sabemos que paridad es una simetria del sistema, si se satisface que

PL(x;,t)P~! = L(=x;,1),. (1-89)
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La teoria de Dirac es invariante ante paridad, pues conforme a[10, 16} [19], los campos
de Dirac satisfacen que

Px(x, t)P~h = Ay x(—x;, 1),
Pi(x;, )P~ = X" e (—x;, 1))°, (1-90)

donde A es una fase que se obedece a |1?| = 1.Aplicando otra transformacién de paridad

a[[=90]
PPx(x;, )P~ P~ = Ay Px(~x;, t)P™H = A2(y°)? x(x;,t) = A2 x(x;, 1) (1-91)

vemos que al aplicar dos veces paridad, recuperamos la configuracién inicial salvo la
fase A el cual no es significativo, pues los escalares a partir de campos fermidnicos estan
hechos por dos componentes de campos que serdn sometidos a las transformaciones, por
lo que la fase desparecerd. Por ejemplo, el escalar y x transforma

ix = PixP 1 =PiP 'PxP~ = AP jt(=x;, )y v x(=xi, t) = R(=xi, ) x(=x;,£).  (1-92)

1.4.2. Inversion Temporal

La inversion temporal T, se define como aquella trasformacién que cambia el signo de a
coordenada espacial t — —t.
Para campos de Dirac y;, se satisface qué

TX(xi! t)T_l = pC)/S)((XZ', _t)
T(xi, T R (xi,=1)y°p"C, (1-93)
donde en la base Quiral C = €y?y° y, que por convencién € = —i, mientras que p es solo

una fase (diferente a la vista en paridad). Con esto, se garantiza que la teoria es invariante
ante inversion temporal, es decir,

TL(x;, )T™' = L(x;,—1),. (1-94)

1.4.3. Conjugacién de carga

Existe una trasformacién discreta mas, la conjugacion de carga. Si la teoria es invariante
ante el intercambio de particula por su antiparticula, se dice invariante ante la conjuga-
cién de carga C.
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Las transformaciones para los campos de Dirac x son

CxC'=wCiT,
CixC!'=xTwc, (1-95)

es importante mencionar que la operacién (...)T es la transposicién y no tiene relacién
con la inversién temporal. Estas trasformaciones garantizan que la teoria de Dirac es
invariante ante conjugacién de carga

CLT'=r. (1-96)

1.5. Invariancia de Poincaré

Por lo tanto, sabiendo que la teoria es invariante a C,Py T, se concluye que esta es inva-
riante ante CPT, satisfaciendo el teorema CPT el cual establece que cualquier teoria de
cudntica de campo relativista y hermitica debe tener una invariancia ante CPT [19]]. Con
esto y con los resultados de invariancia ante traslaciones en y los de la invariancia
de Lorentz en se concluye que la teoria de Dirac es invariante de Poincaré.

En el siguiente capitulo estudiaremos la segunda cuantizacién candnica para campos
fermidnicos de espin % que, en lugar de satisfacer la ecuacién de Dirac satisfacen la
ecuacion de Klein-Gordon



2. Cuantizacién de fermiones de
segundo orden y pseudohermiticidad

Como se present6 anteriormente, Dirac construy6 su ecuacién a partir de la de Klein-
Gordon. En el célculo observamos como al multiplicar la ecuacién de Dirac por su
conjugada se recupera explicitamente Klein-Gordon. ;Por qué si la ecuacién de Dirac en-
contrase a partir de la ecuacién de Klein-Gordon, no utilizamos esta tltima para describir
a los fermiones, de la misma forma que Klein-Gordon puede describir teorias como la de
campos escalares, como el campo de Higgs?

A continuacién cuantizaremos cuidadosamente una teoria consistente de Klein-Gordon
para campos de espin %, es decir, cuantizaremos fermiones de segundo orden (por la den-
sidad lagrangina).

2.1. Solucién a la ecuacion de Klein-Gordon para
fermiones

Primero escribamos la densidad lagrangiana de Klein-Gordon para fermiones, el cam-
po ¥ que aparecera en la densidad lagrangiana es un campo de espin % y no uno de espin
0, como el caso convencional de Klein-Gordon, por lo este campo fermiénico debe de
satisfacer todas las propiedades que aparecen en[I-33|asi como su algebra de anticonmu-
tadores. La densidad lagrangiana para fermiones de segundo orden sera pues

L=0"Pd,p—m* Py, (2-1)

mientras que las ecuaciones de movimiento asociadas a esta densidad lagrangiana para

P, son
(9,0" +m*)p = 0. (2-2)

En este punto se podria pensar que la tnica solucién a esta ecuacién de Klein-Gordon
para fermiones deberia ser una de la forma sin embargo, ya no estamos trabajando
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con la ecuacién de Dirac. Si bien la solucién vista en es quien resuelve a la ecuacion
de Dirac:

Dy = (iy"d,—m)x =0, (2-3)

recordemos que en Dy =0, pero también D*x = 0, por lo tanto i) también deberia
de resolver a D*. En [4] se abord¢ esta particularidad,

D' = (iy#d, +m)y°x =
_7/5(1.7/”8;4 —m)x =
~iy°Dx =0. (2-4)

Como ambas soluciones son independientes (no es posible reescribir una en términos
de la otra por la y°), podemos escribir a la solucién completa a la ecuacién de Klein-
Gordon para fermiones como:

m

Y= \/%(Xl +7°Xx2)s (2-5)

donde x; son campos de Dirac como en A diferencia del campo de Dirac [I-37]

este nuevo campo tienen un factor de —=—, esto es para normalizar correctamente las

Vam

dimensiones del campo. Al ser ¢ un campo fermiénico en una densidad lagrangiana de
Klein-Gordon, las dimensiones se ven alteradas

[Pxc] =[M]
[xp]=[M]*?
[¥] = [¢xc]
[v)=120] (2-6)

donde M son unidades de masa. También es importante notar que i cuenta con dos
campos x; diferentes, por lo que ambos tendran operadores de creacion y aniquilacion
diferentes. Debido a esto, hemos de agregar un nuevo indice a nuestros operadores

js 1 Js
ap, by

Upgr Voa (2-7)

Nof—

recordemos que el indice p indica el momento asociado a la particula; mientras que s = +
indica la polarizacién de espin; el subindice a indica la componente espinorial y el indice



2.2 Segunda cuantizacién canénica para fermiones de segundo orden 27

j =1,2 indica a que campo x; pertenece el operador de creacién o aniquilacién. De esta
forma, los nuevos campos son

} . ip- . t.5. s ipx

¢(x) J‘ 1suse 1px+b;+v;elpx+a2sy5use sz_l_bFZ)s y vpep ]’ (2—8)

27) ,/4mE

T E ‘I' -s_ 5 ipx 2s 7S —ip-x

¢(x) f 15'|' =S lpx"'b;lys; ipx _ 25 7/ ep b 7/ e ip ], (2_9)
27) 1/4mE

2.2. Segunda cuantizacién canénica para fermiones de
segundo orden

Con lo anterior podemos proceder con la segunda cuantizacién candénica para los cam-

pos fermiénicos de segundo orden.
Primero, impongamos las relaciones de cuantizacién para los nuevos campos

{$a(x), Pp(¥)} = 0, (2-10)
{9a(x), Ty, ()} = 160 (x - ), (2-11)
donde
oL 0.7 )t.,0
¢:a_%:a¢a: aV s (2-12)

donde notamos que existen 4 grados de libertad (8 componentes reales) provenientes
de las componentes espinoriales del campo i y 4 de su conjugado II,, teniendo como
total 8 grados de libertad. Caso contrario al de Dirac, pues el conjugado al campo x es
simplemente x' en dejandonos con 4 grados de libertad.

Imponer las relaciones de anticonmutacién anteriores, requiere que las relaciones de
anticonmutacion para los operadores de creacion y aniquilacion de los campos y; satisfa-
gan, por separado, las relaciones También los operadores de un campo deberan de
anticonmutar con los del otro, esto es:

{ay,ay) = ... ={ay’,ay ") = fay’, b Ty = . = 0. (2-13)
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Sin embargo, ocurre algo un interesante. Si quisiéramos que la relaciéon se vea satis-
fecha, debemos de afnadir un signo menos a los anticonmutadores de los operadores del
segundo campo:

fay’,a;"") = (21)°6" 6% (p - q),

{ags' a;r“l‘} — _(2n)36575(3)(p — q)’ (2-14)

(b, b)) = (210)°6° 6% (p - q),

by 0"} = ~(2m)°57 6 (p ~ ), (2-15)
mientras que el resto de anticonmutadores se mantienen:
{a{?s, aér} _ {aés'l" aér'l'} _ {b{?s, bz}r} _ {bIj]s+, bér‘l'} ’

is 4 ir ist ,jrt ist ;ijr is ,jrt
{ay, by} = {ah bl "} = {a)", b} = {ay, b)) = 0. (2-16)

2.2.1. Norma negativa

Que las relaciones de anticonmutacién en y no sean candnicas, es decir, que
los signos no sean positivos, provocan un problema, la denominada norma negativa. Pen-
semos que queremos calcular la proyeccién de un estado en otro

(pla) o< (0]a,a}[0) = (0] (~aba, - (276> (5~ 7)) 10) = ~(21)*5*(p - q), (2-17)

notemos que el producto interior es negativo, lo cual, a su vez, nos llevara a una densidad
de probabilidad negativa.

2.2.2. Redefinciéon del campo adjunto y cuantizacién canénica

Para hacer que los anticonmutadores sigan una relacién canénica debemos de hacer que
dos de los anticonmutadores en y recuperen su signo positivo; esto se puede
lograr si hacemos primero que el campo se mantenga sin cambios

d3p —ip- t s ip- 25.5. 5 —ip- 2st. 5 s —ip-
T P e
P s
(2-18)
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pero redefiniendo al campo adjunto ) — 1, donde el signo negativo en ahora es
positivo:

d3 . . . .
‘“x):f W};n—%z[“%”ﬁéel“ by vpe P 4 ar Ty P 1 bty Se P, (2-19)
S

o de forma compacta:

_ 1 5 _
P = —,—zm(Xl +y7x2) (2-20)
=L (21 + 10, (2-21)

Con esto, se obtienen las relaciones de anticonmutacién canénicas para los operadores
de creacién y aniquilacién con i,j =1,2

(., a) = (b5, by} = (270)°67 67 5% (p — q),
{ap:aér} {a;er, iirw‘} {bls b]r} {bis-r, bg}r’r} ~0,
{a;f,bér} { ist b]rf} { ist b]r} { ;,S,béﬁ} —0. (2-22)

La derivacion explicita de estas relaciones se puede ver en el Anexo[C| Asi las relaciones
de la segunda cuantizacién canénica de los campos fermiénicos de segundo orden se ven
satisfechas

{Pa(x), Pp(v)} = 0 (2-23)

($a(x), P (2)) = 16,50 (x - y), (2-24)

donde los campos [2-18|y[2-19 estdn descritos por la densidad lagrangiana:
L=0"pa,p—m*Py (2-25)

permitiendo asi a los fermiones de segundo orden ser una teoria cuantizable.
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2.3. Pseudohermiticidad

A pesar de que la teoria corregida sea cuantizable, esta deja de ser hermitica, pues la
densidad lagrangiana no lo es, esto es facil de ver al darse cuenta que, (Pp)t = Pip,
explicitamente:

W) =0t = (1 + 7 1) (R + 120 = (K + 30+ 0D =

= (X7 + 235720 1+ x2) = (X + X5 P = V¥ x2) = (v + x5O - v xe) =
= (x17° = x57°Y°) 1 = 7% x2) = (i1 - %27°) (X1 - ¥ x2), (2-26)
mientras que:
P = (F1+x27°) k2 + 7 x2) (2-27)
por lo tanto:
()" = . (2-28)

Aparentemente esto es un problema, pues uno de los axiomas de la mecanica cudntica
establece que los operadores que representan a los observables fisicos deben ser hermiti-
cos para asegurar que su espectro de eigenvalores sea real. Sin embargo, se puede relajar
este axioma, exigiendo que el espectro de los observables fisicos sea real, adoptando un
formalismo de la pseudohermiticidad.

Un operador se dice pseudohermitico si:

of =10t =0, (2-29)
donde O es el operador pseudohermitico adjunto de O con 7 siendo un operador que

actua sobre un espacio de Hilbert dado.

2.3.1. Mecanica cuantica pseudohermitica

En [13] y [14], Ali Mostafazadeh propuso un formalismo para operadores inspirado en
las relaciones de la invariancia ante PT, como [3] donde el Hamiltoniano de la teoria es
pseudohermitico

H*=y"'H'y=H, (2-30)
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2.3.2. Producto interno

En este formalismo, el operador 1 debe redefinir el producto interno del espacio de
Hilbert de los estados de la siguiente forma

<¢1|4’2>—><¢1|4)2>,7 E<¢1|’7|¢2>- (2-31)

2.3.3. LEigenvalores

Con lo anterior, se sigue que el espectro asociado a O es real, por ejemplo, para el caso
de un hamiltoniano

0=(p|0|p)=(p|H"y—nH|p) = (Pp|E'n-nE|p) =
= (E* = E)(¢|n|p), (2-32)

si <¢| n |1,b> # 0, entonces ET = E € R; por lo tanto, el espectro de H es real.

2.3.4. Evolucién temporal

Asimismo, esta teoria mantiene a la evolucién temporal de los estados unitaria

(| |1 ) les0 = <4’2|€iH+t’7€_th |1y = (o] e e i) = (o 1 |1 (2-33)

2.3.5. Teoria cuantica de campos pseudohermitica

Podemos generalizar la teoria pseudohermitica de la mecanica cudntica a una teoria
cuantica de campos pseudohermitica en un espacio de Fock. Esto imponiendo que la
relacion 2-29|sea satisfecha por la densidad lagrangiana

cf=yoty =2, (2-34)

lo cual es importante, pues en la teoria de perturbaciones, al trabajar con interacciones,
la densidad lagrangiana juega un papel importante asi como la serie de Dysonﬂ

'Ejemplo de lo anterior se puede ver en [L1]].
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2.4. Operador 7

2.4.1. nyelcampo adjunto

En este caso, para los fermiones de segundo orden la expresion [2-34] se ve explicita-
mente como

L5 = (DGO, — ) 1 = 90— Py = L, (2-35)
de donde podemos extraer la expresion:
() =gy, (2-36)

la cual puede ser reescrita
P =" py) =y Ty =y Ty Y Ty = Ty T = Ty T, (2-37)
de donde podemos identificar las siguientes dos relaciones
P=nhn p=ny P, (2-38)

Ambas expresiones estdn relacionadas a través de la transposiciéon conjugada, sin embar-
go, la primera relaciona directamente al adjunto de Dirac ¢ de la expresion de la
teorfa “naive”(ingenua en inglés) con su redefiniciéon ¢ en la expresién a través de
una transformacién a partir de 7. Con esto, obtenemos de forma natural una redefinicién
del campo adjunto a través del formalismo pseudohermitico.

2.4.2. 1y losoperadores de creacién y aniquilacién

Usando nuevamente las expresiones podemos identificar cémo actia 7 sobre los
operadores de creacién y aniquilacion, pues recordemos que # actia sobre operadores en
el espacio de Fock, de esta forma y utilizando las expresiones2-5]y podemos hacer

A 1 ].

p=n"y%" = \/T—mn‘lyo()h +%27°) T = \/T—mﬂ_lyo(xb/o + 139995y =
1
=——n"'(x1 - ¥ x2). (2-39)

V2m
De esta forma, utilizando las expresiones podemos ver que



2.4 Operador 33

(1 +7°x2) =1 x1 =V x2)1, (2-40)
es decir,
x1=1"x11
X2=-1"xa1. (2-41)

Para calcular explicitamente las expresiones veamos que la parte de x; sobre la que
actua 7 son unicamente los operadores de creacion y aniquilacion a,, b,, asi nos quedaran
las relaciones

-1 _1s_ _ _1s
o apn = ay,

" 117;1;S+’7 — b15+,
" 1a§5n — a;275’
W_lb}%ﬁ — _bﬁs‘l" (2_42)

si ahora utilizamos las expresiones y obtenemos
(%1 + X2y = =iy = (%1 - X27°), (2-43)
vemos qué

-1 _1st_ _ _1st
nm ap n=a,

17—1 b}l}s;7 — b}l}s}

-1 _2st_ _ 2st
n ap U__ap ’

17_117;517 = —b;s. (2-44)

O de forma compacta para j = 1,2 tenemos

o)y = (-1, (2-45)

Las relaciones en dictaminan la forma en que 7 transforma los operadores de
creacién y de aniquilacion, algo més basico que a nivel de los operadores de campo en [2
Con esto, vemos que el cambio de signo en la redefinicién del campo adjunto p — ¢
(de[2-9a proviene del hecho de que nuestra teoria sea pseudohermitica, al nivel de
la densidad lagrangiana [2-34]
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2.4.3. Forma explicita de 1

Por lo expuesto previamente, podemos deducir ciertas propiedades de #, primero, co-
mo 7] solo actiia sobre operadores del espacio de Hilbert, se debe satisfacer que

n0y=10y, n'l0y=10) v n7'[0)=10) (2-46)

con lo anterior, podemos proponer una ecuacién de eigenvalores para 7 para estados de
una sola particula

ist ist ist
nay |0y =(-1y"1a, |o> (-1)'a)” |0)

+ +
nay" [0y = (-1y"1a;"|0). (2-47)
De esta forma, los eigenvalores de #, son +1. Si ahora realizamos el mismo calculo con 17+

ntal 10y = (a ) T10) = (~1) L (a))T10) = (~1Y " a) Tyt I0) = (<1 al T j0) = yal o)

(2-48)
por lo tanto se concluye que 7 es hermitico
n=n" (2-49)
Asimismo notemos qué
nnal*t |0y = a’*T |0), (2-50)
es decir, esta es involutiva
=0 =1, (2-51)
concluyendo que 7 es un operador unitario
=1, (2-52)

Con todo lo anterior, se puede mostrar que la forma explicita de 7 es:

3
1 :exp(inj (in’; Y (aptay + byt bzs)) (2-53)
S

los célculos necesarios para llegar al resultado anterior se encuentran en el Anexo
En el tercer y altimo capitulo se exploraran mas a fondo los fermiones de segundo

orden, estudiando su causalidad, sus cantidades conservadas y su posible renormalizabi-
lidad segtn el criterio del grado de divergencia superficial.



3. Capitulo 3: Teoria de campo para
fermiones de segundo orden

Para concluir con este trabajo, sabiendo que una teoria para fermiones de segundo or-
den es cuantizable gracias al formalismo pseudohermitico, procederemos a describir di-
cha teoria, estudiando su causalidad, sus cantidades conservadas y su renormalizabilidad
utilizando el criterio del grado de divergencia superficial.

3.1. Causalidad
Explicitamente al retomar el cdlculo explicito de en el Anexo|C|

A a3 . .
(a0 PPy = . = fﬁ (70 =P o = A= 9)ow, (1)
p

vemos que la expresion es invariante de Lorentz debido a la presencia de la conocida
. . o d3 .
medida de integracién f% y a que en las exponenciales p - (x —y) es un escalar. Cuando
P

se asumen tiempos iguales y a la teoria como on-shell llegamos a

A ; Ep ( ipE _ipE) s
a0 Bty = (a0 ) = [ S (PO P Mo, 0, (32
p

donde en la segunda integral basta con hacer p — —p para llegar al resultado. De esta
forma vemos que nuestra teoria preserva la causalidad con A(x —p) siendo el propagador
de Schwinger

{Hba(x)I ¢b(y)}x0,y0 = A(X—y). (3'3)
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3.2. Cantidades conservadas

3.2.1. Generadores de traslaciones espacio-temporales

El 4-momento asociado a los campos esta relacionado con el tensor de energia-momento,
en el caso de la densidad lagrangiana es:

oL o
9"+ " i
20,p° ¥t "ba(a,ﬁp)

T = -n*'L, (3-4)

donde es importante notar que el segundo término tiene un orden diferente para mante-
ner conforme la multiplicacién de los campos. Para darle ese orden a ese término, hemos
de utilizar el hecho de que puede generalizase para funciones de 1 y ¢ asumiendo
que estos pueden expresarse en términos de esos campos. Por ello, el tensor de energia-
momento puede escribirse como:

oL oL

TH = N — §
IERTMASETE N

P, - 1" L, (3-5)

también la corriente conservada se vera afectada por los argumentos anteriores:

L ~ dL
. 5 __TMex, i
R T 570

Ya sea utilizando la expresion 0 y utilizando el teorema de Noether, podemos
realizar una traslacién infinitesimal en el campo:

P(x) > Pp(x—e), o =0,
ox = —¢, (3-7)

y de esta forma, la corriente conservada asociada seréa:
j#=THe,, (3-8)

y podemos definir los generadores de las traslaciones como cantidades conservadas:

4
PH = Jd3xTO” — ddit =0. (3-9)
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3.2.2. Hamiltoniano

Con lo anterior, podemos construir el Hamiltoniano de la teoria libre como sigue:

=H = Jd3xT00 = jd3x:¢¢+Vgﬁ~V¢+m2¢¢ : (3-10)

donde los calculos explicitos se encuentran en el Anexo |C| obteniendo como resultado
final:

151‘ 1s 1s 15'1' 25+ 25 2s1.2st
J £ pZ ~ bl 4 a2tk — p2p2t

3
— f (;ZNI;3EP Z(QIIJS'I' 11)5 bH‘sbls [2751' 1275 b25+b25) (3_11)
s

Es importante notar que la relaciéon se ve satisfecha trivialmente, pues el Hamilto-
niano de la teoria libre es hermitico, sin embargo, para interacciones H es pseudohermiti-
co a través de la matriz S como en [11]].

3.2.3. 3-momento

El 3-momento se escribe como
Pl = Jd3xT0j ;:_Jd?’x:gﬁvjz,b—z,bvjlpz, (3-12)

que después de cédlculos analogos al de hamiltoniano, se llega a:

f 3PZ Istgls | plstyls 4 g2stals o pastys) (3-13)

3.2.4. 4-momento

Finalmente podemos construir los generadores espacio-temporales de las translaciones
d°p Istyls | 25t 2s | p2stsy2
u S S S S STS S

P _J( 3p/”§ a a T+, by +ay" ay” +b,7h,7), (3-14)

que de forma mas compacta es

3
p Jd Zpy jst ]5 b]s’rb]s) (3_15)
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Con esto, podemos calcular el conmutador de P¥ con los operadores de creacién y ani-
quilaciéon. Haciendo explicitamente para a;:”:

3 . . . . ) 3
[P/,t zr+] — J (;Zn[))3 Z[(aés‘l'sa;)s n b;f-l-b;;s),a;{ﬁ] _ J\ (;an))?’ Z([ﬂéﬁ ;}5’ ;{r-l-] n [b]S-I-b;?S, ;{r‘l‘ ),
j,s j,s
(3-16)

usando la identidad [AB,C] = A{B,C} —{A, C}B y las relaciones llegamos a que:

P = [ o

t ir it Tr t ir t ir
p”Z( e o= e a1 )+ 00 i) 0™l ) =

d3
j p p'uZ ]S'f' ap,a;(r‘l' _a;:'*'p]/l (3_17)

Célculos analogos nos llevaran a:

[P/,t azr'l' 1r+py
[P/,t blr'l'] b1r+

[P¥,a)] = —a) pt,
[P¥,al] = -b;"p", (3-18)

donde el signo negativo para los operadores de aniquilacién, que proviene de la expresion
[AB,C] = A{B,C}—{A, C}B, en donde es el segundo conmutador el que es distinto de cero,
para este caso. Con lo anterior (y recordando que P¥#|0) = 0 pues el ordenamiento normal
hace que el operador de aniquilacién sea el que actie primero en P¥ sobre los estados),
podemos notar que:

Prai"|0) = (P*ay" —a)"P¥)|0) = [P” a;"110) = pay*|0) = pay*|0)

Pﬂa;‘j*|o>, (3-19)

de esta forma, el eigenvalor de P¥ para un estado de una particula tipo a (o b) creada es p¥,
lo cual tiene sentido, pues al crear una particula, se crea una unidad de 4-momento p¥,
mientras que al destruir una particula, una unidad de 4-momento es destruida también.

Con esto, podemos concluir que los eigenvalores de energia y momento lineal p# son
reales y positivos.
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3.2.5. Carga

Asociada a la simetria global U(1):

i — e 0y, o1 = -0,
i) — ef4p, o1 = 101,
5x=0, (3-20)

existe una carga conservada:
Q::Jd3xj0 ::in3x:1ﬁ1,D—1fn]b , (3-21)
después de varios calculos (ver anexo [C|) obtenemos

15'[' 1s Istpls o 2st 2s 2st1,2s d3p jst js sty js
~ bl NASE ) (@h ay ~by by =
Jss

p p 4 (21)3
= Z(Na]’ —Nb]') (3'22)
j
donde se han definido los operadores de niimero como se sigue:
d3p d3p
Na] = le\]g}, Na] = J‘Wz\]h], (3'23)
con:
_ jst js _ jsty js
Ny=) ay'a), Ny=) byby. (3-24)
S S
Asi como en el caso del 4-momento, podemos calcular el conmutador de Q, con los
operadores de creacién y aniquilacién a y b. Explicitamente para a”r.
; ds3
irty _ p jst ]5 jxt ]5 zr'l' )
Q"= [ 55 Y l'ey =0 8)e7) (3-25)

usando [AB,C] = A{B,C}—{A, C}B Yy las relaciones llegamos a:

r d ist, js i ist i ist 1 7s ir ist i s
Q™) = [ S Y (oM a1 -0 )+ 0] 105 =
Js

d’p jsty s irt t
- s k-t 29
s
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de manera anéloga, pero siendo cuidadosos con el signo negativos en los operadores a y
b en Q, obtendremos que

[Q alr'l'] — a;{r'l',

[Q bzr'l'] bzr'l'
[Qr ak ] = _ak ’
[Q.a)]=1b], (3-27)

Con lo anterior, notemos que

1r‘|'|0> ( 1r‘|‘ lr‘l‘ )|O> — [Q al‘l‘r] |O> — alr‘|'|0>

1r'|'|0> — alr‘|'|0> (3_28)

donde es importante mencionar que Q|0) = 0, nuevamente por el ordenamiento normal.
Asi, notamos que el eigenvalor de Q para un estado de una particula tipo a creada es +1,
similarmente se llegaria a que la carga de las particulas tipo b creadas es -1:

Qb |0y = (QbIT — i Q) |0> [Q,bi"]]0) = —bi"*|0)
Qb |0> =-b;"|0) (3-29)

3.2.6. Espin

Para terminar con estas cantidades debemos probar que, efectivamente, nuestra teoria
es una que describe fermiones de espin %, para ello, hagamos una transformacién de
Lorentz infinitesimal (rotacién o boost diferente a la traslacién que da lugar al 4-momento
y a la simetria de fase global del campo que da lugar a la carga Q):

P(x) — S[w]lp(w”vxv), S[w]=1- ;41/'-7 "P(x)

s =~ [T, Y1) 5xﬂ:w"vxv, (3-30)

donde wy,, son los pardmetros de trasformacién y J#" los generadores de dicha trasfor-

macion para la representacion (%, 0)e (0, %).

Con lo anterior, la corriente conservada es:

1
j' =S (M), (3-31)
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con

(M) = x@THE — P THE — ([ TH], "y — P LT 1. ), (3-32)

de modo que podemos identificar seis cantidades conservadas:

MM = Jd3x(M0)“ﬁ, (3-33)
de las cuales, podemos coleccionar tres elementos en un vector antisimétricos como se
sigue:

1 | T S NP
Liotar = 5 kM = geijkfd%(” U T i@ T - LT ), (3-34)

pero notando que T% = (QEij,b - QDV]-@) y que Jk = %e,-]-kjij llegamos a :

Liotal = fd%c: [—x x (Vi — V) — i ($Jp — $J )] ;=L +8, (3-35)

donde J* puede escribirse en términos de las matrices de Pauli 0¥ en la base Quiral [19]
como:

k—l O'k 0 )
] —2(0 ak)- (3-36)

De esta manera hemos construido el generador del momento angular total L;,;,;, que se
puede describir como la suma del momento angular orbital L y el espin S, este ultimo
explicitamente:

S=-i | dx: b1y g1 (3-37)
Como en la mecénica cuantica convencional, asumimos que la componente S satisface:

S’|p,+,j,s) =slp,+,j,5), (3-38)

donde s es el eigenvalor de espin. De esta forma y por simplicidad, calcularemos la acciéon
de S3 sobre un estado de una particula con momento lineal cero, de este modo solo es
necesario usar el espin y no el momento angular total como operador:

1;3

total

10,+,7,5) = (L> + $%)]0,+,],5) = $3]0,+,],5), (3-39)
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con esto, podemos comenzar con el cdlculo, para una particula creada por a”s.

§310,+,1,5) = \/2ES%al™0) = \/2Eo[S3, ai™]10), (3-40)
donde en la tltima linea se usa el hecho de que [S3,a}™]|0) = (S3a}™ —a}TS3)|0) y S3|0) =
0, pues S estd ordenado normalmente y los operadores de aniquilacién acttan sobre el
vacio, aniquilandolo. Calculando explicitamente usando para la componente
S3 (ver anexo|C) se llega a que:

1
Y™ [0) = £33 10), (3-41)

donde el signo + corresponde al valor de s=1 y el signo — al de s=2; de esta forma se puede
llegar a que:

it L jt
S%a}°10) = J_rzaé *10)
it 1 jt :
s3bgs|o>:i§bgs|0>,] =1,2. (3-42)
Con esto, se llega a que las particulas descritas por esta teoria son, en efecto, fermiones
de espin 3.
3.2.7. Estados degenerados

Con todos los resultados anteriores, podemos darnos cuenta que existen estados dege-
nerados de energia y momento, sin importar la carga de la particula, su espin o a que
campo x; pertenece; esto es:

Pllp,+,j,5) = p" Ip,+,j,s), (3-43)

donde el indice j corresponde al campo x; de|2-20|asociado a la particula creada, mlentras
que p es el momento asociado, el cual satisface la relacién de dispersién E? = p2 +m?, por
otro lado, + es la carga de la particula y s el espin de las particulas.

3.3. Invarianza de Poincaré

3.3.1. Invariancia de Lorentz

Para probar que los fermiones de segundo orden son invariante de Lorentz notemos
que el campo ¥ es una superposiciéon de campos de Dirac,

p=5 u+yx) (3-44)
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los cuales son covariantes de Lorentz [10],[16][19] y [20], es decir, transforman bajo la
2,0)® (0, 3) del grupo de Lorentz.

7;
X)) = S[Alxj (A M)
F) = Bi(AT ST A] (3-45)

representacion (

con la representacion del grupo de Lorentz siendo

S[A] = e7 Q" (3-46)

donde los generadores corresponden a la representaciéon (%, 0)a (0, %):

T = i[)/”,yv]. (3-47)

Podemos escribir como una serie de potencias
— —i
5= (F)QuI™), (3-48)
k

esto nos ayudard a poder saber como S acttia sobre los campos y Notemos
que en la solucién i de campos fermiénicos de segundo orden el campo x; y su
adjunto transforman como se espera segun sin embargo, ¥’ x, parece no hacerlo
por la presencia de y°. Notemos que el tinico término matricial de S es J#”, el cual esta
compuesto por la diferencia de un par de matrices gamma y, recordando las propiedades
y°> puede pasar a través de J"” anticonmutando con el par de matrices gamma,
dejando intacto los signos, es decir, conmutan

j,uv7/5 — 7/5‘.7]/11/, (3_49)

por lo que y° conmuta con (J#")¥ también. De esa forma

Sy® =y°S. (3-50)

Con lo anterior, podemos saber como transforman el campo ¢ ante el grupo de Lorentz

7 ) 1 — —
P(x) = ¢ <x>=v7_m(5xlm 1)+ 9581 (A x)) =

A1) +7° (A ) = Sp(A x)

1
S\/T_m(M(

W(x) > P'(x)) = SY(A ™ x) (3-51)
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y también como transforma ante Lorentz el campo adjunto psi

H(X) - /() = v% (B (A0S + 7 (A0S y5) =

= —(F(A 0+ Z(A T x)y°) ST = (A x)s !

P(X) - ' (x) = (A x)S 7L (3-52)

Vemos que a pesar de que los campos sean una superposicién particular de campos de
Dirac, los campos resultantes trasforman de la misma forma que lo hacen los campos de
Dirac convencionales. Por lo que podemos probar que, de hecho, la densidad lagrangiana
para fermiones es invariante de Lorentz

Lo L= (") §(0,)p - m* Py’ =
= AP YA %)STIA 79, S(AT x) - mPP(AT %) ST Sp(AT x) =
= Ao PPN %) (A %) = P YA ) P(AT %) = P, p — mPPip = L

L(x)=L"(x)) (3-53)

donde en el altimo paso usamos los hechos de que los indices son mudos y que siempre
podemos realizar un cambio de variable en las coordenadas del espacio-tiempo. Asi, con-
cluimos que la densidad lagrangiana para fermiones de segundo orden es invariante ante
transformaciones de Lorentz.

3.3.2. Invarianza de Poincaré

Para probar que nuestra teoria es covariante de Poincaré, hace falta probar que nuestra
teoria es invariante ante traslaciones y ante ciertas simetrias discretas. Para lo primero,
podemos preguntarnos si nuestra teoria satisface un algebra particular segtun el forma-
lismo presentado en [[18]. Si los generadores de traslaciones espacio-temporales P¥ 3-14
conmutan con ) y ) como se sigue:

[¢'Py] = ia;ﬂab’ [&,PH] = ia]ﬂf)’ (3-54)

entonces se dice que cualquier bilineal formado por los campos son invariantes ante tras-
laciones espacio-temporales. Utilizando las relaciones podemos probar dicha dlge-
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bra (recordando que [A, B] = —[B, A]), pues los campos son una integral de sumas de opera-
dores de creacién y aniquilaciéon en el espacio de Hilbert de los operadores. Las derivadas
de los campos se pueden ver en el anexo|Al De ese modo, para el primer conmutador:

Z a ‘+a ys]u;e_ip'x—[b;++b25+7/ ]vselpx) (3-55)

d3
By :f \/m

primero, cuando y =0, P,=P° = H y dy = d° = 9, tenemos que:

ls

[111) }s) _ip'x—[b;++b25+)/ ]vsesz) 1-1][)’ (3-56)

por otro lado, cuando p=j, P; = ~Piy dj =V, ast:

. d3 .
[AD,PJ']:—[AD,P]]:—J rmE Z a +a12)57/5 uye'P 'x—[b§++b25+y v, sz) ivi.

(3-57)

Asimismo, para el campo :

Z —s ls'l' 2s+y ]elpx+77;[b15 b257/ ]e—lp'x), (3-58)

R d3
5] :f W

para u=0:

. p [E . ;
[¢,H]:f—(in’;3 ﬁZ(—ﬁ;[a;” aytyP1elP + 93 [by + by le P ) = i, (3-59)
S

. . 3 i . .
[QD,P]']Z—[QD,P]]Z—JA d P3 p Z(_a;[a;ﬁ a2t S]esz+v [bls bFZJSyS]e—zp.x):ile/)'

(3-60)

De esta forma, siguiendo el formalismo en [18], cualquier bilineal formado por ¢ y 1 sera
invariante ante traslaciones espacio-temporales.
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3.4. Simetria CPT

3.4.1. Paridad

Recordemos que los campos fermiénicos de segundo orden tienen la forma

1
V2m

con ello, podemos trasformar ¢ sabiendo como trasforman los campos x;, los cuales son
campos de Dirac y siguen las relaciones esto es

p=——(x1+7°x2) (3-61)

V2m (P, )P ) = P (i1 (63, ) + 7 x2 (1)) P71 = Py (i, )P + 9 Pa(xi, )P =

= 117 x1(=%6)+ 1207 x2(=x, 1) = A1y %1 = 12y Y222 =7 (A xa (=xi, 1) = A2y xa (=i, 1),
(3-62)

en donde observamos que, si en la tltima linea hacemos A; = -1, = A =i entonces
Y0i(x1(=x 1)+ > x2(=x,1)) = iy "p(-x, 1) V2m, (3-63)
es decir,
P(x;, )P~ =iy ip(—x;, 1), (3-64)

dicha trasformacién es consistente con lo esperado para campos fermidénicos segun la
relac1on- 0] De esta forma, hemos fijado las diferentes fases A; de los campos ;. Ahora
podemos ver como transforma el campo adjunto ¢

Vom(Pih(x;, )P ) = P21 (xi, 1) + Ra(xi, )y ) P~ = A (a (=i, £)7° = Ra(=xi, )9 °) =

1
= (1 (=%, 1) + Xo(=x1,1)7°)7° = X (—x;,£)y°
Pip(x;, t)P~ —HP( xi 1)y’ (3-65)

donde vemos que 1) trasforma como un campo de Dirac convencional aun sin ser uno,
como en

Con lo anterior, tenemos lo necesario para saber si la densidad lagrangiana de fermio-
nes de segundo orden [2-25|es invariante ante paridad, viendo por separado como trans-
forman los términos cinético y de masa en[2-25|con el nuevo adjunto. Primero, el término
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de masa trasforma como

Pep(xj, t)(xi, )P~ = Pep(x;, )P~ Pep(x;, )P~ = Aep(—x;, 1)y O Ay "up(—x;, 1) =
= /\/\*Eﬁ(_xil t)v,b(—x,-, t) = lp(_xi; t)z,b(—xl-, t)

Pip(x;, t)ip(x;, )P~ = (=i, D) (=i, 1), (3-66)
donde usamos el hecho de que A1* = 1. Asimismo, el término cinético transforma como
PIM(x;, 1), (x;, t)P~" = P! P~ Pip(x;, )P~ PI, P~ Pyp(x;, t)P~" =
= 9 A" P(=x;, 1)y 0" Ay (=i, ) = 9yt (—xi, )Pl 1)

PO p(x;, )0, (x;, P! = 9,3p(—x;, 1) P(—x;, 1), (3-67)

donde el cambio en los indices en la derivada corresponden a cambio en el signo de las
derivadas espaciales (pues d,, = (d;,V)).

De esta forma, podemos darnos cuenta que la densidad lagrangiana para fermiones de
segundo orden trasforma como:

PL(x;, )P~ = P(ayl[’(xirt)aylp(xi’t) - mzll;(xi,f)ll’(xi;t))l’_l =
= POMp(x;, 1), p(x, t) P! —mPPi(x;, t)ip(x;, t)P~! =
= Out(—xi, )0 (=i, t) = m* Py, )p(—x;, 1) = L(=x 1), (3-68)
por lo que concluimos que
PL(x;, t)P7Y = L(-x;, 1), (3-69)

es decir, nuestra teoria de fermiones de segundo orden es invariante ante paridad.

3.4.2. Inversién Temporal

Siguiendo la metodologia empleada para comprobar si[2-25|es invariante ante P, po-
demos probar si nuestra teoria es invariante ante la inversién temporal T

Primero, veamos como transforman los campos fermiénicos de segundo orden utili-
zando las trasformaciones para campos de Dirac[I-93}

Vom (T, HT™) = T (x1(xi, ) + 9 x2(xi,)) T = Txy (2, DT+ T (x, T =
= p1Cy°x1(xi, 1) + 1> p2CY° X2 (%1 1), (3-70)
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Podemos elegir p; = p, = 1 y también se puede probar directamente que Cy°> = y°C; de
esta forma nos queda

1
T xi,tT_I:—C > x1(x;,—t)+ 5)( x;,—t)) =Cy° x;,—t
P(x;,t) mr(m)yz(l)) Y2 w(xi,—t)
To(x, )T~ = Cy i(xi, —t). (3-71)
Ahora, para el campo adjunto 3
Vom(T(x, )T ) = T (R (xi t) + Zo(xi, Y% ) T = TRy (xi, HT ™ + Tio(xi, )Ty =
= —x1(x;,—t)y°C = £1(x;,—1)y°Cy> = = (%1 (x;, ~t)C + X1 (x;, =1)7°) ¥°C = =(x;,—1)y°CV2m

T(x;, )T~ = =ip(x;, 1)y C. (3-72)

Con todo lo anterior, podemos revisar la invariancia de la densidad lagrangiana [2-25|
ante T. Como con P, comencemos con el término de masa:

T(x;, )(x;, )T~ = TPy, )T Tep(x;, )T~ = —th(x, =)y CCY P (—x;,—t) =
= P(x;, —1)y° Y P(xi, —t) = Plx;, —)P(x;, —t)

T (xi, )P(xi, VT = Plxi, ~)p(xs,—1) (3-73)

donde se usé el hecho de que C? = —I4,4. Ahora, el término cinético transforma como
sigue:

TP (x;, ), P(x;, )T~ = TO*T ' TP(x;, )T T, T~ Tep(x;, )T~ =
= =0,y °CICY P(x;, 1) (x;, 1) = I ih(x;, —1) I (x;, —t)

To*(x;, 1), (x;, )T = 9, P (x;, —£)IMp(x;, —1). (3-74)
asi, la densidad lagrangiana transforma ante T como:
TL(x;, )T~ = T (9"h(x;, )9, p(x;, 1) = m*h(x;, )p(x, 1)) T~ =
To"P(x;,1)9,1p(x;, )T~ = m> Tep(x;, t)p(x;, )T~ =
Outp(xi, =) (i, =) = P Pxi, =) (xi, —t) = L(x;, —t), (3-75)
por lo tanto, vemos que la teoria es invariante ante T, pues

TL(x;, )T~ ! = L(x;,—t). (3-76)
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3.4.3. Conjugacion de Carga

Para terminar, siguiendo las transformaciones ante conjugacién de carga C de los cam-
pos de Dirac en podemos transformar los campos fermiénicos de segundo orden:

m(CQDC‘l):C(X1+7/5X2)C L=Cy,C” 1+7/5C)( c! (a)1CX1 +y a)zC)(z)
= (@1Cx] +w2C(y°) %7 ) = (1CR{ + 2C(%27°)T) (3-77)

asi como en la transformacién T, se puede elegir w; = w, = w = 1 , obteniendo como
resultado

_ 1 _ _ R
CypC' = EC(XI + 22> =Ccyt

CypCt=cypT (3-78)

Por otro lado, el campo adjunto i transforma ante C como:

%(C'f’c_ ) C(X1+Xz7/ )C =Ci1C+CiCy° = xTC+ xTcyd _()(1 +X27/ )C
:(Xl +6(7) ) ( +(»°x2) )C:(X1+(7/ Xz)) C=ypTcVam

cypct=ylc. (3-79)

Con esto, podemos calcular cémo transforma [2-25|ante C. Empezando por el término de
masa:

CpypCt=cypcricyc™ =ypTecht = T T, (3-80)

en este paso, es importante notar que podemos descomponer en componentes los cam-
pos espinoriales, esto es

_’J)T&T = _HbglpoTc = _Qba’j)a = Hﬁazpa = 1[”1D’ (3-81)

donde se uso6 la relacién asi pues, podemos concluir qué:

CPypC™ = py. (3-82)

Ahora, para el término cinético:
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C("Pa,p)C! =9 CHC9,CpC™" = I PTACIACHT = =0T 9, pT = 9o,

C("Pa,p)Ct = "o,y (3-83)

de esta forma es facil ver que la teoria es invariante ante C, explicitamente es

CLC™ =C(d"pa,p - m*Pp)C™ = CLCT = C(9"p0,p) C' - m*ChypC! =
= "o, p—m’ Py =L

ccclt=r. (3-84)

3.4.4. CPT

Con esto podemos ver que, dadas las relaciones de transformaciéon que deben satisfa-
cer los campos de Dirac convencionales y; en y podemos encontrar como estas
ultimas transforman, concluyendo que la teoria que describe a los fermiones de segundo
orden es invariante ante C, Py T por separado, lo que nos asegura que, no importando
cuales de estas tres transformaciones se apliquen simultineamente, la teoria sera inva-
riante ante estas, incluyendo CPT

CPTL(CPT) ' =cprLT P ict=cpepicti=ccctl=¢
CPTL(CPT)' =L. (3-85)

3.5. Simetria simpléctica

En adicidn, esta teoria presenta una simetria simpléctica. Para ver a que se refiere una
transformacién simpléctica, primero hemos de notar que debido a la relacién pode-
mos almacenar ¢ y 1 en la siguiente matriz:

_ AﬁT(x)) _
W(x)—(¢(x) , (3-86)
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y haciendo uso de una matriz simpléctica () de dimensiones 8 x 8 escrita en bloques de
4 x4:

0 :( 044 14><4)’ (3-87)
—lyxa Ogxa

podemos reescribir la densidad lagrangiana [2-25|como:

1 2
£=59"0T09,W - m?\yTQ\y. (3-88)

Con la forma de la densidad lagrangiana enf3-88}, podemos ver facilmente que esta es inva-
riante ante la transformacién W — W’ = SW con STQS = Q, es decir, existe una simetria
simpléctica. Esta es la relacién que se define para un elemento del grupo simpléctico
Sp(8,C), cuya élgebra tiene 36 generadores.

3.6. Renormalizacion

Segun el criterio del grado de divergencia superficial [16] y [19]], se puede decir si una
teoria con interacciones es renormalizable o no. Este criterio, aunque no definitivo, resul-
ta bastante ilustrativo, pues se puede reducir a tres condiciones sobre las constantes de
acoplamiento g:

= si[g] <0, la teoria es no renormalizable
= si[¢] =0, la teoria es renormalizable
= si[g]>0,la teoria es super-renormalizable

con esto en mente, podemos preguntarnos si esta teoria es renormalizable.
Primero y para una comparacién la densidad lagrangiana de Dirac es

Lp=x(iy"dy—m)x, (3-89)

sabemos que, en unidades naturales [Lp] =4 y de esa forma [x] = %, de esta forma pode-
mos escribir la densidad lagrangiana de interacciones para los bilineales de Dirac como

Ling = % (Xx)* + % (x7°x)(x7°x)+ % (XM" 3) (XM x ), (3-90)
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sin embargo, notemos que las unidades de los bilineales anteriores son: [Bilineales]* = 6,
lo que obliga a las constantes de acoplamiento a ser menores que 0, es decir, ninguno de
esos acoplamientos es admisible en una teoria renormalizable.

Por otro lado para la densidad lagrangiana de fermiones de segundo orden:

L=0"pa,p—m*Pip, (3-91)

las unidades de los campos son [¢] = 1, mientras que la densidad lagrangiana de interac-
ciones para esta teoria es:

Line= 5 (B0) + 2 (0°0) ($2°9) + 2 (M9) ($M00), (392

lo que se traduce en que las unidades de los términos de interaccion sean: [Bilineales]? =
4, es decir, las unidades de las constantes de acoplamiento son: [A;] = 0, es decir, la teorias
de interaccién son renormalizables. Es importante destacar el hecho de que los términos
enson invariantes de Poincaré, pues que los campos 1 y 1 sean covariantes de Poin-
caré en la representacion (%, 0)a (0, %) garantizan que esos bilineales también lo sean.

En adicién, también notemos que podemos acoplar los campos fermiénicos de segundo
orden al campo escalar de Higgs

Loy = ATH(gﬁl,D)H+H, (3-93)

donde [H] =1y por tanto [Ay] = 0, es decir, la teoria es renormalizable y por consiguiente,
candidato a materia oscura, ya que es estable, pues por las dimensiones de los campos,
esta solo puede acomplarse al campo de Higgs ,similarmente como ocurre en [2] y [6]. La
renormalizacién de fermiones de segundo orden puede estudiarse en [21]].



Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se estudié la segunda cuantizacién canénica para particulas masivas
con 8 grados de libertad que trasforman ante la representacién (3,0) & (0, 3) del grupo
homogéneo de Lorentz sujetos a la densidad lagrangiana de Klein-Gordon, es decir, fer-
miones (de espin %) de segundo orden. Esto mediante la redefinicién del campo adjunto
(dual field) para la solucién a la ecuacién de Klein-Gordon para fermiones a
través de la introduccién de un operador hermitico y unitario

La introduccién de 1, modificé el producto interior del espacio de Fock en el que viven
dichos campos fermidnicos de segundo orden Sin embargo, con esto se garantiza
una evolucion temporal unitaria de los estados[2-33]y un espectro real de los obser-
vables fisicos, incluso cuando la teoria no es hermitica[2-28] lo anterior es provisto por la
introduccién de un formalismo pseudohermitico|2-34

Asimismo la teoria preserva la causalidad, gracias al propagador de Schwinger
También los campos son covariantes de Poincaré e invariantes ante paridad, inversién
temporal, conjugaciéon de carga y por tanto, ante CPT. En adicién, esta teoria presenta
cantidades conservadas [3.2]asociadas a cantidades fisicas propias de los fermiones, como
el espin, el cual es %

Si bien la segunda cuantizacién candnica de fermiones de segundo orden es autoconsis-
tente gracias a la adopcién del formalismo pseudohermitico propuesto por A. Mostafaza-
deh [13] y [14]; el problema aparente de la norma negativa expuesto en[2-17| persiste (se
observa a partir de las relaciones al aplicarlas a un estado). Sin embargo, el origen
de este problema ya no es debido a las relaciones de cuantizacién no canénicas, sino al
operador 11 que redefine aspectos en el espacio de Fock de los estados de particulas.

Esto ultimo abre las puertas a mas estudios sobre los fermiones de segundo orden nece-
sarios para estudiar la definicién de sus estado cudnticos, trabajando incluso con posibles
estados de particulas fantasma, definidos como aquellos que en procesos de dispersiéon
no son estados iniciales o finales. Con esto se abre la oportunidad de estudiar dichos
fenémenos de dispersion, asi como teoria de perturbaciones necesaria para realizar la re-
normalizacién de las interacciones, los diagramas de Feynman e incluso la cuantizacién
por integrales de camino.



A. Anexo: Expresiones utiles

A continuacidén, se presentan ciertas expresiones para los campos  y ¢ que fueron

utiles en los calculos de este trabajo:

v = f 270y \/WZ ay’ +ayy lupe P + (b + 03Ty e

h(x) = j pyE \/4m—EZ TS [l + a2ty 1P g [B)S + b2y S iP)

P(x) a +ap Y ]u:,e_ip'x—[b;++b§5+y5]v;eip'x)

() lﬁ %+5]m“—ﬁﬁb“+b%y] w«)
Vip(x) = i; p «/WZ [a15+a *luse? 'X—[b;,++b§5+y5]v;eip-x)
L B M R R U 2

—p? 4 m?

Jd3pe+zp (X-7) _ = (21 x y—))

(A-1)

(A-3)

(A-4)

(A-5)



B. Anexo: Cuantizacién de fermiones de
segundo orden y pseudohermiticidad

Sabiendo como actta 7 sobre los campos y, por consiguiente sobre los operadores de
creacién y aniquilacién, podemos encontrar la forma explicita de 7.

Primero, recordemos que # en[2-45|solo cambia el signo de los operadores de creacion
y aniquilacién del tipo b, es decir, necesitamos un operador que solo acttie sobre estos.
Asimismo 7 es un operador unitario y hermitico, con esto, podemos proponer un ansatz
como en [1]:

Primero, hemos de preguntarnos que operador hermitico es capaz de hacer lo que hace
1 en la repuesta, el operador de nimero para las particulas tipo ay b:

d3p d3p
= | P N, Ni= | 2PN, B-1
M= [ ot M= | gt -
con:
N,j = Zaéﬁaés, Ny = Zb{;ﬁb{f. (B-2)
Podemos definir definir una eigenbase para NV =} (N, + V) tal que:
Nimy=nlny= ) (ng;+my)lny=) njln), (B-3)

J J

con los n anteriores siendo nimeros naturales incluyendo el cero.

Podemos definir a NV, = N, + N, como candidato para ser el operador 7, pues este solo
“vera” alos operadores del campo x,, anticonmutando trivialmente con los del campo ;.
Dado que # debe ser unitario podriamos esperar que tenga la forma de:

n= e—i@(’), (B-4:)

Con esto en mente, podemos proponer el siguiente ansatz:

3
e—i@NZ — e—i@(Na2+Nh2) = exp [-l@f d p Z(a25+a2s + b;s‘l‘b;S)]’ (B_S)

n (2m)? £
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podemos escribir # como:

"n= e 1ON2 _ i(w) (B-6)

m!
m

donde la parte “operacional” de 7 recae sobre el operador N,. Ahora hemos de pregun-
tamos que le hace N, a los operadores de creacion y aniquilacién.
Primero podemos usar la relacién de unitariedad que satisface 77 para calcular el pardme-
tro 6:
1=yt = e~ 1ON2 10Ny — ,=i(0-0")N2 (B-7)

lo anterior se ve satisfecho si 6 = 6*.
Por otro lado, usando las relaciones de anticonmutacién calculemos primero N, b,%“:

d3 d3
2rt _ p 25t 2 257,25\ 1.2rt 25t 25 2rt p 2st7.257.2rF _
Nob _I(Znﬁ Y (a2ta + 025217 J 2 b2 J(zn)3 Y bbb =

d3 d3 ) >
— j (27_(1; a,27+s 2sb2r‘|' f (27(1;3 Zbgsf(_blzr'l'b;s 4 (27_()301’56(3)(17_ )) —
s

3
_ b}%r'l‘f d p Z(“;%SJF I275+b25+b25)+b2r+ b2r+(/\/’2+1)

(27)

NYBFT = BTN, + 1), (B-8)

Si volvemos aplicar N, obtendremos N;b2" = b2 (N, + 1), por ello, aplicando dicho
operador m veces:

NJBHT = TN, + 1), (B-9)

notemos que este cdlculo es idéntico si cambiamos b2+r por azTJr Asimismo, para b" y

7" el proceso es similar, pues todo se reduce a utlhzar las relac1ones de anticonmutacién
men el orden en el que aparecen, aprovechando que solo entre operadores del mismo
tipo pueden aparecer deltas de Dirac, esto nos lleva a escribir, para los operadores del
campo x»

Nme'l'r b}%r'l'(Nz + 1)m’ Nm 2rt _ a}%‘l‘r(./\[2 + 1)m
N = b2 (N, +1)™, Nmagf =af" (N, +1)" (B-10)
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mientras que para los operadores del campo x; anticonmutan con los operadores del

campo x, y por consiguiente con 1 y N,, es decir se comportan similar a la parte del

calculo [B-9|entre el operador biﬁ y a25+ 25 , con eso en mente nos queda:

szbir'l' — biﬁ/\[m, Nm lr'l' — akr‘I'sz
NP'b =b Ny, NY'a ;f =a;" Ny (B-11)

Lo que resta es preguntarnos como 7 actiia sobre un operador para terminar de encon-

trar la forma de 7. Eligiendo nuevamente a b,%” para hacer el calculo explicito:
) [(S0] _\m 9 1 )
ﬂbir'l' _ e—zGszI%r'I' _ Z(( i) ;!NZ) )b2r+ b2r+ Z( NZ + )] _ b}%r're—le(/\/zﬂ),
m
(B-12)
y asi, llegamos a que:
17—11921’1'17 b2r'|' i0( N2+1)17 — b£r+ei6(N2+1)ei6N2 bZr'l‘ -6 _ bZT‘l' (B-13)
el ultimo paso es posible si |0] = —7, también notemos que hemos abusado de la notacién
al escribir el operador identidad como 1. Por lo que, eligiendo 6 = 1, nos queda qué:
=o' ™2 — oxplin d3p Z(aZST a2 b2s+b25) (B-14)
m= =exp (27()3 - p 7p
donde esta es la forma explicita de 77, la cual es unitaria:
17111‘ _ ein/\/ze—in/\/z =1, (B—15)
asimismo, # es hermitica, pues:
i) = €N ) = 7 [n) =) = €72 ) = €N ) = T )
nln)=n"|n) (B-16)

En adicién, es facil observar que las relaciones para las transformaciones de los ope-
radores [2-45|se ven satisfechas usando las expresiones [B-10|y [B-11} por ejemplo, para el
caso de un operador del campo x; :
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17—16111<r17 — a}l{rein./\/z]7 — airein/\/ze—in./\/' — a}l{reO — a}l{r. (B-17)

Las relaciones [B-13|y [B-17] sirven para calcular las forma en la que 7 actta sobre es-
tados de una particula, siendo consistentes con Solo los estados de una particulas
asociadas al campo x, verdn un cambio en su signo debido a las relaciones como se
espera.



C. Anexo: Teoria de campo para
fermiones de segundo orden

En este anexo se calculardn ciertas expresiones del capitulo 3| empleando en gran me-
dida las propiedades para las matrices gamma y las propiedades de los espinores de
1-33] asi como las expresiones del Anexo[A]

C.1. Relaciones de cuantizacién candénica

A continuacién, se presenta el calculo explicito de las relaciones de la segunda cuan-
tizacién canonica [2-23]y [2-24] para los campos fermionicos de segundo orden, con la co-
rrecta eleccién del adjunto ¢(x).

Primero imponemos que

(a(x), P (9)} = 16,,5P(Z-7) (C-1)

es cierto. Ahora expandiendo explicitamente los campos en el anticonmutador nos queda:

d3pd3
($alx), i (9) = 4m e \fz

+ 2r+ -7 ,)/dh] —[‘l/ b1r+b2r rdydh] 1q-y}’
(C-2)

1s,,s 25.,5 ., 1,—ip-x st s 2st s 1,ipx 1r
{[ap upa"'ap Yac pc]e k +[bp vpa+b Vucvpc]ep [”qba

a partir aqui podemos escribir explicitamente todos los anticonmutadores entre opera-
dores de creacidn y aniquilacién, sin embargo esto puede resultar un tanto confuso, por
lo que primero aprovecharemos que i estd formado por dos campos distintos, los cuales
son independientes entre si, por lo que una medicién de uno no afecta al otro, es decir,
crear o no una particula perteneciente a un campo no afecta a la creacién o destruccién
de una particula asociada al otro campo, esto significa que los operadores de creacién y
aniquilacién entre los dos campos deben ser cero:

ir st ir S 114r ist ir . e .
{ap,b N ={a,", b} = {a ;,,bq}—{ ay b =0,Vi=j/i,j=1,2 (C-3)
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de esta forma, podemos ver inmediatamente que la cantidad de anticonmutadores (dis-
tintos de cero) que hay que escribir se reduce, quedando solamente por definir aquellos
que involucran operadores del mismo campo.

También, asumimos que no existe ninguna preferencia del campo y su adjunto por
crear o destruir particulas o sus antiparticulas, salvo que, al crear o destruir alguna de
estas, el orden en el que se crean o destruyen si importa(principio de exclusiéon de Pauli),
es decir, no existe ninguna preferencia al crear o destruir particulas o antiparticulas del
mismo campo, solo importa el orden en el que esto ocurre, esto se traduce en términos de
operadores como:

itr  jt r itr 7t .
{a;,,aﬁf} {ay ", ay "} = {b] b”} {0, ", 0)°1=0,j=1,2 (C-4)
con todo esto

Ya(x), Dy ()} =

— d3pd3 1rt 2rt i(p-x—q-p)
B 4m 2m)6 \ E, P S ay }uPauqb +{ay ay’,ag WM”PCuqudb) +
s r

bls'l‘ blr U 7"

p ’7q pa qb {b25+ bzr}yscv;cﬁ;d) (px qy ] = lbabé 'x ?)) (C_S)

p’7q
|
donde = indica que queremos probar esa igualdad. Para ello necesitamos realizar am-
bas integrales, para ello, podemos observar que primero hemos de contraer los espinores,
viendo las relaciones|1-33} notamos que necesitamos lo siguiente:

't r 't rs
{{f,és} {bp,bés}Z( )55 F-q9),j=1,2, (C-6)
asi:
Pa(x), Pu(v)} =
d3pd3 N .
- 4m 2n)8 | E, Z (27675 ’7’[( pa“qﬁ%c“pc”qﬂdb) +
S,
( Vpa¥ yacvpcqu)ei(l"x—q'y>]:
. d3p . i ) o
) l_[ 4m(2m)? Z[ Upallyy + Vacitpetl dm) PO (05075, + VictpeTpa) V], (C7)

de esta forma, podemos hacer uso las relaciones[I-33|y notando que:

yac(p * m)cdydb = Vac(yﬂa,u * m)cdydb = (_Vﬂay + M)y = (_V + 1)y (C-8)
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llegamos a:
{1a(x), 1y ()} =
A3 . .
= ZJW;P [((p + m)ap + (=p +m)ap) 7P~ (p = 1) gy + (—p = m)gp)) P )] =
= ij%[mﬂé e Py 4 2m5abeip'(x_3’)] (C-9)

y recordando que trabajamos a tiempos iguales:

d3p ie—) PR ié .
—ip(¥=9) 4 HiP(FP)| = LZab 5 sB) (v _7) = Gz
bty =0 [ 5B [P 4 6707] B 2503 = 16,0~ 7)

($a(x), Pp(9)) = 16,,6(T- ). (C-10)

Ahora, debemos asegurarnos de que los anticonmutadores encontrados también satis-
fagan la relacién:

{tha(x), Pp()} = 0. (C-11)

Expandiendo en modos de Fourier ambos campos:

. d3pd3q
Wt o) = | WZ
pP—q

1s,,s 2s.,5 s —i X st s 2st s 1,ipx 1rt 271‘ pas 1r Zr —r i
{[ap ”pa+ap Yac pc] b +[bp vpa+b 7acvpc]ep '[”qbaq +a de] [V b +b d)/db]e qy}

d3pd3 1s 1r+ us il 2s 2rty,,5 ,,s i’ i(p-x—q-p)
Z[ {ap »Ag  fUpg qh+{ap 14q }yac pc qdydh) +

4m(2m) ,/E E,

({b,l;ﬁ:b;r} e ; {bZS‘l' b2r},)/;C 1576 —;d) i(p-qu-y)]:

m;[ pallsy + Vacttpells g Vay )€ PO 4 (03,05, + yacvpetng )P Y| =

d3 . .
- an”PEP [((p+ m)ap + (=p+ m)ap) PO (p = m) g+ (—p = m)p) P ] =
d

3 3
=6 | =L [2me V) et )] = 5 P [ iptey) _ipen)] Z 5 A(x )
_é“bf 4m(2m)’E, [2me 2t = o0 2(2n)E, [ PO = opA(x-y), (C-12)

en este punto, si no asumimos que tiempos iguales recuperamos el propagador de Sch-
winger por lo que al hacerlo y, al hacer en la segunda exponencial p — —p, nos queda:
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7 d3p ] / d3p c USRS
{a(x), Vy(v)} = Oap j CTp R [e—zp.(x—lf) _ ezp-(x—y)] = S J 2(— [e—zp.(x—f)) _ ezp-(x—lf_))] -

(27()3Ep 27()3Ep
d’p —ip(7— (%
5abjm[€ PF) _ pmiP 37)]:0
(C-13)
{©a(x), Pp(v)} =0 (C-14)

De esta forma, al imponer las relaciones de la segunda cuantizacién canénica [2-23]
y se obtienen ciertas contriciones en forma de anticonmutadores para los
operadores de creacion y aniquilacion de los campos x; que forman la solucion de campos
de fermiones de segundo orden[2-20]
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C.2. Hamiltoniano y 3-momento

C.2.1. Hamiltoniano
Para este calculo, hemos de ser sumamente cuidadoso y haremos calculos no explicitos

para facilitar la escritura.

Primero, escribamos el hamiltoniano para fermiones de segundo orden:

H::JAd3xT00 ::Jd3x:1,l§1,l}+V1ﬁ-Vt,b+m21,l~n,b : (C-15)

primero, escribamos los bilienales por separado, empezando por el de las derivadas tem-
porales:

GRS fdafcpp a m L

[M 1s’r lZ)s‘ryS)(a + a2r7/5) l(p—q)-x _ L_lp( }175+ IZ]S‘ryS)(b;’r + bZr‘l'y ) p+q)

— (b15+b25)/ )(a +a§r7/5)u —i(p+q)-x +7 (b15+b25y5)(b;++b§r+y ) r —zp q) X] —

jd3pd3q\/ﬁz

3

(

( 1171' 12751')/5)(“ +a2r7/5) ; I(E Eg)t +7 (b15+b25V5)(br++b2r+7/ ) —i(E,—Ey) ) p q»)_l_

IZ
( 1s+ 2s+ 5)(br++b2r+ ! oi(Ep+Eq)t vp(b},5+bf,57/ )(a +a§[ry5)u e i(EptEg) ) P+ :=

_J d*p Ep
- ) (2n)? 4m L

[(Mp( 1175++(112)5+7/5)((1 +(1[2)r')/5)1/l (bls+b257/5)(br++b2r+y5)vr)+
o= (1 (ap + ax ) (0 + 2Tyl e B 1 55 by + by ) (alr, + a2y Jul e )] (C-16)

Notemos, como en el resultado de arriba, una parte del resultado se contrajo de forma
consistente, mientras que otro pareceria que no es el caso, pues aun aparecen los expo-
nenciales y los momentos son negativos. Ahora, heciendo explictamente el término de los
gradientes:
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. d3xd3pd3 p-q
[ vi-vee = [ 05 CEE L
q sr

...[ﬁ;(a};ﬁ I%SJF)/S)(IZ +a2r7/5)urez(p q)-x up( 117s++a1275+7/5)(b;’r+b2r+y ) p+q)
(

=050y + 03y (ay” + ad y O yube PN 1 95 (b7 + b2y P ) (bt + b3 Ty wpe PN =

d3pd3q
f(; P‘i 2
(

(a 117+ IZ)s’r)/S)(a +a§r7/5)u5 i(E,=Eg)t ﬁs(b15+b25y5)(br++b2r+)} ) r —I(E —E)t ) P q))+

11
( 15++a§5+y5)(b;++b2r+ )7} el E +E (bls bZSV )( +u§r)/5)u e (E +E ) P‘HT)]

d3p pp
_J(Zn)3 4mE, Z
(a4 ad Ty ) ey + )y up + v (b15+b25y5)(b;++b§f+y5)v;)+

~--+(ﬁ;(ﬂ};5+ 12)5+')/5)(bf;7+b2;+7/5) 2lEpt+v (b15+b25’)/ )( l

;+a3;,y5)ufpe_2”5pt)]: (C-17)

Nuevamente notemos la distincién entre dos agrupaciones de términos. Para terminar,
el término de masa:

5. 2 ([ @xdpdPq m
Jd xm .1p(x)gb(x).—f 1 Equ;

...[ﬂ;(a;5++a}2,5+y5)(aé’+a§’7/5)u;ei(p q)x +up( },5++a§5+75)(bg++b2r+7/ ) el (P+a)x
+ 05 (by* + b5y ) ay" +al y P ube P 4 5 (b)° + by ) (b + b3 Ty Ywe P X] =
:J’d3pd3q m Z
(27)3 4./E,E

P=4q s,r
[ 15)( }175++611275+7/5)((Z +aq y )u Z(EP_Eq)t+175(bls+b257/5)(b b2r+)/ ) r —l(E —Ey)t )5( (ﬁ CT)+

++H§S+')/5)(b;++b§r+')/5)'l/g€l (Ep+Eg)t +7 (bls+b25’)/ )(61 +aq 7/ uf ro~ i(Ep+Ey) t)é 3)( +CT)

d’p m
(2m)3 4E
(Eap + Xy ) ey + )y )ug + v (bls bzsyS)(br++b2r+y5)vr)+

..+(1j;( 11J'|'+a§s+7/5)(br'l' +b2r+,)/ ) r 21EPt+1} (bls+b257/ )( +a py ) r € 2iEpt)]:.

(C-18)

+
—_—
<
= »
"U)ﬁ

Con esto, notemos en los tres resultados que existen dos agrupaciones de términos,
aquellos que parecen ser los esperados y los que tiene términos —p con una exponencial,
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primero lidiemos con estos ultimos. Vemos que en los tres casos, los términos extrafios
tienen los mismos factores, salvo algunos comunes como Ep,m 0 ﬁz si los sumamos obte-

nemos:
\J‘ﬂ(_E +£2+m_2)z.
(2rc)*4m” P E, " E, &7
m(ﬂls)(a}?s‘r §s+y5)(br+ " bZ;‘I'yS) 2Bt 4 5 (bls +b25)/ )a l; +a32y5)uﬁpe_2iEPt) .
(C-19)
=2
pero —E, - Eﬂp + ’g—: =0, por lo que la expresion de arriba es nula.
Reescribiendo las parte que nos queda del Hamiltoniano:
17 2
H = —+ — -
J 271) 34m E Ep );
m[(ﬁ;(a}ljs‘l' 551'7/5)([1 + agryS) ( Sy bZS 5)(br'l' b2r+7/ ) )
d3p E =S S S r r =S S S r r r
= J—(Zn)3 IR U ) (R R A R R (AR R Lo
S,r
(C-20)

para la ultima expresion, es necesario usar las expresiones para los espinores, asi-
mismo, es importante notar que aquellos productos que solo contienen a una y° s anulan,
explicitamente:

—lIxo 02x2

s r 0>< ]IX s = s p'aér _
aSy5ul = ustyOySur :u*( 2x2 22) (€+\/—0 gf\/—)(\/p'&ér)_o

—Ihxo 02x2

st 0.5 r_ st 02 T2 (o _ + N
yv =V, Yy Vv, =, ( up—(—TS\/-— SW) I =0,
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con esto

d’p E
— f P “p . (als+als + a25+a25)11

blsbIS'I' b25b25+ r._
(2n) 2m L\ 0 T +( + Jopv

ST
pUp p-p

d3p Ep 1st 1s 2st _2s sr 1s7,1st 2s7,2st ST
J(Zn)3% Hayay +ay ay’)2mo™ = (by°b, + 0,70, )2mo" =

l'f’l 1s7,1st 2'|'2 2s1,2st .
j 3 PZ st _1s bsbs ps ps bsbs : (C-23)

por lo tanto, y después del ordenamiento normal

d3 . . . .

1+ 1 1ts3,1 2ts 2 2%s7.2 p jts js | 4 itsyjs

H= J E p} ‘a,’ + b, +a, " an +bb%) = f(ZT(PEP E (ap ay +by by )
Jss

(C-24)

C.2.2. 3-momento

El generador de las translaciones espaciales es:

Pl = Jd3xT0j = —Jd3x;¢vj¢+vj1p¢ ; (C-25)
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de igual forma, expandiendo en modos de Fourier ambos términos en el 3-momento por
separado, recordando que, explicitamente se debe escribir ¢, Vi,

d3xd3pd?
3 q—>
Jd X1 Vi i= j o E

qsr

p( ;s++a12)s+y5])(b;++b2r+y ) p+q)

Py (b;S+b§Sy )b+ b3y e PN =

s 151‘+a}275+y5)(a +aq Y ulelP=9x _ g

.
q
vp(b11,5+b25)/ )(a +aq v°)u uge”

d3pd3q
J(2n am Z

...[(12;,( }1,s++a£5+7/5)(a +aq % >)u ; el Ep=Eglt | 55 (bls+b257/ )(br++b2r+y ) )6 (P—q)+...
"_(IZZ( ll)s++a1275+7/5)(b‘;++b§r+ )vz;el (Ep+Eg) (bls b25)/ )(a +aq 7/ ul ro™ i(Ep+Eg) t)é p+6_]))
d3
J 27) 34m
(@t + apty ) ey +affy5)u;+ﬁ5(b15+bgsy5>(b”+b2r+y Jop)+ ..
“_’_(up( 11)S++a1275+75])(b£11-7 r'l' S)VTP(?ZIEPt-i-U (bls bZSV )( +a—p,)/ ) r e_ZiEPt)];.
(C-26)
Ahora, explicitamente Vipi):
. d3xd3pd3 /
_ 3. —
Jd x: Vi : 27164141 E, 5,
...[ﬁ;(all,s++a;2,5+y5)( a, +a2ry5) 1(p7q)x p( 15+ 25+ 5] br++b2r+y5) q i(p+q)-x
—ﬁ;(b},5+bzsy )(a +a2r7/5) —i(p+q)-x (bls+bzsy5)(br++b2r+7/5) i(p—q) X] _
d3pd3
(2m) (2n)3am? E, sr
( ( 1171' 12751-)/5)(0 +a§ry5)u; i(Ep E) (bls+b25 5)(br++b2r+7/5)‘l/;e i(Ep—Ey) ) p q))_’_

IZ
( 15++a§s+y5)(bg++b§r+7/5)v ez (Ep+Eq)t +Up(b[175+bzs7/ )(a +a§ry5)u e i(Ep+Ey) ) p_l_q»)]

d3q
| G
...[(ﬂ;(ﬂlﬁ és‘l‘,)/S)( +a,§r7/5)u +7 (bls bZSyS)(br‘f +b21"l‘,)/5)vr)+

.
q q
o (g (als + a2 2 ) (0 + by P yure et + 9% (D15 + 025y %) (ay + ay P Jupe P et )] (C-27)

-4

. . . . — —_ ’
si ahora, en la integral que no contiene exponenciales hacemos § — p'y en la que si las
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contiene (los términos de la tltima linea) hacemos § — —p nos queda:

fdax Vi = f 2 34m*Z:...

...[(12[5,(all,5Jr §5+7/5)(a +a§r75)u +7 (blS bZSVS)(err b2r+y o )
...—(up( Il)s'l'+a§s'l'7/5)(br'|' b2r+7/ ) 1’ ZlEpt+v (bls szy )( +a py ) r e ZlEpt)] .
(C-28)

ahora, al sumar ambas expresiones:

—Jd3x L PV + Vi 1=

:J 271) 34m _)Z

L Eay + ad Ty ) ey + Y )up + v (bls +0p )by + by ) +
...+(Mp( Il)s++a§5‘l',)/5)(br‘|' +b2;‘l‘,)/5) 21Ept+v (bls b257/ )( —p+a—p7 ) r e ZiEpt)]:+'..
o [y + ap )@y + ay y P up + 95(by” + by ) (b + by )vp)+
...—(Mp( 11,S++(1§s+7/5)(bf;,+b2;+7/5) 21Ept+v (bls szy )(a l;+aE;,y5)ufpe_2iEPt)],

(C-29)
los términos que aun contienen exponenciales se anulan trivialmente, mientras que los
que no:

d3p - =S 151‘ 25+ 5 2r.,5 1s 25..5 rt 2rt
P=| —=—p :up(ap a;’y )(a +a,"y )u +7 (b +b y )(b +b y)
(21)32m
S,r
(C-30)

dicha expresion es idéntica a la que aparece en el Hamiltoniano salvo el término p,
sin embargo, el calculo que procede después entre espinores u y v procede igual, dando
lugar al generador de traslaciones espaciales:

d3p 1‘|'s ls 1s 1‘|'s 21‘5 2s1.2ts
P= 5 )3p —bYbI a2t p2p2ts (C-31)

por lo que al hacer el 0rdenam1ento normal

3
J d —>Z 1st 15+b15‘l'b15+a2s+ 25+b25‘|'b25 _J
p P -

_>Z jst ]s bJS'I'b]s)

(C-32)
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del tal forma que, los generadores de traslaciones espacio-temporales queda como:

3
P”_J d p ”lZ jst ]s b]s‘l'b]s) (C-33)

C.3. Carga

La carga asociada a la simetria de fase global que presenta la teoria es:
Q=i | &x:9p-9y, (C-34)

de manera similar a los calculos anteriores hagamos por separado las integrales de los
productos de los campos de Q; iniciando por ¢i:

d3xd3pd3q

d3

j Xy f (21)%4m Z

[u 151‘+ ;sfyS)(aq +a2r7/5) 1(p q)-x p 151‘ Zs+ 5 br++b2r+y5)vrei(p+q)~x

(b15+b25’)/ )(ﬂ +a§r7/5) —i(p+q)-x —S(bls+b257/5)(bg++b2ﬁ',}/ ) r 7117 q) x] _

o
q

d3pd3
[ Fy..
-E

[(up( 1s++a’2)s‘l',}/5)( _’_a;ryS)u e(EP Pt -7 (bls+b2sy5)(br‘r+b2r+7/5) r —l(E -E,) )5 p 6_1))+

ap
151‘+a12)51',)/5)(bg1'+b27’+7/ ) ZE +E ) vp(blljs+b257/ )( +a§r7/5 u;e E +E t)b p+q>)

P( p
d3
j _(zn);;m Z

--'[(ﬁ;(allzs+ 551'7/5)01 +a!27ry5)u -7 (bls+b25y5)(br++b2r+y5)vr)+

p( ;17s++a’275+y5)(b1’+ +b2r+ 5) 21Ept+v (bls+b25 )( +a,p7/ ) rp ZiEpt)] : (C-35)

(-

(o



70 C Anexo: Teoria de campo para fermiones de segundo orden

por otro lado, para —gligb:

—zjd3x Py = Jd?:?ﬁ; \/72

[u 151'_1_“551'7/5)(“ +a2ry5) 1 ( 15++a1275+y5)(br+ b2r+ 5) i(p+q)-x
_ﬁ;(blljs+b257/ )( +a2ry5) —i(p+q)-x S(bls+b25)/5)(br++b§r+)/5)v e~ i(p—q)x ]::

d3pd3q
S
...[(up( 151L+a§5+7/‘r’)( +a§ry5)u ¢'(Ep=Eq)

a, gt (bls + bZSyS)(br‘l' +b2r+')/5)'l/(;€_i(Ep_Eq)t)6(3)([7—q o
...—(—Mp( Il)s‘l'+a1275‘l',)/5)(b;‘l'+ bgﬁy ) l (Ep+E ) (bls +b25')/ )([l +a§ry5)uge—l(E +E,; )t)6(3)(l7+q»)] =
d3p
| oo Y
...[(11;,(0111,er §S+7/5)(a + aﬁ’ys) -7 (b},s + bf,s)/s)(b;fr + b;ﬁys)v;) +..

_(_ﬁ;(allys+ l2)s+7/5)(b7+ +b21’+ 5) 21Ept+v (bll,s+b’2757/5)(6l£;+a3275)u1p672iEpt)] .. (C_36)

Ahora, sumando ambas expresiones:

Q=i | d®x: -y =

d3
f _(2n)f4m Z:

[(up( 151’_}_&;51'7/5)((1 +ap y )u -7 (bls szyS)(br++b2r+y5)vr)+

P
..+(—up( Fl’s++a§s+y5)(br‘l' +b2;+7/5) 21Ept+v (bls+b2s7/5)( —p+a—p7/ )u e 2iEpt)_|_
...(up( }1,5++a12,5+)/5)(a +ap % )u -7 (bls bzsy )(br++b2r+y Jv, )+
"_(_up( Iljs‘l‘_i_aIZ)s'l',)/S)(bi'll')_’_bZ;l',)/S) ZIEpt+v (b15+b257/5)( —p+a—py )M e ZiEpt)] =
d3 _
— J (zn)fzm Z: u}sj(allys'l' ;s'l'yS)(a +ap y ) (bls + szy )(br'l'+ bZr'l')/ )
S,r
(C-37)
realizando los mismos procedimientos para reescribir los términos de
Q= J‘ d3 }175“]' Il)s_{_blsblsf 12751' I2js+b25b25'|' .

:J(znl; Z(a;s+ Il)s bls“l"bls 129$+ 1275 b2s‘|'b25) (C-38)
S
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por lo tanto, concluimos que las cargas de las particulas tipo a y b son opuestas entre si,
sin importar a que campo pertenezcan:

d3p jst js ,jst,js
J-WZ(Q’” ay - b, b)), (C-39)
J

C.4. Espin

El calculo para saber si nuestra teoria describe a fermiones de espin % se reduce a cal-
cular, por ejemplo:

53a61+|0> — [53 ll'|']|0> ZH'|0> (C-40)

para ello, haremos uso de que el conmutador [33,61(1)”] se puede reducir bastante gracias
alos anticonmutadoresm Primero, la componente S3 es:

53:—zfd3x;1ﬁ]3¢—1p]3¢;, (C-41)
primero, escribamos explicitamente

—iJ.d3x[: I 5 allt], (C-42)

aprovechando que el calculo —yﬁz,b fue calculado anteriormente |C-36| pero ahora respe-
tando el hecho de que J3 opera en el espacio espinorial:

_zfd3x Py = J o 34mZ:...

...[(up( 11,5++a}2,5+7/5)] (a}f—i—affyS)ur—ﬁ (b15+b25)/ )]3(b;++b§r+y5)v[,)+
_(_up( ls++a§s+y5)] (br'l' b2r+)/ ! r e2iEpt | 5 (bls b;sy5>]3(a£;+a%;7/5)uzpe—2ib"pt)] .

P
(C-43)

Notemos que los términos de la integral serdn aquellos que conmuten con aé”, mas es-

pecificamente, los pares de operadores de creacién o aniquilacién que se formen con-

mutaran con ab” [: AB : alH] donde A y B son dichos operadores. Asimismo, notemos
que podemos escribir [AB, all‘L] = {B,aé”} {A,abH}B de esta forma vemos que ciertos
ilt

pares de operadores conmutaran trivialmente con a, , pues sus anticonmutadores son
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; . ir
dicho operador son cero como se ve en |2-22| Vemos que solo si A o B son a{, , un an-

ticonmutador sera distinto de cero, pero, por otro lado, dado el orden en el que ope-

ran los campos solo B puede ser ai,s, por lo que la identidad del conmutador se reduce
a: [Aa;,r, alﬁ] = {ap ,ab”} (A, aé”}af,r, sin embargo, recordemos que dicho conmutador

opera sobre el vacio, por lo que el operador a]OT no aniquila, dejando de forma efectiva:

[Aap ,aZH] A{a;,r, aBH} = A(2m)36% 57503 ﬁ’) por lo que al ver la expresion [C-43| A puede

ser b] 0 ap , descartando rapidamente b pues este aniquila al vacio. Llegando al resul-
tado [Aap S alT] = [ap st ;Jr, ail’] = a]S+(27()36’]b’16 (p) = a15+ (21)36"6B3)(p), de esta forma,
nos queda:

ist

: a,
: 300 A, 73,, . AilT .75713 t ) 3
—1Jd x[: ]° 1, ay5"]|0) = J 34m iy, 15 (21)36™ 63 (p) : |0y = > i as73ub0y,
(C-44)
asimismo, sabemos que
1{c®> 0
3
—— -4
J 2( 0 03) (C-45)
y que la matriz de Pauli satisface la ecuacion de eigenvalores para el espin:
6_351 - ﬂgl (C-46)
27 277

donde &' =(1,0)T,1; =1y &2 =(0,1)T, 1, = -1 con esto, podemos hacer:

]_3 l_l 63 0 \/E_Ogl _ﬁ \/E_Ogl /\l l (C-47)
0 o3 \VE&!) T 2 \VEe!) T 21

21073
Y ahora, usando las propiedades[1-33]y notando que, cuando g'=0, Eg = m

15'|' zs‘l' 15‘]‘
fd%c[ o1y syt = Z4 3] up|0) = 24—% ”o|0>_Z aéué|0>=
als'r/\ azl'l'/\
‘é—mlzmasl - pT’ 10). (C-48)

Con este calculo hecho, es facil ver el resultado de la otra componente, ya que como hemos
visto en cédlculos anteriores (C-35)), la tinica parte que contribuye en el conmutador es la
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misma:
A . ais'l' ail'l'/\
[ st a0y = Y g oy =" o, (C-49)
S

de esta forma, al sumar:

ilt

. . . 2 n . . a /\l
S3a10”|0>:[53,a;,”]|0):[—zfd3x:yb]31,b—1,b]3z,b:,a;,”]|0): ”2 0Y, (C-50)
por lo tanto:
. aiHA
s%afI0) = = o), (C-51)

recordando que A; =1y A, = -1, podemos concluir que las particulas tipo a asociadas a
estos campos fermiénicos de segundo orden son +1, lo cual es consistente con el hecho
de que son fermiones y el signo solo depende de la polarizacién de espin. Por otro lado,
al hacer el calculo para particulas tipo b: S3b61+|0), podemos notar que todo el cédlculo
anterior es completamente analogo, salvo el hecho de que los espinores que acompanan

a los operadores b son espinores tipo v (ver [C-43)), por lo que el resultado sera:

_ . ais‘l'
$3biit10y = [S?, b1 |0) = Zz’;mﬁg]%{ﬂm (C-52)
S
sin embargo, como en [[19], se asume :
3 A
SR _Zll (C-53)
2 2
de tal manera que
. bis+/\l biHAZ
3qilt p =s .1 p
$3bit10) = - Z o 00v010) = 5 10) (C-54)
es decir, las particulas tipo b asociados a esta teoria, también son de espin J_r%:
il‘l’/\l

S3bilt 10y = ”T|o>. (C-55)
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Universidad de Guanajuato
email: j|_lopez@fisica.ugto.mx
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Estimado Dr. David Yves Ghislain Delepine

Por medio de la presente le informo que he recibido, leido y revisado la tesis de Maestria titulada
“Cuantizacion candnica para fermiones de segundo orden” del alumno Julio César Olmos Gomez, bajo
la supervision del Dr. Carlos Alberto Vaquera Araujo.

Después de la atencion a ciertas correcciones, creo que el trabajo cumple con los estdndares requeridos
para la obtencion del grado, y apoyo la defensa del mismo en la fecha convenida.

Me pongo a su disposicion para cualquier duda sobre la revision de dicho trabajo de tesis.

Atentamente,

e

Gustavo Niz
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