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Resumen

Mientras que el calculo fraccionario ha tenido un gran crecimiento en las dltimas décadas y se ha
establecido como una herramienta importante en varias ramas de la ciencia e ingenieria, su uso en
otras ramas todavia es relativamente reciente y tiene la oportunidad de ser investigado. Eziste una
gran cantidad de fendmenos por explorar, por lo cual es posible el descubrir nuevos aspectos de los
modelos fraccionarios y sus aplicaciones. La principal ventaja de las derivadas fraccionarias es su no
localidad y la incorporacion de efectos de memoria y efectos de correlacion espacial de largo alcance.
En la presente tesis se desarrollan nuevos modelos de propiedades dieléctricas de medios homogé-
neos usando el cdlculo fraccionario. Se obtuvieron la generalizacion de la conductividad eléctrica,
la funcion dieléctrica compleja, el indice de refraccion, la reflectancia y la susceptibilidad eléctrica
dentro de los modelos de Drude y Lorentz. Ademds, se formuld y se estudid un modelo fraccionario
de evolucion de pulsos ldser ultracortos propagdndose en una fibra dptica. En los casos anteriores,
los pardametros fisicos de los sistemas dependen no solo de la frecuencia del campo aplicado, sino
también del orden fraccionario de la ecuacion diferencial 0 < o < 1. Esto abre la posibilidad de

describir con mayor precision las observaciones experimentales en sistemas complejos [1, [2, [3, [§].

Palabras Clave — Cdlculo fraccionario, modelos fraccionarios de Drude y de Lorentz, pulsos frac-

cionarios ultracortos
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Abstract

While fractional calculus has grown tremendously in recent decades and has established itself as
an important tool in various branches of science and engineering, its use in other branches is still
relatively recent and has an opportunity to be investigated. There are still a large number of phenome-
na to explore, making it possible to discover new aspects of fractional models and their applications.
The main advantage of fractional derivatives is their nonlocality and the incorporation of long-range
spatial correlation effects and memory effects. In this thesis, new models of dielectric properties of ho-
mogeneous media are developed using fractional calculation. Generalization of electrical conductivity,
complex dielectric function, refractive index, reflectance, and electrical susceptibility were obtained
within the Drude and Lorentz models. In addition, a fractional evolution model of ultrashort laser
pulses propagating on an optical fiber was formulated and studied. In the above cases, the physical
parameters of the systems depend not only on the frequency of the applied field, but also on the frac-
tional order of the differential equation 0 < o < 1. This opens up the possibility of more accurately

describing experimental observations in complex systems [1, [Z, [3, [4)].

Keywords — Fractional calculus, Drude Model, Lorentz Model, ultra short pulses



Agradecimientos...

A mis padres por confiar en mi, escucharme y darme consejos, reprenderme cuando cometia errores,
por siempre anhelar lo mejor para mi futuro. Porque gracias a ustedes apoyandome a lo largo de mi

vida, hoy puedo ver alcanzada mi meta.
A mis directores de tesis, Dr. J. Juan Rosales Garcia y Dr. Oleksiy V. Shulika por permitirme
trabajar con ellos, compartir sus conocimientos y el apoyo incondicional para poder finalizar este

trabajo.

A mis profesores y colaboradores en el doctorado.

Abraham



Agradecimientos

Division de

m Ir - man .
Campus Irapuato-Salamanca Ingenierias

A la divisién de ingenierias del Campus Irapuato-Salamanca de la Universidad de Guanajuato, que
puso a mi disposiciéon todos los recursos y medios necesarios para continuar mis estudios y desarro-

llar mi trabajo de Tesis. AL CONACYT por el apoyo econémico durante el transcurso de la carrera.

1
CONACYT

Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia



Dedicado a mis padres y a mi famalia...



Indice general

[[ndice de figuras|

T Taccon

2.1. Funciones especiales| . . . . . . . .. e

2.1.2. Funcion de Mittag-Leftler] . . . . . . . . . ... .. ... .

VII

XI



2.1.3. Transformada de Laplace de la tuncion de Mittag-Leftler de dos parametros| . 9

2.2. Integrales y derivadas fraccionarias| . . . . . . . . . . ... Lo oL 10
2.2.1. Propiedades de la Integral fraccionarial . . . . . . . . . . .. ..., 11
[2.2.2. La Integral Fraccionaria y la Convoluciéon| . . . . . . . . ... ... ... .. 12
2.2.3. Derivada Fraccionaria de Riemann-Liouvillel . . . . . . ... ... ... 0., 12
12.2.4. 'Transtormada de Laplace de [a Derivada de Riemann-Liouville] . . . . . . .. 13
12.2.5. Derivada fraccionaria de Caputo| . . . . . .. . ... .. .. ... ... ... 13
12.2.6. Transformada de Laplace de la Derivada de Caputo] . . .. .. .. ... ... 14
12.2.7. Propiedades de las derivadas fraccionarias| . . . . . . . . . . .. ... 14
2.2.8. Transformada de Fourier|. . . . . . ... .. ..o oo 16

2.2.9. Métodos numeéricos para la solucion de ecuaciones diterenciales parciales frac- |

clonariasl. . . . . . .o e e e 17

[3._Pulsos ultracortos| 19
B.1. Envolvente Gaussianal . . . . . . . . . . .. Lo 20
B8.1.1. Pulso Gaussiano con chirp|. . . . . . . . . . . .. oo e 20

8.2. Envolvente secante hiperbdlical . . . . . . . . ... L L o o 21

13.2.1. Pulso secante con chirp| . . . ... ... ... . . o Lo 21




K4.3. Modelo fraccionario para pulsos ultracortos|

4.3.1. Soluciénl . . . . . . ...
[6._Conclusiones|
AD O

|A.1. Algunos ejemplos de Integrales fraccionariag

1A.2. Algunos ejemplos de derivadas fraccionarias

23

23

27

31

38

48

50

50

o1

53



Indice de figuras

[L.1. Analisis del nimero de publicaciones de Calculo fraccionario por ano(Scopus).|. . . .
[1.2. Analisis del numero de publicaciones por ano por fuente(Scopus).. . . . . . . . . ..
[1.3.  Analisis del porcentaje de publicaciones por disciplina de estudio(Scopus).|. . . . . .
B.1. Pulso Gaussiano sin chirp| . . . . . . . . .. o oL
3.2, chirpa=—10[. . . . . . . e
B.3. chirpa=101. .. .. . . e
13.4. Pulsos chirp Gaussianos.|. . . . . . . . . . L e e
[3.5. Diferentes perfiles en funcién del parametro chirp a:0,1,2,3 para I(w) = |E (w)|7] . . .
4.1. Conductividad real e imaginaria para algunos valoresde .| . . . . ... . ... ...
4.2. Permitividad real e imaginarial] . . . . .. ... ... . ... L . oL

XI

22



3.

Funcion dieléctrica para 0 < ¢ < 1, correspondiente al caso subamortiguado para

diferentes valores de 7| . . . . . . . L L e 29
4.4, Funcién dieléctrica para ¢ = 0, correspondiente al caso no amortiguado para diterentes |
valores de 7| . . . o . . 30
4.5. Funcion dieléctrica para ( = 1, correspondiente al caso criticamente amortiguado para |
diferentes valores de 7| . . . . . . . L e e 30
4.6. Funcién dieléctrica para ¢ = 2, correspondiente al caso sobreamortiguado para dite- |
rentes valores de 7| . . . . . . L L L 30
........................................... 35
|4.8. Variacion de 33, D, di2 con respecto a la longitud de onda para silica ( 82, D desapa- |
recen en la region de dispersion cero de longitud de onda en en la proximidad de los |
1.27pm| o o o e 44
4.9. Variacion el indice de retraccién y del indice de grupo con respecto a la frecuencia |
parasilica B1 = =2| . . ... 45
4.10. Pérdidas intrinsecas de la silical . . . . . . . . . . . . oL oo oo 45
4.11. A(z,t) para distintos valores de ~| . . . . . . . ..o Lo 46




Capitulo 1

Introduccion

En el estudio de la naturaleza una de las grandes invenciones del ser humano es el célculo diferen-
cial e integral de orden entero, el cual se basa en los conceptos de funcién, derivada e integral. Una
derivada de una funcién en algin punto caracteriza la tasa de cambio de la funcién en ese punto,
es decir, la derivada ordinaria es local. Cualquier proceso que cambie con el tiempo o con el espacio
puede ser descrito mediante una ecuacion diferencial o un sistema de ecuaciones diferenciales ordina-
rias o parciales. Luego, resolviendo la ecuacién o sistema de ecuaciones diferenciales dadas, podemos
predecir el comportamiento de cualquier sistema. Sin embargo, debido a los avances tecnolégicos se
cuenta ahora con instrumentos de medicién muy precisos, y al comparar los resultados experimen-
tales con lo predicho por la teoria nos damos cuenta que hay cierta discrepancia [3, Bl 6]. Es aqui
donde los modelos basados en el calculo diferencial e integral ordinario ya no funcionan de manera
adecuada y da lugar a otras posibles derivadas e integrales, como lo son las derivadas fraccionarias.
La parte de la matemética que estudia los operadores diferenciales e integrales de orden fraccionario

(no entero) se denomina Célculo Fraccionario (CF).

El origen del CF se remonta a 1675, cuando Leibniz introduce la nocién de la derivada de orden
n de una funcién. Afios maés tarde, en 1695, cuando los primeros resultados publicados son citados en
una carta de L’Hopital a Leibniz, en la cual I’Hopital le plantea la cuestion del posible significado de
la derivada de orden n = %, la respuesta intuitiva de Leibniz fue “ Esto es una aparente paradoja que

permitird en el futuro extraer consecuencias muy ttiles” [[7]. Desde entonces, muchos matematicos
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estudiaron sobre el calculo fraccionario y contribuyeron a su desarrollo; entre ellos Lacroix, Riemann,
Liouville, Fourier, Lagrange, Abel, Euler, Cauchy, Caputo, Griindwal Letnikov [8], y mas reciente-
mente Caputo-Fabrizio y Atangana-Baleanu entre otros. A diferencia de la derivada ordinaria o de
orden entero, la derivada fraccionaria no tiene una interpretacién fisica o geométrica bien sustentada
[9]. Por tal motivo, en la literatura podemos encontrar varias definiciones de derivadas fraccionarias,
locales y no locales, cada una con sus beneficios y limitaciones. Las derivadas fraccionarias se definen
mediante integrales y son operadores no locales. Ademas, éstas satisfacen la propiedad de linealidad,
sin embargo, propiedades, como la regla del producto, la regla del cociente, la regla de la cadena, el
teorema de Rolle, el teorema del valor medio y la regla de composicién entre otras, no se cumplen en
casi todas las derivadas fraccionarias, lo cual hace més dificil su aplicaciéon a problemas fisicos [9), [7].
Afortunadamente, con las computadoras y algoritmos computacionales modernos se ha tenido gran
avance en la aplicaciéon del CF a problemas cientificos y de ingenierfa, por ejemplo, desde su éxito
en la descripcion de la difusion anomala [10], el CF se ha convertido en una herramienta de gran
importancia en varias areas de la fisica, biologia, quimica, ingenieria y bioingenieria. Los modelos
fraccionarios proveen un grados extra de libertad en los modelos asi como una excelente descripciéon
de las propiedades hereditarias y de memoria de varios materiales y procesos debido a la existencia
de un término de memoria en estos modelos [8, [T1]. Asimismo, muchos sistemas dindmicos de orden
superior y fenémenos complejos no lineales pueden ser representados utilizando un menor niimero
de parametros [9, 3] [12], dado que el orden fraccionario de la derivada le da un parametro de ajuste
adicional que permite adaptarse a un comportamiento especifico [13, [14]. En las siguientes figuras

se muestra el desarrollo del calculo fraccionario:

Documents by year

Figura 1.1: Anélisis del namero de publicaciones de Célculo fraccionario por ano(Scopus).



Documents per year by source Scopus

Figura 1.2: Analisis del ntimero de publicaciones por ano por fuente(Scopus).

Documents by subject area Scopus

Figura 1.3: Analisis del porcentaje de publicaciones por disciplina de estudio(Scopus).

Entre las ramas en las que se ha aplicado el céalculo fraccionario se encuentran las siguientes:

e Teoria de los materiales: Aplicacion y control del comportamiento de los materiales visco-
elasticos [3 12} T3] [14], analisis de modelos visco-elasticos que emplea derivadas de orden fraccionario,

que tiene una mejor curva de ajuste que los modelos ordinarios en casos complejos.

e Teoria del transporte: El flujo de contaminantes transportados por aguas subterrdneas que
atraviesan muy distintos estratos [15] [16], en estos se estudian modelos de ecuaciones diferencia-
les parciales fraccionarias para aplicarse de manera confiable con interpretaciones hidro-geologicas

apropiadas.

e Fisica, electromagnetismo, termodinédmica y mecanica [17, I8, 19} 20]: En estos libros y articulos

se analizan diversas aplicaciones del calculo fraccional en los campos de la mecanica clasica.

e Geologia y astrofisica: El control de los cambios de velocidad y direcciéon del viento en los

generadores de electricidad en campos edlicos, en la radiacién césmica, distribuciones de agua y

polvo en la atmosfera |21 22], 23] 24] 25].
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e Biologia, quimica, teoria de control: En [26] puede verse una revision (review) sobre los desa-
rrollos y tendencias en la aplicacion del calculo fraccional (FC) en biomedicina y biologia, mientras
que en [27] se explica la teoria sobre el calculo fraccionario en control, matematicas y fisica, ademas

de presentar ejemplos de modelos de orden fraccionario en estas areas.

e Optica: correlacion fraccionaria,la aplicacion de transformadas de raices y potencias para di-
sefio y procesamiento de senales Opticas, emision espontinea de un atomo en un cristal fotoénico
3D usando un modelo fraccionario,transformada de Fourier fraccionaria en interferometria para la
caracterizaciéon de pulsos ultra cortos, diferenciador fraccionario 6ptico usando una rejilla de bragg
de fibra desplazada en fase operando en modo de reflexion, aplicaciéon del calculo fraccionario para
introducir soluciones de orden fraccionario a la ecuacion de onda paraxial, definicion y ejemplos de
diferenciacion de orden arbitrario, basdndose en algunas propiedades de la transformada de fourier,

asi como modelos de filtros binarios 1D y 2D [28] 29, [30, 311, 32, [33] [34] 35| [36]

Una caracteristica mas de las derivadas fraccionarias es que, éstas dependen del dominio y de
las condiciones de contorno. En otras palabras, las derivadas fraccionarias en un punto z no esta
determinado por los valores de vecindad préximos, sino por los valores de vecindad de largo alcance.
Esto hace que el céalculo fraccionario sea una de las mejores herramientas para describir procesos de
memoria a largo plazo [37]. Por lo anterior, es de importancia analizar los procesos fisicos usando
nuevos métodos matematicos, en particular, el calculo fraccionario ya que se sabe que los procesos

de memoria larga juegan un papel importante en muchas 4reas de la ciencia y tecnologia.[38].

En este trabajo se plantea el uso de modelos fraccionarios para el anélisis de las propiedades
dieléctricas de un medio homogéneo, siendo estos el modelo de Drude, el cual propone el modelo
ordinario de conduccion eléctrica para explicar las propiedades de transporte de los electrones en los
materiales (especialmente en los metales), el modelo del oscilador de Lorentz puede explicar la
respuesta de los materiales a las ondas electromagnéticas. Lorentz pensé en la interaccién del nicleo
del atomo y el electron como un sistema masa-resorte, el resorte se pondria en movimiento por un
campo eléctrico que interacttia con la carga del electron, siendo ambos de estos parte de los modelos
clasicos de interaccién luz-atomo. La evolucion de pulsos laser ultracortos en una fibra 6ptica
es un modelo muy utilizado en comunicaciones. Estos son modelos clasicos muy utilizados en éptica
y el modelo generalizado agrega un parametro de ajuste extra con el cual es posible aportar nuevas

propiedades al sistema, el caso ordinario es un caso particular.
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1.1. Justificaciéon

En las dltimas décadas las ecuaciones diferenciales fraccionarias han asumido un papel importante
para modelar la dindmica anémala de varios procesos relacionados con sistemas complejos en muchas
areas de la ciencia y de la ingenieria (como puede verse en el analisis del porcentaje de publicaciones
por disciplina de estudio, mostrado en la figura , siendo un area que esta experimentando un

gran crecimiento en los ultimos afios (mostrado en la figura [1.1)).

Mientras que el célculo fraccionario ya se ha establecido como una herramienta importante en
varias ramas de la ciencia e ingenieria, su uso en otras ramas es relativamente reciente (como se
muestra en la grafica . Todavia existen una gran cantidad de fend6menos no locales inexplorados.
Por lo tanto, afio tras ano, es posible el descubrir nuevos aspectos de los modelos fraccionarios y sus

aplicaciones [39].

Los operadores fraccionarios constituyen un complemento (no un sustituto) a los modelos clasicos.

Esta herramienta matemaética ha sido extendida principalmente desde los anos 90.

El modelo de Drude es uno de los primeros temas en aparecer en los libros de texto de fisica de
estado sélido, es usado hasta el dia de hoy como una forma practica y rapida de obtener estimados de
propiedades que pueden requerir de un anélisis complejo. El modelo de Drude es utilizado en conjunto
con el modelo de Lorentz para explicar las propiedades Opticas lineales de materiales [40} [4T]. La
propagacion de un haz de luz en una fibra 6ptica es un problema bésico en comunicaciones y éptica.
Se espera que un modelo fraccionario los casos mencionados anteriormente permita la posibilidad de

describir con mayor precision los resultados experimentales en sistemas complejos.

1.2. Objetivo

Objetivo: Proponer modelos alternativos que describan fendmenos electromagnéticos interactuan-
do con un medio homogéneo usando el calculo fraccionario. En particular, analizar las propiedades
dieléctricas y 6pticas de un medio homogéneo. Ademaés, el modelo fraccionario de evolucién de pulsos

laser ultracortos en una fibra 6ptica.
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1.3. Metas

= Desarrollar y estudiar de manera sistemaética el modelo de Drude fraccionario.
= Desarrollar y estudiar de manera sistemaética el modelo de Lorentz fraccionario.
= Desarrollar y estudiar de manera sistemética el modelo fraccionario de evoluciéon de pulsos

laser ultracortos en una fibra 6ptica.

1.4. Plan de la obra

En el Capitulo 2 presentamos una introduccién al calculo fraccionario, en el capitulo 3 se da una
breve revision de los pulsos ultracortos; En el Capitulo 4 se presentan los casos analizados de mo-
delos fraccionarios de la interaccion electromagnética y el modelo fraccionario de pulsos ultracortos,

finalmente en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones y posibles investigaciones futuras.



Capitulo 2

Introduccion al Calculo Fraccionario

2.1. Funciones especiales

En esta seccion se analizan algunos conceptos basicos sobre las funciones especiales que son
ampliamente usadas en el calculo fraccionario. Una de las funciones bésicas es la funcién gamma
I'(z), a través de esta se generaliza el concepto de la funcion factorial n! a los nimeros reales y

complejos. La funcién Gamma se define como:
I'(z) = / e 't*dt, R(z) >0, (2.1)
0

Esta funcién es analitica en cualquier punto, excepto en el caso de los enteros negativos y al cero,

es decir, tiene polos simples en los puntos z = Z_. La funcién gamma se reduce al factorial para un
”» .

argumento entero positivo Z7 .

I(n) = (n— 1)\ (2.2)

Esta igualdad nos muestra la relaciéon de la funcién con el factorial, por lo que la funcion Gamma
extiende el concepto de factorial a cualquier valor complejo de z. Otra de las propiedades bésicas de

la funcién Gamma es que satisface la siguiente igualdad

I'(z+1) =2I'(2) (2.3)
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La funcion Gamma puede ser representada también por medio del limite

nln?
e P VY P Sy Py (24)

En donde se asume que Re (z) > 0.

2.1.1. Funcion Beta

En algunos casos es conveniente utilizar la funcién Beta en lugar de combinaciones de valores de

la funcién Gamma. La funcién Beta esta definida como
1
B(z,w) = / (1= 1), (Re(z) >0, Re(w)>0). (2.5)
0

Una de las propiedades de la funcion Beta es que esta se relaciona con la funcion Gamma por

mediante la expresion:

B(z,w) = m (2.6)
Ademas, la funcion Beta satisface la condicién de simetria
B(z,w) = B(w, z) (2.7)
Con ayuda de la funcién Beta es posible establecer las siguientes dos relaciones:
Fz)rl-z= S0 (72) (2.8)
I'(z)T (z + ;) = /r2% 70 (22) (22 #0,-1,-2,...) (2.9)

La ecuacién es conocida como la formula de Legendre [9]. Utilizando las ecuaciones anteriores se

pueden deducir dos férmulas que son de gran utilidad:

T (1> —Jr (2.10)

2
1 Vm2n!
r (n + 2) = (2.11)

2.1.2. Funcién de Mittag-Leffler

la funcién exponencial e* tiene un papel muy importante en la teoria delas ecuaciones diferenciales

de orden entero. La funcion de Mittag-Leffler es una generalizacion de la funcion exponencial, por
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consiguiente, es de esperar que la funcién de Mittag-Leffler tenga un rol muy importante en las
soluciones de las ecuaciones diferenciales fraccionarias. La funcién de Mitagg-Leffler uniparamétrica

[42] se define por

E“@):Z;fﬂﬁif5 (2.12)
Una funcion de dos parametros del tipo Mittag-Leffler [43] es definida por la serie
z%ﬁ@):Ejf@%iﬁy (a>0,8>0) (2.13)

k=0

Como casos especiales se tienen las siguientes relaciones:

1 m—2 Zk
Evm(2) = 3 {62 - kl}

k=0

cosh(z) = Eaq(2%),
sinh
inh (2) = B (22)
z
& = erfe (—2)
B _ = ot 2.14
nle) = 2 gy = (2.14)

2.1.3. Transformada de Laplace de la funcién de Mittag-Lefller de dos

parametros

Sea f(t) una funciéon definida para todo ¢ > 0. Entonces,la transformada de Laplace F (s) de la

funcién f (t) viene dada por la integral impropia

L{f(t)} = /OOO e St f (t)dt = F(s) (2.15)

Para que la integral exista, la funcion f (¢) debe ser de orden «, es decir, que existen constante

positivas M, T tales que:

e fl <M VE>T (2.16)
La funcién original f (¢) puede ser calculada utilizando la transformada inversa de Laplace
1 ct+100
ft)y=L""{F(s)} = ﬁ/ F(s)e®dt (2.17)
™ c—100

Donde ¢ = Re(s) > cp, ¢p yace el la mitad derecha del plano de convergencia de la integral de

Laplace La transformada de Laplace de la convolucién de dos funciones se define como

L{f(t)xg(t)} = F(s) G (s) (2.18)
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La transformada de Laplace de una derivada ordinaria de orden n de la funcion f (¢), viene dada

por

L{f™ (1) = s"F (s) = 3 s Fk-D (0) (2.19)
k=0

Este resultado se puede obtener a partir de la definicion ([2.15)) e integrando por partes.

Recordemos que la funcion de Mittag-Leffler es la generalizacién de la funcién exponencial, enton-
ces, usaremos la transformada de Laplace de la funcién exponencial, para calcular la transformada

de Laplace de la funcién de Mittag-Leffler. Para esto, partiremos de la integral

o 1
/ et dt = ——, |z| < 1 (2.20)
0 1Fz2

Derivando ambos lados de la ecuacion y usando cambio de variables [9] se obtiene

—styk tat _
R e N CEY (2:21)
Usando este mismo formalismo para obtener la transformada de Laplace de la funcién de Mittag-

Leffler de dos pardmetros E, s con t?~!, resulta

a—f

L7 By p(—at®)] = e R(s) > o'/, >0 (2.22)

Luego, la transformada de Laplace de la k-ésima derivada de la funcién de Mittag-Leffler con

tok+B-1 esta dada por

kls®—

k+1

— = R(s)>|a|V, a>0 (2.23)
(s* F a)

Lt A1 EY) (£at®)) =

Donde que Eg“g(z) = dkaa,ﬁ(Z)-

2.2. Integrales y derivadas fraccionarias

Para generalizar el célculo ordinario a ordenes no enteros hay dos enfoques:

= Partiendo de la integral iterada de una funcién, y

= Generalizando el concepto de derivada, visto como limite.

10



2.2. INTEGRALES Y DERIVADAS FRACCIONARIAS

Empleando el primer enfoque, es decir, integrales iteradas, se tiene que la integral ordinaria [

t)/otf(T)dT (2.24)
- /O t /O t £ (9) dodr (2.25)

Usando el teorema de Fubini podemos intercambiar las integrales, esto es

_ / " F ) (- 9) a0 (2.26)
0

Siguiendo este proceso de intercambio de integrales,se llega a obtener una conocida férmula para

de una funcion f(t) se define como

Integrando una vez maés, resulta

integrales iteradas
I"f(t) = /f Yt —7)"tdr (2.27)
Ahora, tomando en cuenta la relamon del factorial con la funcion Gamma, es decir, si reem-

plazamos el factorial (v — 1)! por la funcién I'(v), entonces, la integral podra tomar valores reales

veR
IV f(t) = /f (t—7)"""dr (2.28)

De esta manera, se ha obtenido la 1ntegral fracaonarla para una funcién arbitraria f(t).

La integral de Riemann-Liouville de orden v > 0 de la funcién f(t) sobre el intervalo [a,t] se

define como
/ f()(t -7 tar (2.29)
Si los limites son (—oo, t] entonces, la 1ntegral es la integral de Liouville, si [t, c0) la integral
se llama de Weyl [9]. El operador I” es valido solo para integrales y no es posible el utilizarlo para
calcular una derivada fraccionaria. Es decir, no con solo cambiar el signo se calcula una derivada

fraccionaria. La derivada fraccionaria se definird en la siguiente seccion.

2.2.1. Propiedades de la Integral fraccionaria

o IV[IHf(t)] = TWHH £(t), semigrupo.
w JV[I*f(t)] = I*[I” f(t)], conmutatividad.
= Si f(t) es una funcién analitica en ¢ > 0, entonces I” f(¢) es un operador continuo respecto a

v, esto es

lm I#f(t) = I f(¢).

n—v

11



CAPITULO 2. INTRODUCCION AL CALCULO FRACCIONARIO

2.2.2. La Integral Fraccionaria y la Convolucién

La integral fraccionaria se puede describir usando la convolucién de dos funciones, la cual se

define como

frg= / F(r)g(t - 7)dr = / £t - )g(r)dr (2.30)
Ahora, sea la funcion
tu—l
20 =gy >0 (2.31)
Entonces,
I f(t) = ﬁ /O (t — 1) f(F)dr = Do (8) * £(2). (2.32)

2.2.3. Derivada Fraccionaria de Riemann-Liouville

Sea m un nimero natural que cumple la desigualdad n — 1 < v < n. Entonces, la derivada

fraccionaria de orden v de Riemann-Liouville se define como

D f(t) = S 1) p(t) (2.33)

donde I"=¥) f(t) es una integral fraccionaria de la funciéon f(t). Si v = n, se tiene

d’n
DY f(#)v=n = dt—nlof(t) = F™@) (2.34)
Lo que significa que coincide con la derivada de orden entero. La derivada fraccionaria de

Riemann-Liouville (2.33) se puede escribir como

v L oodt ot f(r)
D f(t) = mdtin/a de, n—1<v S n. (235)

donde v > 0 es el orden real de la derivada en el intervalo n — 1 < v < n, con n entero, ademaés
t > a. La derivada (2.35) se aplica a funciones f(¢) que admiten n derivadas continuas en el intervalo
[a, ], tales que fcf |f(t)]dt < co.

12



2.2. INTEGRALES Y DERIVADAS FRACCIONARIAS

2.2.4. Transformada de Laplace de la Derivada de Riemann-Liouville

Dada la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden v > 0 con a = 0, (2.35)), y aplicando
la transformada de Laplace (2.15) [, [7], resulta
n—1
LDy f(t)] = s"F(s) = Y s"[Dy " f(t)lizo, n—1<v<n (2.36)
k=0
Esta ecuacién tiene un problema en la aplicacién a problemas fisicos, ya que no hay interpretaciéon
fisica, aun, para los valores de la derivada fraccionaria en ¢t = 0. Ademas, la derivada fraccionaria de

Riemann-Liouville de una funciéon constante es diferente de cero. Esta es

[e% . O —a
D*C = pr—y(t=a) (2.37)

Estos dos hechos complican la interpretacion fisica en caso de las aplicaciones a fenomenos

naturales. La derivada de Riemann-Liouville es aplicada sin inconvenientes a problemas puramente

matemaéticos.

2.2.5. Derivada fraccionaria de Caputo

La derivada fraccionaria de Caputo de orden v se representa como ¢ DV f(t) y esta definida por

d’I’L

D) =10 f (1) (2.38)
Si v = n, se tiene
d'r’L
D f(t) = S (1), (2:39)

La derivada fraccionaria de Caputo la podemos escribir como

C v _ 1 ¢ f(n)(T)
D f(t)F(n—u)/a (t_T)V+1—ndT’ n—1<v<n (2.40)

La transformada de Laplace de la derivada de Caputo permite el utilizar valores iniciales de
derivadas clasicas con interpretaciones fisicas conocida, y es facil notar que la derivada de una
constante es cero, ya que dentro de la integral aparecen derivadas ordinarias de la funciéon dada.
Por lo tanto, si f(t) = C, entonces, “D”C = 0. Por este motivo, la derivada de Caputo han sido
ampliamente usadas en la descripcién de sistemas fisicos reales y con muy buenos resultados, siendo

preferida para el modelado de los sistemas fisicos [44].

13



CAPITULO 2. INTRODUCCION AL CALCULO FRACCIONARIO

2.2.6. Transformada de Laplace de la Derivada de Caputo

La transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo de la funcion f(t) esta dada

por
n—1

L{ED f(t)} = s"F(s) = > _ s * 1 f8(0), n—-1<v<n, (2.41)
k=0

Debido a las definiciones de las derivadas de Riemann-Liouville y de Caputo, existe una relacién

entre ellas dada por el siguiente teorema.

Teorema: Seat > 0, v € £, n—1 < v < n, n € N. Entonces, la siguiente relaciéon entre

Riemann-Liouville y Caputo se cumple

n—1

CDYf(t) = D" f(t) — Z Lk+1—v)

tkfu
F*(0). (2.42)
Esta expresion implica que las derivadas de Caputo y Riemann-Liouville coinciden si y solo si f(t)

junto con sus primeras n — 1 derivadas se anulan en ¢t = 0.

Partiendo de la integral fraccionaria de orden v, se definieron las derivadas fraccionarias de orden
v de Riemann-Liouville y de Caputo. Estas derivadas, en general, no coinciden. Primero, la derivada
de Riemann-Liouville de una constante es diferente de cero, mientras que la de Caputo es cero.
Ademas, en el caso de la transformada de Laplace de Riemann-Liouville aparecen como condiciones
iniciales derivadas fraccionarias, mientras que en el caso de la derivada de Laplace de la transformada
de Fourier de Caputo aparecen condiciones iniciales "no fraccionariasgon significado fisico tales como

las que se usan en las ecuaciones diferenciales de orden entero

2.2.7. Propiedades de las derivadas fraccionarias

Es necesario describir las propiedades de las derivadas fraccionarias que son utilizadas maés fre-

cuentemente en aplicaciones.

= Linealidad: La derivacion fraccionaria es lineal DY (A\f (¢) + png (t)) = ADY f (t) + uD"g (t)

14



2.2. INTEGRALES Y DERIVADAS FRACCIONARIAS

= La regla de Leibniz para derivadas fraccionarias: Consideremos dos funciones, ¢ (t), f (t), si
f(7) es continua en el intervalo [a,t] y ¢ (7) tiene n + 1 derivadas en el mismo intervalo, la

derivada fraccionaria del producto ¢ (t) f (t) viene dada por:

DY (9 (8) F (1) =)
k=

0

( Z ) e ®) (1) DI f (1) — RE (1) (2.43)
Donden>p+1y

R0 = s [ =7 pmar [ o @e-gmas (24

Cuando n — oo la expresiéon se ve reducida a:

D (8 F (1) = ( ! ) ") (1) DI f (1) (2.45)

ko \ F
La relacion anterior es particularmente util para la evaluacién de derivadas fraccionarias que
son el producto de un polinomio y una funcién con una derivada fraccionaria conocida.
= Derivada fraccionaria de una funcién compuesta: La derivada fraccionaria de una funcién

compuesta viene dada por:

oDPF (h(t) = YL F (h (1) +

T'(1-p)
[e3e] p kl(t—a)k—P k m k h(r) (246)
+Y, ( . ) gy F () Sy F () S T 3 (52)
Donde Y se extiende sobre todas las combinaciones de valores ay,as, . .., a; (nimeros enteros

no negativos ) tales que:

k k
ZT@T =k vy Z ar=m
r=1 r=1

= Derivacion fraccionaria de Riemann-Liouville de una integral dependiendo de un parametro:
Recordemos que regla para la diferenciacion de una integral dependiente de un pardmetro con

el mismo parametro en el limite superior, dada por

d [t LOF (t,7)

Tiene su analogo para el caso de la derivaciéon fraccionaria, la regla para la derivaciéon frac-
cionaria de Riemann-Liouville de una integral dependiendo de un pardmetro cuando el limite

superior también depende del pardmetro, es la siguiente:
t t
OD?/ K (t,7)dr :/ +DYK (t,7)dr + liznOTDto‘*lK(t,T) 0<a<l) (2.48)
0 0 Tt

15



CAPITULO 2. INTRODUCCION AL CALCULO FRACCIONARIO

= Derivadas fraccionarias sucesivas: Este tipo de derivadas puede aparecer de manera natural
en la formulacién de varios problemas en fisica y ciencia aplicada. Miller y Ross llamaron a la
ecuacion diferenciacion secuencial y consideraron ecuaciones diferenciales con derivadas

de este tipo en su libro [7].

D™ f(t) = D*D*D*... D" (t) (2.49)

n

2.2.8. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier de una funcion continua f (t) absolutamente integrable en el intervalo

(—00,00) esta definida por

Fih()} = H(t) = / et () dt (2.50)
La funcion original h (¢) puede ser calculada a partir de H (¢) utilizando la relaciéon
h(t)y=F *{H ()} = zi/ e H (w) dw (2.51)
™ — 00

La transformada de Fourier de la convolucion esta dada por

Flg®) «h ()} = G (w) H (w) (2.52)
La transformada de Fourier de una derivada esta dada por

F {h(") (t)} — (—iw)" H (w) (2.53)

La transformada de Fourier es una herramienta muy poderosa en el analisis en el dominio de la

frecuencia de sistemas dinamicos lineales.

Transformada de Fourier de las derivadas fraccionarias

Considerando el limite inferior a = —oc0, y considerando un comportamiento razonable (es pe-
riédica en un intervalo 27 y puede ser analizada por medio la superposicién de un ntmero infinito
de ondas senoidales y coseinodales con distintas frecuencias) [45] de g (t) y sus derivadas cuando

t — oo, se puede hacer una integracion por partes y considerar las derivadas de Riemann-Liouville

16
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y Caputo en la misma forma:

= oD g™ (1)

~=Di9 (0 L[ e
—eoDg (1) I'h—a)_o (ti,r)oﬁlfn

Para n — 1 < a < n, al aplicar la transformada de Fourier se obtiene la relacion:
F{D% (1)} = (—iw)" G () (2.54)

Donde D¢ denota cualquiera de las tres diferenciales fraccionarias anteriores. Por ejemplo, la trans-

formada de Fourier de derivadas fraccionarias ha sido utilizada por Beyer y Kempfle [46].

2.2.9. Meétodos numéricos para la solucién de ecuaciones diferenciales

parciales fraccionarias

Al crear modelos fraccionarios para solucionar problemas de ingenieria, es raro cuando es posible
evaluar la solucién de un modelo fraccionario dado en su forma cerrada, incluso si una solucién
analitica es posible. Por lo tanto, es necesario el desarrollar métodos numeéricos eficientes y confiables
para resolver FPDE generales [47], obteniendo soluciones numéricas con una solucién aproximada

pero con un error proéoximo a cero, en un intervalo de tiempo aceptable.

Algunos de los métodos para resolver numéricamente una ecuacion diferencial fraccionaria [47]

son:

= Métodos directos: Consisten en discretizar directamente el operador fraccionario (tales como
los métodos L1, L2 y el producto trapezoidal entre otros).

= Métodos de integracién: Considerando una ecuacién diferencial ordinaria en la forma:

{ Z(Of)(t_’“; (2.55)

Integrando en el intervalo [t,,t,+1] se obtiene
W(tar) —u(ta) = | f(s,u(s))ds (2.56)

La integral puede ser resuelta por métodos numéricos clasicos (la formula rectangular,la regla
trapezoidal, la formula de Simpson entre otros), los cuales pueden ser usados para derivar un

métodos numérico apropiado para la ecuaciéon diferencial fraccionaria.

17



CAPITULO 2. INTRODUCCION AL CALCULO FRACCIONARIO

= Meétodos lineales fraccionarios multipasos: Estos son una generalizacién de los métodos lineales

multipasos, los cuales fueron estudiados por primera vez por Lubich[48] [49] [50].

18



Capitulo 3

Pulsos ultracortos

Los pulsos ultracortos son modelados utilizando una frecuencia portadora modulada por una
envolvente temporal. Se acostumbra agrupar las caracteristicas dependientes de la oscilaciéon rapida
dentro de la funcién de fase, mientras que las caracteristicas que varian lentamente son agrupadas
en la amplitud compleja [5I]. La representacion de una onda usando variables complejas en su forma

polar esta dada por

E (A, &) = Aexp (i®) (3.1)

Donde A es la amplitud y @ es la fase, ambas funciones tienen valores reales. En el caso de una
onda plana, la fase es una funcion lineal ¢ = wt — k- r, donde w es la frecuencia angular, ¢ representa

el tiempo, k es el vector de onda y 7 representa su direccion. Una onda plana es descrita como

E(7t) = A(t) exp (z (o.;t _ F)) (3.2)

Los lasers pulsados de Nd:YAG frecuentemente tienen una envolvente Gaussiana, mientras que los
lasers Ti:Sa tienen un perfil que se asemeja mas a una curva secante hiperbolica[51]. A continuacion
da un breve descripcién de estos dos tipos de envolvente, una descripciéon méas amplia se puede

encontrar en [51]
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Figura 3.1: Pulso Gaussiano sin chirp

3.1. Envolvente Gaussiana

Una envolvente Gaussiana tiene la forma A(t) = exp (—1%t?), donde T = 1/72. Asi la ecuacion

B2l se reduce a
2
E(t) = Apexp (— (;) ) exp (iw;t) (3.3)

En la cual, w; es una frecuencia constante, La figura [3.1] muestra un pulso Gaussiano, la intensidad

de un pulso Gaussiano sin chirp esta definida como:

I(t) = A exp <—2:22> (3.4)

G

La anchura a media altura en el dominio del tiempo (FWHM por sus siglas en inglés) viene dada

por

AtFWHM = 210g (Q)TG = 1.177417’@ (35)

3.1.1. Pulso Gaussiano con chirp

Ahora se considera un pulso Gaussiano con una fase cuadratica

1a
D (t) = wit — = —t* .
(t) = w 272 (3.6)
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3.2. ENVOLVENTE SECANTE HIPERBOLICA

Con una frecuencia instantanea dada por

oo a

La frecuencia es dependiente del tiempo, por lo que se dice que el pulso tiene ‘chirp’, donde
a es el factor de chirp. La figura [3.4 muestra un pulso Gaussiano con chirp, a es positiva para un
chirp hacia abajo ( la frecuencia disminuye en el tiempo) y negativa para un chirp hacia arriba (la
frecuencia aumenta en el tiempo). El campo eléctrico para un pulso chirp en el tiempo viene dado
por

E(t) = Agexp {— (1+ia) ;;; + iwlt] (3.8)

La transformada de Fourier es

By T {i@szé} (3.9)
TVa ara) P T it '

3.2. Envolvente secante hiperbdélica

El campo eléctrico modulado con una envolvente secante hiperbélica esta definido por:

E(#) = sech (t> giwot (3.10)

Ts

3.2.1. Pulso secante con chirp

Un pulso de tipo secante con chirp esta definido como:

E(t) = sech (Tt) exp (2 (wot + Cf;)) (3.11)

Un pulso secante con varios valores chir es mostrado en la figura|3.5
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chirp hacia arriba: a=-10

08
Bt o6

0.4

0.2

-0.2

0.6

-0.8

Figura 3.2: chirp a = —10

chirp hacia abajo: a=10
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Figura 3.3: chirp a = 10

Figura 3.4: Pulsos chirp Gaussianos.
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Figura 3.5: Diferentes perfiles en funcién del pardmetro chirp a:0,1,2,3 para I(w) = |E (w)[?
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Capitulo 4

Casos de Estudio

En este capitulo presentamos los resultados de nuestra investigacion sobre la interaccién de las
ondas electromagnéticas con medios homogéneos. Se presentan los resultados del modelo fraccionario
de Drude, el modelo fraccionario de Lorentz y finalmente los avances que se obtuvieron en el modelado

de pulsos ultracortos fraccionarios. Lo anterior se hace usando la derivada fraccionaria de Caputo.

4.1. Modelo de Drude fraccionario

La propagacién de ondas electromagnéticas en materiales es determinada por sus parametros
eléctricos, en el caso de los dieléctricos el pardmetro mas representativo es la permitividad compleja
[52]. En esta seccion estudiaremos las propiedades opticas del modelo de Drude dentro del marco
del calculo fraccionario. El modelo de gas de electrones libres en metales fue establecido en 1900 por
Drude [53,40]. A pesar de sus suposiciones simplificadas, el modelo de Drude explica la conductividad
eléctrica independiente de alta frecuencia en un rango de frecuencias que abarca desde 0 Hz (corriente
directa 6 CD) a ~ 10'°Hz (microondas) [54]. En el modelo de Drude, los electrones oscilan en
respuesta al campo electromagnético aplicado, y su movimiento se amortigua a través de colisiones
que ocurren con una frecuencia de colisién caracteristica wy = %, T se conoce como el tiempo de

relajacion del gas de electrones libres, generalmente es del orden de 107145 a temperatura ambiente,
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correspondiente a wy = 100 THz. El modelo de Drude establece que los electrones oscilan en respuesta
a la aplicacién de un campo electromagnético, la ecuacién de movimiento para los electrones sujetos

a un campo eléctrico externo E es:

—
—

md—:: + mwot’ = —eE (t) (4.1)

Al lado izquierdo en la ecuacién el primer término expresa la aceleracién de las cargas
inducidas por el campo eléctrico E, el segundo describe el factor de amortiguacion debido a la
dispersion de electrones. En el lado derecho de la ecuaciéon tenemos el término de conduccién, es
decir, la fuerza que depende del campo eléctrico E que actia sobre cada electréon con masa m y

carga e, y U su velocidad promedio.

En [53], se proporciona una forma sistematica para construir ecuaciones diferenciales fraccionales
manteniendo las unidades fisicas del sistema. Para pasar de la derivada ordinaria a la fraccionaria,
hacemos el siguiente cambio de operador

d 1— d7

-
— 2w, - 0<y<1 4.2
a0 dtv T= (4.2)

1

donde wy se mide en s™*, reemplazando esta expresion en la ecuaciénse obtiene la correspondiente

ecuacion diferencial fraccionaria de orden -,

. 1
A" e ew,
— 4wl =—

dtv 0 m

Et) 0<y<1 (4.3)

Aplicando la transformada de Fourier a la ecuacion .3 resulta

_mwo[l - (_Z%O)W]E(w) (4.4)

(w; ) =

Si consideramos un conjunto de estas cargas con densidad N, la densidad de corriente maxima es

-

j = —eN4v, entonces tenemos

e?N -
muwo[l + (=i)7] Ew) (4.5)

j=—Net =

Debido a que estamos considerando medios lineales, la relacion lineal j = o E' se mantiene. A partir
de esta relacion se identifica la conductividad eléctrica compleja fraccionaria de Drude
2

woll + (2] (+6)

. Eow
o(w;y) =01 +ioy =

ivo fj es la frecuencia de plasma de la nube de gas de electrones y ¢; es la permitividad

donde w? =
del vacio. En CD (w = 0) la conductividad es o4. = Ne?/mwy. La conductividad eléctrica fracciona-

ria compleja o(w; ) depende de la frecuencia w y del orden de la ecuacion diferencial fraccionaria ~.
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La dependencia de un orden no entero de la conductividad eléctrica se ha probado en [56],[57], para
frecuencias muy altas utilizando técnicas ultrarrapidas de THz en opto electrénica. La expresiéon

de Cole-Davidson utilizada en [56} [57] difiere de la obtenida en este trabajo ( ecuacion [.6). De la

ecuacion [4.6] se obtienen las partes real e imaginaria de la conductividad eléctrica:

L cowp L+ ()7 cos(3)

o1(w;7) = wo 14 ()7 +2(2)7 cos(F) (47)
e (E)sn

0'2(00”)/) - wo 1+ ( )27 + 2(%)’)’ COS(WQ’Y) (48)

Dada la conductividad eléctrica o, podemos encontrar la funcién dieléctrica e usando la relacién:

e(fw) =1+ EOLWU(E, W) (4.9)

Como es dada en [58], donde k es el vector de onda y w es la frecuencia angular. En la interaccion

de la luz con los metales, la forma general de la respuesta dieléctrica e(E, w) puede simplificarse como
el limite de una respuesta local espacial a través de e(k = 0,w) = e(w). Esto en general todavia se
cumple en frecuencias ultravioleta [58]. En general e(w) = €1(w) + iea(w), o(w) = o1(w) + ioa(w)
son funciones complejas evaluadas de frecuencia angular w, relacionadas entre si por medio de la

ecuacion Las partes real € (w;y) e imaginaria es(w;~y) de la permitividad estan dadas por:

Ly W (o5)7sin(F)
T s TR TR ) ) 1
e2(w;y) = . L+ (5)) o) (4.11)

wwo 1+ ()27 +2(2)7 cos(5)

En las figuras se considera w, = 2.2 x 1057 y wy = 10 x 1014 s71:

v=0.9
7=0.8

Magnitud [S/m]

3 35
wlHz] <1018

Figura 4.1: Conductividad real e imaginaria para algunos valores de ~.
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y=1
— =098
=09
— =08
35 \ —~=05 | |

w[Hz] %1018 w[Hz) %1018

(a) Parte real (b) Parte imaginaria

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
w[Hz] «10'8

(¢) Zoom de la parte real

Figura 4.2: Permitividad real e imaginaria

Para el caso de la permitividad compleja, considerando un capacitor ideal en el cual un material
dieléctrico con permitividad e es puesto entre las capas . [62]. La grafica corresponde a las
ecuaciones y para algunos valores de v. Para la funcién dieléctrica ¢ tenemos que para un
menor v da una mayor magnitud de las parte real ¢; e imaginaria €5 en el rango de baja frecuencia,

y a medida que la frecuencia se hace mas grande con respecto a wy tanto €; como €3 tienden a 0.
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4.2. Modelo fraccionario de Lorentz

Utilizaremos la derivada fraccionaria de Caputo, como en el caso anterior, esto debido a que
la derivada de una constante es cero, y las condiciones iniciales para las ecuaciones diferenciales
fraccionarias tienen una interpretacion fisica bien conocida. La respuesta de los materiales dieléctricos
a las ondas electromagnéticas se puede explicar utilizando un modelo de oscilador armoénico. En dicho
modelo [40], se supone que las fuerzas elasticas entre los electrones y los nacleos obedecen la ley de
Hooke, de modo que cuando se aplica un campo eléctrico a los materiales dieléctricos, las 6rbitas de
los electrones se distorsionan. La ecuacion diferencial de movimiento de este oscilador que interactia
con un campo eléctrico E(t) tiene la forma:

d*v dr

mes + mo—y + ki = —eE (4.12)

Donde m y e son la masa y la carga de un electrén, respectivamente. El segundo término
de esta ecuacién es un término de amortiguamiento, proporcional a la velocidad instantanea del
electrén, y a es el inverso de la constante de tiempo con la dimensién del inverso del tiempo s~ !. El
coeficiente « representa la velocidad a la que decaera la polarizacion después de eliminar el campo
aplicado, su cantidad inversa 7 = 1/« es el tiempo de decaimiento de polarizaciéon. La frecuencia de
resonancia del oscilador armoénico se define como wg = k/m, donde k es la constante del resorte de
Hooke. Haciendo la siguiente redefiniciéon « = 2w, donde ¢ es un pardmetro adimensional, también

llamado coeficiente de amortiguamiento, podemos reescribir la ecuacién de la siguiente manera
427 -, ek

Cambiando el operador diferencial ordinario por su equivalente fraccionario:

d 1-~y d7
— — — 4.14
at Y0 qn (4.14)
Se obtiene la ecuacién en forma fraccionaria:
P 7 ¢E
P anins o Y
a0 gy T = met O<ys=l (4.15)

Suponemos que el campo eléctrico aplicado varia arménicamente en una forma £ = Re {EO gt },
como seria el caso de las ondas electromagnéticas, donde w es la frecuencia angular; este campo es-

ta relacionado con la frecuencia de oscilacion por w = 2zv. El movimiento del electron seguira el
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campo eléctrico oscilante local, ya que es la fuerza impulsora [59]. Entonces, podemos suponer que
la dependencia del tiempo del movimiento de los electrones serd similar a la del campo, de modo
que 7 = Re {roe~™'}. Al sustituir estas funciones en la ecuacién se obtiene una ecuacion de

la forma:

R e Eo(w)
ow7) =~ 5 Py (4.16)
0142 (—zw%) + (—zwio)
Usamos esta ecuaciéon para obtener el vector de polarizaciéon fraccionario:
- Ne2E,
Plw;v) = ¢ Folw) (4.17)

muw? {1 +oc (—iw%)v + (—z‘w%)zv}

Esta expresion sugiere que la polarizacion tiene una dependencia de frecuencia significativa en
respuesta a un campo eléctrico y también en el orden v de la ecuacion diferencial fraccionaria. La
presencia de una parte imaginaria también puede conducir a un cambio de fase en la respuesta bajo
ciertas condiciones. Enfatizando que el campo eléctrico E, el vector de polarizacién eléctrica P y
el desplazamiento dieléctrico D en un medio isotropico y lineal estan relacionados por la definicién

bésica de la teoria electromagnética D= 550 = 5050 + P se obtiene:

D(w;y) = |eo + Ne? 5 Eo(w) (4.18)
mad[1+2¢ (—iz) + (—iz) ]

donde € y ¢ son la permitividad eléctrica del medio y del espacio libre, respectivamente. Usando

la ecuacion y la relacién D= EE, definimos la permitividad eléctrica fraccionaria del medio:

Ne?
med[1+2¢ (—iw%)7 + (—z’wio)%}

La funcién dieléctrica compleja fraccionaria, que ahora involucra el pardmetro -, viene dada por

e(w;v) =eo0 + 0<vy<1 (4.19)

er(w;y) = E(:iom, obteniendo:

()
wo
v 2v°
142¢ (=iz) + (-i2)
Para separar la parte real e imaginaria de la funcién dieléctrica compleja €, = €1 + €2, se usan
2 Ne?

er(w,y) =1+ 0<y<1 (4.20)

las variables n = w%,wp =y 0= 3"7”; entonces se obtiene:
2
[1+2¢n" cosf + 1?7 cos 20| (Z—f)’)
fr(wiy) =1+ ; ; (4.21)
+ 7 cos 0 + n=7 cos + 7 sin b + n<7 sin
[1+2¢n7 cos 6 4 17 cos 26]” + [2¢n sin 6 + 77 sin 20]
2
[1+2¢n" cosf + 1Y cos 20| (Z—g)
er(w;y) =1+ (4.22)

[14 2¢n cos 6 + 27 cos 260]° + [2¢n7 sin 6 4 527 sin 260
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Conociendo la funcién dieléctrica (ecuacion 4.20), podemos determinar otras constantes Opticas,

como el indice de refraccion i = n + i, reflectancia R(w;~y) y susceptibilidad eléctrica, usando la
relacion:
2
n(w;y) = (n(w;'y) + i/{(w;'y)) = ep(w;7) (4.23)
donde n(w;~) es el indice de refraccion fraccionario, « es el coeficiente de extincion fraccionario,

y I'(w;7y) es el coeficiente de absorcion. Reduciendo la ecuacion se obtiene:

w(win) = 5 [VET T @P + ()] (424
W (wi) = 3 [VEP + @ - ()] (4.25)
[w;y) = 2%/{ (4.26)

(n(w; v) — 1)2 + k2 (w;7)
(n(UJ; y) + 1)2 + K2 (w; )

Otro parametro util, cuando se consideran los efectos en el rango de frecuencia 6ptica es la

R(w;y) = (4.27)

susceptibilidad eléctrica compleja x = x1 + )2, donde sus partes real e imaginaria estan definidas

| X1 (w;y) = (81 - 1) (:2)2 (4.28)
Xe(w; ) = €2 (:Z)Z) (4.29)

Se obtienen las gréficas de la funcién dieléctrica compleja fraccionaria utilizando las ecuaciones

.21 .22

7=0.1

€

L L L L L
0.6 0.8 1.0 1.2 14 1.6

(a) Parte real (b) Parte imaginaria

Figura 4.3: Funcion dieléctrica para 0 < ¢ < 1, correspondiente al caso subamortiguado para dife-
rentes valores de ~
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(a) Parte real

— y=0.9
—— y=0.91
— y=0.93
— y=0.95
— y=0.99

&

7=0

0.9 1.0 1.1 1.2

(b) Parte imaginaria

Figura 4.4: Funcién dieléctrica para ¢ = 0, correspondiente al caso no amortiguado para diferentes

valores de

7=1

(a) Parte real

— y=0.9
— y=0.91
— y=0.93
— y=0.95
— y=0.99
— y=1

€

06

0.5

03

021

0.1

=1

L L L L L g
0.5 1.0 1.5 20 25 3.0

(b) Parte imaginaria

Figura 4.5: Funcién dieléctrica para ( = 1, correspondiente al caso criticamente amortiguado para

diferentes valores de ~y

(a) Parte real

{=2

€2
05
04
03
02H
0.1

075 170 1;5 2i0 275 3f0 7

(b) Parte imaginaria

Figura 4.6: Funcién dieléctrica para ¢ = 2, correspondiente al caso sobreamortiguado para diferentes

valores de
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En un sistema masa-resorte como el descrito por la ecuacion dependiendo del valor del
coeficiente de amortiguamiento se tienen soluciones para movimiento subamortiguado, no amorti-
guado, sobre amortiguado y criticamente amortiguado, mostradas en las figuras [4.3}{4.5| respectiva-
mente. Estas funciones dieléctricas (ecuaciones y dependen de la frecuencia y del orden de
la ecuacion diferencial fraccionaria 0 < v < 1. De los graficos podemos ver que para un determinado
1 podemos describir diferentes escenarios simplemente cambiando el valor de 7, el cual influye en
la magnitud y fase de la funciéon dieléctrica. Una vez que se tiene la funcién dieléctrica, se obtienen
otros parametros 6pticos de interés, como el indice de refraccion (ecuaciones y , coeficien-
te de absorcion (ecuacion , coeficiente de reflectancia (ecuacion , susceptibilidad eléctrica
(ecuaciones y , dado que todas estas constantes estian relacionadas con la funcién dieléc-
trica por consiguiente estas dependen de la frecuencia del campo aplicado y del orden fraccional de

la ecuacion diferencial ~.

4.3. Modelo fraccionario para pulsos ultracortos

En esta parte definiremos un modelo fraccionario para pulsos ultracortos utilizando la derivada
fraccionaria de Caputo y las ecuaciones de Maxwell. En la notacion vectorial y usando las unidades

del SI, las ecuaciones de Maxwell, en su forma diferencial, se escriben de la siguiente manera:

VXEmwz—%ém@ (4.30)
V x H(7t) = J(7t) + %5(?, t) (4.31)
V- D(7,t) = p(F,t) (4.32)
V-B(Ft)=0 (4.33)

donde E es el campo eléctrico medido en [V /m], H es el campo magnético en [A /m], D es el flujo
eléctrico [C/m?], B es el flujo magnético [W/m2], .J es la densidad de corriente [A/m?] y p(7,1) es la

densidad de carga en [C/m3]. Las ecuaciones constitutivas estan dadas por las siguientes expresiones
D=eE+P (4.34)

B = poH + M (4.35)

donde €y y po son la permitividad y la permeabilidad del vacio, P y M son las polarizaciones

inducidas, eléctrica y magnética. Ahora vamos a transformar las ecuaciones de Maxwell a su forma
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fraccionaria temporal manteniendo la homogeneidad de las ecuaciones. Es decir, manteniendo las
unidades en los parametros fisicos. Para esto, existe una forma sistemética de pasar de un operador

diferencial ordinario a un operador diferencial fraccionario [55], se tiene

0 1 0
a = 70-1_’7 %7 O < ’Y S 1 (436)

donde o, en este caso tiene unidades de segundos. Tomando esto en cuenta, las ecuaciones de

Maxwell fraccionarias en el tiempo se escriben como

1 o 4

T
V x H = J"‘ 0_177 %D (438)
V-D=p (4.39)
V. B = (4.40)

Este es un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden. Multiplicando
la ecuacion (4.37), por el operador rotacional, podemos escribir

v (V-E) ~AE = —U%% (v x J§) (4.41)

donde se ha tomado en cuenta la identidad vectorial V x V x E = V- (V- E) — AE. Por otro
lado, sustituyendo las expresiones [£.34] y [£.35] en la ecuacion [£.38] resulta

9" = o O 3 -

V x é = Moj—F
Reemplazando [f.42] en la parte derecha de la ecuacion [£.41] obtenemos

we\ 1T > 1 fwen20-7) 0?7 - we\ 20=7) 0% -
) el 5 (50) ~ o (57) P

o 2 \2r oty o oty

we\ 1= 97 -

v(vE)-aF = —(

donde, debido a las unidades del parametro [o] = s, hemos escogido o = Z—”, donde w,. es la
frecuencia central del pulso. Asumiendo que el medio de propagacion es una fibra éptica, se

hacen las siguientes consideraciones J = p = M = 0, reduciendo la ecuacién a

L1 w207 82 we\20-7) 921 -
AE=5 (%) gz = Ho (%) o’ (4.44)

La polarizacién inducida es descrita por:
P(7,t) =Py (7,t) + Pyp (7,1) (4.45)
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Reemplazando en la ecuacion [£:44] da como resultado:

oty

N
2w

c2

(%)2(1—7) o927 - (wc)2(1—7) ;)TQ;Y (p,L+P,NL> (446

Donde la parte lineal 13,; y la parte no lineal 131\/ 1, estan definidas como:

Py (7,t):50/t Pt =t E(r,t")dt’ (4.47)

— 00

t t t
Py (r,t) = / dt, / dtQ/ dts x X (t =ty t —to, t —t3):E (7, 11) E (7, t2) E (7, t3)
(4.48)

Donde x(™ es la susceptibilidad de orden n y : es el operador que denota un producto de
tensores.Utilizando la aproximacion de envolvente que varia lentamente (SVEA por sus siglas en
inglés) se tiene que Pnp es considerado como una pequefia perturbacion a Pp. Esta justificacion
viene dada por el hecho de que en la practica los cambios no lineales en el indice de refracciéon tienen
un orden menor a 10~%. Como una segunda consideracién se asume que el campo 6ptico mantiene
su polarizacién mientras viaja a través de la fibra, asi que una aproximacion escalar es vélida. Como
tercera consideracién se asume que el espectro del pulso, centrado en w,, tiene un ancho espectral
Aw tal que Aw/w. < 1. Ya que w,. ~ 10'°s~1, esta consideracion es vélida para pulsos en el orden de
0.1 ps. En la aproximacion SVEA es 1til el separar la componente del campo que varia rapidamente

al escribirla en la forma:
. 1 1=
E(7.t) =5 [E(?,t) exp (—iwet) + c.c] (4.49)

Donde 2 es el vector de polarizacién unitario, y F (7,t) es una funcién que varia de forma
lenta en el tiempo (relativamente al periodo 6ptico). Las componente de polarizacion Py, y Py, son

escritas como:

By (7,6) = 52 [P (7, 0) exp (—iwet) + ] (4.50)
Pnr, (7,1?) = %i‘ [ﬁNL (7,t) exp (—iwet) + c.c} (4.51)
ﬁL es definido como:
PL(7,t) = e / t Xt —t) - E(7,t) exp (iwe {t —t'}) dt’ (4.52)
t
= or ) @@= BT w-w)ep(w-wids (459

Donde E (7,w) es la transformada de Fourier de E (7, t), definida como

E(7,w) = / T B (77, t) exp (iwt) dt (4.54)

— 00
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y Py como:

Pnp (7,8) = eox®E (7,1),E (7,1), E(7,t) (4.55)

Usando la ecuacion .51, Py, (7,t) es aproximado mediante:
Pyr (77 t) = coenrE (?, t) (4.56)

Para obtener la ecuacién de onda para F (7,15) es mas conveniente trabajar en el espacio de
Fourier. Normalmente no es posible debido a que la ecuacion .44 es no lineal, lo cual es solucionado
utilizando una aproximacién en la cual €, es tratada como una constante durante la derivacion de
la ecuacion [60]. Sustituyendo las ecuaciones 4.4944.51] en la ecuacion, obtenemos:

(? b (wc) (1-v) 927 . (? 5= (wc>2(1 v 9% (P,L+P,NL> (457)

2 oty 2 oty

Aplicando la transformada de Fourier, resulta

~ 1 2(1=7) - we\ 2(1=7) -
= _ = _ had ) ;2 _
AB (7w —we) — (%) ()2 E (7w — we) = o (%) (1w)? P (7w — w)
(4.58)
Usando las aproximaciones Py = eox!) (w) E(7,t), Py, = coennE (7,t), obtenemos la si-
guiente ecuacion
E(7,w—we) + k2 (iw)* e (w) E(7,w—w) =0 (4.59)

2

La ecuacién es la ecuacién de Helmholtz fraccionaria con k2 = (;’;)2(1 Dy ew) =

02
1+X®M (w)+enr- En el caso de v = 1 se obtiene la conocida expresion de la ecuacion de Helmholtz:
2

AE (w—w,) + ¢ (w) C—E’ (Ww—we)=0 (4.60)

Asumiendo una solucién con la forma E (7, w — w,) = F (z,y) A (z,w) exp (ifoz) donde A (z,w) es
una funcién que varia lentamente con el tiempo, y 3y es el nimero de onda. Usando la ecuacion [£.59
9?A
022

27 . . , 0A
+F (z,y) | —B5A (z,w)exp (1Boz) + 2150 exp (i z) 5

—|—/€?, (iw)*7 € (w) F (z,y) A (2,w) exp (ifoz) = 0 (4.61)

{62F 0’F

22 T3 2} Aexp (ifoz) + F (x,y) exp (ifoz) 55

Al utilizar la aproximacion SVEA se tiene que como A (z,w) es una funcion que varia lentamente

. . . ., 2 . . P .
con el tiempo, se puede hacer la simplificacion %;;‘ < %, eliminando el segundo término de la

ecuacion, se tiene:

[62F 0?°F

- 0A
2 L, 04
57 + a5 —B5A (z,w) + 2ify 3

] A+ F + k2 (iw)* e (w) F (z,y) A (z,w) = 0 (4.62)
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RT . . 1
Multiplicando la identidad por TEDACD

2 2 ~ . ~
[%TI; + %Tﬂ [— 2A (z,w) + 2zﬂo%]

+ _ + k2 (iw) e (w) = 0 4.63
o) oo 2 (iw)?7 & (w) (4.63)
Usando separacién de variables:
PR | O°F 2A (z,w) — 2if3 04
Ox? Oy ] 2 /. \2v [50 ) 0792 -
- - _|_ k £ = — = 4.64
Floy o7 e Ao ’ oy
Obteniendo el sistema de ecuaciones diferenciales:
9°F  9°F 2 /. N2y =
5t a7t (/g7 (iw)> € (w) — B )F(w,y)—O (4.65)
_0A N B
20 + (5 - BO) A(z,w) =0 (4.66)

Donde k, = % (g—;)(lfw. La ecuaciéon puede ser resuelta utilizando teoria de perturba-
ciones de primer orden [61], 62, [63], el uso del método de perturbaciones es apropiado cuando el
problema considerado es muy similar a un problema con una solucién exacta, y que el cambio del
problema con solucién exacta cambia al problema en consideracién de forma gradual. El primer
paso es reemplazar € con n? y obtener la distribucién modal F(x,y) y el nimero de onda corres-
pondiente B El modo fundamental de la fibra es aproximado utilizando una distribucién gaussiana

2 2
F (z,y) ~ exp [—(zwi)] , como se muestra en la ﬁgura

0.00010
0.00005 X
0.00000

0.00005

<0.00010
7 1.000

0.00005
0.00000
0.00005

(a)

Figura 4.7: F (z,y)

Entonces se incluye el efecto de An en la ecuacion. La constante € (w) puede ser aproximada
por:

e = (n+ An)* = n? +2An (4.67)
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Y An es una pequeiia perturbaciéon dada por:

iy

An=ns |E]* + —— 4.
n=mns|E| +2k7 (4.68)
Con:
3
ng = —8nRe (X;3)2XX> (4.69)

Con n(w) =1+ 3Re [x (w)] y 7 (w) = £ Im [¥) (w)], donde n es el indice de refraccién, o es el
coeficiente de absorcién, x es la susceptibilidad y ns es el coeficiente de indice no lineal. El campo
optico se considera que es linealmente polarizado. En la teoria de perturbaciones de primer orden

An no afecta la distribucién modal, sin embargo el eigenvalor A se vuelve:

Bw)=B+A8 (4.70)
pone wn? (@) [ [ An (@) P (2, )] dady
A= 5w foj‘j;MF(x,y)mxdy (4.71)
El campo eléctrico puede ser descrito como:
B(7.1) = %x [F (2,1) A (2, 8) exp i (Boz — wet)} + c.c (4.72)

Donde A (z,t) es la envolvente del pulso que varfa lentamente con el tiempo. La ecuacién [4.66]

es reescrita como:

0A . =
5, = (B (w) + AB (w) — Bo) A(z,w) (4.73)

Con la aproximacion 52 — B2 =~ 28 (B — 50)- Usando la transformada inversa de Fourier en la
ecuaciéon m para regresar al plano temporal y obtener la ecuacion de propagacion para A (z,t),

con 3 (w) definido por una expansién en serie de potencias alrededor de la frecuencia portadora wy:

B (w) = PBo+ (w—wo) B+ % (w— w0)2 Bo + é (w— w0)3 B3+ ... (4.74)
Bo = 5 (wo) ,ﬂm = <zl£7€> m = 1,2, (475)

Y aplicando la expansion en serie de potencias en forma similar a AfS (w) se obtiene:
1
AB (w) = Afo + (w = wo) Ay + 5 (w wo)2 ABy + ... (4.76)

Substituyendo en la ecuacion {73t

=B+ A8() ~ o) A2 @
o4_, <<w ) B+ 3 () B + Aﬂo) Az w) (4.78)
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Si el ancho espectral del pulso satisface Aw < wp los términos cibicos de la ecuacion f.74] son

negligibles. La ecuacién toma la forma:

6A zﬂgﬁA a, oy (ww
51 at 5 0 + 2A_z Ay \A| A (4.79)
Donde:
A
= n(w)w7A6 _ n(w)w (4.80)
c c
Agp = Anlen)wn (4.81)
An(w) = ns () |B|? + 22) (4.82)
2k,
Donde « es el coeficiente de atenuacion de la fibra con:
A\
o (V) =0 (A) (4.83)
Con
ff |F (z,y | dxdy
Acy = ( ) (4.84)

SIS AR (2,y)[* dady
Si F(z,y) ha sido aproximada por una funcién gaussiana entonces se tiene que A.ry = mw? [61].
La ecuacién describe la propagacién de pulsos 6pticos en el rango de picosegundos en fibras de

modo tnico. Esta ecuacion se puede transformar utilizando un marco retardado con:
T=t—z/vg=t— iz (4.85)

Tomando en cuenta la ecuaciéon 4,79

0A (2,t) 0A(z,t) iy 0?A(z,t) a, np(ww
ER + B % T 3 g2+ 2A i Ay |A]* A (4.86)

Usando la regla de la cadena para dos variables, si x = x (t),y = y (¢) son diferenciables en t y

z = f(z(t),y(t)) es diferenciable en (x (t),y (t)) entonces z = f (x (t),y (t)) es diferenciable en t y:
dz  Ozdx Oz dy

dt — dx dt  Oydt (4.87)
Resultando: (=T ( ) ( )
0A (2, T 0A (2, T 0A (2, T
9= 0z A or (4.88)
v ( ) 9AGT)
0A(z,t — B1z)  0A(2,T
ot T (4.89)
Con lo cual se obtiene la forma simplificada de la ecuacion de onda:
0A (2, T) i O*A(2,T) « g (W)w 2
g + > 72 + 2A(Z,T) =1 Aoy |A(z,T)|" A(2,T) (4.90)
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La amplitud del pulso A se supone normalizada con |A|2 representando la potencia 6ptica.

AL (4.91)
cAesy
Usando la igualdad se obtiene:
0A (2, T) ife 0*A(2,T)  « . 9

Dependiendo del ancho inicial Tj y la potencia pico Py del impulso incidente, efectos dispersivos
0 no lineales pueden dominar a lo largo de la fibra, por lo cual es 1til el introducir dos escalas
de longitud, las cuales son la longitud de dispersion Lp = Ty/ |52] y la longitud no-lineal Ly =
1/ (7.:50) donde ~y [6] es el pardmetro no lineal. Utilizando una escala de tiempo normalizada con

la amplitud del pulso T y una amplitud normalizada U definidas como:

T t— 612
= = 4.
T T T (4.93)
Az, 7) =+ Pyexp(—az/2)U (z,7) (4.94)
Usando las ecuaciones anteriores se determina que U (z,t) satisface:
au d*U
AU s () U exp(az) o, w9

dz QLD dT2 LNL
Dependiendo de las relaciones de magnitud entre Lp, Ly, y la longitud de la fibra L se presen-

taran distintos casos [61]

1. L < Lp y L < Ly los efectos dispersivo y no lineales no juegan un papel importante
durante la propagacién del pulso, este mantiene su forma durante la propagacion.

2. LK Ly y L~ Lp laevoluciéon del pulso es afectada principalmente por la GVD, los efectos
no lineales juegan un papel menor.

3. L Lpy L~ Lyp laevolucion del pulso es gobernado por SPM (modulacion de fase propia
por sus siglas en inglés) que produce cambios en el espectro de pulso.

4. L > Lp y L > Lyr la evolucion del pulso es afectada por fendomenos no lineales y la

dispersion.

4.3.1. Solucion

Para resolver una ecuaciéon con el método de perturbaciones de primer orden se necesita una
ecuacién en la forma:
V2 (z) + [k* = AU (z)] ¢ (z) =0 (4.96)
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Primero se utilizard la ecuacion con un valor de € (w) = n?:

0?’°F  9°F ) .
Frl + a7 + <k§ (iw)* n? — ﬁQ) F(x,y)=0

2 2
Sustituyendo usando un distribucién Gaussiana F' (z,y) ~ exp [(w:}y)] se obtiene:

22 4y2 22442
2(—1+%) e~ 2(—1+%) e~ 2

. a2y
- + - + (ki (iw)>" n? — 52) )

La ecuacion se reduce a:
2% + w?k2 (iw)* n? — w?B? — dw = —dy* = \?

Obteniendo el sistema de ecuaciones:

42% 4+ w?k? (iw)* n? — w?B% — 4w = N2

_4y2 — )\2

(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)

Considerando una fibra 6ptica con radio a, se imponen como condiciones de frontera F' (0, —a) =

F(0,a);G(0) H (—a) = G(0) H (a) = 0, se resuelve para y, obteniendo:
A= 2ia

y para x:
B2 = (8&2 +w’k? (iw)* n? — 4w) Jw?

Regresando a la ecuacién
V2F (z,y) + [k3 (iw)* n? — (8&2 + w2k3 (iw)* n? — 4w> /wﬂ F(x,y)=0
Donde 3% = (842 + w?k2n? — 4w) Jw?. Siy =1

e ()

~ 2_4 2,2
ﬁ:\/kl-f—/ﬁwz»kl:ga D) w,kzzwgb

Si k1 < kow?, entonces

Siy#1y ks < kow?, entonces:

(4.101)

(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)
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Con~y=1
B (w) ~ ”(‘;’)” (4.109)
El cuél coincide con el valor para la derivada ordinaria.En el caso v # 1 la aproximacién se
vuelve j3 (w) =~ —i@ (‘2"—;)(177) (iw)”. Evaluando By, B1, B2 con la aproximacién normal:
Bo (w) ~ 22 (Cw) (4.110)
!/
b1 (w) = mw + nw) (4.111)
c c
" /
By (w) = )y 4 (@) (4.112)
c c
Usando la version fraccionaria:
n(w) fwe\T=)
Bo (W) ~ —i (c ) (%) (iw)" (4.113)
we\ED [ n'(w),. v nw) ,. 421
b1 (w) ~ (%> [—zc (fw)" + — 7 (iw) (4.114)
W\ [ (@) o) nw) I
Ba (w) =~ (%) {—zc (tw)” + 277 (iw)"™ "+ — 7 (v —1)i(iw) (4.115)
Considerando F { &% } =7 (w — wp)”, F {i79% } = (w — wp)”, usando la aproximacion 3 (w) ~

—jnle) (%)(1_7) (iw)” y asumiendo que F (x,%) no varia mucho en el ancho de banda del pulso,se

procede a utilizar la transformada de Fourier:

B2 (5)" T (4110
k= —z (%)(M) (4.117)

Usando la ecuacién 73] se obtiene:
0A . ~

O =i (B W) +AB W)~ o) A (2,0) (4.118)

A partir de los resultados anteriores se puede ver que [ (t) incluye términos con potencias
fraccionarias ya que su transformada de Fourier 3 (w) viene multiplicada por términos (iw)”, asf que

se hace una expansion en series de potencias fraccionarias alrededor de wy [64], definiendo:

Bo = B (wo), Bm = (Z::f) m=1,2,.. (4.119)
_ 1 B 1 _ 2 1 _ 3
B(w) = Bo+ A Th+D (w—wp)” + ﬁzip(?y .y (w—wo)" + B37P G D (w—wp)”" (4.120)
Y se obtiene:
0 ((w-w),  (w-w)” :
5, = <F(fy+ 1 B+ 2+ 1)52 +Aﬁ0> A(z,w —wo) (4.121)
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9 ir(lﬁjw)]:_l {(w —wo) A (z,w — wo)} — iir(lﬁfzv)}"_l {(w —w) A (z,w — wo)} =

iF1 {Aﬁofx (z,w)} (4.122)

y9YA
oty

En este caso el parametro al obtener la transformada fraccionaria o'~ se asigna wy = 27 (en
este caso wy es el punto alrededor del cual desarrollamos la serie de potencias para (3,), obteniendo

un valor unitario y solo se conserva el cambio de unidades para la congruencia, obteniendo como

resultado:
¥y (W) = (%)(177) mcgg;ﬂ (4.125)

Denotamos como 1), al pardmetro no lineal fraccionario, y la longitud no-lineal fraccionaria viene
dada por Ly = 1/(¥.,F). Al intentar obtener una forma simplificada de la ecuacion fraccionaria

nos encontramos con que al utilizar un tiempo retardado obtenemos:

0A (2, T) 0A(2,T) 0A (2,T)
= — 4.12
9z 2 7 (4.126)
T=t— p1z,dl"7 =dt” (4.127)
0A (2,T) ,7 2 Bo 1o OPTA 0A (2, T) . 1 dTA
el ot Bty o0\ Al A +2v ZA iutalalh Sk i Iy -~ ~
9. VW) AP At s s AT A T T oy o
(4.128)
En la cual el término 8A{§ZT’T) + %% solo desaparece cuando el orden de la derivada es

~v =1, en consecuencia mientras en el caso ordinario la forma reducida de la ecuaciéon de onda solo

es afectada por la dispersion de la velocidad de grupo su equivalente fraccionario es afectada tanto
por la velocidad de grupo como su dispersién. Usando la transformada de Fourier:
Ay v Ay Y Ay (50 \Y

f{£+M({%V}:. M:¢M+M (4.129)

Para la solucién se utilize el método de Fourier de paso dividido (SSFM por sus siglas en

ingles, también llamado como el método de propagacion de haz [62] , este método se ha utilizado

ampliamente en la solucién de problemas de propagaciéon de pulsos en medios dispersivos no lineales

[61, 63]) , como paso inicial el efecto lineal y no lineal de la propagacion de la onda se dividen:

0A(z,t) (o -
ok - (D + N) Az, t) (4.130)
Con: ,
> _ P 449, 07 O a1 O
D (z,t) = F(1+27)z 515 T g + p1 o7 T EE (4.131)
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N (z,t) = Uy (wo) |A? (4.132)

Donde D es un operador diferencial que explica la dispersién y las pérdidas debido a fenémenos
lineales y N toma en consideracion los fenémenos no lineales. Usando el SSFM se puede obtener
una aproximacién de la propagacién el campo 6ptico sobre una distancia pequenia h considerando
que los efectos dispersivos y no lineales actiian de manera independiente. Asi la propagacion de z a
z+ h se lleva a cabo en dos pasos, primero la no linealidad actda sola y D =0 en la ecuacion
En el segundo paso, la dispersion actia sola con N = 0. Comtnmente el tamaiio de la ventana es

de 10 a 20 veces el ancho del pulso.
A(z + h, t)~exp(hD)exp(hN) A (z, t) (4.133)
Si N es independiente de z. Con:
. I .

exp(hD)B(z,t) = F {exp[hf {D (2, t)}]]—'{B (2, t)}} (4.134)

La precision del método puede ser mejorada utilizando:

h - - h

A(z + h, t)%exp(§D)eXp(hN)exp(§D)A (z,1) (4.135)

Usando la ecuacion [4.130| obtenemos y considerando un intervalo pequeiio de tiempo [t,t + At],

asumiendo que A (z, ) es conocida y que D es negligible, se obtiene:

9A (z,1)

o =NAT) (4.136)
/ T A () = / e (4.137)
A(z + h,t) = exp [hN} Al(zt) (4.138)

Repitiendo el problema con la condicién de que N es negligible y usando la transformada de Fourier:

dA(z,1) -

. =DA(=1) (4.139)
A(z+ h,t) = exp [hi) (iw)] A(2,T) (4.140)
La solucién en el plano z viene dada por:
A(z+ht)=F! {eXp [h[) (iw)} F (exp [hN} Alz, t))} (4.141)
con D (iw), N (iw):
D (iw) = r(ﬁim)iu% (iw)” + By <iw + m> + mad (w) (4.142)
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N (iw) = i7" (wo) |A] (4.143)

A partir de las ecuaciones |4.135| [4.141| se pueden utilizar 2 variantes basicas del SSFM [65], [61].

Caso 1, con error de segundo orden:

Algorithm 1 SSFM
1: procedure SSFM(Ag)

2. A = 4,

33 k=2(-N/2:1:N/2-1)

4: for n <+ 1 to M do

5: A" (24 h,T) = F1 {exp [hD (zw)} F (exp {h]ﬂ A (z,T))}
6: end for

7 return A"

8: end procedure

Caso 2, con error de tercer orden:

Algorithm 2 SSFM simétrico
1: procedure SSFM(Ag)

2: A(n) = AQ

3: k:%“(—N/Q:l:N/Z—l)

4: for n +— 1 to M do

5: A"H/2 exp (hN) A"

5 A1z  F (AmHi]2)

7: A" exp [hf) (zw)} Ant1/2
8: A7L+1 _ ]:—1An+1

9: A" = An+1

10: end for

11: return A"

12: end procedure

Usando el caso 1 y considerando z, = nh con zg =0
A(G+ 1) ht)y=F1 {exp [hﬁ (zw)} F (exp [hlﬂ A (jh,t))} (4.144)
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En el primer caso, con un error de segundo orden, tenemos que el error de truncado local
tiene un orden de O(dt?) [66) 65], mientras que el error global debido a heuristica tiene un orden
de O(dt) [67], mientras que para el segundo caso estos errores son O(dt?) citessfm y O(dt?) [67]
respectivamente. Un anélisis de la precision y estabilidad del método para la solucién de ecuaciones
NLSE ha sido estudiado en [68], debido a la utilizacion de la FFT en este método su velocidad puede
ser hasta 2 ordenes de magnitud més rapido que la mayoria de los métodos de diferencias finitas
[61].

Para la NLS fraccionaria se tiene que la relacion de dispersion de la parte lineal viene dada
por:

w=k? (4.145)

Donde w es la frecuencia y k € [—kmaz, kmaz) €s el namero de onda kpax = 7/Az, con una

condicion de “resonancia” o “coincidencia de fase” dada por:
wAt =mn, n € N (4.146)

El umbral de inestabilidad en este caso es [69]:

Ax?

Atumbral = (4 147)

Considerando una fibra éptica de silice para la solucién de la NLS fraccionaria se obtienen los

valores de los parametros utilizando las gréficas[4.8[14.9|[61] y [4.10| [70]. Y considerando un pulso
40
301 =
d12 (ps/m) i
o L
101
g 6p
@
o
-10[
-201 -7 D [ps/(km-nm)] ]
) ,
-40 ’ L L L L L
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6

Idngitud de onda(um)

Figura 4.8: Variacion de fa, D, d12 con respecto a la longitud de onda para silica ( 82, D desaparecen
en la region de dispersiéon cero de longitud de onda en en la proximidad de los 1.27um
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1.49

Normal { Anomalous

147} ? 1

indice de refraccion

longitud de onda (um)

Figura 4.9: Variacién el indice de refracciéon y del indice de grupo con respecto a la frecuencia para
silica 81 = “¢

-
IS

T T T T T T T
++44244+ Dispersion de Rayleigh [[
= = = =+ Absorcién IR

Pérdidas totales

-
N

pérdidas (dB/km)
© o o
& o @ -

o
N

o

1.3 1.2 13 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8
longitud de onda(pm)

-

Figura 4.10: Pérdidas intrinsecas de la silica

incidente de tipo secante [65] descrito por:

u = exp(i x t). x sech(t) (4.148)

Se obtienen las siguientes graficas
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(a)y=1 (b) v = 0.99

Azt [Vim]
Azt [Vim]

(¢) y=0.8 (dyvy=0.3

Figura 4.11: A(z,t) para distintos valores de =y
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En la figura se puede ver el caso ordinario, Como puede verse en las figuras subsecuentes
al disminuir el orden ~ de la NLSE fraccionaria se obtienen en orden de apariciéon un
desfasamiento, ensanchamiento y ganancia del pulso, esto es debido al valor de ; (velocidad de
grupo) siendo muy grande en comparacion con [, (dispersion de velocidad de grupo), por lo cual
tenemos que en esta derivacion particular de la NLSE fraccionaria es necesario el utilizar valores de
v = 1 para minimizar los efectos de la GVD, la cual puede ser ignorada al trabajar con la conversién
directa de la NLSE a la forma fraccionaria por medio del operador fraccionario [55] o usando la

forma obtenida anteriormente en [71].
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Conclusiones

En este trabajo se realiz6 un analisis en el dominio de la frecuencia del modelo fraccionario
de Lorenz y Drude, asi como la ecuacion de Helmholtz para el caso de fibras por medio de la
derivada fraccionaria de Caputo. En estos casos se obtuvo una generalizaciéon de los modelos clasicos
y se demuestra que los resultados dependen tanto de la frecuencia como del orden de la derivada,
agregando un parametro de ajuste. De esta manera se analizaron las propiedades de transporte de
electrones en materiales por medio del modelo de Drude fraccionario, se generalizo el modelo de
Lorentz para obtener la permitividad, indice de refraccién y la funcién dieléctrica. Los resultados se
publicaron en [72] [73]. Ademas, se analizo la ecuacion de Helmholtz fraccionaria para el caso de una
fibra 6ptica, obteniéndose la ecuacién no lineal fraccionaria de Schroedinger (NLSE). Como trabajo

futuro es de interés comprobar los resultados teoéricos con los experimentales.
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Algunos ejemplos de Integrales fraccionarias

1.- Calcular la integral fraccionaria de f(t) = 1:

Usando la definicién de Riemann-Liouville, se tiene

I 1 (t—T7) =t v
" 1=— [ =7 ldr = ——— -
T(v) /0 t=n) T ==y Lo~ T +D)
La integral de v = 1/2 de la funcién constante f(t) = 1.
e P VT
r(1/2+1) 2

2.- Calcular la integral fraccionaria de la funcion f(t) = t*, a > —1.

Usando la definicién de la transformada fraccionaria de Riemann-Liouville:

I7% =

¢
t— 1) rdr 0<r<l1
w7

Usando el cambio de variables 7 = {t, dr = td¢:

[ZTe S 1 «@ 1a v—1
I”-t —mt/og(t—ft) td¢  0<v<l1
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A.2. ALGUNOS EJEMPLOS DE DERIVADAS FRACCIONARIAS

INa+1)
I" % = ———— 2 gtV <1 A.
Tlat1ty) 0<v< (A.5)

Gracias a esta formula y a la linealidad del operador, podemos calcular la integral fraccionaria

de cualquier polinomio.

3.- Calcular la integral fraccionaria de la funcién f(t) = e, a > 0. Para esto usamos la serie de

Maclaurin

Illeat —

ooa oo
= Rl S— =t"Ey 41 (at A
= M kZ:o’f NPEESY Z +k+1 torlef) - (A6)

A.2. Algunos ejemplos de derivadas fraccionarias

1.- Calcular la derivada fraccionaria de f(t) = 1:

Usando la definicién de Riemann-Liouville se tiene

v L oodv ot f(r)
D f(t)—mdtin/a de n—1<1/§n (A?)

De la que se obtiene:

1—(v+1-n) T=t 1 dn th—v
) = - n—1<v<n. (A.8)

(t—
D¥-1=
L(n—v)dt"n—v

1-(rv+1-n) o

La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville para el caso cuando n = 1 esta dada por:

1 d [t t
v, = —_ = < . *
b1 F(n—y)dt(l—y) I'l-v) O<vsl (4.9)

2.- Calcular la derivada fraccionaria de la funcion f(t) = t*.

Usando la definicién de la derivada fraccionaria de Caputo se obtiene:

LY A G A
D¥-t% = -1 < 1
t F(nfy)/o (th)V“*"dT n <v<n (A.10)

Usando el cambio de variable 7 = &t, dr = td¢:

I 1
v — )(a—i—

Oé v—1+n
F(nfyr(a+1fn/5 —&) A n-1<v<n (A.11)
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Pa+1) .,

Tlat+1-v) (A-12)

DYt =

3.- Calcular la derivada fraccionaria de la funcion f(t) = e, a > 0. Empezando con la definicion

de la derivada fraccionaria de Caputo se obtiene:

v ot 1 ! (eon')(n) A
DV.e :I‘(nfu) ; (th)qulfndT n—1l<v<n (A.13)

Usando el cambio de variable 7 = £t, dr = td¢:

v ogo 1 n 1 - ! k k —v—14n
D¥.t¢ = )a F(k+1)kzz()/o a” (&))" (t — &) trtde n—1l<v<n (A.14)

I(n—v

DV et = a"t" "V Ey p_yy (at) n—1<v<n (A.15)
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