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Resumen

El estudio de las curvas de rotaciéon de las galaxias es importante ya que nos
ha permitido inferir la distribucién de la materia contenida en ellas, en particular la
correspondiente a la materia oscura. Actualmente existen esfuerzos en la comunidad
cientifica para obtener mejores mediciones sobre la distribucién de materia que com-
pone a las galaxias y especificamente a la Via Lactea, ya que a pesar de que podemos
observar a simple vista a la galaxia en la noche, nuestra posicién en la galaxia solamen-
te nos permite ver al vecindario cercano.

En este trabajo realizamos el ajuste de parametros de distintos modelos de mate-
ria oscura usando observaciones de la Via Lactea. Usaremos galkin, una compilacién
de las mediciones de la cinemadtica (curvas de rotacién) de nuestra galaxia, tomando
radios entre 3 y 20 kpc, y modelamos la distribucién de materia en la Via Lactea a par-
tir de cuatro componentes: el bulbo, el disco estelar, el medio interestelar y el halo de
materia oscura. A partir de los perfiles de densidad de cada componente obtenemos
su potencial y asi su velocidad circular correspondiente. Presentamos los resultados
del ajuste de pardmetros usando un método de minimos cuadrados, para dos modelos
del perfil de densidad asociado a la materia oscura: Navarro-Frenk-White y Campo

escalar.
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Introduccion

En los afios 1920 Jan Oort midio las velocidades relativas de las estrellas en la Via

Léctea, lo cual le permiti6 calcular su distancia desde el centro galactico. Ademas, sugi-
ri6 que las discrepancias entre los camulos globulares podian deberse a una “absorcién
oscura” de la materia en la Via Lactea [1, 2]. En 1937 Fritz Zwicky [3, 4] fue el primero
en usar el teorema del virial en el ciimulo de galaxias Coma para inferir la materia no
visible, y la denominé materia oscura. En 1970 [3, 5] Vera Rubin y Kent Ford notaron
que la velocidad méaxima de las galaxias se daba a un mayor radio de lo predicho por
la teoria, lo cual dio lugar a que habia “materia faltante” en las galaxias.
Estas observaciones dieron lugar a una de las incégnitas mds importantes de la ac-
tualidad: el origen la materia oscura. Lo cual ha llevado a multiples propuestas que
cumplan con las observaciones de la dindmica galactica, la formacién de estructura a
grandes escalas del universo, y otras propiedades [3].

Actualmente existen esfuerzos en la comunidad cientifica para obtener mejores
mediciones sobre la distribucién de materia que compone a las galaxias y especifica-
mente a la Via Lactea, ya que a pesar de que podemos observar a simple vista a la
galaxia en la noche, nuestra posicién en la galaxia solamente nos permite ver al vecin-
dario cercano. Algunas de las misiones que observan u observaran a la Via Lactea son:
Gaia (Global Astrometric Interferometer for Astrophysics) [6], APOGEE (Apache Point
Observatory Galactic Evolution Experiment) [7], 4MOST (4-metre Multi-Object Spec-
troscopic Telescope) [8], VVV (Vista Variables in the Via Lactea) [9] y MOONS (Multi
Object Optical and Near-infrared Spectrograph for the VLT) [10].

En este trabajo nos centraremos en el estudio de las curvas de rotaciéon de la Via
Léctea para poder obtener informacién correspondiente a la materia oscura. Para ello
usaremos galkin [11], una compilacién de las mediciones de la cinemdtica (curvas
de rotacion) de nuestra galaxia, tomando radios entre 3 y 20 kpc, y modelamos una

distribucién de materia en la Via Lactea a partir de cuatro componentes: el bulbo (la



parte central de la galaxia), el disco estelar, el medio interestelar (el gas de la galaxia
que también compone una parte del disco) y el halo de materia oscura.

Por otro lado, nos centraremos en modelar dichas curvas de rotacién a partir del
perfil de densidad asociado a dos modelos de materia oscura: "Navarro-Frenk-White”
[12] obtenido a partir de simulaciones de N-cuerpos de materia oscura fria, el cual
serd explicado més a detalle en 2.4.1 y un modelo llamado “campo escalar” ya que
se modela a una particula conocida como axién [13], dicho modelo serd explicado en
2.4.2.

Finalmente, contrastamos los modelos mencionados con los datos obtenidos para
la Via Lactea realizando un ajuste de parametros de los perfiles de densidad del halo
de materia oscura y el bulbo, a partir del método de minimos cuadrados.

Este trabajo esta estructurado de la siguiente forma: en el capitulo 1 realizamos
una revision de la teoria de potenciales en diferentes geometrias que serd necesaria
para cada una de las componentes en las que descompondremos a la Via Lactea. Los
resultados obtenidos de este capitulo son usados directamente en en el capitulo 2, don-
de se explica detalladamente la contribucién total de las componentes a la Via Lactea
y cada una de ellas: el bulbo, el disco estelar, el medio interestelar y el halo de ma-
teria oscura. Finalmente, en el capitulo 3 se reportan los resultados correspondientes
del ajuste de los pardmetros. py, pi, ¥ @i, para el modelo “"Navarro-Frenk-White”, y m,,

rhos., € y rs para el modelo de “campo escalar”.



Capitulo 1

Potenciales.

En este trabajo usaremos la informacién obtenida de la dindmica de la Via Lactea
para poder obtener informacién de la materia oscura en esta galaxia y poder discernir
entre diferentes modelos. Para ello consideraremos a la Via Lactea como un conjun-
to de componentes que podemos modelar por separado: un bulbo central, un disco
estelar, un medio interestelar y un halo de materia oscura, dichos componentes seran
explicados con detalle en el capitulo 2.

En este capitulo se explicard de manera general el procedimiento a seguir para
obtener la informacién dindmica de una particula de prueba en presencia de un campo
gravitacional. Dicho campo puede ser descrito a través de un potencial, para después
ser aplicado a sistemas esféricos en la seccién 1.2. Los sistemas esféricos al igual que los
esferoidales (seccion 1.3) serdn de utilidad para modelar tanto el bulbo como al halo
de materia oscura de la galaxia.

Finalmente, en la seccion 1.4 obtendremos la informacién dindmica de discos del-
gados y gruesos, los cuales seran usados para modelar al disco estelar y al medio in-

terestelar.

Esta seccion estd inspirada en el desarrollo del libro [14]. Otros modelos con dis-
tintas simetrias que han sido revisados en la literatura y que no han sido utilizados en

este trabajo para la Via Lactea pueden ser consultados en el apéndice A.



1.1. Bases.

La ley de gravitaciéon de Newton nos dice que la fuerza entre dos masas puntuales
my y mg, separadas por 7 = 7 — 23 es proporcional al producto entre las masas e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas, es decir,

Py = - Gmms (1.1)

r2
donde G es la constante de gravitacién universal de Newton y 7 = /|7 es el vector
unitario.

Consideremos una particula de prueba en la posicién # con masa m,, la cual es
sometida a un campo gravitacional generado por una distribucién de masa con densi-
dad p(z'). Al hacer la suma sobre todas las pequefias contribuciones de cada elemento
de volumen d*z’ en 2’ tenemos

F(Z) = maj = maG f,—_fp( i) dia, (1.2)

7 af

donde g es el campo gravitacional local. Cuya componente en la direcciéon radial nos

dara la velocidad circular del sistema, esta serd una propiedad importante en este tra-
bajo y serd explicada mas adelante en la seccién 1.2.

Se define al potencial gravitacional al que es sometida la particula de prueba de

la siguiente forma

Y
(%) = -G GO (1.3)
2" — 7|
Donde al obtener el gradiente del potencial anterior respecto de Z, Vz obtenemos que

es igual a g, lo que nos permite escribir
maeg = —my,V®d — F = —my,Vo. (1.4)

Si igualamos la ecuacién anterior con la segunda ley de Newton las masas se can-
celaran, indicindonos que el movimiento de un objeto en un potencial gravitacional
externo no depende de su masa.

La ecuacién de Poisson nos describe el campo debido a una distribucién de masa,
es decir, establece una relacién entre el potencial gravitacional y la densidad; por lo que

sera de gran importancia a lo largo de este trabajo, esta dada por
V2@ = 47Gp. (1.5)
Si p = 0 entonces obtenemos la ecuacién de Laplace
V2 =0, (1.6)
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la cual da la ecuacién diferencial parcial que serd de gran utilidad para obtener la

solucién homogénea al potencial ®.

1.2. Sistemas esféricos

En esta seccién se obtendra la informacién dindmica de una particula de prueba
en presencia de una distribucién de masa con simetria esférica. Se explorard el modelo
de ley de potencias cuyo caso de particular importancia es el modelo Navarro-Frenk-
White. Este es usado principalmente para el halo de materia oscura como veremos en
la seccién 2.4.1.

Se tomardn en cuenta los siguientes teoremas y su respectivo corolario. Estos fue-
ron probados por Newton y son de gran importancia para una distribucién de masa
con simetria esférica [14]:

Primer teorema de Newton: Un cuerpo que estd dentro de un cascaron esférico de materia
no experimenta fuerza gravitacional neta debido al cascarén.

Segundo Teorema de Newton: La fuerza gravitacional en un cuerpo que se encuentra fuera
de una capa esférica es la misma que si tuviera toda la masa de la capa concentrada en su centro.
Corolario: El potencial gravitacional dentro de la capa esférica es constante, ya que VP =
—-G=0.

El primer teorema de Newton nos dice que para una distribucién de masa esférica, la

masa fuera del radio de un cuerpo no tiene influencia en el movimiento de ese cuerpo.

Consideremos un cascarén esférico de masa M y radio r, cuyo centro de masa
se encuentra en el punto O. Queremos calcular el potencial del sistema en el punto
externo Q(z’), donde se encuentra una particula de prueba. Denotaremos a la distancia

entre O y Q como 7/, y a la distancia entre Q y un punto P(Z) sobre la superficie del

cascarén como |2/ — Z| = /7”2 + 12 — 2r'r cos §, donde 6 es el angulo formado entre
el vector al punto P y el eje coordenado y. Usando la expresién (1.3) para calcular el

potencial cuyo diferencial de volumen es 3z’ = 12 sin Odr’ dfd¢, tenemos

27 0 T
d(r) = —G/ / / o) 2 sin 0dOdr' d. (1.7)
o Jo Jo Vr24+12—2r'rcosf

Al realizar las integrales respecto de ¢ y 6 obtenemos

r

1 T o0
r) = —47G | - 2 p(r")dr' r o(r")dr’ 1.
v(r) =16 |1 [*spuar s [T o] 18)

6



donde hemos separado en dos integrales a la integral respecto a 7’. La primera integral
corresponde a las contribuciones de r < 7/, mientras que la segunda integral corres-

ponde a las contribuciones de r > 1.

La ecuacion (1.8) nos permite tener una expresion para una distribuciéon de masa

p(r) de la siguiente forma
M(r) = 47r/ 2 p(r')dr, (1.9)
0
ya que dM = pdV y asi poder escribir al potencial (1.8) en términos de ésta

@@:—9/ G/ dM(r) (1.10)

Debido a la geometria esférica la tinica componente del campo gravitacional que

no es cero es la componente radial y estd definida por su masa interior en r
. GM(r)
gr (T) = -

7:2
Una cantidad importante para este trabajo es la velocidad circular, v.(r), ya que

é,. (1.11)

la usaremos para la obtencion de la observable a estudiar, la curva de rotacién. La
velocidad circular es la velocidad de una particula de prueba en una 6rbita circular a
un radio r; y la podemos encontrar a partir de la aceleracion centripeta al igualarla a la

atraccion gravitacional con la ecuacién (1.11)

v? oP 9 od
o f = — 2 =g = r— 1.12
r 4l or ve =719l = "or o (112)
Al utilizar la ecuacion (1.8) en la ecuacion (1.12) tenemos
d (1 (" 1 [ M
= —4rGr— (_/ P(T')T'2dr') = 47TG7‘—2/ p(r)r?dr’ = ¢ <T) (1.13)
dr \r J, r? Jo r

Las ecuaciones (1.12) y (1.13) serdan de suma importancia a lo largo de este trabajo, al

utilizarse para obtener los perfiles de velocidad.

Es importante sefialar que la velocidad circular es la magnitud de la velocidad
de una particula en 6rbita circular a cierto radio, por lo que en la literatura también
puede ser encontrada como rapidez circular. En este trabajo llamaremos a esta cantidad
velocidad circular.

El sistema maés simple que podamos tener es una particula puntual con masa )/,
cuyo potencial puede ser calculado facilmente al usar la ecuacién (1.8), donde tnica-

mente son importantes las contribuciones de r < 7

o(r) = — M. (1.14)

r




Por lo que al usar la ecuacién (1.13) obtenemos directamente que su velocidad circular
es

(1.15)

Ve =

7

Podemos notar que la velocidad circular al cuadrado decae como 1/r. Dicho decai-
miento de la velocidad se esperaba observar en las galaxias a radios mayores a la parte
luminosa de la galaxia. Esta curva es conocida como kepleriana, ya que la tercera ley

de Kepler [15] nos da la expresién (1.15).

1.2.1. Modelo de ley de potencias

Observaciones fotométricas del Telescopio espacial Hubble dieron a conocer tres
caracteristicas basicas de la distribucién de masa de la parte central de la galaxia. Esto
es un pico central en el perfil de densidad radial y un posible agujero negro masivo en
el centro [16]. Asi, Hernquist present6 una generalizaciéon de la familia que forman los
perfiles de densidad de ley de potencias tal que modelara protuberancias galdcticas y

ntcleos con perfiles de densidad radial, de la siguiente forma [16, 17]

(r) = il — (1.16)
IO

donde el pardmetro o nos indica la transicién de la forma funcional interior a la exterior

—, po es la densidad central y r es el radio de escala.
Al estar tomando simetria esférica podemos encontrar la masa contenida dentro

de un radio r a través de la ecuacion (1.9)

r 7J2 ,
M (r) = 4mpy i —dr’, (1.17)

A a1—(=2)
&) [+ ()]
o o
donde al hacer el cambio de variable s = r/r con diferencial ds = dr/r, tenemos

5277

r/ro
M(r) = dnpors ——d

Ampord (1 \* 7 3—7 3—v a—v+3 r\*
— o~ F . =
3 _ ~ To 2471 o ) o ) o ) o )

con o F; la funcién hipergeométrica de Gauss. A partir de la ecuacién anterior se puede

(1.18)

encontrar facilmente la velocidad circular cuadratica a través de la ecuacién (1.13).
Dependiendo de los valores elegidos para los pardmetros o y v se tendrdn distintas

propiedades.



Nos centraremos en dos modelos de Dehnen, llamados asi porque en [18] se pre-
senta una familia de pares potencial-densidad esféricos, los cuales se not6 que entraban
en dos modelos conocidos en la literatura, los modelos Jaffe y Hernquist, aquellos con
v = (0.6,2) los cuales proveen modelos razonables para los centros de galaxias elipti-
cas [18]; y en un modelo obtenido a través de simulaciones de N-cuerpos de materia
oscura fria conocido como Navarro-Frenk-White tomando « = v = 1. Este dltimo mo-
delo sera de gran importancia para el halo de materia oscura de la Via Lactea. Para una
revision mds detallada de los distintos perfiles de densidad provenientes de la familia

dada por (1.16) se puede consultar [16].

Modelo de Jaffe.

A partir de observaciones de las intensidades luminosas de distintas galaxias
esféricas se obtuvo una expresién analitica para la distribucién tridimensional de la
masa [19], conocido como Modelo de Jaffe.

Para obtener la expresion de este modelo tomamos v =2y a = 1/2, por lo que la
ecuacion (1.18) queda de la siguiente forma

r/ro
M(r) = dmpory——"——. 1.19
La velocidad circular cuadratica de este modelo puede ser encontrada directamente al

usar las ecuaciones (1.13) y (1.19)

1
2(r) =4 2 1.2
vZ(r) = 4nGpoerg [ (1.20)

c

Puede encontrarse mayor descripcién de este modelo en el apéndice A.1.3.

Modelo de Hernquist.

El modelo de Hernquist fue presentado como una alternativa analitica a la ley
empirica obtenida en [20] a partir de observaciones microfotométricas de galaxias es-
pirales para bulbos y galaxias elipticas, y al modelo de Jaffe [17].

Al tomar v = 1y a = 2/3 obtenemos el modelo de Hernquist, cuya masa conte-
nida dentro de un radio r es obtenida al usar la ecuacién (1.18)

M(r) = 47Tp07’3%. (1.21)



La velocidad circular cuadratica de este modelo se obtiene de forma directa al usar la

ecuacién anterior y (1.13)

v3(r) = 47er0r(2)2 fof (1.22)

To
Los detalles de los calculos de este potencial pueden ser consultados en el apéndice

Al3.

Modelo de Navarro-Frenk-White.

Por otro lado, los halos de materia oscura también pueden ser modelados al uti-
lizar la ecuacién (1.16) al tomar o« ~ 1y v = (1,1.5). Particularmente, si &« = v = 1 el
modelo es conocido como modelo NFW, ya que en 1996 Julio Navarro, Carlos Frenk
y Simon White [12] a partir de simulaciones de N-cuerpos obtuvieron que los halos
de materia oscura fria (CDM, por sus siglas en inglés) tienen un perfil de densidad
universal[12]

purw(r) = ——0 . (123)
() [1+3]

Al evaluar la ecuacion (1.18) para o = v = 1 obtenemos que la masa contenida dentro

de un radio r para el modelo NFW es

M(r) = 4mpori (ln (r/ro+1) — Z/_:Ol> : (1.24)

Para encontrar el potencial correspondiente a este modelo a partir de (1.24) podemos

utilizar la ecuacién (1.10)

®(r) = —4rGpors , (1.25)

[e's) In(1 + T’ o] /
/ dr’ ( 2 TO) B / dr’ /2T /TOT_'
, r , r2(1 + 7"O)

donde podemos notar que la primera integral puede ser resuelta al integrar por partes

y la segunda puede ser resuelta usando fracciones parciales, simplificando obtenemos

que el potencial es
In(1+ ;)
rfro

Al utilizar la ecuacién (1.13) con la masa contenida dentro de un radio r para este

O(r) = —4rGpors (1.26)

modelo (1.24) obtenemos que la velocidad circular cuadrética es

1 1
v2(r) = 4rGporg | = In (1 + L) — (1.27)
r

To L—f-l

T0
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En la gréfica de la figura 1.1 se muestran las velocidades circulares anteriormen-
te obtenidas, donde la linea azul corresponde al modelo de Jaffe (1.20), la naranja al
modelo de Hernquist (1.22), la linea verde al modelo NFW (1.27) y la linea roja a una
particula puntual (1.15). Podemos notar que todas las curvas decaen como 1/r'/2, sobre
todo a un mayor radio. La velocidad circular correspondiente a una particula puntual
decrece mas rapidamente que los otros modelos y le sigue el modelo de Jaffe. Por otro
lado, la velocidad circular del modelo de Hernquist es cero cuando » — 0y para el mo-
delo NFW su velocidad circular diverge en el limite » — 0. A diferencia de la particula
puntual y del modelo de Jaffe, estos dos tltimos modelos concuerdan mejor con las

observaciones de los perfiles de velocidad de las galaxias discutidas en un inicio.

1.0
—— Jaffe model

Hernquist model
0.8 —— NFW model
—— Keplerian

0.6

0.4

Vel 4nGpor

0.2

0.0

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
riro

Figura 1.1: Velocidad circular de los modelos Jaffe (1.20), Hernquist (1.22), Navarro-
Frenk-White (1.27) y una particula puntual (1.15). Linea azul, naranja, verde y roja,

respectivamente.

1.3. Sistemas esferoidales

Debido a las observaciones fotométricas de la Via Lactea [21, 22] se ha llegado a
modelar al bulbo como un esferoide, lo que nos da lugar a explorar a la dindmica de
una particula de prueba en presencia de este tipo de sistemas. Resolveremos la ecua-
cién de Laplace (1.6) para sistemas con geometria oblata' para obtener su potencial,
comenzando con cascarones esféricos (subseccion 1.3.1) para después generalizar a es-
feroides (subseccién 1.3.2). Después, a partir del potencial obtendremos la densidad
superficial para después tener la masa contenida dentro de un radio R.

El estudio de los sistemas esferoidales seré ttil en la seccién 1.4 ya que los discos pue-

LUn esferoide oblato es una superficie de revolucion obtenida girando una elipse sobre su eje menor [23].

11



den ser vistos como un esferoide en el que su extensién en uno de los ejes tiende a cero.

Los teoremas de Newton mencionados al inicio de la seccién anterior pueden ser
generalizados a sistemas esferoidales y elipsoidales en los siguientes teoremas, cuya
demostraciéon puede ser revisada en [14]:

Teorema del homoide?: Las superficies isopotenciales exteriores de una homoide delgada son
las esferoides que son confocales con el cascarén mismo. Dentro del cascardn el potencial es
constante.

Tercer teorema de Newton: Una masa que estd dentro de un homoide no experimenta una
fuerza gravitacional neta del homoide.

Los teoremas anteriores nos explican cualitativamente al potencial de un cuerpo es-
feroidal inhomogéneo, ya que cada cascarén del cuerpo hace una contribucién al po-
tencial que es constante al interior del cascarén y en él. Debido a que el esferoide esta
compuesto por homoides, es decir, cascarones delgados. Los cascarones mds cercanos
al interior del esferoide serdn més redondas mientras que las més lejanas seran esferoi-

dales [14].

1.3.1. Cascarones esferoidales

Para poder obtener una expresién para el potencial de un esferoide es necesario
realizar el mismo procedimiento que en los sistemas esféricos, es decir, considerar cas-
carones con geometria oblata y después realizar la suma de todas las contribuciones.

Tomaremos un esferoide oblato con ejes principales a 'y c con a > ¢, tal que esté
alineado con el sistema de referencia en el eje z, y éste sea eje menor de la esferoide.
Por lo que el dngulo azimutal ¢ correspondera al de las coordenadas cilindricas y, Ry

z transformaran de la siguiente forma
R = Acoshusinv; z = Asinhucosw, (1.28)

donde u > 0, 7 > v > 0y A es una constante. u y v son coordenadas que parametrizan
al esferoide oblato.
A partir del cambio de coordenadas anterior, se pueden encontrar los factores de

escala y sus vectores unitarios para usarlos en la expresion del gradiente generalizado,

2En tres dimensiones un homoide es un cascarén limitado por dos elipsoides concéntricos y similares

[24].
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hacer el producto punto y encontrar que el Laplaciano en coordenadas oblatas est4

dado por

V20 = ! [ L 9 (coshua—q)) + L 9 (sinva—q))]
A2(sinh? u + cos?v) | coshu du ou sin v v ov
1 0?®
A2 cosh? usin? v 09?2

Utilizaremos la expresion anterior para resolver la ecuacién de Laplace (1.6) y obtener

(1.29)

el potencial.

Tomaremos en cuenta que el potencial tnicamente depende de u, ®(u), entonces

la ecuacién de Laplace en coordenadas oblatas (1.29) se reduce a

d dd

Tu (coshu %> =0, (1.30)

por lo que podemos tomar la solucién trivial ® = ®, =constante 0 42 = Asech u, con

A una constante. Resolviendo la ecuacion diferencial de la solucién no trivial tenemos

d =2Atan™" tanhg + B = —Asin 'sechu + B, (1.31)

donde si u es muy grande entonces sechu — 2 — 0, con r el radio en coordenadas
y T

esféricas. Asi

AA
by =&~ —-Asechu+ B - — + B. (1.32)
r

Si B =0y A= 9 el potencial de la ecuacion diferencial tiende a cero en co como el
potencial gravitacional de un cascarén de masa 0 M.

Por lo que el potencial es

GsM | sinTtsechug  siu < g
A ’

sin"!sechu  siu > ug

(1.33)

siendo un potencial continuo que es solucién a la ecuacién de Laplace (1.6) excepto en
u = uy. Dicho punto corresponde al cascarén con semiejes principales a = A coshug y
¢ = Asinh ug.

Por otro lado, la excentricidad esta definida como

e=4/1——= (1.34)

a?’
por lo que podemos sustituir los semiejes principales mencionados anteriormente en

la excentricidad y obtener

AZ?sinh?
e=4/1— 275 o 2u0 = sech ug, (1.35)
A2 cosh” ug

13



donde hemos usado la identidad trigonométrica 1 —tanh? ug = sech ug. Con la expresion

(1.35) para la excentricidad podemos escribir al potencial (1.33) de la forma

_GSM |sinte siu < ug

o=

(1.36)

ae . .
sin"tsechu siu > ug

La densidad superficial es toda la masa por unidad de volumen de un cascarén
delgado de densidad uniforme p encerrada por dos superficies contenida en un cas-
carén. Puede ser encontrada usando el teorema de Gauss y la ecuacién de Poisson 1.5

con el potencial anterior (1.36)

/ TV = / d*S - Vo / d*S -V = 4rG / XdsS, (1.37)
s
entonces
®-éy 1 d® o
Y(v) = Vo-e — (_) €, - o, (1.38)
ArG 4rGA \/Sil'th Ug + cos2 v du u=ug

donde €, = (sinhu cos v cos ¢i + sinh u cos v sin ¢ + cosh u sin vl%)/\/sinh2 u + sin® v. Co-
mo V® = 0 en u = v y el potencial tinicamente depende de u, hemos usado la com-
ponente en ¢, del gradiente del potencial en coordenadas oblatas.

Al usar el cambio de variable = = sech u para obtener la derivada del potencial
respecto de u y evaluando en u = u, la expresion completa

1 GOM

X(v) =
ArGAN/sinh? ug + cos? v @€

sech ug, (1.39)

donde sabemos que los ejes principales son a = A cosh v y ¢ = Asinh ug, y la excentri-
cidad es e = sech 1, entonces

oM sech ug

Y(v) = .
AmaAv/sinh? ug + cos? v sech ug

(1.40)

Finalmente, usando la identidad trigonométrica cosh?ug — 1 = sinh? uy en la ecuacién
anterior y posteriormente cos?v — 1 = —sin® v obtenemos que la densidad superficial

del cascaron es
oM

Ara?+/1 — e2sin®v

Por otro lado, se puede encontrar una relacién de la masa encerrada entre dos

S(v) = (1.41)

superficies esferoides, 5y /5 + 63, con ecuacién

2 2
BiZop (1.42)

a? ¢



Usando la excentricidad, el volumen de un esfeoride oblato, R = fasinv, z = Sccosv
y M = pdV; al tomar un vector perpendicular que pasa entre las superficies mencio-
nadas. Dicha derivacién puede ser consultada en [14]. Nosotros usaremos la relacién

de la masa entre las superficies para poder obtener el potencial de un esferoide

OM = 4mpa’v/1 — e2B25. (1.43)

1.3.2. Esferoides

Calcularemos el potencial para un esferoide formado por cascarones similares tal
que su densidad es p = p(m?) y su ecuacion es
2

R2
+1—e2

= m? = constante. (1.44)

Al comparar la ecuacién anterior (1.44) con la ecuacién de un homoide delgado (1.42)
podemos notar que m = fa y la masa de la capa entre m y m + dm esta dada por la

ecuacion (1.43) de la forma
SM = 4mp(m?)V1 — e2m*dm, (1.45)

Consideremos un miembro de una familia de homoides u,, que pasa por el punto
(Ry, 29) donde queremos calcular el potencial. Si el punto (R, zy) estd dentro del ho-
moide m entonces estaremos tomando a = m en el potencial (1.36) con M (1.45) y la

contribucién de m al potencial sera

M
G0 sin~te = —47Gp(m?*)mém
ae e

J1 = o2
L-e sin"!e, (1.46)

5cI)7jnt = 5©(R0, Z()) = —

y si (Ro, 29) se encuentra fuera del homoide m

oM V1—e?
0Py = 0P(Ro, 20) = ¢ . sin~' sechu = —47Gp(m?)mdm L—e sin~! sech .
a e
(1.47)
El potencial total sera la suma de todas las contribuciones, por lo que
/1 _ 2 o0 mg
Z 0Dy = —21G < sinle [/ dm?p(m?) —/ dm2p(m2)]
m>mo € 0 0 (148)
1— 2
= —2nG— < sin~e [h(c0) — ¥(mo)],
donde hemos hecho ,
(m) E/ dm?p(m?) (1.49)
0



y m? es la ecuacion correspondiente al homoide (1.44) en el punto (R, z).

De manera andloga

\/1—62 g

D 0Py = —27G

m<mo

dm?p(m?) sin™! sech u,y,, (1.50)

donde al integrar por partes tenemos

V1 —e?

e

Z 6, = —21G

m<mg

Y(m) sin~! sech u,,

mo _/mo w(m)d(seChQ'LLm)] (151)

m=0 m=0 /1 — sech” u,,

Al tomar al pardmetro A,, de la familia de esferoides confocales con m igual a

una constante y u,,, como el homoide m dentro de la familia, podemos escribir
m = A,, coshu,,; A, sinhu,, = V1 —e*m — A,, = me (1.52)

Asi podemos obtener las siguientes ecuaciones del esferoide de la siguiente forma

15 % = A2 =m?e? (1.53)
1 +sinhu,? A2 sinhu,,? m '

donde si m = 0 entonces sinh u,, — oo y si m = m, entonces sinh u,, =
los limites anteriores en la ecuacion (1.51) tenemos

L V1—e? _ (0)sin- OO_/mO ¢md(sechum)] |

e tanh u,,

(1.54)

A/ 1 — e2
Z 5(I)ezt:_2G 1 ¢

e

{w(mo) sin

m<mo m=0

Al sumar la contribucién interior con la exterior obtenemos que el potencial (R, 2)

es
V1 —e? .1 d(sinh u,,)
@(R(), Zo) = -2nG o @Z)(OO) sin - e — — 1(;62 m)m . (155)
Haciendo el cambio de variable
1
T = aje’ {Sinh2 Upy, — (—2)} con dr = 2age” sinh u,,d(sinh u,,), (1.56)
e

y al despejar del cambio de variable propuesto (1.56) sinh u,,, podemos reescribir la

ecuacion del esferoide en las coordenadas (R, zo) (1.53)

R? 23 mo
T+ T+ g (1.57)
0 0 0

donde hemos hecho ¢} = a3v/1 — €?; y al potencial (1.55) de la siguiente forma

@(Ro,zo)——Qﬂlee_e [w(oo)sinle—/o dr %( +;/;()°\j>+_62 . (1.58)
a 0)VT T
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La segunda integral nos da las contribuciones al potencial de aquellas homoides en las
que (Ry, zp) es un punto exterior. 7 = 0 corresponde a la homoide en (Ry, 29) y 7 — o0

a las homoides més pequenias.

Podemos evaluar la ecuacion (1.49) para homoides con semiejes a; y as = v/1 — e2ay,

y densidad p = py

? m? m? m? < a?

wim) = [ dmptn) = pon|” = po (1.59)

Podemos obtener el campo gravitacional generado por el sistema de la siguiente forma

g=—-Vo=nGayV1—e2V [/00 dr $lm) , (1.60)
0

(T+ad)\/T+

donde m? en la expresion (1.49) esté expresado a continuacién con su respectivo gra-

diente
R? 2 R
m2:ag< 6+ — 2@) —>Vm2:2a(2)< N 2@), (1.61)
T+ af T+ ¢ T+ ap T+ ¢
por lo que el campo gravitacional es
\%
= —1GapV1 — 62/ dT m)Vm” . (1.62)
(1 + CLO)\/T + ¢}

A partir de la ecuacién anterior (1.62) podemos encontrar la velocidad circular con su

componente radial

2
R, z) = —2rGV1 — e2a} / plm’) . 1.63
gl z) = —2nGVL = Eal | ey v a (169
En el plano ecuatorial z = 0, el potencial nos lleva a que
m— _Goft (1.64)

Jria@
de donde podemos despejar a 7 y por lo tanto su diferencial es

2m dr
A i e

Sustituyendo a 7 y a su diferencial en la componente radial del campo gravitacional

obtenemos que su velocidad circular cuadrética es

v2(R) = Rgr(R,0) = 4GV — / dm \/% (1.66)
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1.4. Discos galacticos.

Uno de los componentes importantes de las galaxias espirales como la Via Lactea
es el disco estelar, ya que la mayor parte de la luz emitida por la galaxia proviene de
las estrellas que forman el disco. Por ello comenzaremos por calcular el potencial para
un esferoide muy plano partiendo de su funcién de masa para después obtener una
expresion para la velocidad circular cuadratica. Finalmente calcularemos el potencial
gravitacional de un disco grueso, es decir, con z # 0 usando el desarrollo para un disco
delgado, z = 0. Esto para usarse en el modelo de disco exponencial que serd usado
para la Via Lactea.

El desarrollo para otro tipo de modelos de discos se encuentra en el apéndice A.3.

1.4.1. Homoides

Consideremos un disco tal que sea un esferoide muy plano, con densidad ho-
mogénea p, semiejes a y ¢, con radio axial ¢ = ¢/a. Por lo que para encontrar el poten-
cial seguiremos el formalismo de la seccién 1.3.1.

La masa del sistema es

M(a) = pV = gﬂpqa?’, (1.67)
y la densidad superficial es
Y(a, R) = 2pqVva® — R (1.68)

Debido a que queremos tomar un homoide infinitamente aplanado tenemos que dife-
renciar las expresiones anteriores respecto de a para obtener un homoide con grosor da

y tomar a ¢ — 0 con Xy = 2pga como constante
ana
Vaz — R?

Para construir una funcién de la densidad superficial de un disco infinitamente

IM (a) = 2ra¥oda; 6% (a, R) = (1.69)

delgado como una navaja debemos encontrar a la familia de homoides tal que su den-
sidad superficial es ¥(R) a todo R, es decir, encontrar a la funcién Xy(a) que satisface
S(R) =) 6%(a,R) = " g2

La integral anterior es una ecuacion integral de Abel, lo que nos permite usar lo si-

(1.70)

guiente para poder obtener a la funcién deseada ¥(a). Sea

_ [ dtg(t)
f(@—/x =27 (1.71)
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donde 0 < « < 1, entonces

sinra d [ dzf(z)

1) = — - et S

9(t) T dt ), (z—t)l-« (172)

__sinTa /°° de  df(x) '

B T J, (x—t) dx
Asi la funcién ¥y (a) es
2sinZ d [~  RY(R) 2d [~  RY(R)

by = — 2 dR——= = ——— dR——=. 1.73
o(@) ™ da J, VR2 —a? mda J, VR?2 —a? (1.73)

Ahora calcularemos el potencial del disco delgado sumando las contribuciones de los
homoides delgados.

Del teorema de Gauss, el campo gravitacional es discontinuo a lo largo de una sdbana
con densidad superficial finita, pero el potencial es continuo. Por lo tanto el potencial
en el plano ecuatorial difiere infinitesimalmente del potencial arriba o abajo del disco.
Asi, solamente necesitamos calcular el potencial en puntos externos a todos los homoi-

des y tomar el limite = — 0 para el potencial en el plano.

La ecuacion (1.36) es el potencial fuera del homoide de masa M, donde tomare-

mos e = 1 para un homoide completamente plano y la masa (1.67)

M 2rGX
G0 sin"'sechu — 0®(R, 2) = _2nGeada
ae a

O(R,z) = — sin~! sech u. (1.74)

Es importante recordar el cambio a coordenadas oblatas realizado al principio de la
seccién 1.3.1, al usar la ecuacién (1.28) en conjunto con las identidades trigonométricas
1 = cos’v + sin?v y cosh’u — sinh®u = 1 podemos obtener una ecuacién cuadratica
para el cosh® u

a? cosh® u — (a® + R? + 2%) cosh® u + R* = 0, (1.75)

cuya soluciones pueden ser obtenidas facilmente al usar la férmula general. Tomare-

mos aquella solucién que cumpla con cosh® u > 1

2
cosh? u = é <\/22 T (at R2+ 2+ (a— R)?) . (1.76)

1
coshu’

Como sechu = debemos sacar la raiz cuadrada de la expresiéon anterior (1.76)

para poder sustituirla en el potencial (1.74) y asi obtener

2a

VAt (a+R2+/2+ (a—R):?|

6 = —21Gydasin ! (1.77)
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Con la ecuacién anterior y (1.73) tenemos el potencial de un disco axisimétrico con

densidad superficial arbitraria

< 2a —-2d [* R'3(R)

O(R, z) = —27G d H——= ——/ dR’—], 1.78

(.0 = —ant [ aosnct (22 ) |25 [ e 0
donde hemos hecho v+ = /22 + (a £ R)?. Finalmente

< 2a d [~ R'Y(R')

o —4 O I Gl i S

(R, 2) G/o da sin ( — —)da i dR 0

Para obtener el potencial en el plano ecuatorial basta con evaluar el potencial

(1.79)

anterior en z — 0, lo que nos lleva a

< 2a d [ R'Y(R))
®(R,0) = 4G d 1 — dR ——~_ 1.80
(R,0) /0 @sm ((a+R)+|a—R|)da " VR? — a? ( )

1

donde si R < a el argumento del sin™" esiguala 1y a/R de otra forma.

Para poder obtener la velocidad circular en el plano ecuatorial basta con diferen-

1

ciar respecto de R la ecuacion anterior, siendo el argumento del sin™" el tinico término

que depende de R.
Al hacer el cambio de variable u = m la derivada es
dsin~! udu 1 ou 2a (1 - \Z:g\> (1.81)
- _ 2_ - a2 ’ ’
Ou OR VI=wOR (0t B) +la— R)\1— rmftampe
Por lo que la velocidad circular al cuadrado para este sistema es
oL R a d [ R'Y(R))
2(Ry=R— = —4 d——/ dR' ——=. 1.82
vZ(R) R@R G/O O da i R T2 (1.82)

1.4.2. Disco exponencial

Debido a que muchos de los discos galdcticos son aproximados mediante perfiles
de densidad exponenciales, probaremos con un perfil de densidad superficial de la

forma

Y(R) = Xoe f/Ra, (1.83)

El potencial correspondiente a este perfil de densidad puede ser encontrado a través

de la ecuacién (1.79) donde solamente debemos de sustituir (1.83)

d [ Soe /R
/ g iz T (1.84)

R
a
® —0) = —4 dg——m &
(R,2=0) G/O e L
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podemos notar que la integral respecto de R’ corresponde a una integral cuya solucién

es conocida.

o0 xe HT v=1/2(y — 1) yrt1/2
[ = _ 2 O e ) (1.85)

— u2)17u - \/7_1' /szfl/Q
donde la funcién es valida para v > 0, Re(x), v > 0, en nuestro caso u = a, x = R,

p=1/Rqyv=1/2.Porlo que

> R'Yge F/Ha a
/ — R
] dR W = EUCLKl (Rd) s (186)

siendo K una funcion de Bessel modificada.

Sustituyendo la integral respecto de R’ (1.86) en el potencial

R aK1 =2
®(R,0) = —4CGY, daﬁz—ﬂGZOR (Vg ()] asy
N 2Ry 2R,

donde hemos usado la solucién conocida para la integral

Jrararts =2 (o= g)i [ (G (3) 2 () 2 (3)]

(1.88)

conRev > —1/2,v =1,y =a/R,y b= R en este caso.

Como se ha realizado en otras secciones, la velocidad circular al cuadrado es ob-
tenida al derivar el potencial del sistema respecto de la coordenada radial, por lo que

en este caso al derivar la ecuacién (1.87) obtenemos
R\? R R R R
2 =4rGX — Iyl — | Ky|—=— ) —-6L|—7 | Ki|—)]|. 1.
velR) = 4mG R (sz) { ’ (2Rd) ’ <23d) ' (23d> ' (2Rd>} (159

1.4.3. Discos gruesos

En el principio de la seccién vimos que podemos tomar a un disco galéctico tan
delgado como una navaja, sin embargo, esta aproximacién podria darnos una dindmi-
ca diferente del sistema. A continuacién calcularemos el potencial de un disco grueso,
siendo una técnica ttil principalmente para galaxias con un disco de canto.

Tomaremos a la densidad volumétrica de la forma
p(R,2) = S(R)C(2). (1.90)

donde la funcion ((z) estd normalizada tal que [~ d2'((z) = 1,asi 5(R) es la densidad

superficial total y si integramos respecto de z a la densidad, es decir,
/dzp(R, z) = /dzE(R)C(z), (1.91)
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obtenemos la densidad superficial de una capa de grosor dz a una distancia z arriba
del plano ecuatorial.
Comencemos por tomar el potencial de un disco delgado como una navaja en z = 0,

por lo que el potencial en (R, z) generado por la capa en 2’ del plano ecuatorial serd
dP(R,z) = dz'®g(R, 2 — 2') (7). (1.92)

Integrando de ambos lados la ecuacién anterior para tener la suma de todas las contri-
buciones de cada capa del potencial
B(R, 2) = / =D (R, = — #)C(2), (1.93)

donde @, corresponde al potencial de un disco delgado como una navaja.

Por ejemplo, podemos tomar el caso del disco exponencial dado por la densidad

superficial (1.83), donde @, esta dado por la ecuacién (1.79) con la sustitucion z — z—2’

o 2a d a
Py(R, 2 — ) = 4G dasin™! | ———= | — [ Spak; [ =— ) ). 1.94
s =) ot (2 ) (e (7)) 0o
La derivada respecto de a de la ecuacién anterior es
4 (spare, () = -5, (& (1.95)
do \F0\ ) ) T TR ol R ) :

al sustituir la derivada en ®, con la ecuacién (1.93) obtenemos la expresion para el

potencial de un disco grueso con densidad superficial exponencial (1.83)

®(R,z) = —4(;?) /00 dz'((2") /000 da sin™* (%) aKy (Rid) : (1.96)
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Capitulo 2

Via Lactea

A partir de las observaciones del gas de las galaxias y su distribucién central se
infiere un perfil de densidad, con ello se puede calcular el potencial gravitacional total
asociado y asi obtener la cinematica de la galaxia la cual es representada a través de las
curvas de rotacion.

La Via Lactea puede ser modelada como un conjunto de componentes, por lo que to-
maremos los siguientes componentes: un bulbo, un halo de materia oscura, un disco
estelar y un disco gaseoso.

En esta seccién usaremos los desarrollos del Capitulo 1 para cada una de las compo-
nentes de la Via Lactea, donde se suele tomar como constriccion la informacion fo-
tométrica, particularmente, asumimos que cada componente por la que estd formada
la galaxia tiene una tasa de masa-luz T que es independiente de la posicion. Este pro-
cedimiento nos permite tener potenciales galacticos concretos y asi tener predicciones
que pueden ser probadas respecto a la cinematica del gas y las estrellas.

En este trabajo tomaremos dos casos, uno donde la cinemética es dominada por el dis-
co estelar y otro donde es dominada por el halo de materia oscura, a estos casos los
denominaremos Modelo I y Modelo II, respectivamente. En la tabla 2.1 se encuentran
los parametros de estos dos modelos que han sido tomados de [14, 25], los cuales seran

usados para realizar las graficas ilustrativas de cada componente.

2.1. Bulbo

El bulbo de la galaxia describe a la nube de estrellas cercanas al centro galactico.

Observaciones fotométricas de estas estrellas han llevado a modelar al bulbo de for-
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Parametro Modelo I Modelo II
p[Mokpc™@]  0.427x10°  0.3x10°
prMokpc™]  0.711x10°  0.266x10°

ap, [kpc] 3.83 1.9
ap, -2 1.63
B 2.96 2.17
R4lkpc] 2.0 3.2

YaMokpe™?] 1.4287x10° 4.02x10°
2, IMokpe 2] 4.7625x10° 1.34x 108

Tabla 2.1: Parametros libres de los modelos I y II. Se ha calculado el porcentaje corres-
pondiente a la densidad superficial total del disco y al medio interestelar, donde 75 %
corresponde a las estrellas que forman el disco, de las cuales el 5 % se encuentra en el
disco grueso; el 25 % restante corresponde al medio interestelar[14]. Ambos modelos

pueden ser encontrados en [25] como modelo 1y 4, respectivamente.

ma triaxial [26], es decir, un elipsoide cuyos ejes tienen longitudes distintas [27]. Sin
embargo, el modelo axisimétrico' del bulbo también se ajusta muy bien a las obser-
vaciones fotométricas infrarojas cercanas[21, 22], por lo que, por simplicidad en este

trabajo tomaremos el modelo axisimétrico del bulbo cuyo perfil de densidad es [14, 25]

m\
(R, 2) = puo (a_) . mz’/rZ, 2.1)
b

donde Ry z corresponden a las coordenadas cilindricas. m = ,/R? + %. Sig, = 1re-
cuperamos el caso esféricamente simétrico, si ¢, < 1 tendremos una geometria oblata
y si g, > 1 una geometria prolata. Particularmente tomaremos ¢, = 0.6. r, es el radio
exterior en donde trunca la ley de potencias y serd tomado como 7, = 1.9 kpc. pyo
es la densidad volumétrica central del bulbo la cual serd determinada en el ajuste de

pardmetros, a, = 1 kpc es el radio de escala y oy, = 1.8 nos da la forma funcional del

perfil de densidad.

Debido a la geometria esferoidal del sistema utilizaremos la ecuacién (1.58) para

! Axisimétrico quiere decir que es simétrico respecto a un eje, en este caso quiere decir que tenemos

simetria azimutal.
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obtener el potencial correspondiente al bulbo

V1—e? g
O(Ry, 29) = —2nG ¢ V(oo)sin~te — ot dr (m) (2.2)
e 2 Jo (T +a2)\/7T+
y su velocidad circular cuadrética (1.66)
- *p(m?)
( ) = 47TG 1-— 62/ dm\/ﬁ, (23)
donde e = /1 — ¢} y para este caso
vm2\ s
p(m?) = pyo ( eI, (2.4)
Qp
Al sustituir (2.4) en la ecuacién (1.66) tenemos
<amb> - em* /i
V2(R) = 47 GpyoV/T— & / dme T 2.5)

Haremos el cambio de variable + = m/R con diferencial dm = Rdx para tener
limites de integracién definidos y simplificando la velocidad circular cuadratica del
bulbo queda como

2—ay

R T ! T 2.2 /.2
v*(R) = 47G R? (—) i —— 2.6
c( ) qvPb,0 a o m ( )

cuya integral puede ser resuelta numéricamente.

La grafica de la figura 2.1 ilustra las curvas de rotacién del bulbo calculadas con la
ecuacion (2.6) y con los parametros de la tabla 2.1. La linea azul corresponde al modelo
dominado por el disco estelar, modelo I y la linea naranja al modelo II donde domina
el halo de materia oscura. Donde podemos notar que la mayor contribucién de esta

componente es en el centro galéctico y decae rdpidamente como 1/r'/2.

2.2. Disco estelar.

Basado en las observaciones como las de [28] se asume que la densidad del disco
estelar de la galaxia decrece exponencialmente con el radio y que depende de la distan-
cia al plano medio z a través de la suma de dos exponenciales, resultando en la suma

de un disco delgado y un disco grueso [14]

pa(R, 2) = Sge B/Fa [ S0 o-lel/zo | L o—lel/a ) 2.7)
220 221
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Figura 2.1: Velocidad circular del modelo para el bulbo galactico. La linea azul repre-

senta al modelo I y la linea naranja al modelo II.

donde se cumple la relacién oy + a1 = 1, R, es la escala de longitud del disco, zp = 0.3
kpc es la altura de escala para el disco delgado, z; = 1 kpc es la altura de escala para el
disco grueso y ¥, corresponde a la densidad superficial central del disco.

Al estar tomando la suma de un disco delgado con un disco grueso tomaremos

al perfil de densidad de la forma (1.90)

pa(R, 2) = B(R)((2), (2.8)
donde en este caso
— 3 e R/Ra _ Q0 e/ g Mzl
Y(R) = Xg4e y ((2) 72 + 52, ¢ . (2.9)

La funcién ((z) cumple con la normalizacién indicada en la seccién 1.4.3 y la expresion
para X(R) es la misma que para el disco exponencial (1.83), por lo que el potencial
correspondiente a esta distribucién de densidad estd dado por la ecuacion (1.96) con el

cambio z — z — 2/

®(R,z) = _ 4G / h d2'€(2)

Rq

(e 9]

/OOO dasin™ (\/(Z — 224 (a+ R)2ifl\/(z — )+ (a— R)z) ako <Rid> . (2.10)

Para la funcién ((z') usaremos la relacion para la suma oy + a1 =1

1 ’ / /
() - (elz 20 _ gy eml¥1fo0 a;foez /a) 2.11)
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y tomaremos la convencién

1 ~ 1 ! ! /
() = —8() = — (e—lz Va0 — qyel#1/20 1 2120 o1s /Z1> . (212)

22’0 21

En la expresion para el potencial (2.10) podemos notar que el tinico término que

1

depende de R es el argumento del sin™ ", por lo que para obtener su velocidad circular

cuadratica con la ecuacion (1.12) solamente debemos derivar este término,

9
OR

dsin~tu Ou
=50 R (2.13)

L 2a
sin <\/(z — 22+ (a+R2++/(2—2)*+ (a — R)2>

donde hemos hecho v = 2a .Las derivadas anteriores
V(=22 +H(atR)> 4/ (z—2")2+(a—R)2

serdn escritas en términos explicitos de u para una forma més simplificada

a+R _ a—R
Osintudu  w V(=22 HatR)? /(222 +(a—R)?
ou OR VI—uw2\/(z =22+ (a+R2+/(z—2)2+(a—R)?

Por lo que al sustituir las derivadas escritas de la forma (2.14) en la expresién del po-

(2.14)

tencial (2.10) y evaluando en z = 0 para obtener la velocidad circular cuadrética del

disco estelar en conjunto con la expresioén para ((#') (2.12) tenemos

2 g2z =0)  2GRE /°° & (6—|Z’|/zo —age Ve 4 0‘1Z0€—|z’|/zl)

¢ OR 20Rs ) _o 2
< R B atR )
0 Ry \/1—U2\/(z—z’)2+(a+R)2+\/(z—z’)2+(a—R)2 2=0
(2.15)

En la gréfica de la figura 2.2 esta representada la velocidad circular para el disco
estelar (2.15) donde se ha tomadoa a; = 0.5, Ry = 2kpc parael modeloly R, = 3.2kpc
para el modelo II, valores que se encuentran en la tabla 2.1. Podemos notar que al tener
mayor amplitud la linea azul correspondiente al modelo I se trata del modelo que tiene
mayor contribucién de esta componente, mientras que la linea naranja correspondiente
al modelo II al tener una amplitud menor, es decir, una menor contribucién a la curva
de rotacién de la galaxia. Ambas curvas decaen de tal forma que se encontrardn en un

radio mayor.

2.3. Medio interestelar

El medio interestelar o ISM como abreviaciéon en inglés, es el espacio entre las

estrellas formado por gas y polvo. El disco formado por el medio interestelar de la
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Figura 2.2: Velocidad circular del disco estelar. La linea azul representa al modelo 1y la

linea naranja al modelo II como lo indica la leyenda.

galaxia es mas extenso radialmente y méas delgado que el disco estelar.

Basados en las observaciones de [29] donde reportan que hay muy poco gas interestelar
entre el anillo molecular en R = 4 — 5kpc, lo cual se traduce en una depresion en la
densidad superficial central del medio interestelar. Se propuso el siguiente perfil de

densidad donde el pardmetro R,, permite que exista la depresién observada [14, 25]

_ 29
pe(R, 2) = 2dexp ( RR (2.16)

donde R,, = 4kpc, z, = 0.08 kpc es la escala de altura, R, = 2R, es la escala de longitud
del medio interestelar y >, es la densidad superficial central cuya contribucién total a
la densidad superficial total sera de 25 %), es decir, X, = 0.25(34 + £,).

Debido a que estamos tomando un disco delgado con z, = 0.08 kpc podemos
tomar la aproximacién z = 0, es decir, hacer una proyecciéon del disco en el plano z = 0
por lo que la tinica dependencia del perfil de densidad es en la coordenada radial. Asf,
podemos usar la ecuacién (1.13) para calcular la velocidad circular cuadratica de esta
componente. En el apéndice B se pueden encuentran los célculos y discusién corres-
pondientes a resolver el perfil de densidad (2.16) siguiendo el desarrollo de la seccién
1.4.3.

Primero debemos hacer la proyeccion de la densidad volumétrica en el plano
z = 0 para encontrar la funcién de la densidad superficial y a partir de ella encontrar

la masa contenida dentro de un radio R, por lo que integraremos la ecuacién (2.16)
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respecto de z

5, (R) = /_ " (R, )z (2.17)

[e.9]

debido a la simetria del sistema podemos escribir

22y [ R/ Ry B Rl g T~ RIR BB, (0.18)

%g Jo Zg

S,(R) =2 [ py(R.2)d: =
0
y simplificando términos obtenemos la densidad superficial del medio interestelar
Yy(R) = X e /o= Rm/R (2.19)

Para obtener M (R) integramos la expresién anterior (2.19) con el diferencial de
area en coordenadas cilindricas
2n R R ’ ,
M(R) = / / Y, (RYRdR dp = 27, / e~/ Ro—Em/R RIAR! (2.20)
o Jo 0
podemos notar que la integral no puede ser resuelta analiticamente, por lo que rea-

lizaremos un cambio de variable y después se resolvera numéricamente. Haciendo

u = R'/R con diferencial dR' = Rdu
1
M(R) = 27%,R? / ue” R/ Ro=Fm/Ru gy, (2.21)
0

Finalmente, usando la ecuacién (1.13) tenemos que la velocidad circular cuadrética es

,  27GS,R? [} ue e/ Ra—Fm/Fugy
v, ~ I

1
=2rGY,R / we” T/ Ba=Rm/Ru gy, (2.22)
0

Por otro lado, la expresiéon que nos da la velocidad circular cuadrética para el

medio interestelar al seguir la seccién 1.4.3, es

Rhs Rm
AGY, R? (Y dh °© ¢ Ry Rhs (R R
2(R) = — g / /d 9 p?), 2.23
UC( ) Rg 0 /1_h2 1 S /82_1 R252 ( )

cuya derivacién puede ser consultada en el apéndice B.

En la grafica de la figura 2.3 estd representada la velocidad circular correspon-
diente al medio interestelar donde en el modelo I se estd tomando R, = 4 kpc y en el
modelo II R, = 6.4 kpc. Donde al existir la relacién entre el radio del disco y el medio
interestelar, R, = 2R, la linea azul que corresponde al modelo I tiene una mayor am-
plitud ya que corresponde a tomar una mayor contubucién por el disco estelar. La linea
naranja del modelo II tiene una menor amplitud al tomar una mayor contribucién por
parte del halo de materia oscura. Ademads, se puede observar la depresién en el centro

galactico.
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Figura 2.3: Velocidad circular del medio interestelar. La linea azul representa al modelo

I'y la linea naranja al modelo II.

En las gréficas de la figura 2.4 se muestran las curvas de la velocidad circular
cuadrética obtenidas a partir de la ecuacién (2.22), linea naranja y (2.23), linea azul. La
gréfica de laizquierda corresponde al modelo I y la grafica de la derecha corresponde al
modelo II. Podemos notar que en ambos existe una gran diferencia entre las dos curvas.
Sin embargo, la contribucién del medio interestelar a la curva de rotacion total de la
Via Léctea es tal que la diferencia entre tomar a la ecuacién (2.22) y (2.23) es minima,
3.82 % para el modelo I'y 1.46 % para el modelo II . Las gréficas correspondientes a las
curvas de rotacién de la Via Lactea para el modelo I y II, tomando (2.22) y (2.23) se
encuentran en la figura B.2 del apéndice B.

Es importante sefialar que debido a la depresién que representa el parametro R,,
en la ecuacion (2.16), una particula de prueba cercana o en la depresién experimen-
ta una fuerza neta hacia afuera y esto se ve reflejado en tener una velocidad circular
cuadratica negativa (2.23). En la literatura de las curvas de rotacién se suele reportar
las velocidades circulares imaginarias tiinicamente de forma ilustrativa para mostrar la

fuerza efectiva en una particula de prueba [30, 31].

2.4. Halo de materia oscura

El halo de materia oscura es el halo de materia no observable que contiene el

disco galactico y se extiende mads alla de la materia visible de la galaxia. Como se ha
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Figura 2.4: Velocidad circular cuadréatica del medio interestelar. La grafica (a) corres-
ponde al modelo Iy la gréfica (b) corresponde al modelo II. Las lineas azules represen-
tan la velocidad circular obtenida a partir de la ecuacién (2.23) y las lineas naranjas a

partir de la ecuacién (2.22).

mencionando, la materia oscura es inferida a través de las observaciones de la dindmica
de las galaxias.

Consideraremos dos perfiles de densidad asociados a dos modelos de materia oscura,
un modelo conocido como Navarro-Frenk-White y un modelo conocido como campo

escalar, los cuales serdn explicados a continuacién.

2.4.1. Perfil de densidad de Navarro-Frenk-White.

En 1996 Julio Navarro, Carlos Frenk y Simon White [12] a partir de simulaciones
de N-cuerpos de materia oscura fria; llamada fria debido a que consiste en particu-
las con velocidades no relativistas[32]. Obtuvieron que los halos tenian un perfil de

densidad “universal”, dado por una doble ley de potencias [12]

PNEW (1) = P 3 (2.24)
() [1+2]

donde ry = r900/c es el radio caracteristico del halo, ryp9 determina la masa del halo,

c es un parametro adimensional el cual nos indica la concentracién de masa del halo

y pi = Ocperir €std relacionada con la densidad del universo en el tiempo del colapso
[12, 32].

Nosotros tomaremos una generalizacion del perfil de densidad obtenido por Navarro-
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Frenk-White, dado de la siguiente forma [14, 25]
m\ " m an—PBn
pr(R, 2) = pro <a) <1 + —) , (2.25)

ap
donde R y z son las coordenadas cilindricas, m = ,/R? + %, e =+/1—q}, any B, nos
indican la rapidez del decaimiento, notando que para r << aj, la densidad varfa como
r~ y como r~Pn para valores grandes de r. Particularmente tomaremos a ¢, = 0.8
teniendo geometria oblata al igual que en el bulbo galéctico, tomaremos tres valores
particulares para «; y 3 los cuales serdn especificados en la seccién 3.1.2. Teniendo

tnicamente como pardmetros libres a pj, y ay,.

Debido a que el potencial correspondiente a esta componente es el mismo que en
el bulbo por su geometria oblata, la velocidad circular se obtiene también a partir de la

ecuacion (1.66), donde en este caso

—Qp [ Liﬁh
vm2\ vm2\
p(m?) = pro < - 1+ o : (2.26)
Asfi la velocidad circular correspondiente al halo de materia oscura es
. 2 ( Tﬂ)—ah (1 n ﬁm2>ah—5h
US(R) = 4rGppoV1 — 62/0 dm i \/mh (2.27)

Volveremos ha hacer el cambio de variable + = m/R con dm = Rdx y simplificando
podemos escribir a la velocidad circular cuadrética para el halo de materia oscura de

la siguiente forma

R\ @ [l r2—an Rz ap—PBh
v*(R) = 47 Gq, R? (—) At ——— (1 + —) , 2.28
AR =anGmttoo (o) )y e 229)
cuya grafica estd en la figura 2.5, donde se tomaron a o, = —2,1.63 y 3, = 2.96,2.17

[14, 25] para los modelos I y II, respectivamente.

Podemos notar que para el modelo I, aquel en el que la mayor contribucién co-
rresponde al disco estelar; el halo de materia oscura empieza a contribuir a radios ma-
yores. En el modelo II, el halo de materia oscura contribuye casi de manera constante
a cualquier distancia del centro galactico ya que en este modelo la mayor contribucién

a la curva de rotacién de la Via Lactea corresponde a esta componente.

2.4.2. Perfil de densidad de campo escalar.

Las simulaciones de N-cuerpos de la materia oscura fria han mostrado ciertas

discrepancias con las observaciones, particularmente a pequefia escala muestran una
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Figura 2.5: Velocidad circular del modelo NFW para el halo de materia Oscura. La linea

azul representa al modelo I y la linea naranja al modelo II como lo indica la leyenda.

gran cantidad de satélites en galaxias tipo Via Lactea y la informacién obtenida de
las observaciones hasta el momento nos ha indicado que solamente tiene unos pocos
[32, 33].

En este trabajo usaremos una de las alternativas a los modelos de materia oscura fria
conocida como axiones ultraligeros ya que su masa se encuentra entre los ordenes de
magnitud 10~ ®eV> m, > 10~%eV [13] y es modelada como un campo escalar. A dife-
rencia del perfil de densidad de la materia oscura fria, el del campo escalar proveniente
de los axiones es suave el centro por lo que representa una buena alternativa a explo-
rar.

Por otro lado, para poder resolver la dindmica y obtener el perfil de densidad corres-
pondiente a un campo escalar es necesario resolver las ecuaciones de Schrédinger-
Poisson [34], de las cuales se obtiene un soliton en el nticleo?. Su respectivo desarrollo

no serd obtenido en este trabajo y puede ser consultado en [36, 37, 38].

Usaremos el perfil de densidad obtenido por [39, 40] en simulaciones de forma-

2Corresponde a una solucion de un estado cuasi-estacionario de las ecuaciones de movimiento de materia os-
cura ultraligera, cuyo perfil de densidad puede ser obtenido analiticamente [35]. Un solitén es basicamente un

paquete de ondas que mantiene su forma mientras se propaga con velocidad constante.
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cién de estructura con axiones ultraligeros

Psol

p(r) — [1+/(r/7rs01)?]® 7 (229)

TGy 2T

donde 7, es el radio caracteristico del ntcleo del solitén y ps la densidad central.

Ambas cantidades estdn relacionadas con la masa del axién (m,) de la siguiente forma

[41]

—0.25

Psol my, 2
sol — koc. 7
ol 2.42 x 10°Mykpc <10_22eV> } pc (2.30)

En la ecuacion (2.29) el pardmetro pnpw corresponde a la densidad central del perfil

externo y r; es el radio de escala respectivo. r. es el radio de transicién del solitén al
perfil NFW.
En el trabajo realizado por [41] para enanas esferoidales imponen continuidad a partir

de la relacién de densidad

Psol — . _ PNFW |
Lt/ /re)? T @t /)2 (r)rs) (2.31)

lo que permite reescribir al perfil de densidad (2.29) de la forma [41]

1

[TENEY R VIE] r<Te
plr) = poo ¢ T , (2.32)
T/ T 2T
con
Te =TV €1/8 — 1 (2.33)
y
r ro\ 2 er
6NFW = € = (1 + —6) = —;(Ts + 7’6)2, (234)
T Ty 73

teniendo como pardmetros libres m,[eV], psa[Mokpc™], € y rs[kpc].

Al tratarse del caso esféricamente simétrico podemos usar la ecuacién (1.13) para
calcular la velocidad circular, por lo que primero debemos calcular la masa contenida

dentro de un radio M (r) con la ecuacion (1.9)

for —’"/f —dr’ r < T
M(r) = 47 psol [H(ﬁ) } (2.35)
12
R —; S —5N,FW _r2dr’ > .
WG T wEE
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Para r < r. llamaremos a la masa contenida M enor(7)

7,/2

Mmenor(r) = 47Tpsol/ d’l”/, (236)
|

518
1+ (—) }
Tsol
donde haremos el cambio de variable = = r’/ry, con diferencial dr’ = ry,dx
3 T/Tsol x2
Menor(1) = 47TP501T501/O mdx (2.37)
cuya solucién puede ser encontrada por fracciones parciales. Asi

T/Tsol 1 7/Tsol 1
Mmenor =4 S0 2 ——=dr — —d , 2.38
(r) T PsolT'sol [/0 (22 + 1)7 z /0 (22 +1)8 x] (2.38)

donde volveremos a hacer un cambio de variable para poder resolver mas facilmente

las integrales x = tan u con diferencial dx = sec® u

arctan ﬁ arctan rLl
SO. SO
Mipenor (1) = 47 psorrs / cos*? u du — / cos'u dul , (2.39)
0 0

donde hemos usado la identidad trigonométrica tan® u+1 = sec? u. Las integrales ante-

riores pueden ser resueltas al integrar por partes varias veces o usando las ecuaciones
2.513-3 02.512-2 del libro de tabla de integrales [42]. Regresando al cambio de variables

realizado, la masa contenida a un radio r parar < r. es

3
A Psol

= (54651 rgo1 + 2310073 | + 65373r7r2, + 1013767 r]
215040(r2 + 12 )7

sol sol sol

M, menor (7’)

+ 92323752 + 48580r%r 1L — 3465713 + 3465(r% + 12) tan~" ——). (2.40)

sol sol sol
Tsol
Para la regién r > r. llamaremos Mmayor(7) a la masa contenida y es de la forma

Mmayor(r) - Mmenor(r) + M(’I“), (241)

donde la primera funcién es la ecuacién (2.40) evaluada en r = 7., queddndonos por
calcular la funcién M (r)

7,,/

' 5 r
M(r) = 47 psol / ngrﬂdrl = AT PsolONFWT: / ( dr’, (2.42)

1\2
. 7\ (s 1)
(es) s
cuya integral puede ser resuelta por fracciones parciales, asi la masa contenida a un

radio M (r) es

" 1 T
M(T) = 47Tp5015NFWT§/ |jnl +r - (T’/ +r )2:| . (243)
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Haciendo el cambio de variable u = r’ + r, con diferencial du = dr’ para realizar las

integrales mds facilmente obtenemos que M (r) es

s[rst(r+r)In(r+ry) 71+ (rs+rdn(rs +re)
’ T4 T Ts + Te

M(T) = 47T,0501(5NFw7’ (244)

Al sumar las ecuaciones (2.40) y (2.44) para obtener a la funcién de masa (2.41) para

> T

rs+ (r+rs)In(r+r) st (rs +7e)In(rg + r,)

Mmayor<7') = Mmenor<7") + 47Tpsol5NFWr§ (

r=Te

T+, Ts + 7T
(2.45)

Por lo que la velocidad circular cuadrética para el halo de materia oscura como campo

escalar es
) GMminor(T) r< Te
va(r) = o , (2.46)
mayor(T) r 2 TE

T

con Mienor() dada por la ecuacion (2.40) y Mmayor(7) por (2.45).

2.5. Modelo completo.

En las secciones anteriores hemos descrito como obtener la velocidad circular
cuadratica de cada uno de los componentes en los que estamos descomponiendo a la
Via Léctea, sin embargo, estamos interesados en la cinematica de la galaxia completa.
Para ello tomaremos en cuenta que se cumple el principio de superposicién ya que el
potencial asociado a una distribucién de masa es la superposicién de los potenciales de
las masas puntuales. Visto de otra forma, podemos tomar a la distribucién de densidad

total de la Via Lactea de la siguiente forma

Ptotal = PBulbo T PHalo T PDisco T PISM; (247)

por lo que el potencial total de la galaxia también puede ser escrito como una combi-

nacion lineal de los potenciales de cada una de las componentes
Piotal = Pulbo + PHalo + Ppisco + Prsm- (248)

Debido a que la informacién de la cinemaética de la galaxia nos la da la velocidad

circular y esta depende directamente del potencial (1.12), el cual a su vez depende de
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la distribucién de densidad (1.3) podemos obtener la velocidad circular total a partir

de la siguiente ecuacion

2 .2 2 2 2
Uc,total - Uc,Bulbo + vc,Halo + Uc,Disco + vc,ISM' (249)

Asi la velocidad circular total es simplemente la raiz cuadrada de la expresion anterior

_ 2 2 2 2
Ve total = \/ Uz Bulbo T YeHalo T Ve Disco T VeisM- (2.50)

En las gréficas de la figura 2.6 la linea morada representa la velocidad circular total
obtenida a través de la ecuacién (2.50), mientras que la linea azul correspondiente al
bulbo galactico ha sido obtenida a partir de la ecuacién (2.6), la linea naranja corres-
ponde al halo de materia oscura (2.28), la linea verde al disco estelar (2.15) y la linea
roja al medio interestelar (2.22). Los pardmetros usados para realizar ambas gréficas se

encuentran en la tabla 2.1 y han sido tomados de [14, 25].

Model | Model Il

—— Bulge —— Bulge
200 DM Halo 200 4 DM Halo
—— Stelar Disk —— Stelar Disk
—— Interstelar Medium —— Interstelar Medium
150 —— Total 150 - —— Total
[ \ |
0 ]

6 2‘ éi é 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
R/kpc R/kpc

(a) (b)

Figura 2.6: Velocidad circular de los modelos I y II con cada uno de sus componentes.

La grafica (a) corresponde al modelo I 'y la gréfica (b) al modelo II.

Para que un modelo sea viable es importante que reproduzca las observaciones,

en el caso de la Via Lactea nos centraremos en reproducir las siguientes:
= La velocidad circular total al radio solar R, = 8 kpc.

= La densidad superficial total dentro de 1.1kpc del plano galactico cercano al sol

(X1.1(Ro))-

= La masa total dentro de 100kpc del centro galéctico.
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2.5.1. Velocidad circular total.

En la gréfica de la figura 2.7 estdn representadas la velocidad circular total para
el modelo I y el modelo II, donde la linea negra vertical se encuentra en R, = 8 kpc
y la linea horizontal en v.(R;) = 220 km/s, ya que nos hemos basado en el modelo
planteado en [25] donde para el modelo I obtienen v.(Ry) = 220 km/s y para el mo-
delo II v.(Ry) = 222 km/s. La cercania de las lineas azul y naranja al punto donde se

intersectan las lineas negras nos dice que el modelo es bastante viable.

Models
200 A
150 A
IV’
IS
X
;u 100
50 1
—— Model |
0- Model Il
0 2 4 6 8 10 12 14
R/kpc

Figura 2.7: Velocidad circular total de los modelos I y II. Las lineas negras indican el
radio solar tomado en R, = 8kpc y velocidad circular en el radio solar en v.(R;) =

220km/s.

2.5.2. Densidad superficial.

Calcularemos la densidad superficial dentro de 1.1 kpc, para ello debemos de ob-

tener las expresiones correspondientes a la densidad superficial de cada componente.

El bulbo y el halo de materia oscura comparten el mismo potencial debido a la
geometria elegida para estas componentes. Por ello usaremos la ecuacién (1.41) pa-
ra obtener la densidad superficial en conjunto con la expresion (1.45) para dM, con

m = fa y usando R = fasinv = msinv para sustituir el seno cuadrado sinv = R/m
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obtenemos

S(m) = p(m?)V1 — 62(5771.

— (2.51)
I—<5
Simplificando la ecuacién anterior obtenemos la siguiente expresion
V1 — e2mé
S(m) = plm’) cmam, (2.52)

Ny
Al usar la ecuacién (2.52) en conjunto con (2.4) y hacer suma sobre todos los ho-
moides, para obtener la densidad superficial del bulbo
R <amb> e rim
— _ 2
Ypubo(R) = V1 — €2pp 0 /0 —om dm. (2.53)

Haciendo el cambio de variable z = m/R cuyo diferencial es dm = Rdx la expresion

para la densidad superficial queda como
R —Qp 1 xl—abe—R2J}2/T’g
Spabo(R) = VI—e2ppo (— | R[| e
Butbo(72) P (ah> 0 Va2 —e?

Para obtener la densidad superficial del halo de materia oscura sustituiremos la

dz. (2.54)

ecuacion (2.26) en (2.52) donde volveremos a hacer el cambio de variable x = m/Ry

simplificando obtenemos

o ) xlfah (1 _l_ ﬁ)Ozhﬁh
Stalo(R) = V1 — €2pp0 e R o de. (2.55)
T\ ap 0 Va2 — e?

La densidad superficial del disco estelar esta dada por la ecuacion (2.9) y la del

medio interestelar por (2.19). Por lo que la densidad superficial de la galaxia estd dada

por

E(R) = EBulbo(Fi) + 2Halo(R) + EdeiR/Rd + deiR/RgiRm/R. (256)

Al ser evaluada la expresion anterior en la vecindad solar a £+ 1.1kpc tenemos que
la densidad superficial para el modelo I es de 83.45Mgpc? y para el modelo II de
73.0327Mpc?, coincidiendo con lo obtenido en la Tabla 1.1 de [14].

2.5.3. Masa total.

Calcularemos a la masa contenida dentro de un radio de 100kpc del centro galécti-

co, para ello usaremos la ecuacion (2.47)

Mtotal - /pBulbodV+/IOHalodV+/pDiscodv'i_/pISMdVva (257)
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Figura 2.8: Densidad superficial total dentro de la vecindad solar. La linea azul corres-
ponde a evaluar la funcién (2.56) con los pardmetros correspondientes al modelo I y la

linea naranja al modelo II como lo indica la leyenda.

donde ppuwo estd dada por la ecuacion (2.1), praio POr (2.25), ppisco POT (2.7) Y pism por
(2.16).

En la seccion anterior ya hemos obtenido la masa correspondiente al medio interestelar
(2.21), restdndonos tres perfiles de masa por calcular.

El potencial correspondiente al bulbo y al halo de materia oscura fue encontrado en la
seccién 1.3.2, por lo que usaremos la ecuacion (1.43) para encontrar la masa para estas

dos componentes.

Para el bulbo la funcién p(m?) estd dada por la ecuacion (2.4) por lo que al susti-

tuirla en la funcién (1.43) tenemos

V 2 o 2 2
O Mpubo = 47ps0 ( = ) e /Mo\/1 — e2mom, (2.58)
ap

integrando de ambos lados y haciendo el cambio de variable © = m/R cuyo diferencial
es dm = Rdx
R T ! 2.2 /0.2
Moo R) = 4y R (—) [ vt (2.59)
b 0
Repetiremos el procedimiento anterior para el halo de materia oscura, donde la

funcién p(m?) es la ecuacion (2.26) y obtenemos

—ap  pl ap—Ph
Mtaio(R) = 47 pnoqn R’ <£) / 2 (1 + @> dz. (2.60)
ap 0 ap

40



Debido a que el potencial correspondiente a al perfil de densidad del disco estelar
estd dado por la ecuacién (1.96) y se ha separado la densidad de la forma (2.9), donde
la funcién ¢(z) cumple con normalizacién, podemos escribir

2 rR R
Mpiseo(R) = /O /0 Y(R)R'dR'dp = 2154 /0 e /R R (2.61)
Cuya solucién es encontrada al integrar por partes

MDiSCO(R) = _27TEd [Re_R/Rd + RdeR/Rd - Rd] . (262)

Asi, al sumar todas las contribuciones a la galaxia la masa de la galaxia contenida

a un radio R esta dada por
1
M(R) = Mpubo(R) + Misalo(R) + Mpisco(R) + 275, R? / e "/ o= Fm/ Ry, (2.63)
0

y al ser evaluada en R = 100kpc obtenemos que para el modelo I M (R = 100kpc) =
6.65 x 10" M, y para el modelo I M (R = 100kpc) = 6.09 x 10'*"M,,, lo cual concuerda
con la cota de M (R < 100kpc) =5 — 10 x 10" M, [14, 43].

10%2
[
E 1010 4
|
\
109 4
—— Modelo |
Modelo Il
0 20 40 60 80 100

Figura 2.9: Masa contenida dentro de un radio de la galaxia. La linea azul corresponde
a evaluar la funcién (2.63) con los pardmetros correspondientes al modelo I y la linea

naranja al modelo II como lo indica la leyenda.
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Capitulo 3

Ajuste de parametros.

En este capitulo contrastaremos las observaciones con nuestros modelos por me-
dio del ajuste de pardmetros de los modelos con el uso de galkin [11]. Este constituye
una compilacién de las mediciones de la cinemaética (curvas de rotacién) de nuestra
galaxia de al rededor de cuatro décadas de literatura y optimizada en un rango de 3 a
20 kpc del radio galeocéntrico. Es una herramienta construida de manera modular, lo
cual permite al usuario agregar o quitar datos.

galkin estd dividido en tres categorias principales: cinematica del gas, cinemaéti-
ca de las estrellas y masers'. Dentro de la cinematica del gas incluyen a los siguientes
trazadores: Velocidades terminales de HI, espesor de HI, velocidades terminales de la
banda espectral de CO, regiones de HII y nubes moleculares gigantes. En la cinematica
de las estrellas incluyen: cimulos abiertos, nebulosas planetarias, cefeidas y estrellas
de carbono.

Elegimos como trazadores a los conjuntos de estrellas que tenian un mayor rango
en el radio desde el centro galactico, para la cinematica estelar usamos las cefeidas en
el rango 5.1 — 14.4 kpc [45] y; para la cinemaética del gas elegimos regiones de HII en
un rango de 3.5 — 15.5 kpc [46] y velocidades terminales de la banda espectral de CO
en un rango de 0.6 — 7.8 kpc [47], este dltimo fue elegido para tener mayor informacién

para acotar el bulbo galéctico.

Para poder utilizar los datos contenidos en galkin requerimos introducir cinco
parametros (R, vo, Ug, Vi, W5), los cuales nos permiten definir un sistema de referen-

cia. En la Via LActea se hace a través de la velocidad de la 6rbita més cercana dentro

! Amplificacién de microondas por emisién de radiacion estimulada, MASER por sus siglas en inglés

[44].
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del plano que pasa a través de la localizacién actual del Sol y es conocida como siste-
ma de reposo local (LSR por sus siglas en inglés) [14, 22]. El sistema de reposo local
es definido a través de las constantes R, radio en el que se encuentra el sol del centro
galdctico y vy = V.(Ry), velocidad circular al radio solar. Se suelen reportar las medi-
ciones de la velocidad heliocéntrica® en términos de la linea de vision en el sistema
de reposo local a un movimiento solar fijo (U,V.W)e. Uy = v, Vo = v, y Wg = v,
nos dicen el movimiento relativo al LSR del sol en cada direccién. Los datos usados
con sus respectivos errores se pueden observar en la gréfica de la figura 3.1, donde nos
quedaremos con la convencién usada en galkin [11] para el sistema de referencia,

Ry = 8kpc, vo = 230km/s y (U, V, W), = (11.10,12.24, 7.25)km /s [48].

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5
R [kpc]

Figura 3.1: Datos de galkin usados. Velocidad circular como funcién del radio ga-
leocéntrico. Se muestran los datos usados de galkin con sus respectivos errores, donde
se estd tomando Ry = 8kpc, vg = 230km/s vy (U,V, W), = (11.10,12.24,7.25)km/s
[48, 11].

El ajuste de pardmetros fue hecho con minimos cuadrados, es decir, minimizando

el error a través de la expresion

donde y; son las observaciones, 021_ es la varianza en y;, § son los pardmetros libres y y

es el modelo cuyos pardmetros serdn determinados.

2Velocidad medida desde un marco de referencia en el cual el Sol esté en reposo.
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En este trabajo nos centraremos en dos modelos de los perfiles de densidad de
materia oscura, por lo que los ajustes estan divididos en dos secciones principales. La
seccién 3.1 contiene todos los ajustes correspondientes a tomar varios casos del perfil
NFW. En la seccién 3.2 tomamos a los pardmetros del perfil de densidad de campo
escalar como libres y el resto de la galaxia fijo. El c6digo correspondiente al ajuste de

parametros se puede consultar en github® y en el apéndice C.

3.1. Ajuste para NFW.

En el capitulo 2 mencionamos los componentes que tomaremos en cuenta como
parte de la Via Lactea, en esta seccién se muestran los resultados del ajuste de pardme-
tros de cada uno de los pardmetros libres de cada componente y ciertas combinaciones
de ellos. Nos enfocaremos en el modelo para materia oscura con un perfil de densidad

Navarro-Frenk-White (2.25).

3.1.1. Un parametro

En la tabla 3.1 se encuentran los respectivos ajustes tomando en cuenta un so-
lo pardmetro libre as la vez de cada una de las componentes en la Via Lactea. En las
columnas segunda y cuarta se muestra la diferencia relativa (D.R.) entre el ajuste obte-
nido de cada pardmetro y los datos de la tabla 2.1, reportados en [14, 25].

A partir de este simple ejercicio se decidié por simplicidad dejar a los pardametros
ay, ¥ B, que nos indican la pendiente del perfil de materia oscura (2.25) fijos, tomando

en cuenta cuatro posibilidades que serdn detalladas en la siguiente seccién.

Shttps://github.com/atalianb/ParaTesis_1/blob/master/Complete_Analysis.

ipynb
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Parametro libre Modelo I Modelo II

D.R. D.R.
oy [10°M¢ /kpc®] | 1.30  -0.67 | 0.986  -0.69
pn [10°Mg /kpe®] | 1.02 -0.30 | 0.32 -0.16

ay, [kpc] 571 -0.32 | 2.08 -0.09
ap, -1.34 048 | 2.06 -0.20
B, 258 0.14 | 1.99 0.08

Ry [kpc] 232 -0.14 | 47734 -0.32

Y4 [10°M4 /kpc?] | 1.90  -0.25 | 0.615  -0.34
3, [10°My /kpe?] | 111 -0.57 | 0471  -0.71

Tabla 3.1: Ajustes con un solo pardmetro libre a la vez. En la primera columna se mues-
tra el pardmetro que se decidi6 dejar libre y posteriormente su respectiva diferencia
relativa (D. R.) con los ajustes obtenidos en [14, 25] para el modelo I y el modelo II.
3.1.2. Ajuste de los pardmetros del Halo de Materia Oscura

Para el ajuste de los pardmetros de materia oscura se eligi6 dejar fijos los parame-

tros ay, y (1, de la ecuacion (2.28) tomando los siguientes cuatro casos

( (

1 NFW 3 NFW
ap =4 -2 Modelol Y Brn=14296 ModelolI - (3.2)
1.63 Modelo II 2.17 Modelo II
\ \

Denominaremos NFW I al caso correspondiente a tomar los respectivos valores para
los pardmetros a;, y (), con el resto de los pardmetros de cada componente fijos (al me-
nos que se indique lo contrario) del modelo I (segunda columna de la tabla 2.1), y NFW

IT al tomar el resto de los pardmetros del modelo II (tercera columna de la tabla 2.1).

Se comenz6 por tomar como pardmetros libres de la velocidad circular del halo
de materia oscura a a;, y pp, uno a la vez, con todos los demds pardmetros del modelo
tijos, estos resultados se encuentran en las dos primeras filas de las tablas 3.2 y 3.3.

Sin embargo, queremos obtener ajustes mas realistas y eso lo podemos lograr al con-

siderar la mayor cantidad de pardmetros libres posibles. El siguiente paso para ello
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fue tomar a los pardmetros a;, y pj, libres simultdneamente, encontrando el conjunto de
pardmetros que mejor se ajusta los mostrados en la tercera fila de las tablas 3.2 y 3.3.

Posteriormente se decidi6 dejar libres los pardmetros de otras componentes de la gala-
xia, como el bulbo. Al tomar libres a los pardmetros de la velocidad circular del halo de
materia oscura y el bulbo en conjunto obtenemos como mejor combinacién de pardme-

tros aquellos que se encuentran en la cuarta fila de las tablas 3.2 y 3.3.

Pardmetro libre Modelo I Modelo II
D. R. D.R
P 1.16 -0.38 3.35 -0.92
ap 6.76 -0.43 2.14 -0.11
(Pn, an) (4.18,1.32) (-0.83,1.88) (0.50, 1.51) (-0.46,0.25)
(o, Pr, A1) (0.98,1.24,2.62) (-0.56,-0.42,0.46) | (1.26,1.19,1.00) (1.36,-0.77,0.89)

Tabla 3.2: Ajuste de pardmetros para los modelos I y II. En la primera columna se
encuentran los pardametros que se dejaron libres, donde p;, y p, estdn reportados en
[10°M /kpc?®], y ay en [kpc]. La columna D. R. indica la diferencia relativa entre cada

uno de los ajustes de pardmetros obtenidos con los reportados en [14, 25].

Parametro libre | NFW I NFW I

On 0.17 1.12

ap 1.97 3.77

(on, an) (0.0352, 8.59) (0.462,2.81)

(0w, Pry a1 (1.27x1075, 0.275, 3.05) | (0.738, 0.165, 4.48)

Tabla 3.3: Ajuste de pardmetros de los modelos NFW I y NFW II. Los parametros indi-
cados en la primera columna son los pardmetros que se dejaron libres para ser ajusta-

dos. pp, y py estan reportados en [10°M,, /kpc?], y a; en [kpc].

En las tablas 3.4 y 3.5 se encuentran reportadas las combinaciones de pardmetros
que mejor se ajustan tomando al medio interestelar de la forma (2.23). Donde las di-
ferencias relativas en la tabla 3.4 corresponden a la diferencia entre el ajuste obtenido

y los reportados en [14, 25], mientras que en la tabla 3.5 corresponden a la diferencia
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entre tomar al medio interestelar de forma aproximada (2.22), reportados en la tabla
3.3 y al medio interestelar de la forma exacta (2.23).

Las diferencias relativas entre los ajustes obtenidos en la cuarta fila de la tabla 3.2,
es decir, al tomar al medio interestelar de la forma aproximada (2.22) y los obtenidos al
tomar al medio interestelar como (2.23) (tabla 3.4) son (p,, pr, an) = (0.057,0.16,0.20) para
el modelo I y para el modelo II (ps, pp, ar) = (0.32, 0.00,0.00). Las diferencias relativas
nos indican la variaciéon de un ajuste respecto a otro, en este caso nos dice la diferencia
entre tomar a la contribucién del medio interestelar a la velocidad circular total de la
galaxia de forma aproximada (2.22) y tomarla de manera exacta (2.23). Obteniendo una
mayor diferencia en el parametro p, para el modelo II y una diferencia de 20 % para el

pardmetro a;, del modelo 1.

Pardmetros Modelo I Modelo II

D.R. D.R.

(0o, P, an) | (1.04,1.49,2.18) | (-0.59,-0.52,0.75) | (0.188,1.19, 1.00) | (0.59, -0.77, 0.89)

Tabla 3.4: Ajuste de pardmetros para los modelos I y II. En la primera columna se
indican los pardmetros que se dejaron libres. Los pardmetros p, y p; estdn reportados
en [10°Mg /kpc®], y ay en [kpc]. Este ajuste corresponde a tomar al medio interestelar
de la forma 2.23. La columna D.R. corresponde a la diferencia relativa de nuestros

ajustes obtenidos y los ajustes reportados en [14, 25].

Pardmetros libres NFEW 1 NFW II
(Pb, pr, an) (1.26x107°,0.680, 1.97) | (0.675, 0.234, 3.80)
D.R. (0.0075, -0.59, 0.54) (0.09, -0.29, 0.18)

Tabla 3.5: Ajuste de pardmetros de los modelos NFW Iy NFW II. Los parametros que
se dejaron libres para el halo fueron a;, y ps, mientras que para el bulbo tiinicamente se
tomo a pj,. Se tomaron oy, = 1y 5, = 3. En este ajuste se tomo6 al medio interestelar de
la forma 2.23. p, y py, estan reportados en [10°M /kpc?], y a; en [kpc]. En la fila D. R.
se reportan las diferencias relativas entre el conjunto de pardmetros encontrado en el

ajuste al tomar al medio interestelar de la forma 2.23 y los reportados en la tabla 3.3.

En las graficas de la figura 3.2 se muestran las respectivas curvas de rotacién de
cada una de las combinaciones de pardmetros obtenida, donde en la gréfica 3.2a esta-

mos tomando el resto de los pardmetros del modelo I, es decir, el caso en el que domina
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el disco estelar y en la grafica 3.2c inicamente se cambiaron los valores de los pardme-
tros oy, v (1, a los correspondientes al perfil de densidad NFW. En la gréfica 3.2b se
estan tomando el caso dominado por el halo de materia oscura, es decir, el modelo II
y en la grafica 3.2d solamente se cambiaron los pardmetros oy, y /3, como se indic6 al
principio.

Es importante notar que en los cuatro casos se logra reproducir satisfactoriamente la
velocidad circular total al radio solar, lo que nos indica que fue un buen ajuste a pe-
sar de ciertas discrepancias en el orden de magnitud para el ajuste del pardmetro p, al
tomar el caso dominado por el disco estelar y el perfil de materia oscura NFW, como
podemos notar en la cuarta fila de la tabla 3.3 y en la grafica 3.2c.

En los casos en donde domina el halo de materia oscura podemos notar un cambio
significativo en la amplitud del bulbo (graficas 3.2b y 3.2d), la cual es dada a partir
del pardmetro p;, en la cuarta fila de las tablas 3.4 y 3.3 dicho parametro es del mismo

orden de magnitud en ambos casos.

3.2. Ajuste para campo escalar.

En este anélisis se decidi6 dejar al bulbo, disco estelar y medio interestelar fijos
como primera aproximacién debido a que el modelo de campo escalar de materia os-
cura para la velocidad circular (2.46) tiene cuatro pardmetros libres, pso1, M4, € y 75, asi

podemos ver como contribuye cada parametro.

Para refinar los rangos para obtener un mejor resultado se realiz6 una malla de
10 elementos por cada pardmetro libre en los siguientes rangos:
" psol = (In (1 x 107),1n (9 x 10")) [Mokpc™®].

m m, = (In(1x10721),In (9 x 10729)) [eV].

m e =(1x107%0.2).
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Figura 3.2: Curvas de rotacién al hacer el ajuste de pardmetros del bulbo y del halo
de materia oscura en conjunto. Los puntos azules representan al bulbo con el ajuste
de pardmetros indicado en la cuarta fila de las tablas 3.2 y 3.3, los naranjas al halo de
materia oscura, los verdes al disco estelar, los rojos al medio interestelar y los puntos

morados representan la curva de rotacion de la galaxia completa. La interseccion de
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las lineas negras nos indica la velocidad circular al radio solar.
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= 7, = (0.1,15.) [kpc].

El rango del pardmetro correspondiente a la masa del axién (m,) fue elegido en el rango
de (10722, 10~%")eV aproximadamente, lo cual coincide con las cotas mencionadas en
[35,36,49,50] y para el pardmetro e se decidié dejar un rango de (0.001, 0.1) ya que para
valores de e mayores a 0.1 no se podia obtener informacién de la y?. Los pardmetros pso
y rs fueron acotados a los rangos (10'°, 9 x 10'") Mg, /kpc® y (5, 10) kpc al ser aquellos
con mayor probabilidad de minimizar la x?.

Los ajustes obtenidos al tomar las consideraciones anteriores se encuentran en la tabla
3.6, donde podemos notar que obtenemos un buen ajuste para la masa del axién (m,) y
que el valor para la y? en ambos modelos es del mismo orden, teniendo una diferencia
entre ambas de 70.04. Lo anterior nos indica que obtenemos un mejor ajuste para el
modelo II con mayor contribucién del halo de materia oscura, sin embargo, esto no

nos permite descartar el modelo 1.

Parametros libres | Modelo I 2 Modelo II X

(Psol, My € Ts) (3.79,1.19,8.94, 7.11) 2391.02 | (4.24,0.104,9.14,2.28) 2320.98

2

Tabla 3.6: Ajuste de pardmetros del halo de materia oscura de campo escalar. En la
primera columna se indican los parametros libres del halo de materia oscura, donde
psol €std reportado en [10'°M, /kpc?], m, en [1072! V], r, en [kpc] y € es una cantidad
adimensional reportada en 1072. En las columnas tres y cinco se reporta el respectivo

valor de la x? al realizar el ajuste de pardmetros para los modelos Iy IL

En las gréficas de la figura 3.3 se muestran las curvas de rotacion de cada una de
las componentes de la galaxia y la curva total, donde es importante destacar la curva
correspondiente al halo de materia oscura (color morado) y la curva de rotacién total
de la galaxia (color azul), la cual al pasar por la interseccién de las lineas negras nos
indica que estamos realizando un buen ajuste, ya que las lineas negras nos indican la

velocidad circular al radio solar.
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Figura 3.3: Ajuste de pardmetros del halo de materia oscura como campo escalar. Los
puntos naranjas corresponden al bulbo, los verdes al disco estelar, los rojos al medio
interestelar, los morados al halo de materia oscura y los puntos azules representan la
curva de rotacién total de la galaxia como lo indica la leyenda. La interseccién de las

lineas negras nos indica la velocidad circular al radio solar como se £ijé en un principio.
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Conclusiones

Los ajustes de parametros obtenidos para los dos modelos de materia oscura con-
siderados fueron bastante buenos ya que se obtuvo una relacién entre la velocidad
circular y el radio solar satisfactoriamente. Sin embargo, idealmente deberfamos de
poder realizar el ajuste de todos los pardmetros libres de cada una de las componentes
del modelo de la Via Lactea, esto resultaria muy costoso computacionalmente por lo

que este trabajo es una muy buena primera aproximacion.

El modelo de la Via Lactea es un modelo degenerado, debido a que la dindami-
ca observada solamente puede ser reproducida tedricamente al tener mayor densidad,
por lo que las formas de hacerlo es incrementar la densidad del disco estelar o del ha-
lo de materia oscura, haciendo el ajuste de pardametros de estos dos componentes en
conjunto es complicado. Por lo anterior se decidi6 tinicamente realizar el ajuste de los
pardmetros correspondientes a la dindmica del bulbo y del halo de materia oscura del
perfil NFW[12] conjuntamente, obteniendo un buen ajuste de la curva de rotacion al
radio solar para todos los casos propuestos de los parametros «y, y 3 del halo de ma-
teria oscura.

En el caso de la dindmica correspondiente al campo escalar de materia oscura tnica-
mente se dejaron libres los pardmetros del mismo, obteniendo un buen ajuste de la
velocidad circular al radio solar para los cuatro pardmetros. Por otro lado, existe una
tensién entre los rangos en los que deberia de estar la masa del axién debido a ob-
servaciones cosmoldgicas[51, 52], esto nos puede llegar a excluir ciertos 6érdenes de
magnitud en la masa, lo que llevaria a rechazar o aceptar el ajuste obtenido en este

trabajo, y asi reducir esta tension.

Un siguiente paso para mejorar el ajuste de parametros ademads de incrementar

los grados de libertad y utilizar datos mds actuales de los trazadores, seria utilizar

52



estadistica bayesiana, ya que nos provee de herramientas que nos permiten discernir
mejor entre un modelo y otro. Ademds de realizar un Monte Carlo Markov Chain, por
ejemplo utilizando el algoritmo metropolis-hasting. Lo anterior consiste en generar
numeros aleatoriamente tal que en el siguiente paso de tiempo los siguientes ntime-
ros estén influenciados por su valor anterior, si la probabilidad de que dado el primer
paso pase el siguiente es mayor, entonces aceptamos ese niimero dado por el paso de
tiempo y asi sucesivamente hasta llegar al punto de convergencia en nuestro espacio

de pardmetros [53].
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Apéndice A
Otros modelos.

En este apéndice se presentan con detalle distintos modelos revisados en la lite-
ratura y al igual que en el capitulo 1 comenzaremos con aquellos con simetria esférica,
para después continuar con sistemas planos. Por tltimo en la seccién A.3 realizamos

una revision de soluciones utlizasadas para discos.

A.1. Sistemas con simetria esférica.

A.1.1. Modelo Plummer

En varios sistemas esféricos la densidad es raramente constante cerca del centro y
tiende a cero en un radio mas grande. Por lo que el potencial de un sistema de este tipo
deberia ser proporcional a 7 + cte a un radio pequefio y a 1/r a un mayor radio. Un
modelo simple de un potencial con estas propiedades es el modelo de Plummer, pro-
puesto para que se ajustara adecuadamente a las observaciones de camulos globulares
[14, 54]

p—_ M (A1)

donde M es la masa total del sistema y b es la escala de Plummer, la escala lineal del
sistema que genera el potencial.

Para obtener el perfil de densidad generado por el potencial de la ecuacién (A.1) usa-

remos la ecuacidon de Poisson en coordenadas esféricas

1 d dd
265 — — 2=
Vb = e <r dr) ) (A.2)
donde al hacer las derivadas de la ecuacion (A.1) tenemos
3GMb?
V2 = (A.3)

(r2 + b2)5/2°
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De la ecuacién de Poisson (1.5) podemos obtener la densidad correspondiente a este

potencial al igualar con el resultado anterior (A.3)
3GMb?

y al despejar la densidad p tenemos
3M [ r? 572
,0(7") = E (ﬁ + 1) . (A5)

A.1.2. Modelo Isocrono

La posiciéon de una estrella orbitando en un potencial de Plummer no puede ser
dada en términos de funciones simples, razén por la que se propuso el potencial Iso-

crono, un potencial en el que todas las 6rbitas son analiticas [14]
GM

O(r)= ——F———. A.6

O e (40

Usando la ecuacion (1.12), derivaremos el potencial (A.6) respecto de r y haremos

el cambio de variable u = b+ /b2 + r2 con diferencial du = — \/b:;jdr para obtener la
velocidad circular

GMr?
2 A7
Ve (b+a)?a’ (A7)

donde hemos hecho a = /b2 + r2.

Podemos notar que r es demasiado grande en la ecuacién (A.7) recuperamos la

ecuacion (1.13)

. GM

v, ~

(A.8)

r

Debido a que la dependencia del potencial Isocrono (A.6) es tinicamente en 7, al usar

la ecuacién de Poisson (1.5) y despejar la densidad
1 1d [ ,dd
0= e () )

donde al realizar la derivada y reacomodando términos la densidad es

3(b+ a)a® — r*(b + 3a)
=M
o) { 47(b+ a)3a?
Evaluando la ecuacién (A.10) en » = 0 podemos obtener su densidad central,
M 30+b)p* M 6 3M

(A.10)

—0) = =~ CA = Al
Pr=0) = C T e~ s 16 A1l
y tomando el caso para un radio grande, es decir, » >> b la densidad es
M [3r2(b+71) —r*(b+ 3r M [3r?b+ 3r® — r?b — 3r® Mb
p(r) ~— ( 3) <3 )| .M - =—. (A2
4r r3(b+r1) 4r r 27r
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A.1.3. Ley de potencias
Modelo de Jaffe

Al tomar v = 2y a = 1/2, la ecuacién (1.16) queda de la siguiente forma

M(r) = 4mpore r/ro

Om. (A.13)

Con la ecuacién (1.10) y la ecuacién anterior (1.19) podemos obtener el respectivo po-

tencial a este modelo,

_ ' 7"/7‘0
B(r) = 47 Gpor / " (A.14)

Cuya integral puede ser resuelta usando fracciones parciales, obteniendo

®(r) = —4nGporg(In (r +19) — In7). (A.15)

Modelo de Hernquist.

Al tomar 7 = 1y a = 2/3 obtenemos el modelo de Hernquist, cuya funcién de
masa es obtenida al usar la ecuacién (1.16)
2
M) = dmport— /TS Al
(T) TPoTg 2(7”/7“0 I 1)2 ( 6)
Usando la ecuacién anterior y la ecuaciéon (1.10) podemos obtener el potencial para este
modelo de la misma forma que con el modelo de Jaffe

= /M(T/) —47TG,007’3 - (T,/TO)2 /
O(r) = —G/T dr = 5 /T —7”2(1 n T_,>2dr, (A.17)

0

al eliminar términos y haciendo el cambio de variable u = 7’ + r, el potencial es

1
O(r) = —47TG,00T82 (A.18)

(1+)

A.2. Sistemas planos

Describiremos las familias de potenciales que son generados por distribuciones
de densidades axisimétricas, lo cual usaremos posteriormente para ilustrar caracteristi-

cas de la dindmica en galaxias axisimétricas.
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A.2.1. Modelo Kuzmin

Considerando el potencial axisimétrico

P(o) = G]f+ e (A.19)

cona > 0. En z < 0 el potencial (A.19) es igual al potencial de una masa puntual locali-
zadaen (R, z) = (0,a), si z > 0 entonces el potencial coincide con el generado por una
masa puntual en (0, —a). Por lo anterior, el laplaciano del potencial desaparece excepto
en el plano z = 0.

Integrando la ecuacién de Poisson (1.5) sobre un volumen, donde tomaremos a densi-

dad de la siguiente forma
p(R; 6, 2) = X(R,9)d(2). (A.20)

En coordenadas cilindricas
/ V2®(R, 2)dRd¢dz = 4nG / X(R)dRdg, (A.21)
v
y usando el teorema de la divergencia en la ecuacién anterior tenemos

/ VO(R,z)-dS = 4nG / S(R)dRd. (A.22)
S

Elegiremos al volumen de integracion tal que esté centrado en z = 0, incluyendo
una pequefia parte del plano en z = 0, por lo que suponemos que X(R) no varia sobre
él y que se extiende la misma altura al rededor del plano. Asi las contribuciones a la
integral de superficie con R constante se cancelan entre ellas. Las contribuciones en ¢

son cero ya que el potencial es axisimétrico. Si el volumen delgado va a cero tendriamos

= 27GY(R), (A.23)

donde

= 22+ e
Oz l:=0  (R2+ (a+12])2)?2 \ 2

La derivada parcial del potencial respecto de z, evaluada en z = 0 (A.24) corresponde

B GMa
=0 (R2+a2)3/?

(A.24)

al lado izquierdo de la ecuacién (A.23), por lo que al despejar ¥(R) obtenemos una

expresion para la densidad superficial del modelo de Kuzmin

Ma

B = e

(A.25)
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A.2.2. Modelo de Miyamoto y Garai

Consideremos el siguiente potencial [55]

B GM
VB (a+ VTR

Py(R, 2) = (A.26)
donde podemos notar que si tomamos a = 0 el potencial ®,,(R, z) se reduce al modelo
de Plummer (A.1) y si b = 0 tenemos el modelo de Kuzmin (A.19), es decir, dependien-
do de la eleccién de los pardmetros a y b el 1 potencial ®,,(R, z) puede representar un
disco infinitesimalmente delgado o un sistema esférico.

Usando la ecuacién de Poisson (1.5) en coordenadas cilindricas

Ve = o (R + % = 4nGp (A.27)

10 ( 0@) +i82_<1> *®
ROR RO¢? 0z
podemos encontrar una expresion para la densidad volumétrica correspondiente a éste
modelo. Al no tener dependencia en ¢ el potencial ®,,(R, z) su derivada respecto a ¢
es cero, por lo que al realizar las derivadas respecto a R y z podemos despejar p de
la ecuacién de Poisson en coordenadas cilindricas y obtenemos la siguiente expresion
para el perfil de densidad del modelo de Miyamoto y Garai
B2M | aR2 + (a+ 3V22 + B2)(a + V22 + b%)?
A | (22 4+ 02)32(R2 + (a + V27 + 12)2)5/2

p(R,z) = (A.28)

A.2.3. Modelo logaritmico

En los modelos descritos anteriormente la masa es finita, por lo que la velocidad
circular asociada a estos potenciales decae como v, x R'/? con R grande. Por otro lado,
se ha visto que las curvas de rotacién de las galaxias espirales tienden a ser planas a un
radio grande. Si a R grande la velocidad circular es v, entonces de la ecuacién (1.12)

pOdemOS notar que
d@ . Vp2

== A2
B- R (A.29)
por lo que al resolver la ecuacién diferencial el potencial es
doxvgnR+C (A.30)

en esa region.
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Figura A.1: Lineas equipotenciales del modelo Miyamoto y Garai. La gréfica (a) co-
rresponde a tomar b/a = 0.2, la gréfica (b) a b/a = 1y la grafica (c) a tomar b/a = 5. Las
gréficas estdn normalizadas respecto al pardmetro a, sin embargo, estdn hechas con un

valor de a arbitrario, a = 1.

Tomemos el siguiente potencial

1 22
d = 51;3 In <R§ + R + E) +C, (A.31)

donde R,, vy son constantes y ¢4 es el radio de la superficies equipotenciales.

Para obtener el perfil de densidad asociado a este potencial usaremos la ecuacién de
Poisson en coordenadas cilindricas (A.27), donde el segundo término correspondiente
a la segunda derivada parcial respecto de ¢ es igual a cero. Al realizar las otras deriva-
das y despejar p de la ecuacién de Poisson (A.27) obtenemos que el perfil de densidad

para el modelo logaritmico es

02 R*(1+2¢2) + R? + 22(2 — qu)
p(R,2) = —0 ] (A32)
drGag (R? + R? + 5_2)2

Finalmente, la velocidad circular para este modelo puede ser obtenida a partir de la

ecuacion (1.12), donde en este caso no es una derivada total del potencial respecto de

64



R sino una derivada parcial

0®  Ruj 2R

2 _ pd% A.33
Uc aR 2 Rg + R2 + 5_227 ( )
P
en el plano ecuatorial, es decir, en z = 0
R
AP L (A.34)
VR4 R?
20 20 7/——\
-20 -20 v

T T T T T
-30 -20 =10 0 10 20 30 =30 =20 -10 0 10 20 30
RIR¢ RIRc

(a) (b)

Figura A.2: Lineas equipotenciales del modelo logaritmico. El eje = correspondiente
a R estd normalizado con R. al igual que el eje y correspondiente a z, en este caso
tomamos un valor arbitrario, R, = 1.La gréfica (a) corresponde a g3 = 0.95 y la gréafica

(b) ade = 0.7.

A.3. Discos galacticos.

A.3.1. Disco Mestel

Consideremos la siguiente densidad superficial [56]

2
s R < Rmam
S(R) = { T (A.35)

0 de otra forma,

donde v, es una constante con unidades de velocidad y R,,,, una contante con unida-
des de longitud. Al sustituir la densidad superficial en la ecuacién (1.82) para obtener

la velocidad circular cuadrética correspondiente

202 R a d [ dR'
2 _ _*“% d . e — A.36
vz (R)  J a RZ — a2da /GRME R2 — g2’ ( )
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donde la integral respecto de R’ es proporcional a cosh™" (£ze2), por lo que

a

d R R
— (cosh™ [ =) ) = ———222 A.37
(o () =i s

Al tomar el limite del radio exterior R,,,, — o0

lim di (cosh_1 (ﬁ)) = —1, (A.38)

Rmaz—00 dQ a

a lo cual se le suele llamar disco de Mestel.

Sustituyendo en la expresion para la velocidad circular (A.36) el resultado anterior

22 R 1 202 R d
=20 g L (2 = ﬂ/ S ——] (A.39)
T 0 R2 _ a2 a T 0 A /RQ _ Cl2
La velocidad circular de un disco en donde la densidad superficial es inversamente
proporcional al radio, es independiente del radio. Por lo que para esta densidad super-

ficial la velocidad circular est4 dada por

v2(R) = : (A.40)

donde

R
M(R) = 27 / AR RS(R) = (A.41)

es la masa en el interior de R.
El caso anteriormente descrito es un caso particular donde la velocidad circular cuadréti-

ca (A.40) corresponde a un sistema esféricamente simétrico.
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Apéndice B
Medio interestelar.

Debido a la relacién mencionada entre el disco galactico y el medio interestelar
resulta conveniente obtener su velocidad circular cuadrética de la misma forma que el
disco galéctico, siguiendo el desarrollo de la seccién 1.4.3.

Tomaremos al perfil de densidad del medio intestelar (2.16) de la forma (1.90), donde

((2) = 5 H/s0 y S(R) = 5, (B.1)

224
Asi el potencial estd dado de la forma (1.93) con ®y(R, z — 2’) dado por la ecuacién
(1.79) con la sustituciéon z — z — 2/, haremos la siguiente distincién para la derivada de

la segunda integral

d oo "SR! d 0o 5> —R'/Ryg—Rm /R’
RY(R) / et . (B.2)

F(a)=— dR —— = —

<a> da u /R2 — g2 da R2 — g2
Para la funcién F'(a) usaremos una de las propiedades de las integrales de Abel, pero
primero haremos un cambio de variable para ser consistentes. Tomaremos a x = R

con diferencial dx = 2R'dR’

d ©1 ¥ e—xl/z/Rg—Rm/a:l/2
F(a) = — —dz—~ B.3
0= [ g~ ®3)
y haciendo otro cambio de variable ¢ = a* con diferencial dt = 2ada, por regla de la
cadena & = &4 — 244 asila funcién F(a) es
2ad [* e @/ Ry=Rm/c!/?
F Y= d : B.4
=25 | v 9
Aplicaremos la siguiente propiedad a la funcién anterior
sinra d [ dzf(z)
t) = — — — B.
9(t) T dt/t (x —t)l— (B:5)
__sinma /°° dxf(x)ﬁ df(x)’ (B.6)
T Ji (z—t)' dz
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donde en este caso F'(a) tiene la forma de g(t) excepto por el factor 7y o = 1/2 por lo

que

o dx 1 _.1/2 _ 1/2 R 1
F(a) =% — v Ry R[5 (2 ) B.7
(a) o® ¢ VT —1 221/2° r R, (B.7)
Ahora regresaremos los cambios de variable realizados, de ¢ — a?
> d:l} 1 _1/2 _ 1/2 R 1
Fla) =% — e B.8
(a) g® /a2 VT — a? 2x1/2° r Ry (B.8)
y finalmente, regresando a x = R
* 2RdR 1 _p (R 1
— —R'/Rg—Rm/R mo_
Plo=>e | g (3@ Rg) ' (B:9)

Al sustituir la funcién F'(a) escrita de la forma anterior tenemos que el potencial

(1.79) esta dado de la siguiente forma

00 / / Rm |
(I)0<R7 Z_Z/> = 425]/ da Sin_l ( €_R /Rg—Rm /R ( o _) :
0

R? R,
(B.10)

2a ) / * 4R
i), VR-a
por lo que el potencial total del sistema es

4GY, [ / > 2a
) — g dz' —IZ/Zg/ dasin™! [ —=~
2) 2z /—oo ze 0 o VE+V=

& dR, —R//R —Rm /R Rm 1
X ] \/ﬁe 9 ﬁ — R_g . (Bl].)

Alhacer el cambio de variable en la segunda integral [ = R’/a con diferencial dR' = adl

el potencial anterior puede ser escrito como

al Rm
4G% o p o 2a e Ry al [ R R
d — g d 1 —|z |/zg/ da si -1(_ == / m=tg )
(R, ) 224 Ry /_oo ° o o \VErV L VPt e

(B.12)
Igual que con el disco estelar, el tinico término que depende de R es el argumento del
sin ~! por lo que para encontrar la velocidad circular cuadrética solamente debemos
derivar ese término. Las derivadas de este término son la ecuacién (2.14), por lo que la

velocidad circular es

v’ (R, z=0)=R = dz'e #1179 %

0P(R,z=0) _4G2gR/°°
OoR 224R, J_

a+R _ aioR _al _Rpy
/0" 2 V(G=2)2+@+R)?  \/(z—#)2+(a—R)? e Ry al ( R, R, )
o VI /E—2)2+(a+R2+/(z—2+(@-R?2)i VE-1 \a??-1) =0
(B.13)

La ecuacién anterior nos da la velocidad circular cuadratica del medio interestelar,
sin embargo, resolver las tres integrales numéricamente es costoso por lo que optare-

mos por usar la ecuacién (1.82) para obtener la velocidad circular de esta componente,
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donde daremos el mismo tratamiento a la derivada de la segunda integral (B.2). Susti-

tuyendo la funcién F'(a) (B.9) en la ecuacién (1.82)

4GY R2 R 2 oo —R'/Ryg—Rm /R’
v2(R) = — ANl / daa—/ AR’ (Rng
Ry Jo VRT—a?J, R? —a? R?

Haremos dos cambios de variables, el primero s = R’'/a con diferencial dR’ = ads

as Rm
4G'Y) 2 R 2 00 TRy as
W2(R) = — G T / da——t / ds 2 (Rng —1) (B.15)
Rg 0 VR2 — a2 1 1252 — g2 a2s?

y el segundo h = a/R con diferencial da = Rdh

- 1) . (B.14)

Rhs _ Rm

A4GY, R? 1 R2h? © ¢ Ry Ehs (R R
2(R)=— g /Rdh— d Yo 1. B.16
Uc( ) Rg 0 /R2 — R2h2 1 S /82 —1 R2h282 ( )

La expresion final que nos da la velocidad circular del medio intestelar tomando la

ecuacion (1.82) es

R

hs Rm
AGYS,R? (Y dh © ¢ Ry Rhs (R R
V(R) — — 3G / / ds <m9—h2>, B.17
A= ) it ), et e (B-17)

es importante notar que la ecuacién(2.23) no tiene dependencia en 2’ a diferencia de

(B.13),esto quiere decir que al usar la ecuacién (2.23) estamos tomando al medio in-
testelar como un disco delgado como una navaja, sin embargo, al comparar ambas
expresiones cualitativamente en las gréficas de la figura (B.1) podemos notar que sus
diferencias son minimas tanto para el modelo I como para el modelo II, permitiéndo-
nos tomar la aproximacién para esta componente.

En la figura 2.4 tenemos las gréficas para los modelos I y II de la velocidad circular
cuadratica del medio intestelar al tomar la ecuacién (2.23), linea color azul y (2.22),
linea color naranja. Podemos notar una diferencia significativa entre tomar a la ecua-
cién (2.23) y (2.22), pero al comparar la contribucién de ambas a la velocidad circular
total de la Via Lactea resulta en una diferencia muy pequefia que podemos observar
en las graficas de la figura B.2. Optando por tomar la forma méas simple que describe

la cinematica de la galaxia.
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Figura B.1: Velocidad circular cuadritica del medio interestelar. La gréfica (a) corres-
ponde al modelo I y la gréfica (b) corresponde al modelo II. Las lineas azules represen-
tan la velocidad circular obtenida a partir de la ecuacién (2.23) y las lineas naranjas a

partir de la ecuacién (B.13)
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Figura B.2: Velocidad circular total de la Via Lactea. La gréfica (a) corresponde al mo-
delo I y la gréfica (b) corresponde al modelo II. Las lineas azules representan la veloci-
dad circular total al tomar a la velocidad circular cuadrética del medio interestelar con
la ecuacién (2.23) y las lineas naranjas a partir de la ecuacién (2.22). Las lineas negras

indican el radio solar tomado en R, = 8kpc y la velocidad circular en el radio solar

ve(Ro) = 220km/s.
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Apéndice C
Analisis en Python

A continuacién se muestra el notebook de python con el que se realizaron los
ajustes, dicho notebook también puede ser consultado en https://github.com/
atalianb/ParaTesis_1/blob/master/Complete_Analysis.ipynb.Elrestode
los notebooks realizados se encuentranen https://github.com/atalianb/ParaTesis_

1.
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In [1]:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy import integrate

from scipy.special import kn

from scipy.optimize import minimize
import galkin

import galkin.processdata
import galkin.readparsFile # routines to read and check input parameters
%pylab inline

# routines to process kinematic data

Populating the interactive namespace from numpy and matplotlib

In [2]:

In [3]:

#10.3, 15.3, 7.7from the paper

# Galactic parameters

R0=8.0# Galactocentric distance (kpc)

V0=230.# local circular velocity (km/s)

UsunINUSE=11.10# solar motion %in the U-direction (km/s), e.g. from Schoenrich+ '10
VsunINUSE=12.24# solar motion in the V-direction (km/s), e.g. from Schoenrich+ '10
WsunINUSE=07.25# solar motion in the W-direction (km/s), e.g. from Schoenrich+ '10

SYSTDISP=0. # systematic dispersion due to spiral arm streaming (km/s)

# Flags
£1agPROPERMOTIONS=0
f£1agHITERMINAL=0
flagFich89tab2=0
flagMalhotra95=0
flagMcClureGriffithsDickey07=0
f£1agHITHICKNESS=0
flagHonmaSofue97=0
f£1agCOTERMINAL=1
flagBurtonGordon78=0
flagClemens85=0
flagKnapp85=1
flagluna06=0
flagHIIREGIONS=1
flagBlitz79=0
flagFich89tab1=0
flagTurbideMoffat93=0
flagBrandBlitz93=0
flagHouO9tabAl=1
f£1agGMC=0
flagHouO9tabA2=0

##

£1agOPENCLUSTERS=0
flagFrinchaboyMajewski08=0
£1agPLANETARYNEBULAE=0
flagDurand98=0
flagCEPHEIDS=1
flagPont94=1
flagPont97=0
£1agCSTARS=0
flagDemersBattinelli07=0
flagBattinellil2=0
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# proper motions not supported

# whether to use HI terminal wveloc
# whether to use Fich+ '89, ApJ 34:
# whether to use Malhotra '95, ApJ
# whether to use McClure-Gri;

# whether to use the HI thickness
# whether to use Honma & Sofue '!

# whether to use CO terminal wveloc
# whether to use Burton & Gord:

# whether to use Clemens '8
# whether to use Knapp+ '85, .
# whether to use Luna+ '06, Ap.

# whether to use HII regions

# whether to use Blitz '79, A}
# whether to use Fich+ '89, ApJ 34:
# whether to use Turbide & Mo,

# whether to use Brand & Blitz '

# whether to use Hou+ '09, A&A 499

# whether to use giant molecular
# whether to use Hou+ '09, A&A 499

# whether to use open clusters
# whether to use Frinchaboy & Ma
# whether to use planetary n:
# whether to use Durand+ '98
# whether to use classical ct
# whether to use Pont+ '94, A&
# whether to use Pont+ '97, A&
# whether to use carbon stars
# whether to use Demers & Battinel
# whether to use Battimelli+ '12,



#HH

f£1agMASERS=0 # whether to use masers
flagReid14=0 # whether to use Retd+ '14, Ap.
flagHonma12=0 # whether to use Honma+ '12, |
flagStepanishchevBobylev11=0 # whether to use Stepantishchev
flagXu13=0 # whether to use Xu+ '13, ApJ 76!
flagBobylevBajkoval3=0 # whether to use Bobylev & B
##

flagastropy=0 # whether to use astropy for

In [4]: inputpars=(R0,V0,UsunINUSE,VsunINUSE,WsunINUSE,SYSTDISP, flagPROPERMOTIONS,flagHIT!
In [5]: galkin.readparsFile.CheckAndPrintParameters(inputpars)

checking validity of input parameters...
printing input parameters...

RO= 8.0 kpc

VO= 230.0 km/s

(Usun,Vsun,Wsun) = ( 11.1 , 12.24 , 7.25 ) km/s
systematic dispersion = 0.0 km/s

use HI terminal velocities? 0
use HI thickness method?

use CO terminal velocities? 1

use Burton & Gordon 787

use Clemens 857

use Knapp+ 857

use Luna+ 067

use HII regions? 1

use Blitz 797

use Fich+ 89 (Table 1)7

use Turbide & Moffat 937

use Brand & Blitz 937

use Hou+ 09 (Table A1)?
use giant molecular clouds?
use open clusters?

use planetary nebulae?

use cepheids?

use Pont+ 947 1

use Pont+ 977

use C stars? 0
use masers?
use astropy? 0

o = O O

= O O O O

= O O O

o

In [6]: vecout=galkin.processdata.ProcessData(inputpars)
totallistvc=vecout [0]

processing CO terminal velocities...
processing Knapp+ 85...
selected 37 CO terminal velocities
processing HII regioms...
processing Hou+ 09 (Table Al)...
selected 316 out of the total sample of 815 HII regions
processing classical cepheids...
processing Pont+ 94...
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selected 245 out of the total sample of 278 cepheids

In [7]: vecRp = np.array([row[0] for row in totallistvc]l)# galactocentric distance [kpc.
vecerrRp = np.array([row[1] for row in totallistvcl)# error in galactocentric distc
vecvRp = mnp.array([row[2] for row in totallistvcl)# rotation wveloctity [km/s]
vecerrvRp= np.array([row[3] for row in totallistvc]l)# error in rotation wvelocity [

In [8]: rho_soliton = 2.42e9#SN*kpc—3
m_axion = 2.44e-22#el

#Constants

G = 4.302e-6#kpc/SHM(km/s) "2
q_b = 0.6

r_b = 1.9#kpc

a_b = 1.#kpc

q.h = 0.8

alpha_b = 1.8

R_m = 4. #kpc

#parameters model I

rho_b_I = 0.427e9#sM/kpc"3

a_h_ I = 3.83#kpc

tho_h I = 0.711e9#SM/kpc"3

alpha_h_I = -2.

beta_h_ I = 2.96

R_d_I = 2.0#kpc

R_d_II = 3.2#kpc

Sigma_d_SD_I = (1905.0e6)*0.75#SM/kpc~2
Sigma_g_ISM_I = (1905.0e6)*0.25#SM/kpc 2
#parameters model II

rho_b_II = 0.3e9#sM/kpc~3

a_h_II = 1.9#kpc

rho_h_II = 0.266e9#SM/kpc~3

alpha_h_II = 1.63

beta_h_II = 2.17

R_d_II = 3.2#kpc

Sigma_d_SD_II = (536.0e6)*0.75#S5M/kpc 2
Sigma_g_ISM_II = (536.0e6)*0.25#SM/kpc 2

In [9]: def Vc2_b(R,rho_b,q_b=q_b,alpha_b=alpha_b,r_b=r_b,a_b=a_b):
def I_b(x,R):
e = np.sqrt(l. - q_b*x2.)
n = x**(2.-alpha_b)*np.exp (- (R¥x*2. *x**2.) /r_b**2.)
d = np.sqrt(l.-x**2. *ke**2.)
t = R*x2.%(R/a_b)**(-alpha_b)
return (t*n)/d
Rx = R.reshape(-1, 1)
yp = np.linspace(0.,1.,100) .reshape(l,-1)#integration limits
dx = yp[0,1] - ypl0,0]
fun = I_b(yp,Rx)
res_int = integrate.simps(fun,dx=dx)
return 4.*np.pi*G*q_b*rho_b*res_int

In [10]: Vc2_b_I = Vc2_b(vecRp,rho_b=rho_b_I)
Vc2_b_II = Vc2_b(vecRp,rho_b=rho_b_II)
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In [11]: def Vc2_DM(R,a_h,rho_h,alpha_h,beta_h,q_h=q_h):
def I_h(x,R):
e = np.sqrt(l.- g_h**2.)
n = x*#*(2.-alpha_h)*(1.+ (x*R)/(a_h))+*(alpha_h-beta_h)
d = np.sqrt(l-x**2. xe**2)
t = R#*2.%(R/a_h)*+*(-alpha_h)
result = (t*n)/d
return result

Rx = R.reshape(-1, 1)
yp = np.linspace(0.,1.,100) .reshape(l,-1)#integration limits
dx = ypl0,1] - yp[0,0]

fun = I_h(yp,Rx)
res_int = integrate.simps(fun,dx=dx)
return 4.*np.pi*G*q_h*rho_h*res_int

In [12]: Vc2_DM_I = Vc2_DM(vecRp,a_h_I,rho_h_I,alpha_h_I,beta_h_I)
Vc2_DM_II = Vc2_DM(vecRp,a_h_II,rho_h_II,alpha_h_II,beta_h_II)

In [13]: def Vc2_SD_simps(R,R_d,Sigma_d_SD,z=0.,alpha_0=0.5,z1=1.,20=0.3):

def I_SD(zp,a,R):
d = np.sqrt((atR)**2. + (z-zp)**2.) + np.sqrt((a-R)**2. + (z-zp)**2.)
u = (2.xa)/d
t2 = u/np.sqrt(l-u**2.)
t1 = (a+R)/(np.sqrt((a+R)**2. + (z-zp)**2.)) - (a-R)/(np.sqrt((a-R)**2. +
g = -a*kn(0,a/R_d)*t2+t1/d
f = (alpha_O*np.exp(-abs(zp)/z0))/(2.%z0) + np.exp(-abs(zp)/z1)/(2.xz1) -
return Rxfx*g

Integral_SD_sims = []

a_lims = np.linspace(0.1, 15.0,1len(R))

zp_lims = np.linspace(-15.0,15.0,1len(R))

fun_zp = np.zeros(len(R))

for k in range(0,len(R)):
for i in range(0,len(R)):

fun_zp[i] = integrate.simps(I_SD(zp_lims[i],a_lims,R[k]),a_lims)

result = integrate.simps(fun_zp,zp_lims)
Integral_SD_sims.append(result)

return -4.*G*Sigma_d_SD#*np.array(Integral_SD_sims)/R_d

In [14]: Vc2_SD_I=Vc2_SD_simps(vecRp,R_d_I,Sigma_d_SD_I)
Vc2_SD_II=Vc2_SD_simps(vecRp,R_d_II,Sigma_d_SD_II)

In [15]: def Vc2_ISM(R,R_d,Sigma_g_ISM,R_m=R_m):

def M_g_ISM(u,R):
return R¥u*np.exp(-((R*u)/(2.*R_d))-(R_m/(R*u)))

Integral_M_g = []

for i in range (0,len(R)):
result = integrate.quad(M_g_ISM,0,1,args=(R[i])) [0]
Integral_M_g.append(result)

return 2.*np.pi*Sigma_g_ISM+G+np.array(Integral_M_g)

In [16]: Vc2_ISM_I=Vc2_ISM(vecRp,R_d_I,Sigma_g_ISM_I)
Vc2_ISM_II=Vc2_ISM(vecRp,R_d_II,Sigma_g_ISM_II)

In [17]: Vc_tot_I = np.sqrt(Vc2_b_I + Vc2_DM_I + Vc2_SD_I + Vc2_ISM_I)
Vc_tot_II = np.sqrt(Vc2_b_IT + Vc2_DM_II + Vc2_SD_II + Vc2_ISM_II)
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Pb

Un solo parametro del modelo

In [18]: def Vc_tot_rho_b_I(R,param):
rho_b = param
suma = Vc2_b(R,rho_b) + Vc2_DM_I + Vc2_SD_I + Vc2_ISM_I
return np.sqrt(suma)

In [19]: def Vc_tot_rho_b_II(R,param):
rho_b = param
suma = Vc2_b(R,rho_b) + Vc2_DM_II + Vc2_SD_II + Vc2_ISM_II
return np.sqrt(suma)

In [20]: #def Vc_tot_rho_b_I(R,param,params):
# Tho_b = param
# a_h,rho_h,alpha_h,beta_h,R_d,Sigma_d_SD,Sigma_g_ISM = params
# suma = Vc2_b(R,Tho_b) + Vc2_DM(R,a_h,Tho_h,alpha_h,beta_h) + Vc2_SD_simps(R,I
# return np.sqrt(suma)

In [25]: def Xi2_rho_b_I(parameters):
rho_b = np.exp(parameters)
model = Vc_tot_rho_b_I(vecRp,rho_b)
xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp)**2.)
return xi

In [26]: def Xi2_rho_b_II(parameters):
rho_b = np.exp(parameters)
model = Vc_tot_rho_b_II(vecRp,rho_b)
xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp) **2.)
return xi

In [27]: xO_rho_b = np.array(np.log(1.0e8))
LS_rho_b_I = minimize(Xi2_rho_b_I,x0_rho_b,method='L-BFGS-B',bounds=((np.log(l.0et
print LS_rho_b_I

fun: 2330.5099908761063
hess_inv: <1x1 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>
jac: array([0.0003638])
message: 'CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF_F_<=_FACTR*EPSMCH'
nfev: 14
nit: 3
status: 0
success: True
x: array([20.98647195])

In [28]: LS_rho_b_II = minimize(Xi2_rho_b_II,x0_rho_b,method='L-BFGS-B',bounds=((np.log(1.(
print LS_rho_b_II

fun: 2681.270120762674
hess_inv: <1x1 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>
jac: array([-0.0001819])
message: 'CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF_F_<=_FACTR*EPSMCH'
nfev: 18
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nit:

5

status: O

success:

True

x: array([20.7099686])

In [29]: print np.exp(LS_rho_b_I.x),np.exp(LS_rho_b_II.x)

[1.30109486e+09] [9.86790777e+08]

In [30]: plt.plot(vecRp,Vc_tot_rho_b_I(vecRp,np.asscalar(np.exp(LS_rho_b_I.x))),'.',label="
plt.plot(vecRp,Vc_tot_I,'.',label='original')
plt.xlabel(r'$R/kpc$')
plt.ylabel(r'$V_{c}/km s~{-1}$")
plt.title('Modelo I')
plt.legend(loc='lower right', prop={'size':10})
plt.savefig('Fit_rho_b_I.pdf')
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In [31]: plt.plot(vecRp,Vc_tot_rho_b_II(vecRp,np.asscalar(np.exp(LS_rho_b_II.x))),'."',label
plt.plot(vecRp,Vc_tot_II,'.',label='original')
plt.xlabel(r'$R/kpc$')
plt.ylabel(r'$V_{c}/km s~{-1}$")
plt.title('Modelo II')
plt.legend(loc="'lower right', prop={'size':10})
plt.savefig('Fit_rho_b_II.pdf')
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[32]: def Vc_tot_a_h_I(R,param):

a_h = param

suma = Vc2_b_I + Vc2_DM(R,a_h,rho_h_I,alpha_h_I,beta_h_I) + Vc2_SD_I + Vc2_IS}

return np.sqrt(suma)

[33]: def Vc_tot_a_h_II(R,param):
a_h = param

suma = Vc2_b_II + Vc2_DM(R,a_h,rho_h_II,alpha_h II,beta_h_II) + Vc2_SD_II + Vc¢

return np.sqrt(suma)

[34]: def Xi2_a_hI(parameters):
a_h = parameters
model = Vc_tot_a_h_I(vecRp,a_h)
xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp) **2.)
return xi

[35]: def Xi2_a_hII(parameters):
a_h = parameters
model = Vc_tot_a_h_II(vecRp,a_h)
xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp)**2.)
return xi

[36]: x0_a_h = np.array(1.0)

LS_a_h_I = minimize(Xi2_a_hI,x0_a_h,method='L-BFGS-B',bounds=((1.0,9.),))

print LS_a_h_I

fun: 4656.750683819073

hess_inv: <1x1 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>

jac: array([0.])
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message: 'CONVERGENCE: NORM_OF_PROJECTED_GRADIENT_<=_PGTOL'
nfev: 18
nit: 5
status: 0O
success: True
x: array([5.71212142])

In [37]: LS_a_h_II = minimize(Xi2_a_hII,x0_a_h,method='L-BFGS-B',bounds=((1.0,9.),))

print LS_a_h_II

fun: 2266.942281435001
hess_inv: <1x1 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>
jac: array([-4.54747351e-05])
message: 'CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF_F_<=_FACTR*EPSMCH'
nfev: 16
nit: 6
status: 0
success: True
x: array([2.0898071])

In [38]: plt.plot(vecRp,Vc_tot_a_h_I(vecRp,np.asscalar(LS_a_h_I.x)),'.',label='Ajuste')
plt.plot(vecRp,Vc_tot_I,'.',label='original')
plt.xlabel(r'$R/kpc$')
plt.ylabel(r'$V_{c}/km s~{-1}$")
plt.title('Modelo I')
plt.legend(loc='lower right', prop={'size':10})
plt.savefig('Fit_a_h_I.pdf')
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In [39]: plt

In

In

In

In

Vi /kms™?!

On
[49] :

[56]:

[57]:

[58]:

plt

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

200{ P

180 1 = .

160 1

1401

120 -

def

def

def

def

M
220 ” - - .

.plot(vecRp,Vc_tot_a_h_II(vecRp,np.asscalar(LS_a_h_II.x)),'.',label='Ajuste')
.plot(vecRp,Vc_tot_I,'.',label='original')

xlabel (r'$R/kpc$"')

ylabel (r'$V_{c}/km s~{-1}$")

title('Modelo II')

legend(loc="'lower right', prop={'size':10})
savefig('Fit_a_h_II.pdf')
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Vc_tot_rho_h_I(R,param):

rho_h = param

suma = Vc2_b_I + Vc2_DM(R,a_h_I,rho_h,alpha_h_I,beta_h_I) + Vc2_SD_I + Vc2_IS}
return np.sqrt(suma)

Vc_tot_rho_h_II(R,param):

rho_h = param

suma = Vc2_b_II + Vc2_DM(R,a_h_II,rho_h,alpha_h_II,beta_h_II) + Vc2_SD_II + Vc¢
return np.sqrt(suma)

Xi2_rho_h_I(parameters):

rho_h = np.exp(parameters)

model = Vc_tot_rho_h_I(vecRp,rho_h)

xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp) **2.)
return xi

Xi2_rho_h_II(parameters):

rho_h = np.exp(parameters)

model = Vc_tot_rho_h_II(vecRp,rho_h)

xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp)**2.)
return xi
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In [59]: xO_rho_h = np.array(np.log(1l.0e8))
LS_rho_h_I = minimize(Xi2_rho_h_I,x0_rho_h,method='L-BFGS-B',bounds=((np.log(l.0et
print LS_rho_h_I

fun: 3481.3481004159257
hess_inv: <1x1 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>
jac: array([-0.00163709])
message: 'CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF_F_<=_FACTR*EPSMCH'
nfev: 16
nit: 3
status: O
success: True
x: array([20.74110992])

In [60]: LS_rho_h_II = minimize(Xi2_rho_h_II,x0_rho_h,method='L-BFGS-B',bounds=((np.log(l.(
print LS_rho_h_II

fun: 2262.254355845996
hess_inv: <1x1 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>
jac: array([-0.00040927])
message: 'CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF_F_<=_FACTR*EPSMCH'
nfev: 16
nit: 5
status: 0
success: True
x: array([19.58533238])

In [61]: print np.exp(LS_rho_h_I.x),np.exp(LS_rho_h_II.x)

[1.01800424e+09] [3.20480626e+08]

In [62]: plt.plot(vecRp,Vc_tot_rho_h_I(vecRp,np.asscalar(np.exp(LS_rho_h_I.x))),'."',label=
plt.plot(vecRp,Vc_tot_I,'.',label='original')
plt.xlabel(r'$R/kpc$')
plt.ylabel(r'$V_{c}/km s~{-1}$")
plt.title('Modelo I')
plt.legend(loc='lower right', prop={'size':10})
plt.savefig('Fit_rho_h_I.pdf')
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In [63]: plt.plot(vecRp,Vc_tot_rho_h_II(vecRp,np.asscalar(np.exp(LS_rho_h_II.x))),'."',label
plt.plot(vecRp,Vc_tot_II,'.',label='original')
plt.xlabel(r'$R/kpc$')
plt.ylabel(r'$V_{c}/km s~{-1}$")
plt.title('Modelo II')
plt.legend(loc='lower right', prop={'size':10})
plt.savefig('Fit_rho_h_II.pdf')
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In [64]:

In [65]:

In [66]:

In [75]:

In [70]:

fun:
jac:
message:
nfev:
nit:
status:
success:
X:

In [76]:

def Vc_tot_alpha_h_I(R,param):
alpha_h = param
suma = Vc2_b_I + Vc2_DM(R,a_h_I,rho_h_I,alpha_h,beta_h_I) + Vc2_SD_I + Vc2_IS}
return np.sqrt(suma)

def Vc_tot_alpha_h_II(R,param):
alpha_h = param
suma = Vc2_b_II + Vc2_DM(R,a_h_II,rho_h_II,alpha_h,beta_h_II) + Vc2_SD_II + V¢
return np.sqrt(suma)

def Xi2_alpha_h_I(parameters):
alpha_h = parameters
model = Vc_tot_alpha_h_I(vecRp,alpha_h)
xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp) **2.)
return xi

def Xi2_alpha_h_II(parameters):
alpha_h = parameters
model = Vc_tot_alpha_h_II(vecRp,alpha_h)
xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp)**2.)
return xi

x0_alpha_h = np.array(-3.)
LS_alpha_h_I = minimize(Xi2_alpha_h_I,x0_alpha_h,method='TNC',bounds=((-3.,3.),))
print LS_alpha_h_I

3051.261701021752

array ([-9.09494702e-05])
'Converged (lf_n-f_(n-1)| 7= 0)'
18

6

1

True

array([-1.34313742])

x0_alpha_h_II = np.array(-10.)
LS_alpha_h_IT = minimize(Xi2_alpha_h_IT,x0_alpha_h,method='TNC',bounds=((-3.,3.),’
print LS_alpha_h_II

/Users/atalia/miniconda2/1ib/python2.7/site-packages/ipykernel_launcher.py:4: RuntimeWarnir
after removing the cwd from sys.path.

fun:
jac:
message:
nfev:
nit:
status:
success:
X:

123549.78104984072
array([-15441.71391288])
'Linear search failed'
66

0

4

False

array([-3.1)
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In [77]: plt.plot(vecRp,Vc_tot_alpha_h_I(vecRp,np.asscalar(LS_alpha_h I.x)),'."',label="Ajus
plt.plot(vecRp,Vc_tot_I,'.',label='original')
plt.xlabel(r'$R/kpc$')
plt.ylabel(r'$V_{c}/km s~{-1}$")
plt.title('Modelo I')
plt.legend(loc='lower right', prop={'size':10})
plt.savefig('Fit_alpha_h_I.pdf')

Modelo |
/—— ——— -,
220 1
= e = =
I
200 K,
°/
v o
£ 180 -
S .
.
N .-
160 1 4
:.
1401 »
® * Ajuste
* original
120 L T ’ T T T T T T T
0.0 25 5.0 75 10.0 125 15.0 17.5
Rikpc
In [78]: plt.plot(vecRp,Vc_tot_alpha_h_II(vecRp,np.asscalar(LS_alpha_h_II.x)),'.',label="'A"
plt.plot(vecRp,Vc_tot_II,'.',label='original')

plt.xlabel(r'$R/kpc$')

plt.ylabel(r'$V_{c}/km s~{-1}$")
plt.title('Modelo II')

plt.legend(loc='lower right', prop={'size':10})
plt.savefig('Fit_alpha_h_II.pdf')
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In [79]: def Vc_tot_beta_h_I(R,param):
beta_h = param
suma = Vc2_b_I + Vc2_DM(R,a_h_I,rho_h_I,alpha_h_I,beta_h) + Vc2_SD_I + Vc2_IS}
return np.sqrt(suma)

In [80]: def Vc_tot_beta_h_II(R,param):
beta_h = param
suma = Vc2_b_II + Vc2_DM(R,a_h_II,rho_h_II,alpha_h_II,beta_h) + Vc2_SD_II + Vc¢
return np.sqrt(suma)

In [84]: def Xi2_beta_h_I(parameters):
beta_h = parameters
model = Vc_tot_beta_h_I(vecRp,beta_h)
xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp) **2.)
return xi

In [88]: def Xi2_beta_h_II(parameters):
beta_h = parameters
model = Vc_tot_beta_h_II(vecRp,beta_h)
xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp)**2.)
return xi

In [86]: x0_beta_h = np.array(l.)
LS_beta_h_I = minimize(Xi2_beta_h_I,x0_beta_h,method='L-BFGS-B',bounds=((1.,3.),))
print LS_beta_h_I

fun: 3882.201546383615
hess_inv: <1x1 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>
jac: array([0.0003638])
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message:
nfev:
nit:
status:
success:
X:

In [89]:

fun:
hess_inv:
jac:
message:
nfev:
nit:
status:
success:
X:

In [90]:

V.lkms™!

'CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF_F_<=_FACTR*EPSMCH'
18

7

0

True

array([2.581407771)

LS_beta_h_II = minimize(Xi2_beta_h_II,x0_beta_h,method='L-BFGS-B',bounds=((1.,3.),
print LS_beta_h_IT

2367.086155154032

<1x1 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>
array([0.])

' CONVERGENCE: NORM_OF_PROJECTED_GRADIENT_<=_PGTOL'
24

8

0

True

array([1.99731338])

plt.plot(vecRp,Vc_tot_beta_h_I(vecRp,np.asscalar(LS_beta_h_I.x)),'.',label="Ajuste
plt.plot(vecRp,Vc_tot_I,'.',label='original')

plt.xlabel(r'$R/kpc$')

plt.ylabel(r'$V_{c}/km s~{-1}$")

plt.title('Modelo I')

plt.legend(loc='lower right', prop={'size':10})

plt.savefig('Fit_beta_h_I.pdf')
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In [91]: plt

In

In

In

In

Vi /kms™?!

[92]:

[93]:

[94]:

[95]:

plt

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

xlabel (r'$R/kpc$"')

ylabel (r'$V_{c}/km s~{-1}$")

title('Modelo II')

legend(loc="'lower right', prop={'size':10})
savefig('Fit_beta_h_II.pdf')

Modelo Il

.plot(vecRp,Vc_tot_beta_h_II(vecRp,np.asscalar(LS_beta_h_II.x)),
.plot(vecRp,Vc_tot_II,'.',label='original')
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def

def

def

def

Ajuste
original

0.0 25 5.0 75 10.0 125

Vc_tot_R_d_I(R,param):

R_d = param

T

15.0

T

175

'.',label="Ajus

suma = Vc2_b_I + Vc2_DM_I + Vc2_SD_simps(R,R_d,Sigma_d_SD_I) + Vc2_ISM(R,R_d,¢

return np.sqrt(suma)

Vc_tot_R_d_II(R,param):
R_d = param

suma = Vc2_b_II + Vc2_DM_II + Vc2_SD_simps(R,R_d,Sigma_d_SD_II) + Vc2_ISM(R,R.

return np.sqrt(suma)

Xi2_R_d_I(parameters):
R_d = parameters

model = Vc_tot_R_d_I(vecRp,R_d)

xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp)**2.)

return xi

Xi2_R_d_II(parameters):

R_d = parameters

model = Vc_tot_R_d_II(vecRp,R_d)

xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp)**2.)
return xi
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In [96]: x0_R_d = np.array(1.0)

LS_R_d_I = minimize(Xi2_R_d_I,x0_R_d,method='L-BFGS-B',bounds=((1.0,4.),))

print LS_R_d_I

fun:
hess_inv:
jac:
message:
nfev:
nit:
status:
success:
X:

In [101]:

fun:
hess_inv:
jac:
message:
nfev:
nit:
status:
success:
X:

In [102]:

3179.35755550916

<1x1 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>
array([4.54747351e-05])

'CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF _F_<=_FACTR*EPSMCH'

22
8
0

True
array([2.32916685])

LS_R_A_II = minimize(Xi2_R_d_II,x0_R_d,method='L-BFGS-B',bounds=((1.0,7.),))
print LS_R_d_II

2712.3996983165016

<1x1 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>
array([0.])

' CONVERGENCE: NORM_OF_PROJECTED_GRADIENT_<=_PGTOL'

22
6
0

True
array([4.773446611)

plt
plt

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

.plot(vecRp,Vc_tot_R_d_I(vecRp,np.asscalar(LS_R_d_I.x)),'.',label="'Ajuste')
.plot(vecRp,Vc_tot_I,'.',label='original')

xlabel(r'$R/kpc$")

ylabel (r'$V_{c}/km s~{-1}$")

title('Modelo I')

legend(loc='lower right', prop={'size':10})

savefig('Fit_R_d_I.pdf')
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In [104]:

V.lkms™?
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plt.plot(vecRp,Vc_tot_R_d_II(vecRp,np.asscalar(LS_R_d_II.x)),'.',label='Ajuste')
plt.plot(vecRp,Vc_tot_II,'.',label='original')
plt.xlabel(r'$R/kpc$')
plt.ylabel (r'$V_{c}/km s~{-1}$')
plt.title('Modelo II')
plt.legend(loc='lower right', prop={'size':10})
plt.savefig('Fit_R_d_II.pdf')
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2

In [110]: def Vc_tot_Sigma_d_I(R,param):
Sigma_d_SD = param
suma = Vc2_b_I + Vc2_DM_I + Vc2_SD_simps(R,R_d_I,Sigma_d_SD) + Vc2_ISM_I
return np.sqrt(suma)

In [111]: def Vc_tot_Sigma_d_II(R,param):
Sigma_d_SD = param
suma = Vc2_b_II + Vc2_DM_II + Vc2_SD_simps(R,R_d_II,Sigma_d_SD) + Vc2_ISM_II
return np.sqrt(suma)

In [112]: def Xi2_Sigma_d_I(parameters):
Sigma_d_SD = np.exp(parameters)
model = Vc_tot_Sigma_d_I(vecRp,Sigma_d_SD)
xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp) **2.)
return xi

In [113]: def Xi2_Sigma_d_II(parameters):
Sigma_d_SD = np.exp(parameters)
model = Vc_tot_Sigma_d_II(vecRp,Sigma_d_SD)
xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp)**2.)
return xi

In [115]: x0_Sigma_d = np.array(np.log(0.15e9))
LS_Sigma_d_I = minimize(Xi2_Sigma_d_I,x0_Sigma_d,method='L-BFGS-B',bounds=((np.1lc
print LS_Sigma_d_I

fun: 2570.7514262513205
hess_inv: <1x1 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>
jac: array([-0.00013642])
message: 'CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF_F_<=_FACTR*EPSMCH'
nfev: 22
nit: 5
status: O
success: True
x: array([21.36789835])

In [116]: LS_Sigma_d_II = minimize(Xi2_Sigma_d_II,x0_Sigma_d,method='L-BFGS-B',bounds=((np.
print LS_Sigma_d_II

fun: 2265.154336768537
hess_inv: <1x1 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>
jac: array([-0.00077307])
message: 'CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF_F_<=_FACTR*EPSMCH'
nfev: 20
nit: 5
status: 0
success: True
x: array([20.23855419])

In [117]: print np.exp(LS_Sigma_d_I.x),np.exp(LS_Sigma_d_II.x)
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[1.90528673e+09] [6.15874762e+08]

In [118]: plt.plot(vecRp,Vc_tot_Sigma_d_I(vecRp,np.asscalar(np.exp(LS_Sigma_d_I.x))),'."',1c
plt.plot(vecRp,Vc_tot_I,'.', label='0Original')
plt.xlabel(r'$R/kpc$')
plt.ylabel(r'$V_{c}/km s~{-1}$")
plt.title('Modelo I')
plt.legend(loc='lower right', prop={'size':10})
plt.savefig('Fit_Sigma_d_I.pdf')
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In [119]: plt.plot(vecRp,Vc_tot_Sigma_d_II(vecRp,np.asscalar(np.exp(LS_Sigma_d_II.x))),'.",
plt.plot(vecRp,Vc_tot_II,'."',label='0Original')
plt.xlabel(r'$R/kpc$')
plt.ylabel(r'$V_{c}/km s~{-1}$")
plt.title('Modelo II')
plt.legend(loc='lower right', prop={'size':10})
plt.savefig('Fit_Sigma_d_II.pdf"')
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In [120]: def Vc_tot_Sigma_g I(R,param):
Sigma_g_ISM = param
suma = Vc2_b_I + Vc2_DM_I + Vc2_SD_I + Vc2_ISM(R,R_d_I,Sigma_g_ISM)
return np.sqrt(suma)

In [121]: def Vc_tot_Sigma_g II(R,param):
Sigma_g_ISM = param
suma = Vc2_b_II + Vc2_DM_II + Vc2_SD_II + Vc2_ISM(R,R_d_II,Sigma_g_ISM)
return np.sqrt(suma)

In [122]: def Xi2_Sigma_g_I(parameters):
Sigma_g_ISM = np.exp(parameters)
model = Vc_tot_Sigma_g_I(vecRp,Sigma_g_ISM)
xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp)**2.)
return xi

In [123]: def Xi2_Sigma_g_II(parameters):
Sigma_g_ISM = np.exp(parameters)
model = Vc_tot_Sigma_g_II(vecRp,Sigma_g_ISM)
xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp) **2.)
return xi

In [124]: x0_Sigma_g = np.array(np.log(1l.0e8))
LS_Sigma_g_I = minimize(Xi2_Sigma_g_I,x0_Sigma_g,method='L-BFGS-B',bounds=((np.1c
print LS_Sigma_g_I

fun: 3226.1629486152788
hess_inv: <1x1 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>
jac: array([0.1)
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message:
nfev: 20
nit: 5
status: 0O
success:

'CONVERGENCE: NORM_OF_PROJECTED_GRADIENT_<=_PGTOL'

True

x: array([20.83104254])

In [125]: LS_Sigma_g_II = minimize(Xi2_Sigma_g_II,x0_Sigma_g,method='L-BFGS-B',bounds=((np.
print LS_Sigma_g_II
fun: 2486.0039212887727
hess_inv: <1x1 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>
jac: array([0.1)
message: 'CONVERGENCE: NORM_OF_PROJECTED_GRADIENT_<=_PGTOL'
nfev: 20
nit: 5
status: O
success: True

x: array([19.97104902])

In [126]: print np.exp(LS_Sigma_g_I.x),np.exp(LS_Sigma_g_II.x)

[1.113799e+09]

[4.71320564e+08]

In [127]: plt.plot(vecRp,Vc_tot_Sigma_g_I(vecRp,np.asscalar(np.exp(LS_Sigma_g_I.x))),'."', 1z
plt.plot(vecRp,Vc_tot_I,'.',label='0Original')
plt.xlabel(r'$R/kpc$')
plt.ylabel(r'$V_{c}/km s~{-1}$")
plt.title('Modelo I')
plt.legend(loc='lower right', prop={'size':10})
plt.savefig('Fit_Sigma_g I.pdf')
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In [128]: plt.plot(vecRp,Vc_tot_Sigma_g_II(vecRp,np.asscalar(np.exp(LS_Sigma_g II.x))),'.",
plt.plot(vecRp,Vc_tot_II,'.',label='0Original')
plt.xlabel(r'$R/kpc$')
plt.ylabel(r'$V_{c}/km s~{-1}$")
plt.title('Modelo II')
plt.legend(loc="'lower right', prop={'size':10})
plt.savefig('Fit_Sigma_g II.pdf')

Modelo Il
230 - Tt ~.
220 -
- ==

210 4 -
T .o ‘.,
E 200 1 Ry )
N K

1904

1801 °

o * Ajuste
170 4 » *  Original

T T T T T T T T

0.0 25 5.0 75 10.0 125 15.0 17.5

2 Dos parametros

ap 'y Pn

In [129]: def Vc_tot_a_h_rho_h_I(R,params):
a_h,rho_h = params
suma = Vc2_b_I + Vc2_DM(R,a_h,rho_h,alpha_h_I,beta_h_I) + Vc2_SD_I + Vc2_ISM.
return np.sqrt(suma)

In [130]: def Vc_tot_a_h_rho_h_II(R,params):
a_h,rho_h = params
suma = Vc2_b_II + Vc2_DM(R,a_h,rho_h,alpha_h_II,beta_h_II) +Vc2_SD_II + Vc2_]
return np.sqrt(suma)

In [131]: def Xi2_a_h_rho_h_I(parameters):
a_h,rho_h = parameters
par = a_h,np.exp(rho_h)
model = Vc_tot_a_h_rho_h_I(vecRp,par)
xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp)**2.)

return xi
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In [132]: def Xi2_a_h_rho_h_II(parameters):
a_h,rho_h = parameters
par = a_h,np.exp(rho_h)
model = Vc_tot_a_h_rho_h_II(vecRp,par)

xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp) **2.)
return xi

In [138]: x0_a_h_rho_h = np.array([1.0,np.log(1.0e8)]1)
LS_a_h_rho_h_I = minimize(Xi2_a_h_rho_h_I,x0_a_h_rho_h,method='L-BFGS-B',bounds=!|
print LS_a_h_rho_h_I

fun: 2520.0713647512684
hess_inv: <2x2 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>
jac: array([-9.09494702e-05, -4.54747351e-05])
message: 'CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF_F_<=_FACTR*EPSMCH'
nfev: 105
nit: 24
status: 0
success: True
x: array([ 1.32637895, 22.1557697 1)

In [139]: pars_a_h_rho_h_I_min = np.array([LS_a_h_rho_h_I.x[0],np.exp(LS_a_h_rho_h_I.x[1])]

print pars_a_h_rho_h_I_min

[1.32637895e+00 4.18917520e+09]

In [140]: LS_a_h_rho_h_II = minimize(Xi2_a_h_rho_h_II,x0_a_h_rho_h,method='L-BFGS-B',bounds

print LS_a_h_rho_h_II

fun: 2257.7286794271035
hess_inv: <2x2 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>
jac: array([-0.29581315, -0.22937456])
message: 'CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF_F_<=_FACTR*EPSMCH'
nfev: 135
nit: 30
status: 0
success: True
x: array([ 1.51448883, 20.03241529])

In [141]: pars_a_h_rho_h_II_min = np.array([LS_a_h_rho_h_IT.x[0],np.exp(LS_a_h_rho_h_II.x[:

print pars_a_h_rho_h_II_min

[1.51448883e+00 5.01149638e+08]

In [142]: plt.plot(vecRp,Vc_tot_a_h_rho_h_I(vecRp,pars_a_h_rho_h_I_min),'.',label='Ajuste';
plt.plot(vecRp,Vc_tot_I,'.',label='0Original')
plt.xlabel(r'$R/kpc$')
plt.ylabel(r'$V_{c}/km s~{-1}$")
plt.title('Modelo I')
plt.legend(loc='lower right', prop={'size':10})
plt.savefig('Fit_a_h_rho_h_I.pdf')

95



V./kms~?

In [143]:
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plt.plot(vecRp,Vc_tot_a_h_rho_h_II(vecRp,pars_a_h_rho_h_II_min),'.',label='Ajuste
plt.plot(vecRp,Vc_tot_II,'.',label='0Original')
plt.xlabel(r'$R/kpc$')
plt.ylabel (r'$V_{c}/km s~{-1}$')
plt.title('Modelo II')
plt.legend(loc='lower right', prop={'size':10})
plt.savefig('Fit_a_h_rho_h II.pdf')
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3 Tres parametros, bulbo y halo de materia oscura

an, Pn'Y Po
Modelo I

In

In

In

In

h,

[150]: def Vc_tot_a_h_rho_h_rho_b_I(R,params,parameters):

[151]:

[152]:

[153]:

fun:
ess_inv:
jac:
message:
nfev:
nit:
status:
success:
X:

par
par
par

def

a_h,rho_h,rho_b = params

alpha_h,beta_h= parameters

suma = Vc2_b(R,rho_b) + Vc2_DM(R,a_h,rho_h,alpha_h,beta_h) + Vc2_SD_I + Vc2_]
return np.sqrt(suma)

_wo_a_h_rho_h_rho_b_I = np.array([alpha_h_I,beta_h_I])
_wo_a_h_rho_h_rho_b_II = np.array([alpha_h_II,beta_h_II])
_wo_a_h_rho_h_rho_b_NFW = np.array([1.,3.])

Xi2_a_rho_h_rho_b_I(parameters):

a_h,rho_h,rho_b = parameters

par = a_h,np.exp(rho_h) ,np.exp(rho_b)

model = Vc_tot_a_h_rho_h_rho_b_I(vecRp,par,par_wo_a_h_rho_h_rho_b_I)

xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp)**2.)
return xi

x0_a_rho_h_rho_b = np.array([0.01,np.log(1.0e8) ,np.log(1.0e8)])
LS_a_rho_h_rho_b_I = minimize(Xi2_a_rho_h_rho_b_I,x0_a_rho_h_rho_b,method="'L-BFG
print LS_a_rho_h_rho_b_I

2205.3938880068736

<3x3 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>

array ([0.00000000e+00, 0.00000000e+00, 4.54747351e-05])
'CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF_F_<=_FACTR*EPSMCH'

144

27
0

True
array([ 2.62194958, 20.94276355, 20.71227158])

In [154]: pars_a_rho_h_rho_b_min_I = np.array([LS_a_rho_h_rho_b_I.x[0],np.exp(LS_a_rho_h_rl
print pars_a_rho_h_rho_b_min_I

[2.62194958e+00 1.24545100e+09 9.89065955e+08]

In [155]: plt

plt
plt
plt
plt

plt.
plt.
plt.

plt
plt

plt.

.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_b(vecRp,np.asscalar(np.exp(LS_a_rho_h_rho_b_I.x[2]))).
.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_DM(vecRp,np.asscalar(LS_a_rho_h_rho_b_I.x[0]),np.assce
.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_SD_I),'.',label='Stelar Disk')
.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_ISM_I),'.', label="'ISM')
.plot(vecRp,Vc_tot_a_h_rho_h_rho_b_I(vecRp,pars_a_rho_h_rho_b_min_I,par_wo_a_l
xlabel ('R/kpc')

ylabel(r'$V_{c}(R)/kms~{-1}$")

legend(loc='lower right', prop={'size':10})

.hlines(230,0,17)

.vlines(8,0,240)
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Modelo II

In _a_h_ -
a_h,rho_h,rho_b = params

alpha_h,beta_h= parameters

suma = Vc2_b(R,rho_b) + Vc2_DM(R,a_h,rho_h,alpha_h,beta_h) + Vc2_SD_II + Vc2._

return np.sqrt(suma)

[156]: def Vc_tot_a_h_rho_h_rho_b_II(R,params,parameters):

[1567]: def Xi2_a_rho_h_rho_b_II(parameters):

a_h,rho_h,rho_b = parameters

par = a_h,np.exp(rho_h),np.exp(rho_b)

model = Vc_tot_a_h_rho_h_rho_b_II(vecRp,par,par_wo_a_h_rho_h_rho_b_II)
np.sum((vecvRp-model) **2./(vecerrvRp) **2.)

return xi

In

xi =

In [158]: x0_a_rho_h_rho_b_II = np.array([0.01,np.log(1l.0e8),np.log(1.0e8)])

[159]: LS_a_rho_h_rho_b_II = minimize(Xi2_a_rho_h_rho_b_II,x0_a_rho_h_rho_b_II,method="'1

print LS_a_rho_h_rho_b_II

In

2246.5087437860802

<3x3 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>
array([2.37907443e+01, 1.71894499e-02, 4.09272616e-04])
'CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF_F_<=_FACTR*EPSMCH'

fun:
hess_inv:
jac:
message:

In [160]: pars_a_rho_h_rho_b_min_II =

nfev:
nit:
status:
success:
X:

348

61

0

True
array([ 1.

, 20.90012374, 18.65825116])

print pars_a_rho_h_rho_b_min_II
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[1.00000000e+00 1.19346149e+09 1.26816429e+08]

In [162]: plt.

VAR)HGT]S—I

NFW I

In [163]:

In [164]:

In [184]:

plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_b(vecRp,np.asscalar(np.exp(LS_a_rho_h_rho_b_II.x[2])))

plt.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_DM(vecRp,np.asscalar(LS_a_rho_h_rho_b_II.x[0]),np.assc
plt.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_SD_II),'.',label='Stelar Disk')
plt.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_ISM_II),'.',label="ISM')
plt.plot(vecRp,Vc_tot_a_h_rho_h_rho_b_II(vecRp,pars_a_rho_h_rho_b_min_II,par_wo_:
plt.xlabel('R/kpc')
plt.ylabel(r'$V_{c}(R) /kms~{-1}$")
plt.legend(loc='lower right', prop={'size':10})
plt.hlines(230,0,17)
plt.vlines(8,0,240)
plt.savefig('Fit_rho_b_rho_h_a_h II_v2.pdf')
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def Vc_tot_a_h_rho_h_rho_b_NFWI(R,params,parameters):
a_h,rho_h,rho_b = params
alpha_h,beta_h= parameters
suma = Vc2_b(R,rho_b) + Vc2_DM(R,a_h,rho_h,alpha_h,beta_h) + Vc2_SD_I + Vc2_]
return np.sqrt(suma)
def Xi2_a_rho_h_rho_b_NFWI(parameters) :
a_h,rho_h,rho_b = parameters
par = a_h,np.exp(rho_h),np.exp(rho_b)
model = Vc_tot_a_h_rho_h_rho_b_NFWI(vecRp,par,par_wo_a_h_rho_h_rho_b_NFW)
xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp) **2.)
return xi
x0_a_rho_h_rho_b_NFWI = np.array([i1.,np.log(0.1e8),np.log(0.0001e8)])

LS_a_rho_h_rho_b_NFWI = minimize(Xi2_a_rho_h_rho_b_NFWI,x0_a_rho_h_rho_b_NFWI, met
print LS_a_rho_h_rho_b_NFWI
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fun:
hess_inv:
jac:
message:
nfev:
nit:
status:
success:
X:

In [185]: pars_a_rho_h_rho_b_min NFWI = np.array([LS_a_rho_h_rho_b_NFWI.x[0],np.exp(LS_a_rt

2684.55947039445

<3x3 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>
array([ 0.01678018, 0.02401066, -0.00873115])
'CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF _F_<=_FACTR*EPSMCH'
148

24

0

True

array([ 3.05331675, 19.43317098, 9.4500881 ])

print pars_a_rho_h_rho_b_min_NFWI

[3.05331675e+00 2.75244672e+08 1.27092848e+04]

In [186]:

V.(R)/kms~ 1

NFW II

plt.plot(vecRp,np.

sqrt (Vc2_b(vecRp,np.asscalar(np.exp(LS_a_rho_h_rho_b_NFWI.x[2])

plt.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_DM(vecRp,np.asscalar(LS_a_rho_h_rho_b_NFWI.x[0]),np.as
plt.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_SD_I),'."',label='Stelar Disk')
plt.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_ISM_I),'.',label="'ISM')
plt.plot(vecRp,Vc_tot_a_h_rho_h_rho_b_NFWI(vecRp,pars_a_rho_h_rho_b_min_NFWI,par.
plt.xlabel('R/kpc')
plt.ylabel(r'$V_{c}(R) /kms~{-1}$")
plt.legend(loc='lower right', prop={'size':10})
plt.hlines(230,0,17)
plt.vlines(8,0,240)
plt.savefig('Fit_rho_b_rho_h_a_h NFWI_v2.pdf')
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In [169]: def Vc_tot_a_h_rho_h_rho_b_NFWII(R,params,parameters):

a_h,rho_h,rho_b = params
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In [170]: def

alpha_h,beta_h= parameters
suma = Vc2_b(R,rho_b) + Vc2_DM(R,a_h,rho_h,alpha_h,beta_h) + Vc2_SD_II + Vc2_
return np.sqrt(suma)

Xi2_a_rho_h_rho_b_NFWII(parameters):

a_h,rho_h,rho_b = parameters

par = a_h,np.exp(rho_h) ,np.exp(rho_b)

model = Vc_tot_a_h_rho_h_rho_b_NFWII(vecRp,par,par_wo_a_h_rho_h_rho_b_NFw)
xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp)**2.)

return xi

In [171]: xO_a_rho_h_rho_b_NFWII = np.array([0.01,np.log(1.0e8),np.log(1.0e8)]1)
LS_a_rho_h_rho_b_NFWII = minimize(Xi2_a_rho_h_rho_b_NFWII,x0O_a_rho_h_rho_b_NFWII,
print LS_a_rho_h_rho_b_NFWII

fun: 2268.4462559502604
hess_inv: <3x3 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>
jac: array([-0.00113687, -0.00222826, -0.00059117])
message: 'CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF_F_<=_FACTR*EPSMCH'
nfev: 204

nit: 41
status: O

success: True
x: array([ 4.48867096, 18.92340689, 20.41992984])

In [172]: pars_a_rho_h_rho_b_min NFWII = np.array([LS_a_rho_h_rho_b_NFWII.x[0],np.exp(LS_a.
print pars_a_rho_h_rho_b_min_NFWII

[4.48867096e+00 1.65322206e+08 7.38350975e+08]

In [174]: plt
plt
plt
plt
plt

plt.
plt.
plt.

plt

plt.
plt.

.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_b(vecRp,np.asscalar(np.exp(LS_a_rho_h_rho_b_NFWII.x[2]

.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_DM(vecRp,np.asscalar(LS_a_rho_h_rho_b_NFWII.x[0]),np.:
.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_SD_II),'.',label='Stelar Disk')
.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_ISM_II),'.',label="'ISM')

.plot(vecRp,Vc_tot_a_h_rho_h_rho_b_NFWII(vecRp,pars_a_rho_h_rho_b_min_NFWII,p:
xlabel('R/kpc')

ylabel(r'$V_{c}(R)/kms~{-1}$")

legend(loc='lower right', prop={'size':10})

.hlines(230,0,17)

vlines(8,0,240)

savefig('Fit_rho_b_rho_h_a_h NFWII_v2.pdf')
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4 Ajuste del perfil de materia oscura de campo escalar

In [187]: def M_minor(r,rho_sol,m_a):
rsol = ((rho_so0l/2.42e9)*(m_a/1.0e-22)**2.)**(-0.25)
n = 3465.xr**13.*%rsol + 23100.*r**11.*rsol**3. + 65373.*r**9.*xrsol**5. + 101
d = (r**2. +rsol**2.)**7.
const = 4.*np.pi*rho_sol*rsol**3./215040.
return const*n/d

In [188]: def M_mayor(r,rho_sol,m_a,eps,r_s):
rsol = ((rho_sol/2.42e9)*(m_a/1.0e-22)**2.)**(-0.25)
r_eps = rsol*np.sqrt(eps*x(-1./8.) - 1.)
delta_NFW = eps*r_eps*(r_s + r_eps)**2./r_s**3.
tl = np.log(r + r_s) + r_s/(r+r_s) -np.log(r_s +r_eps) - r_s/(r_s+r_eps)#- m
constant = 4.*np.pi*rho_sol*delta_NFW+r_s**3.
n2 = 3465.*xr_eps**13.*rsol + 23100.*r_eps**11.*rsol**3. + 65373.*r_eps**9.x*rs
d2 = (r_eps**2. +rsol**2.)**7.
const2 = 4.*np.pi*rho_sol*rsol#**3./215040.
return constant*tl + const2+*n2/d2

In [189]: def vc2_DM_axion(r,rho_sol,m_a,eps,r_s):
rsol = ((rho_sol/(2.42e9))*(m_a/1.0e-22)*x2.)**(-0.25)
r_eps = rsol*np.sqrt(eps*x(-1./8.) - 1.)
result = []
for i in range(0,len(r)):
if rlil<r_eps:
result.append (G*M_minor (r[i] ,rho_sol,m_a)/r[il)
else:
result.append (GxM_mayor (r[i] ,rho_sol,m_a,eps,r_s)/r[i])
return np.array(result)
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In [190]:

In [191]:

In [194]:

fun:
jac:
message:
nfev:
nit:
status:
success:
X:

In [195]:

rho_sol,m_a,eps,r_s = params
suma = Vc2_b_I + vc2_DM_axion(r,rho_sol,m_a,eps,r_s) + Vc2_SD_I + Vc2_ISM_I
return np.sqrt(suma)

def Vc_tot_rho_sol_m_a_eps_r_s_I(r,params):

def Xi2_rho_sol_m_a_r_s_epsI(parameters):
rho_sol,m_a,eps,r_s = parameters
par = np.exp(rho_sol) ,np.exp(m_a),eps,r_s
model = Vc_tot_rho_sol_m_a_eps_r_s_I(vecRp,par)

xi = np.sum((vecvRp-model)**2./(vecerrvRp)**2.)
return xi

2391.0231310333215

array([ -38.07563189, 29.76398719, -696.15148277, -26.49835551])
'Max. number of function evaluations reached'

100

17

3

False

array([ 24.87120166, -48.33696668, 0.05521332, 6.28756009])

pars_rho_sol_m_a_r_s_epsI_min = np.array([np.exp(LS_rho_sol_m_a_r_s_epsI_TNC.x[0]
print pars_rho_sol_m_a_r_s_epsI_min

[6.33031963e+10 1.01747113e-21 5.52133212e-02 6.28756009e+00]

In [197]:

plt.plot(vecRp,Vc_tot_rho_sol_m_a_eps_r_s_I(vecRp,pars_rho_sol_m_a_r_s_epsI_min),

plt.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_b_I),'."',label='Bulge')
plt.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_SD_I),'.',label='Stelar Disk')
plt.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_ISM_I),'.',label="'ISM')

plt.plot(vecRp,np.sqrt(vc2_DM_axion(vecRp,rho_sol=np.asscalar(np.exp(LS_rho_sol_r
plt.xlabel('R')

plt.ylabel(r'$V_{c}(R)$")

plt.legend(loc='lower right', prop={'size':10})

plt.hlines(230,0,17)

plt.vlines(8,0,240)

plt.savefig('Fit_DMSF_I_TNC_v2.pdf')
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In [199]: def Vc_tot_rho_sol_m_a_eps_r_s_II(r,params):
rho_sol,m_a,eps,r_s = params

In [200]:

In [201]:

fun:
hess_inv:
jac:
message:
nfev:
nit:
status:
success:
X:

In [202]:

suma =
return np.sqrt(suma)

def

rho_sol,m_a,eps,r_s = parameters
par = np.exp(rho_sol),np.exp(m_a),eps,r_s
model = Vc_tot_rho_sol_m_a_eps_r_s_II(vecRp,par)

xi =
return xi

2320.981891789851
array([ -208.78387659,

250
36

0
True

pars_rho_sol_m_a_r_s

print pars_rho_sol_m_a_

r_

np.sum((vecvRp-model) **2./(vecerrvRp) **2.)

Ve2_b_II + vc2_DM_axion(r,rho_sol,m_a,eps,r_s) + Vc2_SD_II + Vc2_ISM_]

np.array([np.log(1.0e10) ,np.log(l.0e-22),0.0000000000(

epsII

epsII_min =

S

195.9455858

array([ 24.41973857, -50.6088541 ,

epsII_min
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<4x4 LbfgsInvHessProduct with dtype=float64>

, -2090.57398024,

'CONVERGENCE: REL_REDUCTION_OF_F_<=_FACTR*EPSMCH'

0.0947956 , 2.32400873])

np.array([np.exp(LS_rho_sol_m_a_r_s

-266.53142413])

epsII.x[0]),



[4.03048872e+10 1.04918948e-22 9.47955966e-02 2.32400873e+00]

In [203]: plt.

V:(R)

plt.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_b_II),'."',label='Bulge')
plt.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_SD_II),'.',label='Stelar Disk')
plt.plot(vecRp,np.sqrt(Vc2_ISM_II),'.',label="ISM')
plt.plot(vecRp,np.sqrt(vc2_DM_axion(vecRp,rho_sol=np.asscalar(np.exp(LS_rho_sol_n
plt.xlabel('R')
plt.ylabel(r'$V_{c}(R)$")
plt.legend(loc='lower right', prop={'size':10})
plt.hlines(230,0,17)
plt.vlines(8,0,240)
plt.savefig('Fit_DMSF_II_BFGS_v2.pdf')
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