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Introduccion

A finales del siglo XIX, el matematico William Burnside publicé el libro Theory of
Groups of Finite Order [2], donde introdujo las ideas para definir lo que actualmente se
conoce como el anillo de Burnside de un grupo de orden finito G (Definicién 1.4.1), el cual
lo denotamos por B(G). Sin embargo, no fue sino hasta el ano 1967 cuando el matemético
L. Solomon dio la definicién formal en el articulo The Burnside algebra of a finite group [7].

La mayor parte de este trabajo estd basada en el articulo An Application of Burnside
Rings in Elementary Finite Group Theory [4] de Andreas W. M. Dress, Christian Siebe-
neicher, y Tomoyuki Yoshida, publicado en 1992. Nuestro objetivo serd dar demostraciones
mds detalladas de los resultados expuestos en dicho articulo [4], dar el ejemplo del anillo de
Burnside de los cuaterniones, y de esta manera tener un mejor entendimiento de lo que se
conoce como anillo de Burnside.

En el Capitulo 1 damos resultados clasicos de teoria de grupos y de la funcién de Mobius
para un copo (conjunto parcialmente ordenado). También definimos el anillo de Burnside
de un grupo finito G, el cual es el Z-médulo generado por las clases de isomorfismo de los
conjuntos finitos donde actiia G, y damos las definiciones de Induccion, Deflacion, Inflacion,
Puntos fijos, y Restriccion las cuales llamaremos “las operaciones del anillo de Burnside”.

En el Capitulo 2 definimos el anillo fantasma de un grupo finito, y vemos que el anillo de
Burnside es un subanillo del anillo fantasma. Més atin, con el Teorema 2.1.4 respondemos a
la pregunta “;Cudles elementos del anillo fantasma son elementos del anillo de Burnside?”.
Por otro lado, gran parte de este trabajo gira alrededor del Teorema 2.1.6, el cual nos dice:

S1 G es un grupo finito y C' un grupo ciclico con el mismo orden que G, entonces existe
un morfismo de anillos

a: B(C)+— B(G)

llamado el homomorfismo de Frobenius-Wielandt, tal que para todo subgrupo U de G y
cada x € B(C) se tiene, que el nimero de elementos U-invariantes del G-conjunto virtual
a(z), es igual al nimero de elementos C\y|-invariantes del C-conjunto virtual x, donde,
Ciy| denota el tdnico subgrupo C' con el mismo orden que U.

Después damos las condiciones necesarias para que « sea un monomorfismo de anillos,
ademds, se demuestra que G es un grupo nilpotente si y sélo si el homomorfismo o de-



fine un isomorfismo entre B(C) y el subanillo By(G) de B(G), donde By(G) consiste de
aquellos G-conjuntos virtuales que tienen el mismo nimero de elementos invariantes para
cualquier subgrupo de G de un orden dado. También vemos algunas aplicaciones del anillo
de Burnside, entre las cuales estd demostrar el 19 y el 3 Teorema de Sylow.

En el Capitulo 3 vemos que el homomorfismo « conmuta (respecto a la composicién
de funciones) con algunas de las operaciones del anillo de Burnside definidas en la seccién
5 del Capitulo 1. Por ultimo, en el Capitulo 4 vemos cual es el anillo de Burnside de los
cuaterniones, asi como la imagen del homomorfismo «, y que el homomorfismo a no conmuta
(respecto a la composicién de funciones) con la operacién Deflacion.
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Capitulo 1

Resultados preliminares

1.1. Grupos

Los resultados cldsicos de este capitulo no se demostrardn pero el lector puede ver sus
demostraciones en [6].

Notacién 1.1.1. Sea G un grupo. Si S es subgrupo de G lo denotamos por S < G y
denotamos por Sub(G) al conjunto de todos los subgrupos de G.

Recordemos que para un subgrupo S de G y ¢ un elemento cualquiera de G, la clase
lateral derecha de S en G es el subconjunto de G

St={st|seS}

y la clase lateral izquierda es tS = {ts | s € S}. Denotaremos por G/S al conjunto de todas
la clases laterales izquierdas de S.

Definicién 1.1.2. Sea GG un grupo finito. Si S < G, el indice de S en G, denotado por
[G : S], es el nimero de clases laterales derechas (izquierdas) de S en G.

Definicién 1.1.3. Sea G un grupo finito, el orden de G, denotado por |G|, es el nimero
de elementos de G. Para a € G el orden de « es el orden de

<a>={d"|neZ}

Por otro lado n es el exponente de G si es el menor nimero positivo que cumple ™ = 1
para todo = € G.

Definicién 1.1.4. Dado un ntimero primo p, un p-grupo es un grupo en el que cada elemento
tiene como orden una potencia de p. Para un ntimero primo p, un p-subgrupo de Sylow de
un grupo G es un p-subgrupo maximal de G, es decir, un p-subgrupo que no esta contenido
estrictamente en otro p-subgrupo.
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Recordemos que un subgrupo normal N de un grupo G es un subgrupo invariante por
conjugacion; es decir, para cada elemento n de N y cada g en G, el elemento gng ' estd en
N. S8i N es un subgrupo normal de G se denota por N < G.

Teorema 1.1.5 (2.21 en [6]). Sea G un grupo finito. Si N < G, entonces las clases laterales
derechas (izquierdas) de N en G forman un grupo, de orden [G : NJ.

Corolario 1.1.6 (2.22 en [6]). Si N < G, entonces el mapeo natural (i.e. la funcién v :
G — G/N definida por v(a) = Na) es un homomorfismo suprayectivo con kernel N.

Definiciéon 1.1.7. Si G es un grupo y si a, b € G, el conmutador de a y b, denotado por
[a, ], es
[a,b] = aba b L.

El subgrupo conmutador de G es el subgrupo generado por todos los conmutadores de G' y
es denotado por G'. El centro de un grupo G, que es denotado por Z(G), es el conjunto de
todas las a € G que conmutan con los elementos de G

Z(G)={a€G|ag=gaVgeG}.

Sean G un grupo, y z, y € G decimos que x es conjugado de y si existe g € G tal que
z = gyg~!, y la conjugacién es una relacién de equivalencia.

Definicién 1.1.8. Si a € G entonces el centralizador de ¢ en G denotado por Cg(a), es el
conjunto de todos los z € G que conmutan con a

Cgla) ={z € G| ax = za}.
Fécilmente vemos que C(a) es un subgrupo de G.

Notacién 1.1.9. Sea G un grupo, y sean a y ¢ elementos de GG, denotamos a los elementos
g 'ag v gag™! por a9 y 9a respectivamente, y a

a®={g7"ag | g € G}.

Si H<Gygé€QG,elconjunto g-'Hg = {g7'hg | h € H} es denotado por HY, y el
normalizador de H en G es denotado por Ng(H),

Ng(H)={a€G|aHa ' = H}.

Teorema 1.1.10 (3.2 en [6]). Sea G un grupo finito. Si a € G, el nimero de conjugados
de a es igual al indice del centralizador:

la%| =[G : Cg(a)]
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y este nimero divide a |G| cuando G es finito.

Definicién 1.1.11. Sean G un grupo finito, y H, K < G. Decimos que H y K son con-
jugados si existe g € G tal que, H = K9, y lo denotamos como H ~¢ K, la cual es una
relacién de equivalencia. Si existe U < K tal que H ~¢ U esto lo denotamos por H < K,
cuando U < K lo denotamos por H <g U. El conjunto de todas las clases de conjugacién
de subgrupos de G es denotado por S, y un conjunto de representantes de Si es denotado
por [Sg].

1.2. G-conjuntos

Si X un conjunto finito, denotaremos a la cardinalidad de X por | X].

Definiciéon 1.2.1. Si X es un conjunto, y G es un grupo, entonces X es un G-conjunto
izquierdo si existe una funcién « : G x X —— X, llamada accién, denotada por a(g, z) = gz,
tal que

1. lz =z Vz € X.
2. g(hz) = (gh)x Vg,he Gy z € X.

También decimos que G actiia sobre X. Si X es finito y | X| = n, entonces n es llamado
el grado del G-conjunto X.

Si X, Y son G-conjuntos decimos que la funcién f : X — Y, es un morfismo de
G-conjuntos si

flg-z)=g-f(z)

para todo g € G y todo z € X.
Sea z € X, la G-6rbita de X es

O(z) ={g9z | g€ G} C X.
El estabilizador de z, denotado por G, es
G, ={9€G|gz =z}
Facilmente vemos que GG, es un subgrupo de G.

Recordemos que un G-conjunto X es transitivo si sélo tiene una Orbita, esto es, para
todos x,y € X existe o € G tal que y = ox.
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Ejemplo 1.2.2. Sea GG un grupo finito, y H un subgrupo de G. El conjunto
G/H={gH|geG}
es un G-conjunto, con la acciéon

GxG/H— G/H
(a,gH) — agH.

Ejemplo 1.2.3. Si X y X5 son G-conjuntos entonces:
1. X1 x X9 es un GG-conjunto con la accién
G x (X1 x X9) — (X1 x Xo)
(9, (w1, 22)) — (921, 92).
2. X7 U X5 (unién disjunta) es un G-conjunto con la accién
G x (X1 UXy) — (X1 U Xy)

(9, (i, 1)) — (94, 7).

Demostracion.

1. Sea f: G x (X1 x X3) — X x X2 definida como

Fg,(z,y) = g(z,y) := (97, 9y)
demostraremos que f es una accion.

w 1(z,y) = (12, 1ly) = (z,y) VY(z,y) € X XY, pues X y Y son G-conjuntos.
= g(h(z,y)) = g(hz, hy) = (ghz, ghy) = (gh)(z,y) VY g,h € G (z,y) € X X Y.

Por lo tanto X x Y es un G-conjunto.

2. Recordemos que la unién disjunta de una familia indexada {X;};cs se define como:

| |Xi=JXix {i} ={(z.i) |[i€l, z€X;}

el el

Sea f: G x (X1 U X)) — X7 U X9 definida como f(g, (24,4)) = g(x4,1) := (gx;,1),
demostraremos que f es una accion.

v (i, 1) = (o, 1) = (m4,1) VY (24,0) € X1 U X, i =1,2.
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= g(h(z4)) = g(hzii) = (ghzi,i) = (gh)(zi,i) ¥V g,h € G (z,1) € X1 U Xy,
i=1,2.

O]

Decimos que los G-conjuntos X y Y son isomorfos si existen morfismos de G-conjuntos
f: X —Yyf:Y— X, talesque fof'y f'of son iguales a la identidad correspondiente
y es facil demostrar que f es un isomorfismo de G-conjuntos si es un homomorfismo de G-
conjunto biyectivo.

Lema 1.2.4. Si X es un G-conjunto transitivo, entonces X = G/H para algin H < G.

Demostracion. Sean X un G-conjunto transitivo y z € X, recordemos que O(x) = X por
ser X transitivo. Sabemos que Gy < Gy G/G; = {hGz|h € G}. Definimos el mapeo

f:G/Gy — X
gGy — gz.

Primero mostremos que f estd bien definida, sean g, h € G tales que gG, = hG, esto
implica que h™'g € G, i.e. h~'gz = z, entonces hx = gz, asi que

J(hGy) = hx = gz = f(9G4)

por lo tanto f estd bien definida. Sea y € X, por ser X transitivo existe h € G tal que
y = hx, definimos

a: X — G/G,
y —> hGy.

Mostraremos que « estd bien definida. Sean h,g € G tales que y = hx = gz entonces
h™lgz = z ie. h~lg € G, esto implica que hG, = gGy, por lo tanto « estd bien definida.
Notemos que si y = hx, entonces

faly) = falhz) = f(hGy) = hz =y,

af(hGy) = a(hz) = hGy,
por lo tanto X = G/G,. O

Corolario 1.2.5 (3.19 en [6]). Sea G un grupo finito. Si X es un G-conjunto finito y x € X,
entonces

|0(z)| =[G : Gz
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Corolario 1.2.6. Dos drbitas de un G-conjunto X son disjuntas o son iguales.
Lema 1.2.7. Cualquier G-conjunto es la unidn disjunta de G-conjuntos transitivos.

Demostracion. Sea X un G-conjunto, entonces X es la unién de las érbitas de sus elementos
las cuales son dinjuntas entre ellas o la misma por lo tanto X es la unién disjunta de érbitas
y las 6rbitas son G-conjuntos transitivos. O

Lema 1.2.8. Sean H, K subgrupos de un grupo finito G, entonces G/H y G/K son iso-
morfos como G-conjuntos si y sélo st K «~g H.

Demostracion.
=] Supongamos G/H = G /K, como G-conjuntos, i.e. que existe un isomorfismo de G-con-
juntos

v:G/K— G/H,

el cual manda a @(K) en zH para algin x € G. Entonces ¢(gK) = grH, en particular
para k € K tenemos que p(kK) = kxH. Por ser ¢ inyectiva tenemos que kxH = xH esto
implica £~ k2 € H, esto pasa Yk € K, es decir K* C H por lo tanto K C H* ' Usando
el argumento anterior con ¢! tenemos que ¢ '(H) = z ' H, entonces H* CK. Luego
H* ' = K, es decir K ¢ H.

<] Supongamos que existe z € G tal que H* = K, sea [ : G/H — G/K definida por
flgH) = gzK.

Demostraremos que f estd bien definida. Sean I, g € G tales que [H = gH es decir ["'g € H
y ya que H® = K tenemos que z~'"'gz € K, asi que f(gH) = gzK = lzK = f(IH), por
lo tanto f estd bien definida. Sea v : G/K > G/H definida como v(gK) = gz 'H, la
demostracién de que v estd bien definida es andloga a al demostracién de que f estd bien
definida. Ficilmente vemos que f y v son morfismos de G-conjuntos. Notemos que

fo(gK) = f(gz~'H) = go~'aK =gK y vf(gH) =v(9zK) = goa™'H = gH
es decir f y v son isomorfismos, por lo tanto G/H = G/K. O
Definicién 1.2.9. Sean GG un grupo finito. Si U < G y X un G-conjunto finito. Definimos
XV ={zeX|ur=xVueU}.
Lema 1.2.10. Para U,V < G, tenemos que |(GJU)YV| # 0 si y sélo si V Sq U.
Demostracion.
(G/U)Y| =1{gU € G/U | vgU = gU Vv € V}]
=|{gU € G/U | g 'vgU =U Vv € V}|
Esto es distinto de 0 si y sélo si existe g € G tal que g7'Vg C U.

16



Teorema 1.2.11 (Teorema de Burnside, Toerema 2.3.2 en [1]). Sean G un grupo finito y
X, Y G-conjuntos finitos, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Los G-conguntos X y Y son isomorfos como G-conjuntos.

2. Para cualquier subgrupo H de G, los conjuntos X y YH tienen la misma cardina-
lidad.

Demostracidn.

= 1 = 2. Sean X y Y G-conjuntos tales que X 2 Y, es decir existe un isomorfismo de
G-conjuntos f: X — Y, asi que para H < G
IX"|={reX|hz=2 VheH}
=HyeY|hfly)=fly) VheH}
=HyeY|flhy)=fly) VheH}
={yeY hy=y VheH} ="

» Sean X,Y G-conjuntos tales que |X| = |[Y#| para todo H < G. Damos a [Sg] un
orden total < tal que H = K implica |H| < |K|. Si [S¢] = {H1 ={},.... H, = G}
con H; < Hj; si t < jy recordando que todo G-conjunto es la unién disjunta de
G-conjuntos transitivos podemos escribir a

xX= || am(X)G/H,
Hi€[Sq]

| | an,(¥)G/H;
H;€[Sa]

I

Y
con ap,(z),an,(Y) € N, esto implica que

H
X7 = || aum(X)G/H;
H;€[Sq]
= > an,(X)|(G/H)"|
H;€[Sa]
= > ag,(V(G/H)T| = YT
H;€[S¢]

por lo tanto

3 (an(X) —am, (V) (G/H)!| = 0.

H;€[Sq]
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Si definimos la matriz M = (m(H;, H;))i; con m(H;, Hj) = |(G/H;)"| es decir

m(HlaHl) am(HlaHQ)
M = m(HQaHl) am(H27H2)

como H; no es conjugado de ningin subgrupo de Hj, si ¢ > j pues |H;| > |Hj,
entonces |(G/H;)i| = 0 pues i > j y m(H;, H;) = [Ng(H;) : H;] # 0. Tenemos que
det(M) # 0, por lo tanto M es invertible, lo que implica que ag,(X) —apg,(Y) =0
para toda i, es decir X =Y.

O]

1.3. La funcién de Mobius de un copo

1.3.1. Algebras de incidencia

Los resultados clasicos de esta seccidon no se demostrardn pero el lector puede ver sus
demostraciones en [8].

Un orden parcial en un conjunto X es una relacién binaria < que es reflexiva, anti-
simétrica, y transitiva, es decir, para cualesquiera a,b, y ¢ € X se tiene que:

» a < a (reflexividad).
» Sia<byb< a,entonces a = b (antisimetria).
» Sia<byb< e entonces a < ¢ (transitividad).

Un conjunto con un orden parcial se denomina conjunto parcialmente ordenado o copo.
Sea P un copo, y a,b € P, definimos el intervalo [a,b] de P como
[a,b] ={ce P|c<b, a<c}
Ejemplo 1.3.1. Sea G un grupo, entonces el Sub(G) es un copo con el orden parcial C.

Definicién 1.3.2. P se llama localmente finito, si todo intervalo, [a,b], de P es finito.
Denotamos al conjunto de todos los los intervalos de P como Int(P). Sea K un campo, si

f:Int(P) — K,

es una funcién, denotamos a f([z,y]) por f(z,y).
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Definicién 1.3.3. Sea P un copo, una cadena C' en P es un subconjunto de P tal que
cualesquiera dos elementos de C' son comparables, es decir para todo X,Y € C, X <Y o
Y <X.

Definicién 1.3.4. Sea P un copo localmente finito. El dlgebra de incidencia I(P,K) (lo
denotaré I(P) para abreviar) de P sobre K, es la K-dlgebra de todas las funciones

fiInt(P) — K,

donde la multiplicacién (convolucién) estd definida por

fg(sau): Z f(s7t)g(t,u).

s<t<u

La suma es finita (y por lo tanto fg estd bien definido), ya que P es localmente finito. Es
ficil ver que I(P) es un &lgebra asociativa con la identidad, denotada ¢ 6 1, definida por

0 sis#t
5(S’t):{1 sisit.

Definicién 1.3.5. La funcién zeta ¢ de un dlgebra de incidencia
¢:I(P) — K,
estd definida como
((s,t) =1 para todo s <.
Para k € N, Ck(s,t) nos indica el nimero de cadenas s = xg < z1--- <z = 1.

La funcién ¢ es invertible, y su inversa se llama la funcién de Mobius de P, la denota-
remos por y. Puede verse que

p=[— (-1 +(C—1)2 -]
La relacion u¢ = § es equivalente a

(s, s) =1 para todo s € P,

pis,u) = — Z u(s,t) para todo s < u en P
s<t<u
Z u(s,t) =0 para todo s < u en P.
s<t<u

Sea P un copo, definimos a 0 y T como los elementos tales que:
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<1 para todo s € P.

~

= 0 < s para todo s € P.

Teorema 1.3.6 (teorema de Philip Hall, Proposicién 3.8.5 en [8]). Sea P un copo localmente
ﬁmto y sea P la unién de P con 0 Y 1. Sea ¢; el nimero de cadenas 0 = sy < 1 < ... <
S; = 1 de longitud i, entre 0 Y 1 entonces

w(P)=co—c14c2—c3+ ...
U

Corolario 1.3.7. Sea P un copo localmente finito, y s,u € P tales que s < u. Sea ¢; el
numero de cadenas s = sp < s1 < ... < 8; = u, de longitud 1, que inictan en s y terminan
enu (cg =0, yc =1), entonces

p(s,u) =cy—c1 +c2—c3+ ...

1.4. Anillo de Burnside

Definicién 1.4.1. Dado un grupo finito G, el anillo de Burnside de G, denotado por B(G),
se define como el grupo abeliano libre generado por las clases de isomorfismo de G-conjuntos
finitos médulo el subgrupo

((XUY]—[X]—-[Y]|X,Y G-conjuntos finitos ),

donde [X] denota la clase de isomorfismo de X. El grupo B(G) tiene estructura multipli-

cativa dada por
[(X]-[Y]=[X xY],

y a los elementos de B(G) les llamaremos G-conjuntos virtuales.

Observacion 1.4.2. El producto de B(G) estd bien definido.

Demostracion. Sean X, X')Y y Y’ G-conjuntos, tales que X =2 X'y Y = Y’ como G-
conjuntos, esto implica que existen morfismos de G-conjuntos biyectivos f : Y — Y y
g: X' — X. Definimos a

h:X'"xY' — X xY
(z,y) — (f(z),9(v)),

h es un morfismo de G-conjuntos pues f y g lo son y h es biyectivo ya que f y g son
biyectivos. Por lo tanto [X x Y] = [X' x Y] O
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Lema 1.4.3. B(G) es un anillo conmutativo con las operaciones descritas en la definicion
previa.

Demostracion.
Por definicién (B(G), +) es un grupo abeliano.

= La operacién - es conmutativa. Sean X y Y G-conjuntos, entonces X x Y £V x X,
pues

f: X XY —YxX
(z,y) — (y, )

es un isomorfismo de G-conjuntos.
= La operacién - es asociativa, ya que para X,Y y Z G-conjuntos
(X XxY)XZ2XXxYXxZ2Xx(Y xZ)
es decir, [X] - ([Y]-[2]) = ([X] - [V) - [2].
= La operacién - es distributiva respecto de +. Sean Ay, Ao, A3 G-conjuntos entonces

Az X (A1 U AQ) = A3 X ((AI; 1) U (A272))
>~ (A3 x (A1,1)) U (A3 x (A2,2))
> (A3 x A1) U (A3 x Ay),

es decir [A3] - ([A1] + [Az2]) = ([As] - [A1]) + ([A3] - [A2]).
Ya que para cuales quiera G-conjuntos X y Y, X XY 2Y x X como G-conjuntos.
Tenemos que

(Al LJ AQ) x Az = (A1 X AS) u (A2 X A3);
lo que implica que ([41] + [As]) - [As] = ([Au] - [4s]) + ([4s] - [4s]).

» Sean X un G-conjunto, y 1pg) = {-}, X X 1p(g) = X como G-conjuntos, ya que el
mapeo

XXlB(G)—>X

(:E7 ) =T
es un isomorfismo.

Por lo tanto B(G) es un anillo conmutativo con unidad multiplicativa [1g)] = [{-}]. O
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Lema 1.4.4. Sea z € B(G), a x lo podemos expresar de maneara unica como combinacidn
lineal de las clases de isomorfismo de los G-conjuntos transitivos:

z= Y ay(X)[G/H]
He[Sq)
conag(X)€eZVH <G.
Demostracién. Sean A y B G-conjuntos finitos, tales que [A] = [B] en B(G), o bien
[A] - [Bl € ((XUY] - [X]—[Y]| X,Y son G-conjuntos),

esto pasa si y sélo si existen sucesiones de G-conjuntos finitos X;, ¥; para 1 < i < m, y
Zj, Ty, tales que

lo que implica que

es igual a

1B]+ (D [XiuY;)

i=1

con lo cual existe un G-conjunto C, tal que AU C = B U C. Por el Teorema 1.2.11,
(AuC)?| = |(BuC)H| para todo H < G.

Sea H un subgrupo de G

(AUC)Y | ={z € (AUC) |hz =2V h € H}|

={zcAlhe=azVheH}+|{z€Clhzt=xVheH}
— |A%|+ cH).

Andlogamente obtenemos que |(B U C)| = |BH| + |CH|, por lo tanto |A| = |BH|, el

Teorema 1.2.11 implica que A = B.

De los lemas 1.2.7, y 1.2.4 se sigue que todo G-conjunto X, se puede expresar de manera
dnica salvo isomorfismos como

X= || en(X)[G/H],  conay(X)€L
HelSq]

Por lo tanto B(G) es un Z—mddulo libre con base los elementos [G/H], con H € [Sg].
O
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Observacion 1.4.5.

» En B(G), el elemento neutro para la suma es
05y = [0]-
= Para todo subgrupo U de G, existe una funcion que llamaremos la marca de U

oy : {G-conjuntos finitos} — 7
X — | XY

Esta funcién la podemos extender linealmente a los elementos de B(G), lo que da un
homomorfismo de anillos

vy : B(G) — Z.

= Sea X un (GG-conjunto, si 1 es el subgrupo trivial de GG, entonces

p1(X) = [X].

Lema 1.4.6. Para U,V < G, tenemos que oy (G/U) # 0 siy solo si V Sg U.
Demostracion. Es inmediata del Lema 1.2.10 O

Lema 1.4.7. Sean z,2' € B(G). Entonces py(z) = ouy(x') para todo U < G si y sélo si
!/
r=ux.

Demostracion.

» [< Sean U < G,y z,y € B(G) tales que x = y, entonces ¢y (x) = pur(y) pues pp es
funcion.

» =] Sean z,y € B(G) tales que py(z) = ¢r(y) para todo U subgrupo de G. Por el
Lema 1.4.4,

r= Y a@G/H]  y= Y aly)G/H].

He([Sq] He[Sa]
Podemos ordenar a los subgrupos relacionados a estos G-conjuntos transitivos con el
orden =<, definido en la demostraciéon del Teorema 1.2.11, H; < H; si1 < j, asi que

m m

=Y w@G/H]  y= ay)G/H).

i=1 =1
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por lo tanto

o1, () = o, (f} )G/

=1
- (Z w(y)[G/Hi]) S
=1

Sabemos que ¢, (G/H;) # 0 siy sélo si H, S¢ Hj, asi que ¢p, (G/Hj) = 0 para
toda j < k, por lo tanto

i1, (#) = am(@)|(G/Hpn) ™| = am(9)|(G/Hm) ™| = o, (),
y ya que |(G/H,,)"m| # 0, entonces a,,(z) = a, (). Andlogamente obtenemos que
Pt 1 (%) = am 1 (2)[(G/Hyn1) | + am (2) (G Hi ) 2|
= a1 (WG Hpn 1) + am () (G/Hi) 4| = om,, 1 (y)

de aqui obtenemos que ap,—1(z) = am—1(y), de este proceso inductivo podemos
concluir que z = y.

O]

Teorema 1.4.8. Sea G un grupo finito, y sean U,V < G, entonces oy = oy st y solo si
U~gV.

Demostracion.

» =] Sean U,V subgrupos de G, tales que oy = ¢y. Asi que
eu(G/V) = pv(G/V) = [(G/V)] #0

esto implica que U < V, andlogamente obtenemos que V' < U. Por lo tanto
U~qgV.

» [« Sean U,V subgrupos de G, tales que U ~¢ V. Por lo tanto existe k € G tal que
k~'Uk = V. Sea H un subgrupo de G,

ov([G/H) = |(G/H)"| = {gH € G/H | vgH = gH Yv € V}|
= |{gH € G/H | k ‘ukgH = gH Yu € U}|
=|{gH € G/H | ukgH = kgH Yu € U}
= |{kgH € G/H | ukgH = kgH Yu € U}| = |(G/H)Y|
= pu([G/H]).
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Sea x € B(G), es decir & =} e, an(¢)[G/H], con ag(z) € Z asi que

mx):w( T aH<x)[G/H]) = S anla)en(G/H)

HelSq] HelSq)

He[Sq]

= 3 au(@)ev((G/H)) =sov( > aH@)[G/HJ)
He[Sq]
= py (7).

Por lo tanto ¢y = @y .

Lema 1.4.9. Sean G un grupo finito y V,U < G. Entonces
pv(G/U) = [Na(U) : Ul- {U' < G |V < U ~¢ U}l
Demostracion. Recordemos que
No(U)={9€G|g~'Ug=U}.
Notemos que aUla!' = bUb ! si y sélo si b 'a € Ng(U). Por definicién
pv(G/U) = {gU € (G/U) | v(gU) = gU Vo € V}|

En lugar de tomar un representante de la clase gU, tomamos todos lo elementos de esta
clase, lo anterior es igual a

{geGlugU)=gUVweV} [{geG|(g lvgU=UVveV}
U] U]

_HgeG|(g7'vg) €U Vv eV}

a U]

g€ (g'Ve) <UY
U]

_HgeG|V<gUg )
U]

Para no repetir subgrupos conjugados a U, solo nos tomamos un representante por cada

clase lateral de G/Ng(U), y ya que cada clase lateral tiene |Ng(U)| elementos, obtenemos
que lo anterior, es igual a

{U' <G|V U ~cq U} |Ne(U)|
U]

=H{U' <G|V U ~gU}|-[NcgU): U]
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Lema 1.4.10. Sean z € B(G), H € [Sg], escribimos

z= Y ax(z)[G/K]

KelSa]

con ak(z) € Z. Entonces H es mazimal con py(x) # 0 si y sélo si ag(xz) # 0 y H es
mazximal con esta propiedad. En este caso

pu(z) = ap(@)pu(G/H) = apg(v)[Ne(H) : H].
Demostracion.

» Supongamos que H € [S;] es maximal tal que g (z) # 0, entonces

on(z) = Y ax(x)en(G/K) #0

Ke[Sg]

pero sabemos que i (G/K) # 0siy sélo si H < K, de lo cual se sigue

pr(r)= Y ax(x)|(G/K)Y| #0.
Rl

Por lo tanto existe K < G tal que ax(z) # 0, sea Ky € [S¢] maximal tal que
ag,(x) #0y H < Ky, entonces

oro(2) = Y ax(@)|(G/K)"|

Ke[Se]
y ya que para todo K € [S¢g], tal que Ky <g K, implica que ax(z) = 0, entonces
Ko () = ar, (2)|(G/Ko)™*| = axq (2)[Ne(Ko) : Kol 0,
por lo tanto Ko = H,y ¢og(z) = ag(z)[Ng(H) : H].
» Sea H € [Sg], tal que ay(x)

pr(e)= Y ax(@)en(G/K)= ) ax(@)|(G/K)"|

KelSq] K¢e[Sa]

# (0 y maximal con esta propiedad, entonces

y va que, og(G/K) # 0 siy sélo si H <S¢ K, obtenemos que

on(@)= Y ax(@)|(G/K)"| = an(@)|(G/H)"| = an(2)[Na(H) : H] #0.

Ke[Sq]
HSGK
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Sea Hy € [Sg], tal que H < Hy, entonces

ou(z) = Y ax(@)|(G/E)™|= > 0[(G/K)"|=0.
KG[Sg] KE[Sg}
HoSgK HoSgK

por lo tanto H es maximal con la propiedad ¢p(z) # 0.

O]

Lema 1.4.11. Sea G un p-grupo finito, sea x € B(G). Si & = > yeis,) ov()[G/U],
entonces

pi(e) = Y ay(x)[G:U]

Ue[Sq]

ag(z) = pq(z) mod p.

Demostracion. Que G sea un p-grupo, nos indica que |G| = p* para algtn k& € N, y que
todo subgrupo U de G tiene |U| = p™ para n < k. De aqui concluimos [G : U] = 0 mod p si
U< G, yyaque [G:G] =1 tenemos que [G : G] =1 mod p, asi que

er(z) = Y av(@)ei(G/U)= Y ay(x)[G: U] = ag(z) mod p.

Ue[Sa] UelSa]

Ademas, G no es conjugado de ningtin subgrupo de U para todo U < G, luego (G /U) = 0,
por lo tanto

va(r) = Y av(®)pc(G/U) = ag(@)[1] = ag(z)
Ue[Sq]

~ei@) = Y aw@)G: U] = agle) = p(x) mod p.
U€e[S¢g]

O]

Lema 1.4.12. Sea G un grupo finito. Sean V un p-subgrupo de G y U un subgrupo de G,
entonces

ev([G/U]) =[G : U] mod p.

Si ([G : Ul,p) = 1, tenemos que oy ([G/U] no es congruente a 0 mddulo p y por lo tanto
V<aqU.

27



Demostracién. Ya que G/U es un G-conjunto, también es un V-conjunto con la accién

VxG/U+— GJU
(v,gU) — vgU.

Por el Lema 1.4.11 tenemos que
ev(G/U) = [(G/U)V| = |(G/U)'| = [G : U] mod p.

Si([G:U], p) =1, tenemos [G : U] #Z 0 mod p, por lo tanto ¢y (G/U) # 0, lo que implica,
V <qU. O

Con la teorfa desarrollada hasta el momento es relativamente ficil demostrar el 290
Teorema de Sylow

Corolario 1.4.13 (2% Teorema de Sylow). Sea G un grupo finito si existen p-subgrupos de
Sylow en G, son todos ellos conjugados entre si y cada p-subgrupo de G debe ser subconjugado
en G de uno de ellos.

Demostracién. Sean V' y H p-subgrupos de Sylow de G, sabemos que ([G : H],p) =1y
([G : V],p) = 1. Entonces por el lema anterior V <q¢ Hy H < V, por lo tanto H ~g V.
Sean W un p-subgrupo de G, y H un p-subgrupo de Sylow. Por definicién tenemos que
(|G : H],p) = 1. Entonces por el lema anterior, W <¢q H. O

1.5. Operaciones del anillo de Burnside

En esta seccién veremos algunas de las operaciones mas comunes entre anillos de Burn-
side. Sea G un grupo finito. Si X es un G-conjunto y H es un subgrupo de G, se puede ver
a X como un H-conjunto a través de la restriccién de la accién de G. El conjunto X visto
como H-conjunto es denotado por Res%X .

Observacion 1.5.1. Sean X y Y G-conjuntos isomorfos, entonces Res%X y Resle son
isomorfos como H-conjuntos.

Definiciéon 1.5.2. Sea Resg la funcién Restriccién definida por

Res$ : B(G) — B(H)
[X] — [ResFX],

para X G-conjunto, la cual se extiende por linealidad.
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Se ve facil que la funcién Res% es un morfismo de anillos. Sea Z un H-conjunto, el
G-conjunto inducido por Z el cual denotamos por [ nng , es definido como G x g Z, i.e. el
cociente del producto cartesiano G x X por la accién derecha de H dada por (g,z) - h =
(gh,h~'z) para ¢ € G,h € H,z € Z. Notemos que Ind% es un G-conjunto con accién
izquierda inducida por la accién izquierda de G dada por g - (¢',z) = (94', x).

Lema 1.5.3. Sea H subgrupo de G. Si Z es un H-conjunto isomorfo a H/K para algin K
subgrupo de H, entonces Indf[Z es isomorfo a G/K.

Demostracion. Sea w: Z — H/K un isomorfismo de H-conjuntos. Definamos a
7:Ind$7Z — G/K
9, 2] — gm(z).

Primero veamos que 7 estd bien definida. Sea [¢’,z'] otro representante de la clase [g, z],
entonces existe h € H tal que (¢',2') = (gh, h'z). Asi que

m(lg',2"]) = g'n(2") = ghn(h™"z)
= gn(hh™ ) = gn(z)
=7([g, z]).

por lo tanto 7 estd bien definida.

Ahora demostremos que 7 es un morfismo de G-conjuntos. Seanl € Gy [g,z] € T nd%Z ,
entonces

L-7(lg, #]) = lgn(z) = 7([lg, z]) = 7(1 - [g,2])

por lo tanto 7 es un morfismo de G-conjuntos.
Definamos a

7' G/K — Ind5Z
9K +— [g,m 1 (K)].

donde 7! es la inversa de .
Primero demostremos que 7! est4 bien definida. Sea tK otro representante de la clase
gK, entonces existe k € K tal que t = gk, asi que
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por lo tanto la funcién 7! est4 bien definida.
Ahora demostremos que 7 ! es un morfismo de G-conjuntos. Sean t € Gy gH € G/K,
entonces
t-m H(gK) =t-[g,m (K)] = [tg, 7 (K)] =7 '(tgK)

! es un morfismo de G-conjuntos. Sea [g,z] € Ind$; Z, entonces

7L or(lg,a)) = 7 L g(n())) = 7 (g(hK)))
=7 (ghK) = [gh, 7 (K)]

asi pues T~

donde 7(z) = hK por lo tanto T o7 = Id 46 7-
Sea gK € G/K, entonces

Tom (gK) =7([g. 7 (K)]) = gn(n~ ' (K)) = gK,
por lo tanto To7 ! = Idg k- Por ende, G/K es isomorfo a Ind% 7 como G-conjuntos. [

Corolario 1.5.4. Sean Vy K subgrupos de H, tales que H/K y H/V son isomorfos como
como H-conjuntos, entonces Ind%(H/K) y Ind$(H/V) son isomorfos como G-conjuntos.

Lema 1.5.5. Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G. La funcion Induccion definida
por

Ind% : B(H) — B(G)
[X]+— [G xy X]

para X G-conjunto, la cual se extiende por linealidad, es un homomorfismo de grupos abe-
lianos.

Demostracion. Sean Xy y Xo H-conjuntos, es suficiente demostrar que
Ind$% (X1 U Xy) = Ind$ (X)) U Ind$(Xy).
Por definicién

Ind$§j (X1 U Xo) = {[g. (24,1)] | g € G, z; € X;,i = 1,2}

Ind$(X1) U Ind% (X)) = {([g,2:],3) | g € G, ;i € X;,i=1,2}.
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Sélo tenemos que considerar la aplicacién
7 Ind$(X1) U Ind% (X5) — Ind% (X, U X5)
([97 xi]a 7’) — [97 (xia 7*)]

la cual claramente es un isomorfismo de G-conjuntos.

O]

Sea H un subgrupo de Gy x un elemento de GG. Si Z es un H-conjunto, el grupo *H
actua en Z con la accién

*Hx 7 — 7
(*h,z) —> hz.

A Z visto como * H-conjunto se le denota por *Z.

Sean H y K subgrupos de G y x un elemento cualquiera de G, la (K-H)-clase lateral
doble de z es el subconjunto de G

KzH ={kzh|he€ H, ke K}.
Denotaremos por K \ G/H al conjunto de todas las (K-H)-clases laterales dobles de G.

Lema 1.5.6 (Férmula de Mackey). Sea G un grupo finito, y H, K subgrupos de G. Si Z
es un H-conjunto, entonces

Res$%Ind% 7 = |_| Ind® e " Resttony Z
z€[K\G/H]

como K -conjuntos, donde [K \ G/H] denota un conjunto de representante de K \ G/H.
Demostracion. Sea S = [K \ G/H] y sea

v : ResGInd$Z — |_| Ind% . y"Restteny 2,
T€ES

la cual estd definida de la siguiente manera: Sea [g,2] € Res{Ind$Z, donde g se puede
escribir de manera tinica como g = kzh con k € K, x € S, h € H, entonces

’7([97 Z]) = [ka hz]w

Veamos que 7y estd bien definida. Sean [g,z] y [¢',2'] elementos de Res{ Ind$Z tales que
[9,2] = [¢', #], por lo tanto existe un b’ € H, tal que (¢',2') = (gh', k' 'z). Si

7([97 z]) = [k7 hz]m
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es decir ¢ = kzh, entonces ¢’ = kxhh', asi que
Wy, 2)) = b hh''la = [k, BT 2] = [k, hzle = (9, 2).
Ahora veamos que es un morfismo de K-conjuntos. Sea k¥’ € K, entonces
v(K[g,2]) = v[K'g, 2] = [k, hz]e = K[k, hale = K'y((g, 2])-

Por lo tanto, si es un morfismo de K-conjuntos.
Ahora consideremos

¥ | | Indfepy Resfang Z — Resf IndG 7
zeS
[k, %2y — [kx, z].

Primero veamos que estd bien definida, sea [k',” 2], otro representante de la clase [k, 2]y,
es decir existe *h € K N*H tal que

(K',%2") = (k,%2)%h = (k- %h, (*h 1)%2) = (k- ®h,%(h " 12)),
por lo tanto
Y([K',%2")2) = [K'z, 2] = [k(*h)z, h™"2] = [kzh, h™"2] = [kz, 2] = 9 ([k, 2]a)

por lo tanto estd bien definida. Ahora veamos que es un morfismo de K-conjuntos. Sea
[ € K, entonces

Uk, 2]e) = Ik, “2le) = [k, 2] = U[ka, 2] = Ip([k, " 2])

en consecuencia ¢ es un morfismo de K-conjuntos. Sea [g,z] € Res%[nng con g = kxh
para algin k € K, x € § y h € H, entonces

Y o(lg, z]) = ¥([k, hz]y) = [kz, hz] = [k‘xhhil,hz] = [kzh, 2] = [g, 7]

por lo tanto ¢ oy = Idge.c 1pa6 - Sea [k, 2]o € Upeg Ind% o y"Restl, o Z, entonces

vop([k, 2]e) = ([kz, 2]) = [k, 2]e

K 4, es decir
H

KNTH

por lo tanto yo ) = Idl_l

T H
ces Ind Respan

Res$ Ind$ 7 = |_| Ind¥ . y°Rest. 2
c€[K\G/H]

como K-conjuntos. O
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Lema 1.5.7 (Identidad de Frobenius). Sea G un grupo y H subgrupo de G. Si X es un
G-conjunto y Z un H-conjunto, entonces existe un tsomorfismo de G-conjuntos

X x Ind%Z = Ind%((Res% X) x Z)
y en particular para cualquier G-conjunto X, existe in isomorfismo de G-conjuntos
X x (G/H) = Ind% Res% X.
Demostracion. Definimos la aplicacién

v: X x Ind%Z — Ind%((Res%X) x Z)

(2,9, 2]) ¥ 9, (97 "z, 2)].

Primero veamos que v estd bien definida. Sea [¢, 2'] otro representante de la clase [g, 2],
entonces existe h € H tal que

(glazl) = (g,z)h = (gha hilz)'

Entonces

V(@ 19, 21) = [g' (¢ "w,2)] = [gh, (W g™ w, k7" 2)) = [gh, kN (g™ e, 2)] = [g, (97", 2)],

por lo tanto -y estd bien definida. Ahora veamos que es un morfismo de G-conjuntos. Sea
a € Gy (z,]9,7]) € X x Ind§Z, entonces

v(a(z,[g,2])) = v((az, alg, 2])) = [ag, (97 a™ " az, )]
= [ag, (9~ "z, 2)] = alg, (9™ "z, 2]
= ay((z,[g,2]))

de tal forma que v es un morfismo de GG-conjuntos.
Ahora consideremos la funcién

¢ : Ind%((ResGX) x Z) — X x Ind%Z
(9, (%, 2)] — (g2, ]g, 2]).

Primero veamos que estd bien definida. Sea [¢', (z/, 2')] otro representante de la clase [g, (z, 2)],
por lo tanto existe h € H tal que

(glv (xlazl)) = (ga ((L‘,z))h = (gh7 h_l(xvz)) = (gh? (h_lxvh_lz))
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Asi que

P(ly', (', 2)]) = (¢'a",[g', 2']) = (ghh™ 'z, [gh,h™"2])
= (9z,19,2])
= 1([g, (z,2)])

por lo tanto estd bien definida. Ahora veamos que es un morfismo de G-conjuntos. Sea
a € Gylg (z,2)] € Ind%((Res§ X) x Z, entonces

Y(alg, (z,2)]) = ¥(lag, (z,2)]) = (agz, [ag, 2])
= a(gz,[92])
= ap([g, (=, 2)])

por lo tanto es un morfismo de G-conjuntos.
Notemos que 7 es la inversa de . Sea (z, [g, 2]) € X x Ind% Z entonces

Poy((x,[g,2]) = ¢(lg, (9" 'z, 2)]) = (99 '=,[9,2]) = (.9, 2])

por lo tanto, 1oy = IdXXMd%Z. Por otra parte, dado [g, (, 2)] € Ind%((Res$%X) x Z), se
tiene

v oi(lg, (2, 2)]) = (92, 9, 2))) = lg, (97 92, 2)] = [g, (z, 2)],
por lo tanto, yo i = Idlndg((Reng)XZ), lo que quiere decir que
X x Ind%Z = Ind%((Res% X) x 7).
En particular
X x (G/H) = Ind$;Res% X
como (G-conjuntos. O

Sea N un subgrupo normal de G. Si X un G/N-conjunto, podemos ver a X como un
G-conjunto con la acciéon

GxX —X
(a,z) — aNz.

Denotamos por Infg/NX a X visto como G-conjunto.
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Lema 1.5.8. Sea Infg/N la funcion Inflacion definida por

Inf§y : B(G/N) — B(G)
[X] — [Inf& yX]
para X G/N-conjunto, la cual se extiende por linealidad. Entonces Infg/N es un morfismo
de anillos.
Demostracién. Sean X1 y X9 G/N-conjuntos basta demostrar que:

= Inf&n (X1 U Xa) 2 Inféy X1 UInfG y Xo.
= Inf& (X1 x Xa) = Infl, X1 x Inf&y Xo.

Notemos que x € InfGG/HX siy sélo siz € X, es decir Infg/NX = X como conjuntos,
por lo tanto

= Infg (X1 UXs) = X1 UXp = Inffy Xi UInfg,\Xo.

= Inf& N (X1 x Xa) = X1 x Xo = Inf& X1 x Inf§ y Xo.
O

Sea G un grupo finito y N un subgrupo normal GG. Si X es un G-conjunto, para z € X
denotamos por
On(z) ={nz |n € N}

a la 6rbita de z en N.

Definicién 1.5.9. Sea
Def&n(X) = {On(2)}aex
el cual es un G/N-conjunto con la accién
G/N x Def6&n(X) — Def§y(X)
(9N, On(z)) — On(g2),

el cual lo llamaremos deflacién de X.
Observemos que la accién anterior estd bien definida. Sea gN,hN € G/N tales que
gN =hN y z € X, entonces existe n € N tal que ng = h en consecuencia

ngx = hz

por lo tanto
gN - On(z) = On(gz) = On(hz) = hN - On(z)

asi que la accién de De fg / ~X estd bien definida.
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Lema 1.5.10. Sea Defg/N la funcion Deflacion definida por

Def§y : B(G) — B(G/N)
[X] > [De S X]
para X G-conjunto, la cual se extiende por linealidad. Entonces DefGG/N es un homomor-
fismo de grupos abelianos.

Demostracion. Primero demostraremos Defg/N estd bien definida, es decir para X,Y G-

conjuntos isomorfos, entonces Defg/NX es isomorfo a Defg/NY como G /N-conjuntos.
Sea 8: X — Y un isomorfismo de G-conjuntos. Definimos a

B: De fg/NX —» De fg/NY
On(z) — On(B(2)).

Demostremos que 3 es un isomorfismo de G//N-conjuntos.

= Primero demostremos que B estd bien definida. Sean z,z € X tales que On(z) =
On(z), entonces existe n € N tal que z = nz, esto implica que

plz) = B(nz) = np(z)
por lo tanto On(8(z)) = On(B(2)).

» Ahora demostremos que B es un homomorfismo de G/N-conjuntos. Sea gN € G y
On(z) elemento de Defg/NX, entonces

B(gN - On(z)) = B(On(gz)) = ONn(B(g7))
= On(9B(z)) = gN - On(B(z))
=gN - B(On(z))

por lo tanto 8 es un homomorfismo de G-conjuntos.

= Por dltimo demostraremos que § es biyectivo. Primero demostraremos que 8 es in-
yectivo. Sean Oy (z),On(z) € Defg/NX tales que

B(On(z)) = On(B(z)) = B(On(2)) = On(B(2))

en consecuencia, existe n € N tal que, nf(z) = f(nx) = B(z) y ya que ( es un
isomorfismo obtenemos que nx = z, debido a lo cual Oy (z) = Opn(z). Por lo tanto
B es inyectiva. Ahora demostraremos que 3 es suprayectiva, sea On(y) € De fg NY

entonces existe € X tal que B(z) =y, por lo tanto

B(On(x)) = On(B(z)) = On(y)

asi que 3 es suprayectiva.
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Siendo asi # un isomorfismo.
Para demostrar que De fg /n €8 un homomorfismo de grupos es suficiente demostrar que
para Xy, Xo G-conjuntos, entonces

Def&n(X1 U Xo) = Def§y(X1) U Def6 v (Xa).
Notemos que
DefGG/N(Xl U X9) = {On((z4,) | (zi,1) € X1 U X5}
= {(On(m4),4) | (75,1) € X1 U Xo}
= {(On(xi),4) | mi € Xy, 1= 1,2}
= De[§n(X1) U Def§)n(X2),

por lo tanto
Def&n(X1U Xs) & Def&n(X1) U Def&n(Xa)

como G /N-conjuntos. O
Lema 1.5.11.
1. Sea X es un G-conjunto y N un subgrupo normal de G, entonces
XN ={zeX|nz=xzVneN}
es un G/N-conjunto con la accion

G/N x XV — xN
(9N, z) — (gz),

a XV lo denotaremos por Fixg/NX.

2. Sean X y Y G-conjuntos isomorfos, entonces Fixg/NX Y Fixg/NY son isomorfos
como G /N -conjuntos.

Demostracion.
1. Para demostrar que X es un G/N-conjunto

e Veremos que para todo g € G y todo z € XV, entonces g € XV. Seaz € XV y
g € G, entonces para todo n € N existe un n’ € N tal que n = gn'g—', Asf que

ngz = (gn'g™")gz = gn'z = g(n'z) = g(z) = ga.

por lo tanto gz € XV
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e Ahora demostraremos que la accién estd bien definida. Sea gN , AN € G/N tales
que gN = hN, entonces g 'h € N, y sea z € X" por lo tanto

g the =z
lo cual implica que gz = hx, entonces
gN -z =gx =hx =hN - x.

2. Puesto que X es isomorfo como G-conjuntos a Y, existe p : X — Y el cual es
isomorfismo de G-conjuntos. Definamos a

p: XN —yN
x — p(x).
Ahora demostramos que p es un isomorfismo de G/N-conjuntos
e Primero demostraremos que p manda X~ a Y. Sea z € XV, y n € N, entonces
np(x) = p(n) = pla).

Por lo tanto p: XV — YV,

e Ahora demostraremos p es un homomorfismo de G/N-conjuntos. Sean gN €G/N
y z € X", entonces

p(gN - x) = p(gz) = p(gz) = gp(z) = gN - p(7)

asi que p es un homomorfismo de G/N-conjuntos.

e Por ultimo p es biyectiva ya que p lo es.

Por lo tanto p es un isomorfismo de G /N-conjuntos, por esta razén XV y YV son
isomorfos como G/N-conjuntos.

O]

Lema 1.5.12. Sea Fixg/N la funcion de los puntos fijos definida por

Fizg y : B(G) — B(G/N)
[X] — [X7]

para X G-conjunto, la cual se extendiende por linealidad. Entonces Fiwg/N es un homo-
morfismo de anillos.
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Demostracion. Es suficiente demostrar que para X; y X9 G-conjuntos, se cumple:
= Pigg X1 UFizg,yXo = Fizg (X1 U Xa).
= Figg X1 x FiogyXo = Fiog (X1 x Xa).
Primero demostremos que Fizg,y X1 x Fizg  Xo = Fizg, (X1 x Xz). Por definicién
Fiwg/N(Xl X Xo) = {(z1,22) € X1 x Xo | n(z1,22) = (x1,22) Vn € N}
{(z1,22) € X1 X X9 | (nz1,nz2) = (x1,22) VR € N}
{(

$1,$2)6X1><X2‘wleXnyxQEXéV}

= X{' x X3 = Fizg X1 x FizgnXs

Por lo tanto Fz':z:g/NXl X Fiwg/NXg y Fiwg/N(Xl x X9) son isomorfo como G-conjuntos.
Ahora demostraremos que Fiscg/NXl U Fimg/NXg = Fimg/N(Xl L X3). Por definicién

Fiz (X1 U Xo) = {(2i,4) € X1 U Xy | n(wi,4) = (4,4) Vn € N}
= {(z;,1) € X1 U Xo | (nz;,i) = (z;,1) Vn € N}
= {(zi,i) € X1 U Xo | z; € XN,i=1,2}
= XU Xy = Fizg y X1 U Fizgy Xs.

Por lo tanto Fmg/NXl L Fiwg/NXg y Fiwg/N(Xl L X9) son isomorfos como G-conjuntos.

De tal forma que chg /N ©s un homomorfismo de anillos. O
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Capitulo 2

El Teorema Principal

2.1. Enunciado del Teorema Principal

Para ser precisos, de ahora en adelante, G es un grupo finito de orden n, y denotaremos
un grupo ciclico de orden m como Cy,, y por C := C\g|.

Definicién 2.1.1. Definimos B(G), el anillo fantasma de G, como el conjunto de todas las
funciones de Sub(G) a Z que son constantes en las clases de conjugacion, el cual se puede
verificar ficilmente que tiene estructura de anillo con las siguientes operaciones:

= Suma.
Sean f,g € B(G) definimos f + g como

(f +9)(H) = f(H)+g(H)V H<G.

= Multiplicacién.
Sean f,g € B(G) definimos f - g como

(f-9)(H) = f(H)-g(H)V H<G.

Donde facilmente se ve que el neutro adictivo es la funcién constante 0 y el neutro multi-
plicativo es la funcién constante 1.

Observacion 2.1.2. El anillo fantasma de G, también se puede ver como el siguiente Z-
modulo libre

BG = J] z

HelSq]
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Sean H y K subgrupos de G, del Teorema 1.4.8 tenemos que ¢y = @k si y solo si
K~¢cH

Lema 2.1.3. Si consideramos la funcion

oY : B(G) — B(G)
z+— ¢_(z),

donde

o_(z) : Sub(G) — 7Z
Ur— (PU(x),

entonces ®F es un monomorfismo de anillo, y en consecuencia B(G) se puede ver como

subanillo de B(G).

Demostracién. Basta con comprobar que ¢ es un monomorfimo de anillos para las clases
los G-conjuntos transitivos.

» Demostraremos que ®¢ abre sumas.
Sean Hi, Hy < G.
Sea U € Sub(G),

%([G/H\] + [G/Ha))(U) = ®%([G/H, U G/H,))(U)
= oy ([G/H1 UG/ Hsl)

que es igual a
{(gHs.1) € [G/HL UG/Hy] | u(gH;,1) = (9H;,4)Vu € U},
con ¢ = 1,2. Notemos que,
u(gH;, 1) = (ugH;,1) = (gH;,1) < ugH; = gH;
asi que
ou([G/H1 UG/Hy)) = pu([G/Hi]) + ¢u([G/Ha]),
para todo subgrupo U de G. Por lo tanto,

(G H1] + [G/Ha]) = @°([G/H1]) + @%([G/ H2)).
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Demostraremos que ®¢ abre multiplicaciones.
Sean U, Hy y Hy subgrupos de G, entonces

®([G/H1] - [G/Ha)(U) = ®([G/H1 x G/Ha])(U) = ¢u([G/H1 x G/Hz))
que es igual a
[{(91H1,92Hz) € [G/Hy x G/Ha] | u(g1H1, g2 H2) = (91H1, g2 H2)Vu € U}|
Notemos que
w(g1Hy,g92Hs) = (g1 H1,92H2) < ug1 Hy = g1 H1  y  ugaHs = g2 Ho.
Por lo tanto, tenemos que
[G/Hi x G/H5)" = [G/H\]" x [G/Ha]"
lo que implica que,
pu([G/H1 x G/Ha]) = ¢y ([G/H)) - pu(G/Ha))
= ®“([G/H1))®%(G/H2) (V).

Por lo tanto,
©C([G/H\] - [G/Ha]) = ®°([G/H\])®“ ([G/Hy]).

Ahora, demostraremos que ®%(1) = 1. Sea V subgrupo de G, entonces

e¥W)(V) = pr(l) = lfe € {} [or =z Vv eV} =1

De los puntos anteriores y del hecho que cualquier elemento del anillo Burnside se puede
expresar de manera tinica, como combinacién lineal de G-conjuntos transitivos, concluimos

que ®C es un homomorfismo de anillos.
Sean x,y € B(G) tales que ®(z) = ®%(y), es decir

©%(2)(U) = pu(z) = (W) (U) = vu(y)

para todo U subgrupo de G. Por el Lema, 1.4.7 tenemos que z = y, i.e. ¢ es un monomor-

fismo, asi que B(G) se puede ver como un subanillo de B(G).

Sea H < GG definamos a

3% : B(G) — Z
x — pp(z).
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Sean H y K subgrupos de G. Del Teorema 1.4.8 tenemos que &G = @% siysolosi H ~g K
Podemos ver a ®¢ como

o= [ @5:BG) — ][] Z
He[Sq) He[Sq]

He[Sq]

Denotamos por {en } e[s, @ la base canénica de HHE[S ]
G

La demostracién del siguiente teorema se puede ver en [1].

Teorema 2.1.4 (Dress, Teorema 3.2.1 en [1]). Sea G un grupo finito. Para H y K en [Sg],
definimos el conjunto

(K, H) = {z € No(K)/K | (z,K) ~q H}|.
El elemento y = ZHe[SG} ympem estd en la imagen de ® si y solo si, para todo K € [Sg]
>y -n(K,H)=0 mod [Ng(K) : K].
HelSq)

Corolario 2.1.5 (Relacién de congruencia de Cauchy-Frobenius-Burnside). Para todo
x € B(G), tenemos

Z Pgy(T) =0 mod |G|
9eG

Demostracion. Sea H subgrupo de G, notemos que

n({1},H) = {g € G | (9) ~¢ H}|,
» Si H no es ciclico, entonces n({1}, H) = 0.

» Si H es ciclico, entonces n({1}, H) es el nimero de elementos de G que generan a H
0 a un conjugado de H.

Sea z € B(G), entonces lo podemos expresar como Y ¢, 1 (¢)en visto como elemen-

to de B(G), por lo tanto cumple las congruencias del Teorema 2.1.4, y ya que ¢_(x) es
constante en las clases de conjugacién, obtenemos

Z<p<g>(x) = Z vu(z) -n({1},H) =0 mod |G|.

ged HelSq]
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Teorema 2.1.6 (Teorema 1 en [4], El Teorema Principal). Eziste un homomorfismo de
anillos
a = ol B(C) — B(Q)

llamado el homomorfismo de Frobenius - Wielandt, tal que para todo subgrupo U < G y
cada © € B(C) el numero py(a(x)) de elementos U-invariantes en el G-conjunto virtual
a(z) coincide con el nimero ¢, (z) de elementos Cjyyj-invariantes x.

2.2. Demostracion del Teorema Principal

Definicion 2.2.1. Definimos las funciones

& - Sub(G) — Sub(C)
U— C|U|

a% = a%y : B(C) — B(G)
5+ 50y

G

Lema 2.2.2. La funcion @“ es un homomorfismo s de anillos

Demostracién. Sea 1 € B(C) la funcién constante 1. Si V' es un subgrupo de G, entonces
a()(V) = Loy (V) =1(Cp) = 1,

es decir a(1) = 1.

Sean f,g € B(C) y U subgrupo de G,

a®(f +9)(U) =(f +9) o vitw (U)
= (f+9)(Cy) = f(Cly)) +9(Cy))
= fovfw(U) + g o viw (U)
Por lo tanto @® abre sumas. Luego
ac(f-9)(U) = (f - 9) o viw (V)
= (f-9)(Cy) = f(C)) - 9(Cy))
= (f o vFw)(U) - (g 0 v ) (U).

Por lo tanto @“ abre multiplicaciones. lo que implica que @® es un homomorfismo de

anillos. ]
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Para demostrar el Teorema 2.1.6, primero tenemos que demostrar los siguientes lemas.

Notacién 2.2.3. Sea G un grupo finito, definimos
G/1
(M) -weaimi-a,

Lema 2.2.4. (Gq/l) es un G-conjunto con la accion

()= ()
(9. Y)— gY :={gy |y €Y}

Demostracion. Sean g€ Gy Y € (Gq/l) demostraremos que gY € (Gq/l)'

Es claro que |gY| < ¢, supongamos que existen y1,y2 € Y, tales que

gy1 = gy2

esto implica que
y2 =97 gy = v,

G/1

es decir [gY| = ¢, por lo tanto gY € ( v

) y claramente esta es una accién, por lo cual (Gq/ 1)
es un G-conjunto.

O
Lema 2.2.5 (Lema 1’ en [4]). Para todo grupo finito G, todo subgrupo U < G y todo ¢ € N

tenemos
G/1 B 0 si |U| no divide a g
YU q = (Ei‘g%) en caso contario.

Demostracién. Sea U € Sub(G).

@U((G(]/l)> = {re (Gq/l) Wy =Y Vueu}]|

= Demostraremos que Y € (Gq/ 1) es U-invariante si y sélo si Y es la unién disjunta de
clases laterales Ug C G.
=] Supongamos que Y es U-invariante. Es decir UY = Y para todo u € U, lo que
implica que

U UyCY
yey

46



y claramente
por lo tanto

Recordemos que Uh y Ug, son iguales o disjuntos. Entonces existe Y/ C G tal que

v=1|]Ug

gey’

<] Supongamos que

Y =||Ug

gel

para algin I C GG. Entonces

uY =u |_|Ug :ung:ng:Y Yu € U.
gel gel g€eG

Por lo tanto, Y € (Gq/ 1) es U-invariante si y sélo si Y es la unién disjunta de clases
laterales Ug C G.
SiY € (Gq/l) es U-invariante, por el punto anterior, existe I C G tal que,
Y = |_| Ug
gel

entonces |Y| = |U||I] = ¢ es decir |U| divide a g. Observemos que esto implica que la
cardinalidad de I no depende de Y, sélo de |Y| = ¢.
Si |U] no divide a ¢ por el punto anterior, no existe ningtin punto fijo bajo U, por lo

tanto (Lema 1.4.6) -
()0

Finalmente supongamos que ¢ = m - |U| para algin m € N.
Como @U((Gq/ 1)) nos indica la cantidad de elementos de (Gq/ 1) que son U-invariantes,
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y para obtener un conjunto U-invariante de cardinalidad ¢ necesitamos tomar m
clases laterales distintas de todas las existentes, en G/U, y unirlas, entonces todas las

combinaciones posibles son
([G : U]) B ([G : U])
m q/|U|

()= Gor)

G/1\\ _ 0  si|U| no divide a q
vYu q - (%g%) en caso contario

es decir,

Por lo tanto

O

Observacidn 2.2.6. Si |U| = q, esto implica que U es maximal con la propiedad @U((Cél))# 0
asi que por el Lema 1.4.10 tenemos que

() (- 727

G/l)): GUl  _ G
q [Ne(U):U] = [Na(U)"

asf que ay((

Lema 2.2.7 (Lema 1 en [4]). El homomorfismo @ manda (C(;l) € B(C) C B(C) en
(°1") € B(G) C B(G).

Demostracion. Recordemos que (C/l) se identifica con¢  ( (Cq/l)) en B(C). Ahora la demos-
tracién es inmediata del Lema 2.2.5. Sea U € Sub(G), entonces

¢ ((Cé 1)) (V) = ecy, ((Cq/ 1>>

que es igual a

G/1 B 0 si |U| no divide a ¢
YU q - (Ei‘g%) en caso contario

ya que [U| = [Ciy|| y [G : U] = [C : Cjyy]. Por lo tanto @G((Cq/l)) es igual a (Gq/l). O
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Definicién 2.2.8. Para n € N, denotamos al conjunto de todos los divisores de n como
Div(n)
Div(n) = {d € N | d divide a n}.

Observacion 2.2.9. Ya que C es ciclico, entonces para todo ¢ € Div(|C|) existe un tnico
subgrupo C; de C con cardinalidad ¢q. Esto implica que hay una relacién biyectiva entre
Div(|C|) y Sub(C), dada por

Div(|C|) — Sub(C)
d— Cy.

Lema 2.2.10. La familia {(Cél)}del),w“c‘) forma una Z-base de B(C).
Demostracion. Sea d; € Div(n) = {di =1,...,d,, = n} con d; < d;41, por el Lema 1.4.4

(D) -EreslE]

Jj=1

CON gy ,d; = aCy, ((C/l)) € L.
Si d; € Div(n) con j > 14, por el Lema 2.2.5, obtenemos que

() -5 conen([E]) -

d€Div(n)

e ((C1)) =10 cut o

Esto quiere decir que es maximal con esta propiedad, luego por el Lema 1.4.10 y el Lema
2.2.5 tenemos que

en (((Zl)) = [C: Cq;] = agq; - [Nc(Cy;) : Cq;] = ag,q; - [C : Cg,]

Por lo tanto aq; 4, =1y ad, q4; = 0 para toda 7 > 4, en consecuencia

(4) =S l]
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Sea

Gdy ,dy 0 0 e 0
Qdyd;  Ody,do 0 e 0
M — . .
a'dmydl ad7n5d2 adm:dS ttt adm;d'm
Notemos que
C/1

(Cd§1) g q, O 0 ... 0 (C/Cy]

(d2 ) Qdody O ,ds 0 0 [C/Cy,]

(7 dpydy Cdidy Qs -+ Gy [C/Ca,]

y como ag; 4, = 1 para i = 1,2,..,m, tenemos det(M) = 1, por lo tanto M es una matriz
invertible en Z, lo que implica

— C
C/Cu,] g, 0 0 .. 0 : (Cdgi)
[C/CdQ] ad27d1 a'd27d2 0 e O ( ds )
[C/Ca,] Uiy Oy Cydy + Oy e (7
Por lo tanto los bésicos {[C/Cy,]}", son combinacién de la familia {(Cd/Z 1) ™, es decir, la
familia {(Cél)}deDiv(\CD forma una Z-base de B(C). O

Con estos resultados procederemos a demostrar el Teorema 2.1.6.

Demostracién del Teorema 2.1.6. Recordemos que B(C) es un subanillo de B(C), definimos
a® =a%|(0)-

Puesto que la familia {(Cgl) }deDiv(n) forma una base de B(C), y @ es un homomorfismo

G

de anillos que manda, (Cé 1) a (GC{ 1) tenemos que & es un homomorfismo de anillos de B(C')

a B(G).
Sean U subgrupo de Gy =3¢ piy(n) @d (Cél) € B(C) con aq € Z, entonces

st = 3= e (%))

deDiv(n)
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por el Lema 2.2.5 es igual a

Z ad <PU(<GC§1)> = pu(a®(x)).

de€Div(n)

2.3. Aplicaciones

Corolario 2.3.1 (Corolario 1 en [4]). Para todo divisor d de |G| eziste un elemento x4 en
B(G) tal que
d sid divide o [G: U]
v (Ta) = { 0 en otro caso.

En particular, ay(xq) =0 a no ser que d divida a [G : U] y

ay(zq) =[G : Na(U)] = [{gUg™" | g € G}
si|G: U] =d.
Demostracién. Sea d elemento de Div(|G|), y m = %. Definamos a

Tq = aG(C/Cm)

donde a© es la funcién del Teorema 2.1.6, por lo tanto

ou(za) = pu(a®(C/Cn)) = 00y, (C/Cum),
para todo U subgrupo de G. Por el Lema 1.4.9

wu(zd) = [Nc(Cm) : Cn] - [{H < C | Cly| < H ~¢ Cr}l,
y ya que C' es abeliano por ser ciclico, No(Cy,) = C, lo que implica que
[No(Cr) : Cn] = [C: Cp] =d.

Ademas

1 si O\U| <Cp

< <H~ =
HH < C| CIU\ < H ~c Cpl { 0 en otro caso

y Cly| es subgrupo de Cp, si y sélo si |U] divide a m = |G|/d, |U| divide a m si y sdlo si d
divide a |G|/|U|. Por lo tanto

(24) = d siddivide a [G : U]
YU\TA) = 0 en otro caso.
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Si d no divide a [G : U], entonces

ou(za) = Y an(za)eu(G/H]) = Y ag(zdlpu(G/H)] =0

HE[Sa] %3[521
~G
por lo tanto
—1
= G/H)].
av (2q) Na(U) : U] KEX[;G] an(zq)|pv(G/H)]
H<gK

Si d =1 de la ecuacién anterior se obtiene que ay(z4) # 0 para todo U en [Sg]. Sid # 1,
sea H € Sg tal que U S H, entonces [G : H] divide a [G : U], por lo tanto d no divide a
[G : H], lo que implica que pg(zq) = 0, entonces

ec(za) = ac(zd)pa(G/G) =0
por lo tanto ag(zq) = 0. Sea Hy € [S¢] tal que U <S¢ H1 y Hj es un subgrupo maximal de
G, lo que implica que

(1) = L ()l (G/G)) = 0.

Ng(Hl) : Hl]

por este argumento inductivo, concluimos que ay (z4) = 0.
Supongamos que d = [G : U], entonces U es un subgrupo maximal con g (z4) # 0, del
Lema 1.4.10 se sigue que U es subgrupo maximal con ar(z4) # 0, y mas atn

vu(2a) = av(z4)[Ne(U) : U]
lo que implica que

_ pul(Ta)) d R
“U(“d)_[NG(U):U]_[NG(U):U]_[NG(U):U]_[G'NG(U)]

O

Corolario 2.3.2 (Corolario 2 en [4], Teorema 4.17 en [6], Sylow). Para todo d en Div(|G|),
tenemos que:

d=m.cd.({|G: U] | d divide a [G : U]}).

En particular, si |G| = d - p® para algin primo p, entonces existe un subgrupo U de G con
orden p®.
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Demostracion. Sea x4 como en la demostracién del teorema anterior, y ya que z4 es un
elemento de B(G), lo podemos expresar como

zi= Y ay(za)[G/U],
UE[Sg}
por el teorema anterior
za= Y av(za)[G/U]

Ue[Sa]
d|[G:U]

con ay(xq) € Z, por lo tanto

pi(za) =d= Y ay(za)ei([G/U])

U€lSa]
d|[G=U]

= ) ay(zd)[G: U]

U€lSa]
d|[G:U]

por lo tanto d = m.c.d.({[G : U] | d divide a [G : U]}).
Sea |G| = d - p® con p primo. Supongamos que no existe U subgrupo de G tal que |U| = p*.
Entonces

d-p<m.cd.({{G:U]|ddivide a [G:U]}) =d

lo cual es una contradiccién, por lo tanto existe U subgrupo de G, tal que |U| = p®. O

Corolario 2.3.3 (Corolario 3 en [4], Teorema 4.14 en [6], 3" teorema de Sylow). Si una
potencia p® de un primo p divide a |G|, entonces el nimero de subgrupos de G, de orden
p® es congruente a 1 modulo p.

Demostracion. Sea d := |G|/p® de la ecuacién anterior

d= Y ap(zg)[G:Ul= Y ap(zg)[G: Ul

UelSal Ue[Sq]
d|[G:U] |{UleDiv(p®)

Si dividimos por d, obtenemos

G:U
1= Y a0
Ue[Sq]
d|[G:U]
pa
= Z aU(xd)m-

Ue[Sa]
d|[G:U]
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Por otro lado, que |U| divida a p®, implica que |U| = p” para 8 < «, por lo tanto

Q

- ¥ aU<xd>|%|— 3 av(zq) modp

U€lSc] U€[Sa]
|U|€Div(p®) |U|=p*

ademaés

Z ay(zq) = Z (G : Na(U)]

Ue[S¢] U€lSa]

|U|=p™ |U|=p™
= > HgUg™' |g€ G}

U€lSe]

|U|=p™

=V <G| [V]I=p"}.
O

Corolario 2.3.4 (Corolario 4 en [4], Frobenius). Para todo divisor m de |G| se tiene que
m divide el nimero

{geGlg™ =1}
de elementos de G cuyo orden divide a m.

Demostracién. Sea m elemento de Div(|G]), y d = |G|/m. Apliquemos el Corolario 2.1.5
en xq4, es decir

Yoz =Y d

geG gelG
d|[G:(9)]

:d.zl

gelG
|g|€Div(m)

=d-[{geG|¢g" =1} =0 mod |G|,
y ya que |G| = d - m, tenemos que

Hg € G| g™ =1} =0 mod m.
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Lema 2.3.5. Para todo x en B(G) y U subgrupo de G, tenemos

aU(‘T) = [ :

W Z p(U, V) - pv(z)

V<G
donde p es la funcion de Mébius del copo Sub(G) con la inclusion como el orden establecido.

Demostracién. Por la aditividad de ¢ sélo es necesario demostrarlo para x = G/W para
todo W < G. Por la definicién de la funcién de Mobius tenemos que

S U V)ev(G/W) = > w(U,V)pv(G/W)
V<@ Ugv<a
y por el Lema 1.4.9

S wUV)ev(G/W) = > w(U,V)[INg(W) : W]-{W' <G|V KW ~g W}
V<@ ULV<@

[Ne(W): W] Y > wUV).

WigW UV W/

Si W oq U entonces ay(G/W) =0y

lo que implica que
Yo uUV)ey(G/W) =[NeW): W] > > uU,V)=0
V<@ W' ~eW USVSW!

por lo tanto

1

aw(GIW) =0= ) o]

> U V)ev(G/W).
V<G

Si W ~q U, entonces ay(G/W) =1 lo que implica que

> U V)ev (GIW) = w(U, U)py (G/W) = ou(G/U) = [Ng(U) : U]
V<G

por lo tanto
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Definicién 2.3.6. Sea U subgrupo de G y d un divisor de |G|, definimos a d(U) como:
[Ne(U) : U]
([Ne(U) : U], d)
Corolario 2.3.7 (Corolario 5 en [4]). Para cada divisor d de |G| y cada U < G tales que
d divida a [G : U] tenemos que
> wU,V) = -1 mod d(U).
U<Very,
donde vq ={V < G |U LV, d divide a [G : V]}.
Demostracion. Sea U subgrupo de G. Denotemos a x = z4. Por el Lema 2.3.5

> ov(z)u(U, V) = 0 mod [Ng(U) : U].
V<G

dlU) =

Recordemos:
» SiU £V, entonces u(U, V) = 0.
= Sid no divide a [G : V], entonces @y (z) = 0.
» Sid divide a [G : V], entonces gy (z) = d.
Por lo tanto

S ov@pU,V) = > ov(@)uU, V)

V<G Ve

=Y d-u(UV),

Ve

lo que implica

> (U, V) =0mod d(U)

VeEvg
Y ya que
S uUV)=pUU)+ > uU,V)
Ve U<VeEy,
=1+ > wUV)
U<VeEy

de donde obtenemos

> w(U, V) =—1mod d(U).
U<VeEryy
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2.4. Inyectividad de «

Primero que nada daremos unos resultados clasicos que se necesitaran en este capitulo.
Sean H y K grupos, entonces definamos

[H,K] = (hkh™ 'k~ | h € H, k € K).
Definicién 2.4.1. Se define el subgrupo caracteristico v;(G) de G por induccién

1(G) = G; Yi+1 = [%(G), G].

Definicién 2.4.2. Sea G un grupo finito, diremos que G es nilpontente si existe n € N tal
que v, es el grupo trivial.

Teorema 2.4.3 (Teorema 5.35 en [6] y Teorema 3.36 en [6]). Si G es nilpotente y H es un
subgrupo de G, entonces H es nilpotente,y si H es subgrupo normal de G, entonces G/H
es nilpotente.

Teorema 2.4.4 (Teorema 5.39 en [6]). Un grupo finito G es nilpotente si y sdlo si G es el
producto directo de sus subgrupos de Sylow.

Lema 2.4.5. Sea G un grupo finito y nilpotente, entonces para todo d € Div(|G|) existe un
subgrupo normal H de G tal que |H| = d.

Demostracién. Sea G nilpotente , tal que |G| = plflpSQ -.-pkm (la descomposicién en primos
de |G|). Por el Teorema 2.4.4

G=P X Py x---x Py,

$1,.82

donde P; es el p;-subgrupo de Sylow de G. Sea d = pi'p5*---pi» € Div(|G|), entonces
existe H; subgrupo normal de P; tal que |H| = p;* para i = 1,2,...m (Ejercicio 4.2 de [6]),
tomemos a
H=H xHyx---x Hp,,
51,82

se ve facilmente que es un subgrupo normal de G y |H| = p}'p5’ - - - pir.
O

Lema 2.4.6. El morfismo o es inyectivo si y sélo si para todo m € Div(|G|) existe un
subgrupo de G con orden m.

Demostracién. Recordemos que el anillo fantasma B(G), se puede expresar como

Ba= ] z

HelSq]
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y la funcién @ anteriormente definida como

= [ ¢%:B¢)— ] z

HE Sg} HE Sg}

xr — H o (x).

He[Sq]

Por las propiedades del homomorfismo a@ y la definicién del homomorfismo @ (Definicién
2.2.1), tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

OLC
B(C) %%~ B(G

@C'J( d

B(C) 2~ B(G

~—

Q

~—

Demostraciéon de que el diagrama conmuta:
Sea s € B(C), ya que C tiene un tnico subgrupo de orden d € Div(|C|), entonces

e“s) = J]  ecl)

deDiv(C))

ademas

aG((I>C(3)) (I>C (so 7FW H QDC|V|
VE SG

Por otro lado

o II ov(a(s) II Pciy (8

VE[Sa] Ve[Sa]

Por lo tanto el diagrama conmuta.
Supongamos que para todo d € Div(|G]) existe H, subgrupo de G tal que |Hy| = d,
supongamos que existen z,y € B(C) tales que o (z) = a%(y), entonces

e, (a%(2)) = ¢, (z) = om, (a%(y)) = vc, (v)

para todo d € Div(|G|), por el Lema 1.4.7 z = y.
Supongamos que o es inyectiva. Sean d € Div(|G|), y f € B(C) definido por

_Jd si|U|=d
HU) = { 0 en otro caso.

58



donde U es un subgrupo de C, entonces a f lo podemos expresar f = ZkeDz’qu\) Y€ Con

| d sik=d
Y, = 0

en otro caso.
Notemos que:

» Si H subgrupo de C tal que |H| # d, entonces
n(H,Cq) = [{z € C/H | (z, 1) ~g Cyq}| =0,
por lo tanto

> yken(H,Cy) =0
keDiv(|G))

= Ya que
n(Cd,Cd) = |{.’E S C/Cd | <.’E7Cd> ~G Cd}| = [C : Cd]7

entonces

> k- n(Ca Cr) = yan(Cy, Cq) = d - [C;Cy] = 0mod [C : Cyl.
keDiv(|G))

Por el Teorema 2.1.4 f es elemento de la imagen de & es decir existe z € B(C) distinto
del 0, tal que ®“(x) = f. Si |H| # d para todo H subgrupo de G, entonces @(f) = 0 y por
la conmutatividad del diagrama anterior tendriamos que

@G(aG(w)) =0

lo cual no puede pasar por la inyectividad de o“ y ®. Entonces es necesario que para todo
d € Div(|G|) exista Hy subgrupo de G tal que |Hy| = d. O

Definimos
By(G) ={z € B(G) | pu(z) = pv(x) para todo U,V < G con |U| = |V|}.
Sean U,V < G tales que |[U| = |V| y s € B(C), entonces
o (a©(s)) = poy, (5) = poy, (s) = pu(a®(s)).
Por lo tanto, la imagen de o esta contenida en By(G), por lo tanto

o B(C) — By(G).
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Observacion 2.4.7. Sea H subgrupo que G, como @y es un homomorfismo de anillos, en-
tonces para todo x,y € By(G), tenemos que x+y y z-y estdn en By(G), por lo tanto By(G)
es un subanillo de B(G).

Una, pregunta natural serfa: ;Cudndo o

es un isomorfismo entre B(C) y By(G)?

Lema 2.4.8 (Teorema 2 en [4]). El homomorfismo a¥ define un isomorfismo entre B(C)
y Bo(G) siy solo si G es nilpotente.

Demostracion.

» Supongamos que G es nilpotente, entonces por el Lema 2.4.5, para todo d € Div(|G])
existe un subgrupo normal de G con orden d, por lo tanto o es inyectiva (Lema
2.4.6).

Ahora demostraremos la suprayectividad. Sea z € By(G).
Si z = 0, entonces x € a%(B(C)), pues a%(B(C))) es un subanillo de By(G).
Supongamos que x # (), entonces existe Uy < G con orden maximo tal que

PUsy ((II) 7& 0.
Por ser G nilpotente, existe Wy < G tal que |Wy| = |Up| = d, por lo tanto
90W0($) = (:OUO(J:) # 0,

pues z estd en By(G), por lo tanto Wy también es de orden maximo tal que ¢y, () # 0.
Mas aun por el Lema 1.4.10

90W0($) =[G WO]aVVo (2),
por lo tanto ¢w,(z)/[G : W] esta en Z. Ahora tomemos

_ PWo (*T)
Yo =2 — m@G(C/Cd)

el cual es un elemento de By(G), ya que a(C/Cy) y = estan en By(G). Ademas si
pulz)

yo = 0, entonces yg estd en o%(B(C)) y més aun, x = WQG(C/Cd), por lo tanto
x € a%(B(C)), por otro lado si y, # 0 observemos lo siguiente:
L. ow, (yo) = 0, pues

Pusa0) = o) = ) i (@90 Ca)
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2. Para todo subgrupo V de G tal que |Wy| < |V, tenemos

o) = pula) ~ E Do (09(C/C)

— () — 2 o (@S0

G : U]
_ ou(r)
=00
—0.

Por lo tanto, si V' es un subgrupo de G tal que |Wy| < |V, entonces ¢y (yo) = 0. lo que
implica que si Z < G es de orden méximo tal que ¢z(yo) # 0, entonces |Z| < |Wy|.

Por este proceso inductivo sobre el orden de los U; “s concluimos que existe un n € N
tal i, = 0, de donde concluimos que 7; | estd en a“B(C) para todo i < n, por lo
tanto x esta en a%(B(C)). Asi que a” es un isomorfismo de anillos entre B(C) y
By(G).

Supongamos que a“ es un isomorfismo ente B(C) y By(G).

Sea p un ntmero primo tal que p € Div(|G|), y P un p-subgrupo de Sylow de G, por
el Teorema de [3] tenemos que existe un zp € B(G) tal que

[ p[Ne(P):P] siU~gP
pulzp) = { 0 en otro caso,

y ya que todos los subgrupos conjugados a P tienen el mismo orden que P, obtenemos
que zp estd en By(G), entonces existe y € B(C) tal que a%(y) = zp. Por la definicién
de xp obtenemos que P < G es maximal con la propiedad

pp(zp) # 0,
lo que implica que C)p| es maximal con la propiedad
pc p (y) # 0.
Por el Lema 1.4.10, necesariamente tenemos que
ep(2p) = @cp (y) =0 mod [C: Cpp|],
es decir
wp(zp) =p - [Ng(P): Pl =0mod [G: P]

y ya que [G : P] no divide a p, entonces [G : P] tiene que dividir a [Ng(P) : P], asi
que Ng(P) = G, es decir P es normal en G. Por lo tanto todo p-subgrupo de Sylow
es un subgrupo normal de G, por lo tanto G es nilpotente (Lema 2.4.4).

O
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Capitulo 3

Propiedades funtoriales de «

En este capitulo veremos como se relaciona el homomorfismo « con las operaciones
definidas en la seccién 1.5.

3.1. Diagramas conmutativos

Sea H subgrupo de G, recordemos que la operacién Res% estd definida como
Res% : B(G) — B(H)
z — Res%(z).

Lema 3.1.1. El siguiente diagrama conmuta
€]
B(C) ——B(G)

¢ G
RBSO|H\ l lResH

B(Cju) ““ B(H).

Demostracién. Sea x € B(C). Por el Lema 1.4.7, es suficiente demostrar que:
YU (aH <Resglm (x))) = oy (Resg (aG (z))) (3.1)

para todo subgrupo U de H, y ya que Resg es un homomorfismo de anillos, s6lo hay que
demostrar 3.1 para X un C-conjunto, entonces

ou (a (ResG,, (X)) = pu(a” (X)) = po, (X)
= pu(a®(X))
= v (Res (o (X)),
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por lo tanto

afl o Resg‘m = Res$ o a®.

O]

Sea U subgrupo de . Recordemos que la operaciéon ndg estd definida en el Lema 1.5.5.

Definicién 3.1.2. Sean G y H grupos finitos. Si f es una funcién de B(G) a B(H) y ¢ un
elemento de B(H ), definamos a cf por

c¢f : B(G) — B(H)
x +— cf(z).
Lema 3.1.3. Sea U un subgrupo de G. El siguiente diagrama conmuta

U

B(Cjy)) “— B(U)

C
IndC‘U‘ i
G/U-a%

B(C) LN B(@).

laG(C/CU)'ITLdg

Demostracién. Tenemos que demostrar que
a®(C/Cy) - nd (¥ (2)) = GJU - a®(IndE, ()

para todo z elemento de B(C\y).
Ya que la funciones Ind%, Ind% y a son homomorfismo de grupos abelianos, entonces es
U Cu|

suficiente demostrar lo anterior para los elementos C|y /C}, donde Cj, es subgrupo de Clo|-
Notemos que

a%(C/Cy) - Indg (a” (Cyyy) /)
es igual a (por el Lema 1.5.7)
Indg (Res (% (C/Cyy)) - & (Cluy/Ck)
y por el Lema 3.1.1 lo anterior es igual a
Indg(a” (Resg, , (C/Cuv)a” (Cy)/Cr)) =Indg (@ (Resg,,, (C/Cu) - (Clu|/Ck)))
=Indg; (a” (IC/Cyis [(Clu| /Ck))).-
Por otra parte

G/U - a“(Indg,, (Cluy/Cr))
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es igual a
Ind(U/U) - o (Indg, , (Cl)/Cr))
y por el Lema 1.5.7, es igual a
Ind§ <Resg (aG <Indg‘m (C’\U‘/C’k)>>>
aplicando el Lema 3.1.1, lo anterior es igual a
Ind§ (aU (Resgw‘ (Indgw‘ (C‘U‘/Ck)))) .

Por otro lado

C c Cl v C
RBSCIUI <IndCIUI (C|U‘/Ck)) Z IndC:ILJ:ﬂIQW Resc:g:wﬂcm(clUl/Ck)

z€[Cly \C/Cy|]

= D). Ou/G

z€[Cly \C/Cy|]
= |C/C ity |(Cirr)/ Ch)-

Por lo tanto

a%(C/Cp) - Ind§ oV (Ciy /C)) = GJU - o (IndE,, (Cin/Cr) ) -

Lema 3.1.4. Sea N un subgrupo normal de G, entonces el siguiente diagrama

oG/IN
B(Cia:n)) — B(G/N)

Infg[G:N]\L J(Infg/N

B(O) —% ~ B(G)

conmuta si y sélo si para todo U < G tenemos que U N N| = m.c.d.(JU],|N]).

Demostracion. Sea U subgrupo de Gy z elemento de B(Ciq.n)). Por el Lema 1.4.7 es
suficiente demostrar que

eu(a(InfS,, (@) = eu(Infn (@Y (2)))
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siy sélosi |[UNN| =m.cd.(JU],|N|).
Ya que Inf y a son homomorfismo de anillos es suficiente demostrar lo anterior para X un
Cla:n)-conjunto. Por un lado

eu(@“(Infé (X)) = pop (Infé, . (X))
=y € Infé, o (X) |uy =y ¥V u e O}
=y e X |uCy -y =y Y uCyn € ((Cu)Cin))/Cin)) }
= @y o (X))

“In|

Por otro lado

ou(Inf& n (@M (X)) = Hy € Inf& (/N (X)) Juy =y YV u e U}|
=y €a®’N(X)|uN -y=yVYue (UN/N)}
ch‘ (X)

UN ‘
N

los cuales son iguales, si y sdlo si

y esto sucede, siy sélo si [UNN| = |CiyNC)n||, ¥ ya que CjyNCy| = Cq cond = (|U], |N|),
obtenemos que

pv(@®(InfS,,, (X)) = eu(Infgy (@Y (2)))

siy sélosi |[UNN| =m.cd.(JU],|N|).

Recordemos que por el Lema 1.5.12 la funcién Fiz es un homomorfismo de anillos.

Lema 3.1.5. Sea N un subgrupo normal de G. Entonces el siguiente diagrama conmuta

B(C)—2% ~ B(G)

FizC G
e J{FZ:UG/N
a/N
«

B(Cla:ny) — B(G/N).
Demostracion. Ya que las funciones Fiz y « son homomorfismo s de anillos, es suficiente

demostrar que

N (Fiaf, | (X)) = FiaG (% (X))

[G:N](
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para todo X un C-conjunto.
Por el Lema 2.2.10 es suficiente demostrar que

o (riste () =it (2 (1))

para todo d € Div(|G)).
Sea d € Div(|G|) y consideremos el C-conjunto (Cél) anteriormente definido. Tenemos dos
casos:

= El orden de N no divide a d.
Entonces por el Lema 2.2.5

)=

es un homomorfismo de anillos, obtenemos que

()
() ()

y por el Lema 2.2.5, concluimos que
G/N\" ’
y =
De tal forma que

(s () - (1)

» Supongamos que |N| divide a d.
Definamos a m = d/|N|ya Gy = G/N = {g1N, ..., gjg.n)N }. Por la demostracién del

. GINN .
Lema 2.2.5, podemos concluir que Y € (“}")  siy sélo si existe Iy C {1,...,[G : N]},
tal que

y ya que o@/N

Por otro lado

Y=|[anN.

icly
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Como m € Div([G : N]), podemos concluir que

(Gél)NZ {YE (GCél) 1Y =| |V, tal que I C {1,...,[G: N}y |I] =

i€l

que es isomorfo como (G/N)-conjunto a

)

Ademds como aG((Ggl)) = (C(él), entonces

: c/ , G/1
rs (o ((%2'))) =P (%)
G/M\"N _ [Gy/1
d N m )
Anélogo a (3.2), podemos demostrar que

()" = (o),

que es igual a

Asi que
N [ i C/1 o [ (C/1\ M
o FmC[G:N] J =a d
es igual a
oGIN (C[G:N]/l)
d/|N|

y por el Lema 2.2.5, obtenemos que lo anterior es igual a

)
(v (1) = (o ()

para todo d € Div(|G]).

Por lo tanto
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Por consiguiente, el diagrama conmuta

Mas adelante veremos un ejemplo donde el siguiente diagrama no conmuta

B(C)—2% > B(G)
Defg[G:N] J{Defg/N

C/N

B(Cie:ny) — B(G/N).
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Capitulo 4

Un ejemplo

4.1. Los Cuaterniones
El grupo de cuaterniones de orden § es el conjunto
H = {£1, +i, +7, £k}
que satisface
PP=j2 =k =1
ij=k, jk=1i, ki=j, ji=—k, kj=—i, ik=—j.

Es sobreentendido que —1 conmuta con i, j, k y que (—1)i = —i, (—1)j = —j, (=1)k = —k.
Por [5] sabemos que todos los subgrupos de H son:

- {11,
] Hl = {:l:]_}
s H; = {£1, +i}.

= Hj = {+1,+5}.

Hy = {£1, £k}.
s H
y cada uno de ellos es un subgrupo normal de H, por lo tanto

[HL/{1}], [H/HL], [H/H], [H/H;], [H/Hg] y [H/H]
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es una base de B(H). Gracias a esto podemos saber como estd definido el homomorfismo
o : B(Cg) — B(H),

solo encontrando la imagen de los elementos de la base de Cg en términos de la base
anterior. Denotaremos a o (Csg /C;) por X;, donde C; denota el grupo ciclico de orden i,
parai=1,2,4y 8.

s Xg.
Sabemos que

Xg = H/H
por ser o un homomorfismo de anillos.

= X
Por los lemas 1.4.6 y 1.4.10, obtenemos que

X, = H/{1}.

n Xy
Expresamos a X4 como

Xa =agy (Xa)[H/{1} + am, (Xa)[H/H;] + ap, (X4)[H/Hj]
+ am, (X4) [H/H] + am(X4) [H/H] + ag, (X4)[H/H;].

por el Teorema 2.1.6 sabemos que
QDH(X4) = QDC\H\ (08/04) = 07

y el Lema 1.4.6 tenemos que

on(Xa) =ag1y(Xa) - ou([H/{1}) + am, (X4) - om([H/H;])
+ am; (X4) - ou([H/H;]) + am, (X4) - ou([H/Hg])
+ an(X4) - pu([H/H]) + am, (X4) - pm([H/H;])
=an(X4) =0.

por lo tanto am(X4) = 0, por otro lado sabemos que

om; (X4) = om,(a([Cs/C4))) = vcy, ([Cs/Cu]) = 2,
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om; (X1) =am, (X4) - om, ([H/H]) + am, (X4) - om, ([H/H;])
+ am, (X4) - o, ([H/Hg]) + am, (X4) - om, ([H/H;]
=pc, (X4) = [Cg : C4] =2

y ya que H; no es conjugado de Hj ni de H;, entonces lo anterior es igual a

em; (Xa) =am, (Xa) - om, (H/H]) = am, (X4) - [Nu, : H]
=am; (X4) - [H: Hi] = am,; (X4) - 2

por lo tanto ag, (X4) = 1. Andlogamente obtenemos que ag, (X4) = 1y ag, (X4) = 1.
Ahora

+ om, ([H/Hg]) + am, (X4) - om, ([H/Hi]
=pc,(X4) = [Cs : Co] = 4

por otro lado, ya que Hy < H, para ¢ =4, 4,k y por el Lema 1.4.9, obtenemos que
o, ([H/Hc]) = [N (He) : He] = 2
por lo tanto

om, (X4) =6 + am, (X4) - m, (H/H] = 6 + ag, (X4) - 2

por lo tanto ag, (X1) = —1. Ahora

X4) - gy ([H/{1}]) + o1y ((H/H])

—~

oy (Xa) = ay

+ ey ((H/H]) + @y ([H/H]) — @y ((H/Hy)
=aqy(X4) - 8+2+2+2-4
= 3 (Xe) = 2.
por lo tanto a1y (X4) = 0.
Asi que
X = [H/H] + /B + [H/H] — [E1/E0],
Xo.
Entonces

Xo =ay1y (Xo)[H/{1}] + am, (Xo)[H/H;] + an, (Xo) [H/H;]
+ am, (X2) [H/H] + am(X2) [H/H] + ag, (X2)[H/H;].

73



Por el lema 1.4.10 obtenemos que
ag(X2) = ag, (X2) = am, (X2) = ag,; (X2) = 0.
Por otro lado
em, (X2) = agy (X2)em, (H/{1}]) + am, (X2)em, ((H/H])

= am, (X2)em, ([H/H1]) = am, (X2) - [Nm(H) : Hi]
= ag, (X2) - 4 = @0, (X2) = [Neo (C) : Co] =4,

por lo tanto ag, (X2) = 1, por otro lado

13(X2) = agy (X2)ppy (H/{1}]) + am, (X2)eq1y ([H/H])
= a{l}(Xz) M 8 + 4
= pq1}(X2) = 4.
Por lo tanto
X9 = [H/H;].

Observacion 4.1.1. Ya que H es un grupo nilpotente, por el Lema 2.4.8 tenemos que

o es un isomorfismo entre B(Cs) y Bo(H), y

{[H/H), [H/{1}], [H/HL], [H/H;] + [H/H;] + [H/H] — [H/Hy]}
es una base de By(H).

Ahora demostremos que el siguiente diagrama no conmuta
CMH
B(Cs) B(H)

Defg[?ﬂ:Hi] J{ J{Def]fli‘lﬂ/Hi
aH/Hi
B(Cpm,)) — B(H/H;).

Demostracion. Notemos que

Def&t . ([Cs/Ci]) = Oc,([Cs/Ca]) = [C2/{1}]

[H:H,;]
por lo tanto
o/ (DefGs,,, (1Cs/Ca])) = @™/ ([Co/ 1))

Crim;)
-]
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Por otro lado
Deffy, (0% (1Cs/Ca)) = Deffly, ([/H:) + [H/Hy] + [B/Hy] — [H/HL))
y ya que De f]lH{EH/Hi es un homomorfismo de grupos abelianos, lo anterior es igual a

Defgm, ([H/Hi]) + Defg g, (H/H;)) + De fgr/z, (H/Hy]) — De fgr/p, (H/H))

dado que
o Defll s, ([H/H:]) = O, ([H/E]) = H/H; = [255].
o Deffl s, (H/H,]) = Ow, (H/H})) = [{-}] = [5].
o Deffy (IH/H) = O ([H/H) = [{(}] = [E2].

H/H;

—

.m%mmmmﬂmmmmﬂww:Tﬂ.

concluimos que

Defiys, (o (1Gs/C1) = [Eﬁ] i [Eﬁ] |

por lo tanto el diagrama no conmuta.

75






Bibliografia

Serge Bouc. Burnside rings, en Handbook of Algebra, vol 2. M. Hazewinkel, North
Holland, 200.

William Burnside. Theory of groups of finite order. Cambridge University Press, 1911.

Andreas W. M. Dress and E. Vallejo. A simple proof for a result for a result by Kratzer
and Thevenaz concerning the embedding of the Burnside ring into its ghost ring. Insti-
tuto de Matemdticas. Universidad Nacional Auténoma de México, preprint 1990.

Andreas W.M. Dress, Christian Siebeneicher, and Tomoyuki Yoshida. An application of
Burnside rings in elementary finite group theory. Advances in Mathematics, 91(1):27-44,
1992.

David Steven Dummit and Richard M Foote. Abstract algebra. Wiley Hoboken, 2004.
Joseph J. Rotman. An Introduction to the Theory of Groups. Springer, New York, 1994.

Louis Solomon. The Burnside algebra of a finite group. Journal of Combinatorial
Theory, 2(4):603—-615, 1967.

Richard P. Stanley. FEnumerative Combinatorics. Cambridge University Press, Cam-
bridge, 1986.

7



