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Introducci�on

A �nales del siglo XIX, el matem�atico William Burnside public�o el libro Theory of

Groups of Finite Order [2], donde introdujo las ideas para de�nir lo que actualmente se
conoce como el anillo de Burnside de un grupo de orden �nito G (De�nici�on 1.4.1), el cual
lo denotamos por B(G). Sin embargo, no fue sino hasta el a~no 1967 cuando el matem�atico
L. Solomon dio la de�nici�on formal en el art��culo The Burnside algebra of a �nite group [7].

La mayor parte de este trabajo est�a basada en el art��culo An Application of Burnside

Rings in Elementary Finite Group Theory [4] de Andreas W. M. Dress, Christian Siebe-
neicher, y Tomoyuki Yoshida, publicado en 1992. Nuestro objetivo ser�a dar demostraciones
m�as detalladas de los resultados expuestos en dicho art��culo [4], dar el ejemplo del anillo de
Burnside de los cuaterniones, y de esta manera tener un mejor entendimiento de lo que se
conoce como anillo de Burnside.

En el Cap��tulo 1 damos resultados cl�asicos de teor��a de grupos y de la funci�on de M�obius
para un copo (conjunto parcialmente ordenado). Tambi�en de�nimos el anillo de Burnside
de un grupo �nito G, el cual es el Z-m�odulo generado por las clases de isomor�smo de los
conjuntos �nitos donde act�ua G, y damos las de�niciones de Inducci�on, Deaci�on, Inaci�on,
Puntos �jos, y Restricci�on las cuales llamaremos \las operaciones del anillo de Burnside".

En el Cap��tulo 2 de�nimos el anillo fantasma de un grupo �nito, y vemos que el anillo de
Burnside es un subanillo del anillo fantasma. M�as a�un, con el Teorema 2.1.4 respondemos a
la pregunta \>Cu�ales elementos del anillo fantasma son elementos del anillo de Burnside?".
Por otro lado, gran parte de este trabajo gira alrededor del Teorema 2.1.6, el cual nos dice:

Si G es un grupo �nito y C un grupo c��clico con el mismo orden que G, entonces existe
un mor�smo de anillos

� : B(C) 7�! B(G)

llamado el homomor�smo de Frobenius-Wielandt, tal que para todo subgrupo U de G y

cada x 2 B(C) se tiene, que el n�umero de elementos U -invariantes del G-conjunto virtual

�(x), es igual al n�umero de elementos CjU j-invariantes del C-conjunto virtual x, donde,
CjU j denota el �unico subgrupo C con el mismo orden que U .
Despu�es damos las condiciones necesarias para que � sea un monomor�smo de anillos,
adem�as, se demuestra que G es un grupo nilpotente si y s�olo si el homomor�smo � de-
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�ne un isomor�smo entre B(C) y el subanillo B0(G) de B(G), donde B0(G) consiste de
aquellos G-conjuntos virtuales que tienen el mismo n�umero de elementos invariantes para
cualquier subgrupo de G de un orden dado. Tambi�en vemos algunas aplicaciones del anillo
de Burnside, entre las cuales est�a demostrar el 1er y el 3er Teorema de Sylow.

En el Cap��tulo 3 vemos que el homomor�smo � conmuta (respecto a la composici�on
de funciones) con algunas de las operaciones del anillo de Burnside de�nidas en la secci�on
5 del Cap��tulo 1. Por �ultimo, en el Cap��tulo 4 vemos cual es el anillo de Burnside de los
cuaterniones, as�� como la imagen del homomor�smo �, y que el homomor�smo � no conmuta
(respecto a la composici�on de funciones) con la operaci�on Deaci�on.
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Cap��tulo 1

Resultados preliminares

1.1. Grupos

Los resultados cl�asicos de este cap��tulo no se demostrar�an pero el lector puede ver sus
demostraciones en [6].

Notaci�on 1.1.1. Sea G un grupo. Si S es subgrupo de G lo denotamos por S 6 G y
denotamos por Sub(G) al conjunto de todos los subgrupos de G.

Recordemos que para un subgrupo S de G y t un elemento cualquiera de G, la clase
lateral derecha de S en G es el subconjunto de G

St = fst j s 2 Sg

y la clase lateral izquierda es tS = fts j s 2 Sg. Denotaremos por G=S al conjunto de todas
la clases laterales izquierdas de S.

De�nici�on 1.1.2. Sea G un grupo �nito. Si S 6 G, el ��ndice de S en G, denotado por
[G : S], es el n�umero de clases laterales derechas (izquierdas) de S en G.

De�nici�on 1.1.3. Sea G un grupo �nito, el orden de G, denotado por jGj, es el n�umero
de elementos de G. Para a 2 G el orden de a es el orden de

< a >= fan j n 2 Zg:

Por otro lado n es el exponente de G si es el menor n�umero positivo que cumple xn = 1
para todo x 2 G.

De�nici�on 1.1.4. Dado un n�umero primo p, un p-grupo es un grupo en el que cada elemento
tiene como orden una potencia de p. Para un n�umero primo p, un p-subgrupo de Sylow de
un grupo G es un p-subgrupo maximal de G, es decir, un p-subgrupo que no est�a contenido
estrictamente en otro p-subgrupo.
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Recordemos que un subgrupo normal N de un grupo G es un subgrupo invariante por
conjugaci�on; es decir, para cada elemento n de N y cada g en G, el elemento gng�1 est�a en
N . Si N es un subgrupo normal de G se denota por N C G.

Teorema 1.1.5 (2.21 en [6]). Sea G un grupo �nito. Si N C G, entonces las clases laterales
derechas (izquierdas) de N en G forman un grupo, de orden [G : N ].

Corolario 1.1.6 (2.22 en [6]). Si N C G, entonces el mapeo natural (i.e. la funci�on v :
G �! G=N de�nida por v(a) = Na) es un homomor�smo suprayectivo con kernel N .

De�nici�on 1.1.7. Si G es un grupo y si a; b 2 G, el conmutador de a y b, denotado por
[a; b], es

[a; b] = aba�1b�1:

El subgrupo conmutador de G es el subgrupo generado por todos los conmutadores de G y
es denotado por G0. El centro de un grupo G, que es denotado por Z(G), es el conjunto de
todas las a 2 G que conmutan con los elementos de G

Z(G) = fa 2 G j ag = ga 8g 2 Gg:

Sean G un grupo, y x, y 2 G decimos que x es conjugado de y si existe g 2 G tal que
x = gyg�1, y la conjugaci�on es una relaci�on de equivalencia.

De�nici�on 1.1.8. Si a 2 G entonces el centralizador de a en G denotado por CG(a), es el
conjunto de todos los x 2 G que conmutan con a

CG(a) = fx 2 G j ax = xag:

F�acilmente vemos que CG(a) es un subgrupo de G.

Notaci�on 1.1.9. Sea G un grupo, y sean a y g elementos de G, denotamos a los elementos
g�1ag y gag�1 por ag y ga respectivamente, y a

aG = fg�1ag j g 2 Gg:

Si H 6 G y g 2 G, el conjunto g�1Hg = fg�1hg j h 2 Hg es denotado por Hg, y el
normalizador de H en G es denotado por NG(H),

NG(H) = fa 2 G j aHa�1 = Hg:

Teorema 1.1.10 (3.2 en [6]). Sea G un grupo �nito. Si a 2 G, el n�umero de conjugados

de a es igual al ��ndice del centralizador:

jaGj = [G : CG(a)]
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y este n�umero divide a jGj cuando G es �nito.

De�nici�on 1.1.11. Sean G un grupo �nito, y H;K 6 G. Decimos que H y K son con-
jugados si existe g 2 G tal que, H = Kg, y lo denotamos como H �G K, la cual es una
relaci�on de equivalencia. Si existe U 6 K tal que H �G U esto lo denotamos por H .G K,
cuando U < K lo denotamos por H <G U . El conjunto de todas las clases de conjugaci�on
de subgrupos de G es denotado por SG, y un conjunto de representantes de SG es denotado
por [SG].

1.2. G-conjuntos

Si X un conjunto �nito, denotaremos a la cardinalidad de X por jXj.

De�nici�on 1.2.1. Si X es un conjunto, y G es un grupo, entonces X es un G-conjunto
izquierdo si existe una funci�on � : G�X 7�! X, llamada acci�on, denotada por �(g; x) = gx,
tal que

1. 1x = x 8x 2 X.

2. g(hx) = (gh)x 8g; h 2 G y x 2 X.

Tambi�en decimos que G act�ua sobre X. Si X es �nito y jXj = n, entonces n es llamado
el grado del G-conjunto X.

Si X, Y son G-conjuntos decimos que la funci�on f : X �! Y , es un mor�smo de
G-conjuntos si

f(g � x) = g � f(x)

para todo g 2 G y todo x 2 X.
Sea x 2 X, la G-�orbita de X es

O(x) = fgx j g 2 Gg � X:

El estabilizador de x, denotado por Gx, es

Gx = fg 2 G j gx = xg:

F�acilmente vemos que Gx es un subgrupo de G.

Recordemos que un G-conjunto X es transitivo si s�olo tiene una �orbita, esto es, para
todos x; y 2 X existe � 2 G tal que y = �x.
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Ejemplo 1.2.2. Sea G un grupo �nito, y H un subgrupo de G. El conjunto

G=H = fgH j g 2 Gg

es un G-conjunto, con la acci�on

G�G=H 7! G=H

(a; gH) 7! agH:

Ejemplo 1.2.3. Si X1 y X2 son G-conjuntos entonces:

1. X1 �X2 es un G-conjunto con la acci�on

G� (X1 �X2) �! (X1 �X2)

(g; (x1; x2)) 7�! (gx1; gx2):

2. X1 tX2 (uni�on disjunta) es un G-conjunto con la acci�on

G� (X1 tX2) �! (X1 tX2)

(g; (xi; i)) 7�! (gxi; i):

Demostraci�on.

1. Sea f : G� (X1 �X2) 7�! X1 �X2 de�nida como

f(g; (x; y)) = g(x; y) := (gx; gy)

demostraremos que f es una acci�on.

1(x; y) = (1x; 1y) = (x; y) 8(x; y) 2 X � Y , pues X y Y son G-conjuntos.

g(h(x; y)) = g(hx; hy) = (ghx; ghy) = (gh)(x; y) 8 g; h 2 G (x; y) 2 X � Y .

Por lo tanto X � Y es un G-conjunto.

2. Recordemos que la uni�on disjunta de una familia indexada fXigi2I se de�ne como:G
i2I

Xi =
[
i2I

Xi � fig = f(x; i) j i 2 I ; x 2 Xig

Sea f : G� (X1 tX2) 7�! X1 tX2 de�nida como f(g; (xi; i)) = g(xi; i) := (gxi; i),
demostraremos que f es una acci�on.

1(xi; i) = (1xi; i) = (xi; i) 8 (xi; i) 2 X1 tX2, i = 1; 2.
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g(h(xi; i)) = g(hxi; i) = (ghxi; i) = (gh)(xi; i) 8 g; h 2 G (xi; i) 2 X1 t X2,
i = 1; 2.

Decimos que los G-conjuntos X y Y son isomorfos si existen mor�smos de G-conjuntos
f : X �! Y y f 0 : Y �! X, tales que f �f 0 y f 0�f son iguales a la identidad correspondiente
y es f�acil demostrar que f es un isomor�smo de G-conjuntos si es un homomor�smo de G-
conjunto biyectivo.

Lema 1.2.4. Si X es un G-conjunto transitivo, entonces X �= G=H para alg�un H 6 G.

Demostraci�on. Sean X un G-conjunto transitivo y x 2 X, recordemos que O(x) = X por
ser X transitivo. Sabemos que Gx 6 G y G=Gx = fhGxjh 2 Gg. De�nimos el mapeo

f : G=Gx �! X

gGx 7! gx:

Primero mostremos que f est�a bien de�nida, sean g; h 2 G tales que gGx = hGx esto
implica que h�1g 2 Gx i.e. h�1gx = x, entonces hx = gx, as�� que

f(hGx) = hx = gx = f(gGx)

por lo tanto f est�a bien de�nida. Sea y 2 X, por ser X transitivo existe h 2 G tal que
y = hx, de�nimos

� : X �! G=Gx

y 7�! hGx:

Mostraremos que � est�a bien de�nida. Sean h; g 2 G tales que y = hx = gx entonces
h�1gx = x i.e. h�1g 2 Gx, esto implica que hGx = gGx, por lo tanto � est�a bien de�nida.
Notemos que si y = hx, entonces

f�(y) = f�(hx) = f(hGx) = hx = y;

y
�f(hGx) = �(hx) = hGx;

por lo tanto X �= G=Gx.

Corolario 1.2.5 (3.19 en [6]). Sea G un grupo �nito. Si X es un G-conjunto �nito y x 2 X,

entonces

jO(x)j = [G : Gx].
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Corolario 1.2.6. Dos �orbitas de un G-conjunto X son disjuntas o son iguales.

Lema 1.2.7. Cualquier G-conjunto es la uni�on disjunta de G-conjuntos transitivos.

Demostraci�on. Sea X un G-conjunto, entonces X es la uni�on de las �orbitas de sus elementos
las cuales son dinjuntas entre ellas o la misma por lo tanto X es la uni�on disjunta de �orbitas
y las �orbitas son G-conjuntos transitivos.

Lema 1.2.8. Sean H;K subgrupos de un grupo �nito G, entonces G=H y G=K son iso-

morfos como G-conjuntos si y s�olo si K vG H.

Demostraci�on.

)] Supongamos G=H �= G=K, como G-conjuntos, i.e. que existe un isomor�smo de G-con-
juntos

' : G=K 7�! G=H;

el cual manda a '(K) en xH para alg�un x 2 G. Entonces '(gK) = gxH, en particular
para k 2 K tenemos que '(kK) = kxH. Por ser ' inyectiva tenemos que kxH = xH esto
implica x�1kx 2 H, esto pasa 8k 2 K, es decir Kx � H por lo tanto K � Hx�1

. Usando
el argumento anterior con '�1 tenemos que '�1(H) = x�1H, entonces Hx�1

� K. Luego
Hx�1

= K, es decir K vG H.
(] Supongamos que existe x 2 G tal que Hx = K, sea f : G=H 7�! G=K de�nida por
f(gH) = gxK.
Demostraremos que f est�a bien de�nida. Sean l; g 2 G tales que lH = gH es decir l�1g 2 H
y ya que Hx = K tenemos que x�1l�1gx 2 K, as�� que f(gH) = gxK = lxK = f(lH), por
lo tanto f est�a bien de�nida. Sea v : G=K 7�! G=H de�nida como v(gK) = gx�1H, la
demostraci�on de que v est�a bien de�nida es an�aloga a al demostraci�on de que f est�a bien
de�nida. F�acilmente vemos que f y v son mor�smos de G-conjuntos. Notemos que

fv(gK) = f(gx�1H) = gx�1xK = gK y vf(gH) = v(gxK) = gxx�1H = gH

es decir f y v son isomor�smos, por lo tanto G=H �= G=K.

De�nici�on 1.2.9. Sean G un grupo �nito. Si U 6 G y X un G-conjunto �nito. De�nimos

XU = fx 2 X j ux = x 8 u 2 Ug:

Lema 1.2.10. Para U; V 6 G, tenemos que j(G=U)V j 6= 0 si y s�olo si V .G U .

Demostraci�on.

j(G=U)V j = jfgU 2 G=U j vgU = gU 8v 2 V gj

= jfgU 2 G=U j g�1vgU = U 8v 2 V gj

Esto es distinto de 0 si y s�olo si existe g 2 G tal que g�1V g � U .
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Teorema 1.2.11 (Teorema de Burnside, Toerema 2.3.2 en [1]). Sean G un grupo �nito y

X, Y G-conjuntos �nitos, entonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. Los G-conjuntos X y Y son isomorfos como G-conjuntos.

2. Para cualquier subgrupo H de G, los conjuntos XH y Y H tienen la misma cardina-

lidad.

Demostraci�on.

1 ) 2. Sean X y Y G-conjuntos tales que X �= Y , es decir existe un isomor�smo de
G-conjuntos f : X �! Y , as�� que para H 6 G

jXH j = jfx 2 X j hx = x 8 h 2 Hgj

= jfy 2 Y j hf(y) = f(y) 8 h 2 Hgj

= jfy 2 Y j f(hy) = f(y) 8 h 2 Hgj

= jfy 2 Y j hy = y 8 h 2 Hgj = jY H j:

Sean X;Y G-conjuntos tales que jXH j = jY H j para todo H 6 G. Damos a [SG] un
orden total � tal que H � K implica jHj � jKj. Si [SG] = fH1 = f�g; :::;Hn = Gg
con Hi � Hj si i � j y recordando que todo G-conjunto es la uni�on disjunta de
G-conjuntos transitivos podemos escribir a

X �=
G

Hi2[SG]

aHi(X)G=Hi

Y �=
G

Hi2[SG]

aHi(Y )G=Hi

con aHi(x); aHi(Y ) 2 N, esto implica que

jXH j =

�������
0@ G
Hi2[SG]

aHi(X)G=Hi

1AH
�������

=
X

Hi2[SG]

aHi(X)j(G=Hi)
H j

=
X

Hi2[SG]

aHi(Y )j(G=Hi)
H j = jY H j

por lo tanto X
Hi2[SG]

(aHi(X)� aHi(Y )) j(G=Hi)
H j = 0:
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Si de�nimos la matriz M = (m(Hi; Hj))i;j con m(Hi; Hj) = j(G=Hj)
Hi j es decir

M =

0B@ m(H1; H1) ;m(H1; H2) : : :
m(H2; H1) ;m(H2; H2) : : :

...
...

. . .

1CA
como Hi no es conjugado de ning�un subgrupo de Hj , si i > j pues jHij > jHj j,
entonces j(G=Hj)

Hi j = 0 pues i > j y m(Hi; Hi) = [NG(Hi) : Hi] 6= 0. Tenemos que
det(M) 6= 0, por lo tanto M es invertible, lo que implica que aHi(X) � aHi(Y ) = 0
para toda i, es decir X = Y .

1.3. La funci�on de M�obius de un copo

1.3.1. �Algebras de incidencia

Los resultados cl�asicos de esta secci�on no se demostrar�an pero el lector puede ver sus
demostraciones en [8].

Un orden parcial en un conjunto X es una relaci�on binaria 6 que es reexiva, anti-
sim�etrica, y transitiva, es decir, para cualesquiera a; b; y c 2 X se tiene que:

a 6 a (reexividad).

Si a 6 b y b 6 a, entonces a = b (antisimetr��a).

Si a 6 b y b 6 c, entonces a 6 c (transitividad).

Un conjunto con un orden parcial se denomina conjunto parcialmente ordenado o copo.

Sea P un copo, y a; b 2 P , de�nimos el intervalo [a; b] de P como

[a; b] = fc 2 P j c � b; a � cg:

Ejemplo 1.3.1. Sea G un grupo, entonces el Sub(G) es un copo con el orden parcial �.

De�nici�on 1.3.2. P se llama localmente �nito, si todo intervalo, [a; b], de P es �nito.
Denotamos al conjunto de todos los los intervalos de P como Int(P ). Sea K un campo, si

f : Int(P ) �! K;

es una funci�on, denotamos a f([x; y]) por f(x; y).
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De�nici�on 1.3.3. Sea P un copo, una cadena C en P es un subconjunto de P tal que
cualesquiera dos elementos de C son comparables, es decir para todo X;Y 2 C, X � Y o
Y � X.

De�nici�on 1.3.4. Sea P un copo localmente �nito. El �algebra de incidencia I(P;K) (lo
denotar�e I(P ) para abreviar) de P sobre K, es la K-�algebra de todas las funciones

f : Int(P ) �! K;

donde la multiplicaci�on (convoluci�on) est�a de�nida por

fg(s; u) =
X
s�t�u

f(s; t)g(t; u):

La suma es �nita (y por lo tanto fg est�a bien de�nido), ya que P es localmente �nito. Es
f�acil ver que I(P ) es un �algebra asociativa con la identidad, denotada � �o 1, de�nida por

�(s; t) =

�
0 si s 6= t
1 si s = t:

De�nici�on 1.3.5. La funci�on zeta � de un �algebra de incidencia

� : I(P ) �! K;

est�a de�nida como

�(s; t) = 1 para todo s � t:

Para k 2 N, �k(s; t) nos indica el n�umero de cadenas s = x0 � x1 � � � � xk = t.

La funci�on � es invertible, y su inversa se llama la funci�on de M�obius de P , la denota-
remos por �. Puede verse que

� = [1� (� � 1) + (� � 1)2 � :::]:

La relaci�on �� = � es equivalente a

�(s; s) = 1 para todo s 2 P;

�(s; u) = �
X
s�t<u

�(s; t) para todo s < u en P

X
s�t�u

�(s; t) = 0 para todo s < u en P:

Sea P un copo, de�nimos a b0 y b1 como los elementos tales que:
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s 6 b1 para todo s 2 P:b0 6 s para todo s 2 P:

Teorema 1.3.6 (teorema de Philip Hall, Proposici�on 3.8.5 en [8]). Sea P un copo localmente

�nito, y sea bP la uni�on de P con b0 y b1. Sea ci el n�umero de cadenas b0 = s0 < s1 < ::: <
si = b1, de longitud i, entre b0 y b1, entonces

�( bP ) = c0 � c1 + c2 � c3 + :::

�

Corolario 1.3.7. Sea P un copo localmente �nito, y s; u 2 P tales que s < u. Sea ci el
n�umero de cadenas s = s0 < s1 < ::: < si = u, de longitud i, que inician en s y terminan

en u (c0 = 0, y c1 = 1), entonces

�(s; u) = c0 � c1 + c2 � c3 + :::

�

1.4. Anillo de Burnside

De�nici�on 1.4.1. Dado un grupo �nito G, el anillo de Burnside de G, denotado por B(G),
se de�ne como el grupo abeliano libre generado por las clases de isomor�smo de G-conjuntos
�nitos m�odulo el subgrupo

h[X t Y ]� [X]� [Y ] j X;Y G-conjuntos �nitos i;

donde [X] denota la clase de isomor�smo de X. El grupo B(G) tiene estructura multipli-
cativa dada por

[X] � [Y ] = [X � Y ];

y a los elementos de B(G) les llamaremos G-conjuntos virtuales.

Observaci�on 1.4.2. El producto de B(G) est�a bien de�nido.

Demostraci�on. Sean X;X 0; Y y Y 0 G-conjuntos, tales que X �= X 0 y Y �= Y 0 como G-
conjuntos, esto implica que existen mor�smos de G-conjuntos biyectivos f : Y 0 �! Y y
g : X 0 �! X. De�nimos a

h : X 0 � Y 0 �! X � Y

(x; y) 7�! (f(x); g(y));

h es un mor�smo de G-conjuntos pues f y g lo son y h es biyectivo ya que f y g son
biyectivos. Por lo tanto [X � Y ] = [X 0 � Y 0]
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Lema 1.4.3. B(G) es un anillo conmutativo con las operaciones descritas en la de�nici�on

previa.

Demostraci�on.

Por de�nici�on (B(G);+) es un grupo abeliano.

La operaci�on � es conmutativa. Sean X y Y G-conjuntos, entonces X � Y �= Y �X,
pues

f : X � Y �! Y �X

(x; y) 7�! (y; x)

es un isomor�smo de G-conjuntos.

La operaci�on � es asociativa, ya que para X;Y y Z G-conjuntos

(X � Y )� Z �= X � Y � Z �= X � (Y � Z)

es decir, [X] � ([Y ] � [Z]) = ([X] � [Y ]) � [Z]:

La operaci�on � es distributiva respecto de +. Sean A1; A2; A3 G-conjuntos entonces

A3 � (A1 tA2) = A3 � ((A1; 1) [ (A2; 2))
�= (A3 � (A1; 1)) [ (A3 � (A2; 2))
�= (A3 �A1) t (A3 �A2);

es decir [A3] � ([A1] + [A2]) = ([A3] � [A1]) + ([A3] � [A2]).
Ya que para cuales quiera G-conjuntos X y Y , X � Y �= Y �X como G-conjuntos.
Tenemos que

(A1 tA2)�A3
�= (A1 �A3) t (A2 �A3);

lo que implica que ([A1] + [A2]) � [A3] = ([A1] � [A3]) + ([A2] � [A3]).

Sean X un G-conjunto, y 1B(G) = f�g, X � 1B(G)
�= X como G-conjuntos, ya que el

mapeo

X � 1B(G) �! X

(x; �) 7! x

es un isomor�smo.

Por lo tanto B(G) es un anillo conmutativo con unidad multiplicativa [1B(G)] = [f�g].
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Lema 1.4.4. Sea x 2 B(G), a x lo podemos expresar de maneara �unica como combinaci�on

lineal de las clases de isomor�smo de los G-conjuntos transitivos:

x =
X

H2[SG]

aH(X)[G=H]

con aH(X) 2 Z 8H 6 G.

Demostraci�on. Sean A y B G-conjuntos �nitos, tales que [A] = [B] en B(G), o bien

[A]� [B] 2 h[X t Y ]� [X]� [Y ] j X;Y son G-conjuntosi;

esto pasa si y s�olo si existen sucesiones de G-conjuntos �nitos Xi, Yi para 1 � i � m, y
Zj ; Tj , tales que

A t (
mG
i=1

Xi

�
t
� mG
i=1

Yi
�
�= B t

� mG
i=1

(Xi t Yi)
�

lo que implica que

[A] + (
mX
i=1

[Xi]
�
+
� mX
i=1

[Yi]
�

es igual a

[B] +
� mX
i=1

[Xi t Yi]
�

con lo cual existe un G-conjunto C, tal que A t C �= B t C. Por el Teorema 1.2.11,

j(A t C)H j = j(B t C)H j para todo H 6 G:

Sea H un subgrupo de G

j(A t C)H j = jfx 2 (A t C) j hx = x 8 h 2 Hgj

= jfx 2 A j hx = x 8 h 2 Hgj+ jfx 2 C j hx = x 8 h 2 Hgj

= jAH j+ jCH j:

An�alogamente obtenemos que j(B t C)H j = jBH j + jCH j, por lo tanto jAH j = jBH j, el
Teorema 1.2.11 implica que A �= B.
De los lemas 1.2.7, y 1.2.4 se sigue que todo G-conjunto X, se puede expresar de manera
�unica salvo isomor�smos como

X =
G

H2[SG]

aH(X)[G=H]; con aH(X) 2 Z:

Por lo tanto B(G) es un Z�m�odulo libre con base los elementos [G=H], con H 2 [SG].
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Observaci�on 1.4.5.

En B(G), el elemento neutro para la suma es

0B(G) = [;]:

Para todo subgrupo U de G, existe una funci�on que llamaremos la marca de U

'U : fG-conjuntos �nitosg �! Z

X 7! jXU j:

Esta funci�on la podemos extender linealmente a los elementos de B(G), lo que da un
homomor�smo de anillos

'U : B(G) �! Z:

Sea X un G-conjunto, si 1 es el subgrupo trivial de G, entonces

'1(X) = jXj:

Lema 1.4.6. Para U; V 6 G, tenemos que 'V (G=U) 6= 0 si y solo si V .G U .

Demostraci�on. Es inmediata del Lema 1.2.10

Lema 1.4.7. Sean x; x0 2 B(G). Entonces 'U (x) = 'U (x
0) para todo U 6 G si y s�olo si

x = x0.

Demostraci�on.

[( Sean U 6 G, y x; y 2 B(G) tales que x = y, entonces 'U (x) = 'U (y) pues 'U es
funci�on.

)] Sean x; y 2 B(G) tales que 'U (x) = 'U (y) para todo U subgrupo de G. Por el
Lema 1.4.4,

x =
X

H2[SG]

ai(x)[G=H] y =
X

H2[SG]

ai(y)[G=H]:

Podemos ordenar a los subgrupos relacionados a estos G-conjuntos transitivos con el
orden �, de�nido en la demostraci�on del Teorema 1.2.11, Hi � Hj si i � j, as�� que

x =
mX
i=1

ai(x)[G=Hi] y =
mX
i=1

ai(y)[G=Hi]:
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por lo tanto

'Hm(x) = 'Hm

� mX
i=1

ai(x)[G=Hi]

�

= 'Hm

� mX
i=1

ai(y)[G=Hi]

�
= 'Hm(y):

Sabemos que 'Hk(G=Hj) 6= 0 si y s�olo si Hk .G Hj , as�� que 'Hk(G=Hj) = 0 para
toda j < k, por lo tanto

'Hm(x) = am(x)j(G=Hm)
Hm j = am(y)j(G=Hm)

Hm j = 'Hm(y);

y ya que j(G=Hm)
Hm j 6= 0, entonces am(x) = am(x). An�alogamente obtenemos que

'Hm�1(x) = am�1(x)j(G=Hm�1)
Hm�1 j+ am(x)j(G=Hm)

Hm�1 j

= am�1(y)j(G=Hm�1)
Hm�1 j+ am(y)j(G=Hm)

Hm�1 j = 'Hm�1(y)

de aqu�� obtenemos que am�1(x) = am�1(y), de este proceso inductivo podemos
concluir que x = y.

Teorema 1.4.8. Sea G un grupo �nito, y sean U; V 6 G, entonces 'U = 'V si y s�olo si

U sG V .

Demostraci�on.

)] Sean U; V subgrupos de G, tales que 'U = 'V . As�� que

'U (G=V ) = 'V (G=V ) = j(G=V )V j 6= 0

esto implica que U .G V , an�alogamente obtenemos que V .G U . Por lo tanto
U �G V .

[( Sean U; V subgrupos de G, tales que U �G V . Por lo tanto existe k 2 G tal que
k�1Uk = V . Sea H un subgrupo de G,

'V ([G=H]) = j(G=H)V j = jfgH 2 G=H j vgH = gH 8v 2 V gj

= jfgH 2 G=H j k�1ukgH = gH 8u 2 Ugj

= jfgH 2 G=H j ukgH = kgH 8u 2 Ugj

= jfkgH 2 G=H j ukgH = kgH 8u 2 Ugj = j(G=H)U j

= 'U ([G=H]):
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Sea x 2 B(G), es decir x =
P

H2[SG]
aH(x)[G=H], con aH(x) 2 Z as�� que

'U (x) = 'U

� X
H2[SG]

aH(x)[G=H]

�
=

X
H2[SG]

aH(x)'U ([G=H])

=
X

H2[SG]

aH(x)'V ([G=H]) = 'V

� X
H2[SG]

aH(x)[G=H]

�
= 'V (x):

Por lo tanto 'U = 'V .

Lema 1.4.9. Sean G un grupo �nito y V;U 6 G. Entonces

'V (G=U) = [NG(U) : U ] � jfU
0 6 G j V 6 U 0 �G Ugj:

Demostraci�on. Recordemos que

NG(U) = fg 2 G j g�1Ug = Ug:

Notemos que aUa�1 = bUb�1 si y s�olo si b�1a 2 NG(U): Por de�nici�on

'V (G=U) = jfgU 2 (G=U) j v(gU) = gU 8v 2 V gj

En lugar de tomar un representante de la clase gU , tomamos todos lo elementos de esta
clase, lo anterior es igual a

jfg 2 G j v(gU) = gU 8v 2 V gj

jU j
=
jfg 2 G j (g�1vg)U = U 8v 2 V gj

jU j

=
jfg 2 G j (g�1vg) 2 U 8v 2 V gj

jU j

=
jfg 2 G j (g�1V g) 6 Ugj

jU j

=
jfg 2 G j V 6 gUg�1gj

jU j
:

Para no repetir subgrupos conjugados a U , solo nos tomamos un representante por cada
clase lateral de G=NG(U), y ya que cada clase lateral tiene jNG(U)j elementos, obtenemos
que lo anterior, es igual a

jfU 0 6 G j V 6 U 0 �G Ugj � jNG(U)j

jU j
= jfU 0 6 G j V 6 U 0 �G Ugj � [NG(U) : U ]:
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Lema 1.4.10. Sean x 2 B(G), H 2 [SG], escribimos

x =
X

K2[SG]

aK(x)[G=K]

con aK(x) 2 Z. Entonces H es maximal con 'H(x) 6= 0 si y s�olo si aH(x) 6= 0 y H es

maximal con esta propiedad. En este caso

'H(x) = aH(x)'H(G=H) = aH(x)[NG(H) : H]:

Demostraci�on.

Supongamos que H 2 [SG] es maximal tal que 'H(x) 6= 0, entonces

'H(x) =
X

K2[SG]

aK(x)'H(G=K) 6= 0

pero sabemos que 'H(G=K) 6= 0 si y s�olo si H .G K, de lo cual se sigue

'H(x) =
X

K2[SG]
H.GK

aK(x)j(G=K)H j 6= 0:

Por lo tanto existe K 6 G tal que aK(x) 6= 0, sea K0 2 [SG] maximal tal que
aK0(x) 6= 0 y H 6 K0, entonces

'K0(x) =
X

K2[SG]

aK(x)j(G=K)K0 j

y ya que para todo K 2 [SG], tal que K0 <G K, implica que aK(x) = 0, entonces

'K0(x) = aK0(x)j(G=K0)
K0 j = aK0(x)[NG(K0) : K0] 6= 0;

por lo tanto K0 = H, y 'H(x) = aH(x)[NG(H) : H].

Sea H 2 [SG], tal que aH(x) 6= 0 y maximal con esta propiedad, entonces

'H(x) =
X

K2[SG]

aK(x)'H(G=K) =
X

K2[SG]

aK(x)j(G=K)H j

y ya que, 'H(G=K) 6= 0 si y s�olo si H .G K, obtenemos que

'H(x) =
X

K2[SG]
H.GK

aK(x)j(G=K)H j = aH(x)j(G=H)H j = aH(x)[NG(H) : H] 6= 0:
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Sea H0 2 [SG], tal que H <G H0, entonces

'H0(x) =
X

K2[SG]
H0.GK

aK(x)j(G=K)H0 j =
X

K2[SG]
H0.GK

0j(G=K)H0 j = 0:

por lo tanto H es maximal con la propiedad 'H(x) 6= 0.

Lema 1.4.11. Sea G un p-grupo �nito, sea x 2 B(G). Si x =
P

U2[SG]
aU (x)[G=U ],

entonces

'1(x) =
X

U2[SG]

aU (x)[G : U ] � aG(x) = 'G(x) mod p:

Demostraci�on. Que G sea un p-grupo, nos indica que jGj = pk para alg�un k 2 N, y que
todo subgrupo U de G tiene jU j = pn para n 6 k. De aqu�� concluimos [G : U ] � 0 mod p si
U < G, y ya que [G : G] = 1 tenemos que [G : G] � 1 mod p, as�� que

'1(x) =
X

U2[SG]

aU (x)'1(G=U) =
X

U2[SG]

aU (x)[G : U ] � aG(x) mod p:

Adem�as,G no es conjugado de ning�un subgrupo de U para todo U < G, luego 'G(G=U) = 0;
por lo tanto

'G(x) =
X

U2[SG]

aU (x)'G(G=U) = aG(x)j1j = aG(x)

) '1(x) =
X

U2[SG]

aU (x)[G : U ] � aG(x) = 'G(x) mod p:

Lema 1.4.12. Sea G un grupo �nito. Sean V un p-subgrupo de G y U un subgrupo de G,
entonces

'V ([G=U ]) � [G : U ] mod p:

Si ([G : U ]; p) = 1, tenemos que 'V ([G=U ] no es congruente a 0 m�odulo p y por lo tanto

V .G U .
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Demostraci�on. Ya que G=U es un G-conjunto, tambi�en es un V -conjunto con la acci�on

V �G=U 7�! G=U

(v; gU) 7! vgU:

Por el Lema 1.4.11 tenemos que

'V (G=U) = j(G=U)V j � j(G=U)1j = [G : U ] mod p:

Si ([G : U ] ; p) = 1, tenemos [G : U ] 6� 0 mod p, por lo tanto 'V (G=U) 6= 0, lo que implica,
V .G U .

Con la teor��a desarrollada hasta el momento es relativamente f�acil demostrar el 2do

Teorema de Sylow

Corolario 1.4.13 (2do Teorema de Sylow). Sea G un grupo �nito si existen p-subgrupos de
Sylow en G, son todos ellos conjugados entre s�� y cada p-subgrupo de G debe ser subconjugado

en G de uno de ellos.

Demostraci�on. Sean V y H p-subgrupos de Sylow de G, sabemos que ([G : H]; p) = 1 y
([G : V ]; p) = 1. Entonces por el lema anterior V .G H y H .G V , por lo tanto H �G V .
Sean W un p-subgrupo de G, y H un p-subgrupo de Sylow. Por de�nici�on tenemos que
([G : H]; p) = 1. Entonces por el lema anterior, W .G H.

1.5. Operaciones del anillo de Burnside

En esta secci�on veremos algunas de las operaciones m�as comunes entre anillos de Burn-
side. Sea G un grupo �nito. Si X es un G-conjunto y H es un subgrupo de G, se puede ver
a X como un H-conjunto a trav�es de la restricci�on de la acci�on de G. El conjunto X visto
como H-conjunto es denotado por ResGHX.

Observaci�on 1.5.1. Sean X y Y G-conjuntos isomorfos, entonces ResGHX y ResGHY son
isomorfos como H-conjuntos.

De�nici�on 1.5.2. Sea ResGH la funci�on Restricci�on de�nida por

ResGH : B(G) �! B(H)

[X] 7�! [ResGHX];

para X G-conjunto, la cual se extiende por linealidad.
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Se ve f�acil que la funci�on ResGH es un mor�smo de anillos. Sea Z un H-conjunto, el
G-conjunto inducido por Z el cual denotamos por IndGHZ, es de�nido como G�H Z, i.e. el
cociente del producto cartesiano G � X por la acci�on derecha de H dada por (g; x) � h =
(gh; h�1x) para g 2 G; h 2 H;x 2 Z. Notemos que IndGH es un G-conjunto con acci�on
izquierda inducida por la acci�on izquierda de G dada por g � (g0; x) = (gg0; x).

Lema 1.5.3. Sea H subgrupo de G. Si Z es un H-conjunto isomorfo a H=K para alg�un K
subgrupo de H, entonces IndGHZ es isomorfo a G=K.

Demostraci�on. Sea � : Z �! H=K un isomor�smo de H-conjuntos. De�namos a

� : IndGHZ �! G=K

[g; x] 7�! g�(x):

Primero veamos que � est�a bien de�nida. Sea [g0; x0] otro representante de la clase [g; x],
entonces existe h 2 H tal que (g0; x0) = (gh; h�1x). As�� que

�([g0; x0]) = g0�(x0) = gh�(h�1x)

= g�(hh�1x) = g�(x)

= �([g; x]):

por lo tanto � est�a bien de�nida.

Ahora demostremos que � es un mor�smo de G-conjuntos. Sean l 2 G y [g; x] 2 IndGHZ,
entonces

l � �([g; x]) = lg�(x) = �([lg; x]) = �(l � [g; x])

por lo tanto � es un mor�smo de G-conjuntos.
De�namos a

��1 : G=K �! IndGHZ

gK 7�! [g; ��1(K)]:

donde ��1 es la inversa de �.
Primero demostremos que ��1 est�a bien de�nida. Sea tK otro representante de la clase

gK, entonces existe k 2 K tal que t = gk, as�� que

��1(tK) = [t; ��1(K)] = [gk; ��1(K)] = [g; k��1(K)]

= [g; ��1(kK)] = [g; ��1(K)]

= ��1(gK)
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por lo tanto la funci�on ��1 est�a bien de�nida.
Ahora demostremos que ��1 es un mor�smo de G-conjuntos. Sean t 2 G y gH 2 G=K,

entonces

t � ��1(gK) = t � [g; ��1(K)] = [tg; ��1(K)] = ��1(tgK)

as�� pues ��1 es un mor�smo de G-conjuntos. Sea [g; x] 2 IndGHZ, entonces

��1 � �([g; x]) = ��1(g(�(x))) = ��1(g(hK)))

= ��1(ghK) = [gh; ��1(K)]

= [g; h��1(K)] = [g; ��1(hK)]

= [g; x];

donde �(x) = hK por lo tanto � � � = IdIndGHZ
.

Sea gK 2 G=K, entonces

� � ��1(gK) = �([g; ��1(K)]) = g�(��1(K)) = gK;

por lo tanto � � ��1 = IdG=K . Por ende, G=K es isomorfo a IndGHZ como G-conjuntos.

Corolario 1.5.4. Sean V y K subgrupos de H, tales que H=K y H=V son isomorfos como

como H-conjuntos, entonces IndGH(H=K) y IndGH(H=V ) son isomorfos como G-conjuntos.

Lema 1.5.5. Sea G un grupo �nito y H un subgrupo de G. La funci�on Inducci�on de�nida

por

IndGH : B(H) �! B(G)

[X] 7�! [G�H X]

para X G-conjunto, la cual se extiende por linealidad, es un homomor�smo de grupos abe-

lianos.

Demostraci�on. Sean X1 y X2 H-conjuntos, es su�ciente demostrar que

IndGH(X1 tX2) = IndGH(X1) t Ind
G
H(X2):

Por de�nici�on

IndGH(X1 tX2) = f[g; (xi; i)] j g 2 G; xi 2 Xi; i = 1; 2g

e

IndGH(X1) t Ind
G
H(X2) = f([g; xi]; i) j g 2 G; xi 2 Xi; i = 1; 2g:
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S�olo tenemos que considerar la aplicaci�on

� : IndGH(X1) t Ind
G
H(X2) �! IndGH(X1 tX2)

([g; xi]; i) 7�! [g; (xi; i)]

la cual claramente es un isomor�smo de G-conjuntos.

Sea H un subgrupo de G y x un elemento de G. Si Z es un H-conjunto, el grupo xH
actua en Z con la acci�on

xH � Z �! Z

(xh; z) 7�! hz:

A Z visto como xH-conjunto se le denota por xZ.

Sean H y K subgrupos de G y x un elemento cualquiera de G, la (K-H)-clase lateral
doble de x es el subconjunto de G

KxH = fkxh j h 2 H; k 2 Kg:

Denotaremos por K nG=H al conjunto de todas las (K-H)-clases laterales dobles de G.

Lema 1.5.6 (F�ormula de Mackey). Sea G un grupo �nito, y H, K subgrupos de G. Si Z
es un H-conjunto, entonces

ResGKInd
G
HZ

�=
G

x2[KnG=H]

IndKK\xH
xResHKx\HZ

como K-conjuntos, donde [K nG=H] denota un conjunto de representante de K nG=H.

Demostraci�on. Sea S = [K nG=H] y sea

 : ResGKInd
G
HZ �!

G
x2S

IndKK\xH
xResHKx\HZ;

la cual est�a de�nida de la siguiente manera: Sea [g; z] 2 ResGk Ind
G
HZ, donde g se puede

escribir de manera �unica como g = kxh con k 2 K, x 2 S, h 2 H, entonces

([g; z]) = [k; hz]x:

Veamos que  est�a bien de�nida. Sean [g; z] y [g0; z0] elementos de ResGk Ind
G
HZ tales que

[g; z] = [g0; z0], por lo tanto existe un h0 2 H, tal que (g0; z0) = (gh0; h0�1z). Si

([g; z]) = [k; hz]x
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es decir g = kxh, entonces g0 = kxhh0, as�� que

([g0; z0]) = [k; hh0z0]x = [k; hh0h0
�1
z]x = [k; hz]x = ([g; z]):

Ahora veamos que es un mor�smo de K-conjuntos. Sea k0 2 K, entonces

(k0[g; z]) = [k0g; z] = [k0k; hz]x = k0[k; hz]x = k0([g; z]):

Por lo tanto, s�� es un mor�smo de K-conjuntos.
Ahora consideremos

 :
G
x2S

IndKK\xH
xResHKx\HZ �! ResGk Ind

G
HZ

[k; xz]x 7�! [kx; z]:

Primero veamos que est�a bien de�nida, sea [k0;x z0]x otro representante de la clase [k; xz]x,
es decir existe xh 2 K \ xH tal que

(k0; xz0) = (k; xz)xh = (k � xh; (xh�1)xz) = (k � xh; x(h�1z));

por lo tanto

 ([k0; xz0]x) = [k0x; z0] = [k(xh)x; h�1z] = [kxh; h�1z] = [kx; z] =  ([k; xz]x)

por lo tanto est�a bien de�nida. Ahora veamos que es un mor�smo de K-conjuntos. Sea
l 2 K, entonces

 (l[k; xz]x) =  ([lk; xz]x) = [lkx; z] = l[kx; z] = l ([k; xz])

en consecuencia  es un mor�smo de K-conjuntos. Sea [g; z] 2 ResGKInd
G
HZ con g = kxh

para alg�un k 2 K, x 2 S y h 2 H, entonces

 � ([g; z]) =  ([k; hz]x) = [kx; hz] = [kxhh�1; hz] = [kxh; z] = [g; z]

por lo tanto  �  = IdResGKInd
G
HZ

. Sea [k; z]x 2
F
x2S Ind

K
K\xH

xResHKx\HZ, entonces

 �  ([k; z]x) = ([kx; z]) = [k; z]x

por lo tanto  �  = IdF
x2S Ind

K
K\xH

xResH
Kx\H

Z , es decir

ResGk Ind
G
HZ

�=
G

x2[KnG=H]

IndKK\xH
xResHKx\HZ

como K-conjuntos.
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Lema 1.5.7 (Identidad de Frobenius). Sea G un grupo y H subgrupo de G. Si X es un

G-conjunto y Z un H-conjunto, entonces existe un isomor�smo de G-conjuntos

X � IndGHZ
�= IndGH((Res

G
HX)� Z)

y en particular para cualquier G-conjunto X, existe in isomor�smo de G-conjuntos

X � (G=H) �= IndGHRes
G
HX:

Demostraci�on. De�nimos la aplicaci�on

 : X � IndGHZ �! IndGH((Res
G
HX)� Z)

(x; [g; z]) 7�! [g; (g�1x; z)]:

Primero veamos que  est�a bien de�nida. Sea [g0; z0] otro representante de la clase [g; z],
entonces existe h 2 H tal que

(g0; z0) = (g; z)h = (gh; h�1z):

Entonces

((x; [g0; z0])) = [g0; (g0
�1
x; z)] = [gh; (h�1g�1x; h�1z)] = [gh; h�1(g�1x; z)] = [g; (g�1x; z)];

por lo tanto  est�a bien de�nida. Ahora veamos que es un mor�smo de G-conjuntos. Sea
a 2 G y (x; [g; z]) 2 X � IndGHZ, entonces

(a(x; [g; z])) = ((ax; a[g; z])) = [ag; (g�1a�1ax; z)]

= [ag; (g�1x; z)] = a[g; (g�1x; z]

= a((x; [g; z]))

de tal forma que  es un mor�smo de G-conjuntos.
Ahora consideremos la funci�on

 : IndGH((Res
G
HX)� Z) �! X � IndGHZ

[g; (x; z)] 7�! (gx; [g; z]):

Primero veamos que est�a bien de�nida. Sea [g0; (x0; z0)] otro representante de la clase [g; (x; z)],
por lo tanto existe h 2 H tal que

(g0; (x0; z0)) = (g; (x; z))h = (gh; h�1(x; z)) = (gh; (h�1x; h�1z))
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As�� que

 ([g0; (x0; z0)]) = (g0x0; [g0; z0]) = (ghh�1x; [gh; h�1z])

= (gx; [g; z])

=  ([g; (x; z)])

por lo tanto est�a bien de�nida. Ahora veamos que es un mor�smo de G-conjuntos. Sea
a 2 G y [g; (x; z0)] 2 IndGH((Res

G
HX)� Z, entonces

 (a[g; (x; z)]) =  ([ag; (x; z)]) = (agx; [ag; z])

= a(gx; [gz])

= a ([g; (x; z)])

por lo tanto es un mor�smo de G-conjuntos.
Notemos que  es la inversa de  . Sea (x; [g; z]) 2 X � IndGHZ entonces

 � ((x; [g; z])) =  ([g; (g�1x; z)]) = (gg�1x; [g; z]) = (x; [g; z])

por lo tanto,  �  = IdX�IndGHZ
. Por otra parte, dado [g; (x; z)] 2 IndGH((Res

G
HX)�Z), se

tiene

 �  ([g; (x; z)]) = ((gx; [g; z])) = [g; (g�1gx; z)] = [g; (x; z)];

por lo tanto,  �  = IdIndGH((ResGHX)�Z), lo que quiere decir que

X � IndGHZ
�= IndGH((Res

G
HX)� Z):

En particular

X � (G=H) �= IndGHRes
G
HX

como G-conjuntos.

Sea N un subgrupo normal de G. Si X un G=N -conjunto, podemos ver a X como un
G-conjunto con la acci�on

G�X �! X

(a; x) 7�! aNx:

Denotamos por InfGG=NX a X visto como G-conjunto.

34



Lema 1.5.8. Sea InfGG=N la funci�on Inaci�on de�nida por

InfGG=N : B(G=N) �! B(G)

[X] 7�! [InfGG=NX]

para X G=N -conjunto, la cual se extiende por linealidad. Entonces InfGG=N es un mor�smo

de anillos.

Demostraci�on. Sean X1 y X2 G=N -conjuntos basta demostrar que:

InfGG=N (X1 tX2) �= InfGG=NX1 t Inf
G
G=NX2.

InfGG=N (X1 �X2) �= InfGG=NX1 � InfGG=NX2.

Notemos que x 2 InfGG=HX si y s�olo si x 2 X, es decir InfGG=NX = X como conjuntos,
por lo tanto

InfGG=N (X1 tX2) = X1 tX2 = InfGG=NX1 t Inf
G
G=NX2.

InfGG=N (X1 �X2) = X1 �X2 = InfGG=NX1 � InfGG=NX2.

Sea G un grupo �nito y N un subgrupo normal G. Si X es un G-conjunto, para x 2 X
denotamos por

ON (x) = fnx j n 2 Ng

a la �orbita de x en N .

De�nici�on 1.5.9. Sea
DefGG=N (X) = fON (x)gx2X

el cual es un G=N -conjunto con la acci�on

G=N �DefGG=N (X) �! DefGG=N (X)

(gN;ON (x)) 7�! ON (gx);

el cual lo llamaremos deaci�on de X.
Observemos que la acci�on anterior est�a bien de�nida. Sea gN; hN 2 G=N tales que

gN = hN y x 2 X, entonces existe n 2 N tal que ng = h en consecuencia

ngx = hx

por lo tanto
gN �ON (x) = ON (gx) = ON (hx) = hN �ON (x)

as�� que la acci�on de DefGG=NX est�a bien de�nida.
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Lema 1.5.10. Sea DefGG=N la funci�on Deaci�on de�nida por

DefGG=N : B(G) �! B(G=N)

[X] 7�! [DefGG=NX]

para X G-conjunto, la cual se extiende por linealidad. Entonces DefGG=N es un homomor-

�smo de grupos abelianos.

Demostraci�on. Primero demostraremos DefGG=N est�a bien de�nida, es decir para X;Y G-

conjuntos isomorfos, entonces DefGG=NX es isomorfo a DefGG=NY como G=N -conjuntos.
Sea � : X �! Y un isomor�smo de G-conjuntos. De�nimos a

� : DefGG=NX �! DefGG=NY

ON (x) 7�! ON (�(x)):

Demostremos que � es un isomor�smo de G=N -conjuntos.

Primero demostremos que � est�a bien de�nida. Sean x; z 2 X tales que ON (x) =
ON (z), entonces existe n 2 N tal que x = nz, esto implica que

�(x) = �(nz) = n�(z)

por lo tanto ON (�(x)) = ON (�(z)).

Ahora demostremos que � es un homomor�smo de G=N -conjuntos. Sea gN 2 G y
ON (x) elemento de DefGG=NX, entonces

�(gN �ON (x)) = �(ON (gx)) = ON (�(gx))

= ON (g�(x)) = gN �ON (�(x))

= gN � �(ON (x))

por lo tanto � es un homomor�smo de G-conjuntos.

Por �ultimo demostraremos que � es biyectivo. Primero demostraremos que � es in-
yectivo. Sean ON (x); ON (z) 2 Def

G
G=NX tales que

�(ON (x)) = ON (�(x)) = �(ON (z)) = ON (�(z))

en consecuencia, existe n 2 N tal que, n�(x) = �(nx) = �(z) y ya que � es un
isomor�smo obtenemos que nx = z, debido a lo cual ON (x) = ON (z). Por lo tanto
� es inyectiva. Ahora demostraremos que � es suprayectiva, sea ON (y) 2 DefGG=NY ,

entonces existe x 2 X tal que �(x) = y, por lo tanto

�(ON (x)) = ON (�(x)) = ON (y)

as�� que � es suprayectiva.
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Siendo as�� � un isomor�smo.
Para demostrar que DefGG=N es un homomor�smo de grupos es su�ciente demostrar que
para X1; X2 G-conjuntos, entonces

DefGG=N (X1 tX2) �= DefGG=N (X1) tDef
G
G=N (X2):

Notemos que

DefGG=N (X1 tX2) = fON ((xi; i)) j (xi; i) 2 X1 tX2g

= f(ON (xi); i) j (xi; i) 2 X1 tX2g

= f(ON (xi); i) j xi 2 Xi; i = 1; 2g

= DefGG=N (X1) tDef
G
G=N (X2);

por lo tanto
DefGG=N (X1 tX2) �= DefGG=N (X1) tDef

G
G=N (X2)

como G=N -conjuntos.

Lema 1.5.11.

1. Sea X es un G-conjunto y N un subgrupo normal de G, entonces

XN = fx 2 X j nx = x 8 n 2 Ng

es un G=N -conjunto con la acci�on

G=N �XN �! XN

(gN; x) 7�! (gx);

a XN lo denotaremos por FixGG=NX:

2. Sean X y Y G-conjuntos isomorfos, entonces FixGG=NX y FixGG=NY son isomorfos

como G=N -conjuntos.

Demostraci�on.

1. Para demostrar que XN es un G=N -conjunto

� Veremos que para todo g 2 G y todo x 2 XN , entonces gx 2 XN . Sea x 2 XN y
g 2 G, entonces para todo n 2 N existe un n0 2 N tal que n = gn0g�1, As�� que

ngx = (gn0g�1)gx = gn0x = g(n0x) = g(x) = gx:

por lo tanto gx 2 XN
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� Ahora demostraremos que la acci�on est�a bien de�nida. Sea gN ; hN 2 G=N tales
que gN = hN , entonces g�1h 2 N , y sea x 2 XN . por lo tanto

g�1hx = x

lo cual implica que gx = hx, entonces

gN � x = gx = hx = hN � x:

2. Puesto que X es isomorfo como G-conjuntos a Y , existe � : X �! Y el cual es
isomor�smo de G-conjuntos. De�namos a

� : XN �! Y N

x 7�! �(x):

Ahora demostramos que � es un isomor�smo de G=N -conjuntos

� Primero demostraremos que � manda XN a Y N . Sea x 2 XN , y n 2 N , entonces

n�(x) = �(nx) = �(x):

Por lo tanto � : XN �! Y N .

� Ahora demostraremos � es un homomor�smo de G=N -conjuntos. Sean gN 2G=N
y x 2 XN , entonces

�(gN � x) = �(gx) = �(gx) = g�(x) = gN � �(x)

as�� que � es un homomor�smo de G=N -conjuntos.

� Por ultimo � es biyectiva ya que � lo es.

Por lo tanto � es un isomor�smo de G=N -conjuntos, por esta raz�on XN y Y N son
isomorfos como G=N -conjuntos.

Lema 1.5.12. Sea FixGG=N la funci�on de los puntos �jos de�nida por

FixGG=N : B(G) �! B(G=N)

[X] 7�! [XN ]

para X G-conjunto, la cual se extendiende por linealidad. Entonces FixGG=N es un homo-

mor�smo de anillos.
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Demostraci�on. Es su�ciente demostrar que para X1 y X2 G-conjuntos, se cumple:

FixGG=NX1 t Fix
G
G=NX2

�= FixGG=N (X1 tX2).

FixGG=NX1 � FixGG=NX2
�= FixGG=N (X1 �X2).

Primero demostremos que FixGG=NX1 � FixGG=NX2
�= FixGG=N (X1 �X2). Por de�nici�on

FixGG=N (X1 �X2) = f(x1; x2) 2 X1 �X2 j n(x1; x2) = (x1; x2) 8n 2 Ng

= f(x1; x2) 2 X1 �X2 j (nx1; nx2) = (x1; x2) 8n 2 Ng

= f(x1; x2) 2 X1 �X2 j x1 2 X
N
1 y x2 2 X

N
2 g

= XN
1 �XN

2 = FixGG=NX1 � FixGG=NX2

Por lo tanto FixGG=NX1 � FixGG=NX2 y Fix
G
G=N (X1 �X2) son isomorfo como G-conjuntos.

Ahora demostraremos que FixGG=NX1 t Fix
G
G=NX2

�= FixGG=N (X1 tX2). Por de�nici�on

FixGG=N (X1 tX2) = f(xi; i) 2 X1 tX2 j n(xi; i) = (xi; i) 8n 2 Ng

= f(xi; i) 2 X1 tX2 j (nxi; i) = (xi; i) 8n 2 Ng

= f(xi; i) 2 X1 tX2 j xi 2 X
N
i ; i = 1; 2g

= XN
1 tXN

2 = FixGG=NX1 t Fix
G
G=NX2:

Por lo tanto FixGG=NX1 t Fix
G
G=NX2 y Fix

G
G=N (X1 tX2) son isomorfos como G-conjuntos.

De tal forma que FixGG=N es un homomor�smo de anillos.
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Cap��tulo 2

El Teorema Principal

2.1. Enunciado del Teorema Principal

Para ser precisos, de ahora en adelante, G es un grupo �nito de orden n, y denotaremos
un grupo c��clico de orden m como Cm, y por C := CjGj.

De�nici�on 2.1.1. De�nimos B(G), el anillo fantasma de G, como el conjunto de todas las
funciones de Sub(G) a Z que son constantes en las clases de conjugaci�on, el cual se puede
veri�car f�acilmente que tiene estructura de anillo con las siguientes operaciones:

Suma.
Sean f; g 2 B(G) de�nimos f + g como

(f + g)(H) = f(H) + g(H) 8 H 6 G:

Multiplicaci�on.
Sean f; g 2 B(G) de�nimos f � g como

(f � g)(H) = f(H) � g(H) 8 H 6 G:

Donde f�acilmente se ve que el neutro adictivo es la funci�on constante 0 y el neutro multi-
plicativo es la funci�on constante 1.

Observaci�on 2.1.2. El anillo fantasma de G, tambi�en se puede ver como el siguiente Z-
m�odulo libre

B(G) �=
Y

H2[SG]

Z:

41



Sean H y K subgrupos de G, del Teorema 1.4.8 tenemos que 'H = 'K si y solo si
K �G H

Lema 2.1.3. Si consideramos la funci�on

�G : B(G) �! B(G)

x 7�! '�(x);

donde

'�(x) : Sub(G) 7�! Z

U 7�! 'U (x);

entonces �G es un monomor�smo de anillo, y en consecuencia B(G) se puede ver como

subanillo de B(G).

Demostraci�on. Basta con comprobar que �G es un monomor�mo de anillos para las clases
los G-conjuntos transitivos.

Demostraremos que �G abre sumas.
Sean H1; H2 6 G.
Sea U 2 Sub(G),

�G([G=H1] + [G=H2])(U) = �G([G=H1 tG=H2])(U)

= 'U ([G=H1 tG=H2])

que es igual a

jf(gHi; i) 2 [G=H1 tG=H2] j u(gHi; i) = (gHi; i)8u 2 Ugj;

con i = 1; 2. Notemos que,

u(gHi; i) = (ugHi; i) = (gHi; i), ugHi = gHi

as�� que

'U ([G=H1 tG=H2]) = 'U ([G=H1]) + 'U ([G=H2]);

para todo subgrupo U de G. Por lo tanto,

�G([G=H1] + [G=H2]) = �G([G=H1]) + �G([G=H2]):
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Demostraremos que �G abre multiplicaciones.
Sean U;H1 y H2 subgrupos de G, entonces

�G([G=H1] � [G=H2])(U) = �G([G=H1 �G=H2])(U) = 'U ([G=H1 �G=H2])

que es igual a

jf(g1H1; g2H2) 2 [G=H1 �G=H2] j u(g1H1; g2H2) = (g1H1; g2H2)8u 2 Ugj

Notemos que

u(g1H1; g2H2) = (g1H1; g2H2), ug1H1 = g1H1 y ug2H2 = g2H2:

Por lo tanto, tenemos que

[G=H1 �G=H2]
U = [G=H1]

U � [G=H2]
U

lo que implica que,

'U ([G=H1 �G=H2]) = 'U ([G=H1]) � 'U ([G=H2])

= �G([G=H1])�
G(G=H2)(U):

Por lo tanto,
�G([G=H1] � [G=H2]) = �G([G=H1])�

G([G=H2]):

Ahora demostraremos que �G(1) = 1. Sea V subgrupo de G, entonces

�G(1)(V ) = 'V (1) = jfx 2 f�g j vx = x 8 v 2 V gj = 1

De los puntos anteriores y del hecho que cualquier elemento del anillo Burnside se puede
expresar de manera �unica, como combinaci�on lineal de G-conjuntos transitivos, concluimos
que �G es un homomor�smo de anillos.
Sean x; y 2 B(G) tales que �G(x) = �G(y), es decir

�G(x)(U) = 'U (x) = �G(y)(U) = 'U (y)

para todo U subgrupo de G. Por el Lema 1.4.7 tenemos que x = y, i.e. �G es un monomor-
�smo, as�� que B(G) se puede ver como un subanillo de B(G):

Sea H 6 G de�namos a

�G
H : B(G) �! Z

x 7�! 'H(x):
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Sean H y K subgrupos de G. Del Teorema 1.4.8 tenemos que �G
H = �G

K si y solo si H �G K
Podemos ver a �G como

�G =
Y

H2[SG]

�G
H : B(G) �!

Y
H2[SG]

Z

x 7�!
Y

H2[SG]

'H(x):

Denotamos por feHgH2[SG] a la base can�onica de
Q

H2[SG]
Z.

La demostraci�on del siguiente teorema se puede ver en [1].

Teorema 2.1.4 (Dress, Teorema 3.2.1 en [1]). Sea G un grupo �nito. Para H y K en [SG],
de�nimos el conjunto

n(K;H) = jfx 2 NG(K)=K j hx;Ki �G Hgj:

El elemento y =
P

H2[SG]
yHeH est�a en la imagen de � si y s�olo si, para todo K 2 [SG]X

H2[SG]

yH � n(K;H) � 0 mod [NG(K) : K]:

Corolario 2.1.5 (Relaci�on de congruencia de Cauchy-Frobenius-Burnside). Para todo

x 2 B(G), tenemos X
g2G

'hgi(x) � 0 mod jGj:

Demostraci�on. Sea H subgrupo de G, notemos que

n(f1g; H) = jfg 2 G j hgi �G Hgj;

Si H no es c��clico, entonces n(f1g; H) = 0:

Si H es c��clico, entonces n(f1g; H) es el n�umero de elementos de G que generan a H
o a un conjugado de H.

Sea x 2 B(G), entonces lo podemos expresar como
P

H2[SG]
'H(x)eH visto como elemen-

to de B(G), por lo tanto cumple las congruencias del Teorema 2.1.4, y ya que '�(x) es
constante en las clases de conjugaci�on, obtenemosX

g2G

'hgi(x) =
X

H2[SG]

'H(x) � n(f1g; H) � 0 mod jGj:
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Teorema 2.1.6 (Teorema 1 en [4], El Teorema Principal). Existe un homomor�smo de

anillos

� = �GFW : B(C) 7�! B(G)

llamado el homomor�smo de Frobenius - Wielandt, tal que para todo subgrupo U 6 G y

cada x 2 B(C) el n�umero 'U (�(x)) de elementos U -invariantes en el G-conjunto virtual

�(x) coincide con el n�umero 'CjUj
(x) de elementos CjU j-invariantes x.

2.2. Demostraci�on del Teorema Principal

De�nici�on 2.2.1. De�nimos las funciones

GFW : Sub(G) �! Sub(C)

U 7�! CjU j

y

�G = �GFW : B(C) �! B(G)

s 7�! s � GFW :

Lema 2.2.2. La funci�on �G es un homomor�smo s de anillos

Demostraci�on. Sea 1 2 B(C) la funci�on constante 1. Si V es un subgrupo de G, entonces

�(1)(V ) = 1 � GFW (V ) = 1(CjV j) = 1;

es decir �(1) = 1.
Sean f; g 2 B(C) y U subgrupo de G,

�G(f + g)(U) =(f + g) � GFW (U)

= (f + g)(CjU j) = f(CjU j) + g(CjU j)

= f � GFW (U) + g � GFW (U)

Por lo tanto �G abre sumas. Luego

�G(f � g)(U) = (f � g) � GFW (U)

= (f � g)(CjU j) = f(CjU j) � g(CjU j)

= (f � GFW )(U) � (g � GFW )(U):

Por lo tanto �G abre multiplicaciones. lo que implica que �G es un homomor�smo de
anillos.
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Para demostrar el Teorema 2.1.6, primero tenemos que demostrar los siguientes lemas.

Notaci�on 2.2.3. Sea G un grupo �nito, de�nimos�
G=1

q

�
= fY � G j jY j = qg:

Lema 2.2.4.
�G=1

q

�
es un G-conjunto con la acci�on

G�

�
G=1

q

�
�!

�
G=1

q

�
(g; Y ) 7�! gY := fgy j y 2 Y g:

Demostraci�on. Sean g 2 G y Y 2
�G=1

q

�
demostraremos que gY 2

�G=1
q

�
.

Es claro que jgY j � q, supongamos que existen y1; y2 2 Y , tales que

gy1 = gy2

esto implica que
y2 = g�1gy1 = y1;

es decir jgY j = q, por lo tanto gY 2
�G=1

q

�
y claramente esta es una acci�on, por lo cual

�G=1
q

�
es un G-conjunto.

Lema 2.2.5 (Lema 10 en [4]). Para todo grupo �nito G, todo subgrupo U 6 G y todo q 2 N
tenemos

'U

 �
G=1

q

�!
=

(
0 si jU j no divide a q�[G:U ]

q=jU j

�
en caso contario.

Demostraci�on. Sea U 2 Sub(G).

'U

 �
G=1

q

�!
=
���nY 2

�
G=1

q

� ��� uY = Y 8 u 2 U
o���:

Demostraremos que Y 2
�G=1

q

�
es U -invariante si y s�olo si Y es la uni�on disjunta de

clases laterales Ug � G.
)] Supongamos que Y es U -invariante. Es decir UY = Y para todo u 2 U , lo que
implica que [

y2Y

Uy � Y
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y claramente

Y �
[
y2Y

Uy

por lo tanto

Y =
[
y2Y

Uy:

Recordemos que Uh y Ug, son iguales o disjuntos. Entonces existe Y 0 � G tal que

Y =
G
g2Y 0

Ug:

(] Supongamos que

Y =
G
g2I

Ug:

para alg�un I � G. Entonces

uY = u

0@G
g2I

Ug

1A =
G
g2I

uUg =
G
g2G

Ug = Y 8u 2 U:

Por lo tanto, Y 2
�G=1

q

�
es U -invariante si y s�olo si Y es la uni�on disjunta de clases

laterales Ug � G.

Si Y 2
�G=1

q

�
es U -invariante, por el punto anterior, existe I � G tal que,

Y =
G
g2I

Ug

entonces jY j = jU jjIj = q es decir jU j divide a q. Observemos que esto implica que la
cardinalidad de I no depende de Y , s�olo de jY j = q:
Si jU j no divide a q por el punto anterior, no existe ning�un punto �jo bajo U , por lo
tanto (Lema 1.4.6)

'U

��
G=1

q

��
= 0:

Finalmente supongamos que q = m � jU j para alg�un m 2 N.
Como 'U (

�G=1
q

�
) nos indica la cantidad de elementos de

�G=1
q

�
que son U -invariantes,
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y para obtener un conjunto U -invariante de cardinalidad q necesitamos tomar m
clases laterales distintas de todas las existentes, en G=U , y unirlas, entonces todas las
combinaciones posibles son �

[G : U ]

m

�
=

�
[G : U ]

q=jU j

�
es decir,

'U

��
G=1

q

��
=

�
[G : U ]

q=jU j

�
:

Por lo tanto

'U

 �
G=1

q

�!
=

(
0 si jU j no divide a q�[G:U ]

q=jU j

�
en caso contario

Observaci�on 2.2.6. Si jU j = q, esto implica que U es maximal con la propiedad 'U (
�C=1

q

�
)6= 0

as�� que por el Lema 1.4.10 tenemos que

'U

 �
G=1

q

�!
= aU

 �
G=1

q

�!
[NG(U) : U ] =

�
[G : U ]

1

�
= [G : U ]

as�� que aU (
�G=1

q

�
) = [G:U ]

[NG(U):U ] =
jGj

jNG(U)j .

Lema 2.2.7 (Lema 1 en [4]). El homomor�smo �G manda
�C=1

q

�
2 B(C) � B(C) en�G=1

q

�
2 B(G) � B(G):

Demostraci�on. Recordemos que
�C=1

q

�
se identi�ca con ' |(

�C=1
q

�
) en B(C). Ahora la demos-

traci�on es inmediata del Lema 2.2.5. Sea U 2 Sub(G), entonces

�G

 �
C=1

q

�!
(U) = 'CjUj

 �
C=1

q

�!

que es igual a

'U

 �
G=1

q

�!
=

(
0 si jU j no divide a q�[G:U ]

q=jU j

�
en caso contario

ya que jU j = jCjU jj y [G : U ] = [C : CjU j]. Por lo tanto �G(
�C=1

q

�
) es igual a

�G=1
q

�
.
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De�nici�on 2.2.8. Para n 2 N, denotamos al conjunto de todos los divisores de n como
Div(n)

Div(n) = fd 2 N j d divide a ng:

Observaci�on 2.2.9. Ya que C es c��clico, entonces para todo q 2 Div(jCj) existe un �unico
subgrupo Cq de C con cardinalidad q. Esto implica que hay una relaci�on biyectiva entre
Div(jCj) y Sub(C), dada por

Div(jCj) �! Sub(C)

d 7�! Cd:

Lema 2.2.10. La familia f
�C=1

d

�
gd2Div(jCj) forma una Z-base de B(C).

Demostraci�on. Sea di 2 Div(n) = fd1 = 1; :::; dm = ng con dj < dj+1, por el Lema 1.4.4�
C=1

di

�
=

mX
j=1

adi;dj

�
C

Cdj

�

con adi;dj = aCdj

��C=1
di

��
2 Z.

Si dj 2 Div(n) con j > i, por el Lema 2.2.5, obtenemos que

'Cdj

��
C=1

di

��
=

X
dk2Div(n)

adi;dk 'Cdj

��
C

Cdk

��
= 0

y

'Cdi

��
C=1

di

��
= [C : Cdi ] 6= 0:

Esto quiere decir que es maximal con esta propiedad, luego por el Lema 1.4.10 y el Lema
2.2.5 tenemos que

'Cdi

��
C=1

di

��
= [C : Cdi ] = adidi � [NC(Cdi) : Cdi ] = adidi � [C : Cdi ]

Por lo tanto adi;di = 1 y adi;dj = 0 para toda j > i, en consecuencia

�
C=1

di

�
=

diX
j=1

adi;dj

�
C

Cdj

�
:
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Sea

M =

0BBBBBB@
ad1;d1 0 0 : : : 0
ad2;d1 ad2;d2 0 : : : 0
...

...
. . .

...
...

...
...

...
. . .

...
adm;d1 adm;d2 adm;d3 : : : adm;dm

1CCCCCCA :

Notemos que0BBBBBBB@

�C=1
d1

��C=1
d2

�
...
...�C=1
dm

�

1CCCCCCCA
=

0BBBBBB@
ad1;d1 0 0 : : : 0
ad2;d1 ad2;d2 0 : : : 0
...

...
. . .

...
...

...
...

...
. . .

...
adm;d1 adm;d2 adm;d3 : : : adm;dm

1CCCCCCA �

0BBBBBB@
[C=Cd1 ]
[C=Cd2 ]

...

...
[C=Cdm ]

1CCCCCCA
y como adi;di = 1 para i = 1; 2; ::;m, tenemos det(M) = 1, por lo tanto M es una matriz
invertible en Z, lo que implica0BBBBBB@

[C=Cd1 ]
[C=Cd2 ]

...

...
[C=Cdm ]

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
ad1;d1 0 0 : : : 0
ad2;d1 ad2;d2 0 : : : 0
...

...
. . .

...
...

...
...

...
. . .

...
adm;d1 adm;d2 adm;d3 : : : adm;dm

1CCCCCCA

�1

�

0BBBBBBB@

�C=1
d1

��C=1
d2

�
...
...�C=1
dm

�

1CCCCCCCA
:

Por lo tanto los b�asicos f[C=Cdi ]g
m
i=1 son combinaci�on de la familia f

�C=1
di

�
gmi=1, es decir, la

familia f
�C=1

d

�
gd2Div(jCj) forma una Z-base de B(C).

Con estos resultados procederemos a demostrar el Teorema 2.1.6.

Demostraci�on del Teorema 2.1.6. Recordemos que B(C) es un subanillo de B(C), de�nimos

�G = �GjB(C):

Puesto que la familia f
�C=1

d

�
gd2Div(n) forma una base de B(C), y �G es un homomor�smo

de anillos que manda
�C=1

d

�
a
�G=1

d

�
tenemos que �G es un homomor�smo de anillos de B(C)

a B(G).

Sean U subgrupo de G y x =
P

d2Div(n) ad
�C=1

d

�
2 B(C) con ad 2 Z, entonces

'CjUj
(x) =

X
d2Div(n)

ad 'CjUj

��
C=1

d

��
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por el Lema 2.2.5 es igual aX
d2Div(n)

ad 'U

��
G=1

d

��
= 'U (�

G(x)):

2.3. Aplicaciones

Corolario 2.3.1 (Corolario 1 en [4]). Para todo divisor d de jGj existe un elemento xd en

B(G) tal que

'U (xd) =

�
d si d divide a [G : U ]
0 en otro caso:

En particular, aU (xd) = 0 a no ser que d divida a [G : U ] y

aU (xd) = [G : NG(U)] = jfgUg�1 j g 2 Ggj

si [G : U ] = d.

Demostraci�on. Sea d elemento de Div(jGj), y m = jGj
d . De�namos a

xd = �G(C=Cm)

donde �G es la funci�on del Teorema 2.1.6, por lo tanto

'U (xd) = 'U (�
G(C=Cm)) = 'CjUj

(C=Cm);

para todo U subgrupo de G. Por el Lema 1.4.9

'U (xd) = [NC(Cm) : Cm] � jfH 6 C j CjU j 6 H �C Cmgj;

y ya que C es abeliano por ser c��clico, NC(Cm) = C, lo que implica que

[NC(Cm) : Cm] = [C : Cm] = d:

Adem�as

jfH 6 C j CjU j 6 H �C Cmgj =

�
1 si CjU j 6 Cm
0 en otro caso

y CjU j es subgrupo de Cm si y s�olo si jU j divide a m = jGj=d, jU j divide a m si y s�olo si d
divide a jGj=jU j. Por lo tanto

'U (xd) =

�
d si d divide a [G : U ]
0 en otro caso.
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Si d no divide a [G : U ], entonces

'U (xd) =
X

H2[SG]

aH(xd)'U ([G=H]) =
X

H2[SG]
U.GH

aH(xd)['U (G=H)] = 0

por lo tanto

aU (xd) =
�1

[NG(U) : U ]

X
K2[SG]
H<GK

aH(xd)['U (G=H)]:

Si d = 1 de la ecuaci�on anterior se obtiene que aU (xd) 6= 0 para todo U en [SG]. Si d 6= 1,
sea H 2 SG tal que U .G H, entonces [G : H] divide a [G : U ], por lo tanto d no divide a
[G : H], lo que implica que 'H(xd) = 0, entonces

'G(xd) = aG(xd)'G(G=G) = 0

por lo tanto aG(xd) = 0. Sea H1 2 [SG] tal que U .G H1 y H1 es un subgrupo maximal de
G, lo que implica que

aH1(xd) =
�1

[NG(H1) : H1]
aG(xd)['H1(G=G)] = 0:

por este argumento inductivo, concluimos que aU (xd) = 0.
Supongamos que d = [G : U ], entonces U es un subgrupo maximal con 'U (xd) 6= 0, del
Lema 1.4.10 se sigue que U es subgrupo maximal con aU (xd) 6= 0, y m�as a�un

'U (xd) = aU (xd)[NG(U) : U ]

lo que implica que

aU (xd) =
'U (xd))

[NG(U) : U ]
=

d

[NG(U) : U ]
=

[G : U ]

[NG(U) : U ]
= [G : NG(U)]

Corolario 2.3.2 (Corolario 2 en [4], Teorema 4.17 en [6], Sylow). Para todo d en Div(jGj),
tenemos que:

d = m:c:d:(f[G : U ] j d divide a [G : U ]g):

En particular, si jGj = d � p� para alg�un primo p, entonces existe un subgrupo U de G con

orden p�.
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Demostraci�on. Sea xd como en la demostraci�on del teorema anterior, y ya que xd es un
elemento de B(G), lo podemos expresar como

xd =
X

U2[SG]

aU (xd)[G=U ];

por el teorema anterior

xd =
X

U2[SG]
dj[G:U ]

aU (xd)[G=U ]

con aU (xd) 2 Z, por lo tanto

'1(xd) = d =
X

U2[SG]
dj[G:U ]

aU (xd)'1([G=U ])

=
X

U2[SG]
dj[G:U ]

aU (xd)[G : U ]

por lo tanto d = m:c:d:(f[G : U ] j d divide a [G : U ]g):
Sea jGj = d � p� con p primo. Supongamos que no existe U subgrupo de G tal que jU j = p�.
Entonces

d � p � m:c:d:(f[G : U ] j d divide a [G : U ]g) = d

lo cual es una contradicci�on, por lo tanto existe U subgrupo de G, tal que jU j = p�.

Corolario 2.3.3 (Corolario 3 en [4], Teorema 4.14 en [6], 3er teorema de Sylow). Si una
potencia p� de un primo p divide a jGj, entonces el n�umero de subgrupos de G, de orden

p� es congruente a 1 m�odulo p.

Demostraci�on. Sea d := jGj=p� de la ecuaci�on anterior

d =
X

U2[SG]
dj[G:U ]

aU (xd)[G : U ] =
X

U2[SG]
jUj2Div(p�)

aU (xd)[G : U ]:

Si dividimos por d, obtenemos

1 =
X

U2[SG]
dj[G:U ]

aU (xd)
[G : U ]

d

=
X

U2[SG]
dj[G:U ]

aU (xd)
p�

jU j
:
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Por otro lado, que jU j divida a p�, implica que jU j = p� para � � �, por lo tanto

1 =
X

U2[SG]
jUj2Div(p�)

aU (xd)
p�

jU j
�

X
U2[SG]
jUj=p�

aU (xd) mod p

adem�as X
U2[SG]
jUj=p�

aU (xd) =
X

U2[SG]
jUj=p�

[G : NG(U)]

=
X

U2[SG]
jUj=p�

jfgUg�1 j g 2 Ggj

= jfV 6 G j jV j = p�gj:

Corolario 2.3.4 (Corolario 4 en [4], Frobenius). Para todo divisor m de jGj se tiene que

m divide el n�umero

jfg 2 G j gm = 1gj

de elementos de G cuyo orden divide a m.

Demostraci�on. Sea m elemento de Div(jGj), y d = jGj=m. Apliquemos el Corolario 2.1.5
en xd, es decir X

g2G

'hgi(xd) =
X
g2G

dj[G:hgi]

d

= d �
X
g2G

jgj2Div(m)

1

= d � jfg 2 G j gm = 1gj � 0 mod jGj;

y ya que jGj = d �m, tenemos que

jfg 2 G j gm = 1gj � 0 mod m:
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Lema 2.3.5. Para todo x en B(G) y U subgrupo de G, tenemos

aU (x) =
1

[NG(U) : U ]

X
V 6G

�(U; V ) � 'V (x)

donde � es la funci�on de M�obius del copo Sub(G) con la inclusi�on como el orden establecido.

Demostraci�on. Por la aditividad de ' s�olo es necesario demostrarlo para x = G=W para
todo W 6 G. Por la de�nici�on de la funci�on de M�obius tenemos queX

V 6G

�(U; V )'V (G=W ) =
X

U6V 6G

�(U; V )'V (G=W )

y por el Lema 1.4.9X
V 6G

�(U; V )'V (G=W ) =
X

U6V 6G

�(U; V )[NG(W ) :W ] � jfW 0 6 G j V 6W 0 �G Wgj

= [NG(W ) :W ]
X

W 0�GW

X
U6V 6W 0

�(U; V ):

Si W �G U entonces aU (G=W ) = 0 yX
U6V 6W 0

�(U; V ) = 0

lo que implica queX
V 6G

�(U; V )'V (G=W ) = [NG(W ) :W ]
X

W 0�GW

X
U6V 6W 0

�(U; V ) = 0

por lo tanto

aU (G=W ) = 0 =
1

[NG(U) : U ]

X
V 6G

�(U; V )'V (G=W ):

Si W �G U , entonces aU (G=W ) = 1 lo que implica queX
V 6G

�(U; V )'V (G=W ) = �(U;U)'U (G=W ) = 'U (G=U) = [NG(U) : U ]

por lo tanto

aU (G=W ) = 1 =
1

[NG(U) : U ]

X
V 6G

�(U; V )'V (G=W ) =
[NG(U) : U ]

[NG(U) : U ]
:
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De�nici�on 2.3.6. Sea U subgrupo de G y d un divisor de jGj, de�nimos a d(U) como:

d(U) :=
[NG(U) : U ]

([NG(U) : U ]; d)
:

Corolario 2.3.7 (Corolario 5 en [4]). Para cada divisor d de jGj y cada U 6 G tales que

d divida a [G : U ] tenemos queX
U<V 2d

�(U; V ) � �1 mod d(U):

donde d = fV 6 G j U 6 V; d divide a [G : V ]g.

Demostraci�on. Sea U subgrupo de G. Denotemos a x = xd. Por el Lema 2.3.5X
V 6G

'V (x)�(U; V ) � 0 mod [NG(U) : U ]:

Recordemos:

Si U 
 V , entonces �(U; V ) = 0.

Si d no divide a [G : V ], entonces 'V (x) = 0.

Si d divide a [G : V ], entonces 'V (x) = d:

Por lo tanto X
V 6G

'V (x)�(U; V ) =
X
V 2d

'V (x)�(U; V )

=
X
V 2d

d � �(U; V );

lo que implica X
V 2d

�(U; V ) � 0 mod d(U)

y ya que X
V 2d

�(U; V ) = �(U;U) +
X

U<V 2d

�(U; V )

= 1 +
X

U<V 2d

�(U; V )

de donde obtenemos X
U<V 2d

�(U; V ) � �1 mod d(U):
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2.4. Inyectividad de �

Primero que nada daremos unos resultados cl�asicos que se necesitar�an en este cap��tulo.
Sean H y K grupos, entonces de�namos

[H;K] = hhkh�1k�1 j h 2 H; k 2 Ki:

De�nici�on 2.4.1. Se de�ne el subgrupo caracter��stico i(G) de G por inducci�on

1(G) = G; i+1 = [i(G); G].

De�nici�on 2.4.2. Sea G un grupo �nito, diremos que G es nilpontente si existe n 2 N tal
que n es el grupo trivial.

Teorema 2.4.3 (Teorema 5.35 en [6] y Teorema 3.36 en [6]). Si G es nilpotente y H es un

subgrupo de G, entonces H es nilpotente,y si H es subgrupo normal de G, entonces G=H
es nilpotente.

Teorema 2.4.4 (Teorema 5.39 en [6]). Un grupo �nito G es nilpotente si y s�olo si G es el

producto directo de sus subgrupos de Sylow.

Lema 2.4.5. Sea G un grupo �nito y nilpotente, entonces para todo d 2 Div(jGj) existe un
subgrupo normal H de G tal que jHj = d.

Demostraci�on. Sea G nilpotente , tal que jGj = pk11 p
k2
2 � � � pkmm (la descomposici�on en primos

de jGj). Por el Teorema 2.4.4

G = P1 � P2 � � � � � Pm;

donde Pi es el pi-subgrupo de Sylow de G. Sea d = ps11 p
s2
2 � � � psmm 2 Div(jGj), entonces

existe Hi subgrupo normal de Pi tal que jHj = psii para i = 1; 2; :::m (Ejercicio 4.2 de [6]),
tomemos a

H = H1 �H2 � � � � �Hm

se ve f�acilmente que es un subgrupo normal de G y jHj = ps11 p
s2
2 � � � psmm .

Lema 2.4.6. El mor�smo �G es inyectivo si y s�olo si para todo m 2 Div(jGj) existe un

subgrupo de G con orden m.

Demostraci�on. Recordemos que el anillo fantasma B(G), se puede expresar como

B(G) =
Y

H2[SG]

Z:
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y la funci�on � anteriormente de�nida como

�G =
Y

H2[SG]

�G
H : B(G) �!

Y
H2[SG]

Z

x 7�!
Y

H2[SG]

'H(x):

Por las propiedades del homomor�smo �G y la de�nici�on del homomor�smo �G (De�nici�on
2.2.1), tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

B(C)

�C
��

�G
// B(G)

�G
��

B(C)
�G
// B(G):

Demostraci�on de que el diagrama conmuta:
Sea s 2 B(C), ya que C tiene un �unico subgrupo de orden d 2 Div(jCj), entonces

�C(s) =
Y

d2Div(jCj)

'Cd(s)

adem�as

�G(�C(s)) = �C(s � GFW ) =
Y

V 2[SG]

'CjV j
(s):

Por otro lado

�G(�G(s)) =
Y

V 2[SG]

'V (�
G(s)) =

Y
V 2[SG]

'CjV j
(s):

Por lo tanto el diagrama conmuta.
Supongamos que para todo d 2 Div(jGj) existe Hd subgrupo de G tal que jHdj = d,

supongamos que existen x; y 2 B(C) tales que �G(x) = �G(y), entonces

'Hd(�
G(x)) = 'Cd(x) = 'Hd(�

G(y)) = 'Cd(y)

para todo d 2 Div(jGj), por el Lema 1.4.7 x = y.
Supongamos que �G es inyectiva. Sean d 2 Div(jGj), y f 2 B(C) de�nido por

f(U) =

�
d si jU j = d
0 en otro caso.
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donde U es un subgrupo de C, entonces a f lo podemos expresar f =
P

k2Div(jGj) ykek con

yk =

�
d si k = d
0 en otro caso.

Notemos que:

Si H subgrupo de C tal que jHj 6= d, entonces

n(H;Cd) = jfx 2 C=H j hx;Hi �G Cdgj = 0;

por lo tanto X
k2Div(jGj)

yk � n(H;Ck) = 0:

Ya que

n(Cd; Cd) = jfx 2 C=Cd j hx;Cdi �G Cdgj = [C : Cd];

entonces

X
k2Div(jGj)

yk � n(Cd; Ck) = ydn(Cd; Cd) = d � [C;Cd] � 0mod [C : Cd]:

Por el Teorema 2.1.4 f es elemento de la imagen de �C , es decir existe x 2 B(C) distinto
del 0, tal que �C(x) = f . Si jHj 6= d para todo H subgrupo de G, entonces �(f) = 0 y por
la conmutatividad del diagrama anterior tendriamos que

�G(�G(x)) = 0

lo cual no puede pasar por la inyectividad de �G y �G. Entonces es necesario que para todo
d 2 Div(jGj) exista Hd subgrupo de G tal que jHdj = d.

De�nimos

B0(G) = fx 2 B(G) j 'U (x) = 'V (x) para todo U; V 6 G con jU j = jV jg:

Sean U; V 6 G tales que jU j = jV j y s 2 B(C), entonces

'V (�
G(s)) = 'CjV j

(s) = 'CjUj
(s) = 'U (�

G(s)):

Por lo tanto, la imagen de �G esta contenida en B0(G), por lo tanto

�G : B(C) �! B0(G):
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Observaci�on 2.4.7. Sea H subgrupo que G, como 'H es un homomor�smo de anillos, en-
tonces para todo x; y 2 B0(G), tenemos que x+y y x �y est�an en B0(G), por lo tanto B0(G)
es un subanillo de B(G).

Una pregunta natural ser��a: >Cu�ando �G es un isomor�smo entre B(C) y B0(G)?

Lema 2.4.8 (Teorema 2 en [4]). El homomor�smo �G de�ne un isomor�smo entre B(C)
y B0(G) si y s�olo si G es nilpotente.

Demostraci�on.

Supongamos que G es nilpotente, entonces por el Lema 2.4.5, para todo d 2 Div(jGj)
existe un subgrupo normal de G con orden d, por lo tanto �G es inyectiva (Lema
2.4.6).
Ahora demostraremos la suprayectividad. Sea x 2 B0(G).
Si x = 0, entonces x 2 �G(B(C)), pues �G(B(C))) es un subanillo de B0(G).
Supongamos que x 6= 0, entonces existe U0 6 G con orden m�aximo tal que

'U0(x) 6= 0:

Por ser G nilpotente, existe W0 E G tal que jW0j = jU0j = d, por lo tanto

'W0(x) = 'U0(x) 6= 0;

pues x est�a enB0(G); por lo tantoW0 tambi�en es de orden m�aximo tal que 'W0(x) 6= 0.
M�as aun por el Lema 1.4.10

'W0(x) = [G :W0]aW0(x);

por lo tanto 'W0(x)=[G :W0] est�a en Z. Ahora tomemos

y0 = x�
'W0(x)

[G :W0]
�G(C=Cd)

el cual es un elemento de B0(G), ya que �G(C=Cd) y x est�an en B0(G). Adem�as si

y0 = 0, entonces y0 est�a en �G(B(C)) y m�as aun, x = 'U (x)
[G:U ] �

G(C=Cd), por lo tanto

x 2 �G(B(C)), por otro lado si yo 6= 0 observemos lo siguiente:

1. 'W0(y0) = 0, pues

'W0(y0) = 'W0(x)�
'W0(x)

[G :W0]
'W0(�

G(C=Cd))

= 'W0(x)�
'W0(x)

[G :W0]
'Cd(C=Cd)

= 'W0(x)�
'W0(x)

[G :W0]
[G :W0]

= 0:
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2. Para todo subgrupo V de G tal que jW0j < jV j, tenemos

'V (y0) = 'V (x)�
'U (x)

[G : U ]
'V (�

G(C=Cd))

= 'V (x)�
'U (x)

[G : U ]
'CjV j

(�G(C=Cd))

= 0�
'U (x)

[G : U ]
0

= 0:

Por lo tanto, si V es un subgrupo de G tal que jW0j � jV j, entonces 'V (y0) = 0: lo que
implica que si Z 6 G es de orden m�aximo tal que 'Z(y0) 6= 0, entonces jZj < jW0j.

Por este proceso inductivo sobre el orden de los Ui´s concluimos que existe un n 2 N
tal yn = 0, de donde concluimos que yi�1 est�a en �GB(C) para todo i < n, por lo
tanto x esta en �G(B(C)). As�� que �G es un isomor�smo de anillos entre B(C) y
B0(G):

Supongamos que �G es un isomor�smo ente B(C) y B0(G).
Sea p un n�umero primo tal que p 2 Div(jGj), y P un p-subgrupo de Sylow de G, por
el Teorema de [3] tenemos que existe un xP 2 B(G) tal que

'U (xP ) =

�
p � [NG(P ) : P ] si U �G P

0 en otro caso;

y ya que todos los subgrupos conjugados a P tienen el mismo orden que P , obtenemos
que xP est�a en B0(G), entonces existe y 2 B(C) tal que �

G(y) = xP . Por la de�nici�on
de xP obtenemos que P 6 G es maximal con la propiedad

'P (xP ) 6= 0;

lo que implica que CjP j es maximal con la propiedad

'CjP j
(y) 6= 0:

Por el Lema 1.4.10, necesariamente tenemos que

'P (xp) = 'CjP j
(y) � 0 mod [C : CjP j];

es decir

'P (xp) = p � [NG(P ) : P ] � 0 mod [G : P ]

y ya que [G : P ] no divide a p, entonces [G : P ] tiene que dividir a [NG(P ) : P ], as��
que NG(P ) = G, es decir P es normal en G. Por lo tanto todo p-subgrupo de Sylow
es un subgrupo normal de G, por lo tanto G es nilpotente (Lema 2.4.4).
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Cap��tulo 3

Propiedades funtoriales de �

En este cap��tulo veremos como se relaciona el homomor�smo � con las operaciones
de�nidas en la secci�on 1.5.

3.1. Diagramas conmutativos

Sea H subgrupo de G, recordemos que la operaci�on ResGH est�a de�nida como

ResGH : B(G) �! B(H)

x 7�! ResGH(x):

Lema 3.1.1. El siguiente diagrama conmuta

B(C)

ResCCjHj
��

�G
// B(G)

ResGH
��

B(CjHj)
�H

// B(H):

Demostraci�on. Sea x 2 B(C). Por el Lema 1.4.7, es su�ciente demostrar que:

'U

�
�H
�
ResCCjHj

(x)
��

= 'U
�
ResGH

�
�G (x)

��
(3.1)

para todo subgrupo U de H, y ya que ResGH es un homomor�smo de anillos, s�olo hay que
demostrar 3.1 para X un C-conjunto, entonces

'U

�
�H
�
ResCCjHj

(X)
��

= 'U (�
H(X)) = 'CjUj

(X)

= 'U (�
G(X))

= 'U
�
ResGH

�
�G (X)

��
;
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por lo tanto

�H �ResCCjHj
= ResGH � �G:

Sea U subgrupo de G. Recordemos que la operaci�on IndGU est�a de�nida en el Lema 1.5.5.

De�nici�on 3.1.2. Sean G y H grupos �nitos. Si f es una funci�on de B(G) a B(H) y c un
elemento de B(H), de�namos a cf por

cf : B(G) �! B(H)

x 7�! cf(x):

Lema 3.1.3. Sea U un subgrupo de G. El siguiente diagrama conmuta

B(CjU j)

IndCCjUj
��

�U
// B(U)

�G(C=CU )�Ind
G
U

��

B(C)
G=U ��G

// B(G):

Demostraci�on. Tenemos que demostrar que

�G(C=CU ) � Ind
G
U (�

U (x)) = G=U � �G(IndCCjUj
(x))

para todo x elemento de B(CjU j).

Ya que la funciones IndGU , Ind
C
CjUj

y � son homomor�smo de grupos abelianos, entonces es

su�ciente demostrar lo anterior para los elementos CjU j=Ck, donde Ck es subgrupo de CjU j.
Notemos que

�G(C=CU ) � Ind
G
U (�

U (CjU j=Ck))

es igual a (por el Lema 1.5.7)

IndGU
�
ResGU (�

G
�
C=CjU j

��
� �U

�
CjU j=Ck

�
y por el Lema 3.1.1 lo anterior es igual a

IndGU (�
U (ResCCjUj

(C=CU )�
U (CjU j=Ck)) =Ind

G
U (�

U (ResCCjUj
(C=CU ) � (CjU j=Ck)))

=IndGU (�
U (jC=CjU jj(CjU j=Ck))):

Por otra parte

G=U � �G(IndCCjUj
(CjU j=Ck))
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es igual a

IndGU (U=U) � �
G(IndCCjUj

(CjU j=Ck))

y por el Lema 1.5.7, es igual a

IndGU

�
ResGU

�
�G
�
IndCCjUj

�
CjU j=Ck

����
aplicando el Lema 3.1.1, lo anterior es igual a

IndGU

�
�U
�
ResCCjUj

�
IndCCjUj

�
CjU j=Ck

����
:

Por otro lado

ResCCjUj

�
IndCCjUj

�
CjU j=Ck

��
=

X
x2[CjUjnC=CjUj]

Ind
CjUj]

CjUj\xCjUj

xRes
CjUj

CjUj
x\CjUj

(CjU j=Ck)

=
X

x2[CjUjnC=CjUj]

CjU j=Ck

= jC=CjU jj(CjU j=Ck):

Por lo tanto

�G(C=CjU j) � Ind
G
U

�
�U (CjU j=Ck)

�
= G=U � �G

�
IndCCjUj

�
CjU j=Ck

��
:

Lema 3.1.4. Sea N un subgrupo normal de G, entonces el siguiente diagrama

B(C[G:N ])

InfCC[G:N ]
��

�G=N
// B(G=N)

InfG
G=N

��

B(C)
�G

// B(G)

conmuta si y s�olo si para todo U 6 G tenemos que jU \N j = m:c:d:(jU j; jN j).

Demostraci�on. Sea U subgrupo de G y x elemento de B(C[G:N ]). Por el Lema 1.4.7 es
su�ciente demostrar que

'U (�
G(InfCC[G:N ]

(x))) = 'U (Inf
G
G=N (�

G=N (x)))
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si y s�olo si jU \N j = m:c:d:(jU j; jN j).
Ya que Inf y � son homomor�smo de anillos es su�ciente demostrar lo anterior para X un
C[G:N ]-conjunto. Por un lado

'U (�
G(InfCC[G:N ]

(X)) = 'CjUj
(InfCC[G:N ]

(X))

= jfy 2 InfCC[G:N ]
(X) j uy = y 8 u 2 CjU jgj

= jfy 2 X j uCjN j � y = y 8 uCN 2 ((CjU jCjN j)=CjN j)gj

= 'CjUjCjNj
CjNj

(X):

Por otro lado

'U (Inf
G
G=N (�

G=N (X))) = jfy 2 InfGG=N (�
G=N (X)) j uy = y 8 u 2 Ugj

= jfy 2 �G=N (X) j uN � y = y 8 u 2 (UN=N)gj

= 'C��UN
N

��(X)

los cuales son iguales, si y s�olo si����U \N

U

���� = ����CjU j \ CjN j

CjU j

����
y esto sucede, s�� y s�olo si jU\N j = jCjU j\CjN jj, y ya que CjU j\CjN j = Cd con d = (jU j; jN j),
obtenemos que

'U (�
G(InfCC[G:U ]

(X))) = 'U (Inf
G
G=N (�

G=N (x)))

si y s�olo si jU \N j = m:c:d:(jU j; jN j).

Recordemos que por el Lema 1.5.12 la funci�on Fix es un homomor�smo de anillos.

Lema 3.1.5. Sea N un subgrupo normal de G. Entonces el siguiente diagrama conmuta

B(C)

FixCC[G:N ]
��

�G
// B(G)

FixG
G=N

��

B(C[G:N ])
�G=N

// B(G=N):

Demostraci�on. Ya que las funciones Fix y � son homomor�smo s de anillos, es su�ciente
demostrar que

�G=N (FixCC[G:N ]
(X)) = FixGG=N (�

G(X))
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para todo X un C-conjunto.
Por el Lema 2.2.10 es su�ciente demostrar que

�G=N
�
FixCC[G:N ]

��
C=1

d

���
= FixGG=N

�
�G
��

C=1

d

���
para todo d 2 Div(jGj).

Sea d 2 Div(jGj) y consideremos el C-conjunto
�C=1

d

�
anteriormente de�nido. Tenemos dos

casos:

El orden de N no divide a d.
Entonces por el Lema 2.2.5 �

C=1

d

�CjNj

= ;;

y ya que �G=N es un homomor�smo de anillos, obtenemos que

�G=N

 �
C=1

d

�CjNj

!
= ;:

Por otro lado

�G
��

C=1

d

��
=

�
G=1

d

�
y por el Lema 2.2.5, concluimos que�

G=1

d

�N
= ;

De tal forma que

�G=N
�
FixCC[G:N ]

��
C=1

d

���
= FixGG=N

�
�G
��

C=1

d

���
:

Supongamos que jN j divide a d.
De�namos a m = d=jN j y a GN = G=N = fg1N; :::; g[G:N ]Ng. Por la demostraci�on del

Lema 2.2.5, podemos concluir que Y 2
�G=1

d

�N
si y s�olo si existe IY � f1; :::; [G : N ]g,

tal que

Y =
G
i2IY

giN:
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Como m 2 Div([G : N ]), podemos concluir que�
G=1

d

�N
=

�
Y 2

�
G=1

d

�
j Y =

G
i2I

giN; tal que I � f1; :::; [G : N ]g y jIj =
d

jN j

�
(3.2)

que es isomorfo como (G=N)-conjunto a�
GN=1

m

�
:

Adem�as como �G(
�G=1

d

�
) =

�C=1
d

�
, entonces

FixGG=N

�
�G
��

C=1

d

���
= FixGG=N

��
G=1

d

��
que es igual a �

G=1

d

�N
=

�
GN=1

m

�
:

An�alogo a (3.2), podemos demostrar que�
C=1

d

�CjNj

=

�
C[G:N ]=1

d=jN j

�
:

As�� que

�G=N
�
FixCC[G:N ]

�
C=1

d

��
= �G=N

 �
C=1

d

�CjNj

!
es igual a

�G=N
�
C[G:N ]=1

d=jN j

�
y por el Lema 2.2.5, obtenemos que lo anterior es igual a�

GN=1

m

�
:

Por lo tanto

�G=N
�
FixCC[G:N ]

��
C=1

d

���
= FixGG=N

�
�G
��

C=1

d

���
para todo d 2 Div(jGj).
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Por consiguiente, el diagrama conmuta

M�as adelante veremos un ejemplo donde el siguiente diagrama no conmuta

B(C)

DefCC[G:N ]
��

�G
// B(G)

DefG
G=N

��

B(C[G:N ])
�G=N

// B(G=N):
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Cap��tulo 4

Un ejemplo

4.1. Los Cuaterniones

El grupo de cuaterniones de orden 8 es el conjunto

H = f�1;�i;�j;�kg

que satisface

i2 = j2 = k2 = �1

ij = k; jk = i; ki = j; ji = �k; kj = �i; ik = �j:

Es sobreentendido que �1 conmuta con i, j, k y que (�1)i = �i, (�1)j = �j, (�1)k = �k.
Por [5] sabemos que todos los subgrupos de H son:

f1g:

H1 = f�1g.

Hi = f�1;�ig.

Hj = f�1;�jg.

Hk = f�1;�kg.

H

y cada uno de ellos es un subgrupo normal de H, por lo tanto

[H=f1g]; [H=H1]; [H=Hi]; [H=Hj ]; [H=Hk] y [H=H]
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es una base de B(H). Gracias a esto podemos saber como est�a de�nido el homomor�smo

�H : B(C8) �! B(H);

solo encontrando la imagen de los elementos de la base de C8 en t�erminos de la base
anterior. Denotaremos a �H(C8=Ci) por Xi, donde Ci denota el grupo c��clico de orden i,
para i = 1; 2; 4 y 8.

X8.
Sabemos que

X8 = H=H

por ser �H un homomor�smo de anillos.

X1.
Por los lemas 1.4.6 y 1.4.10, obtenemos que

X1 = H=f1g:

X4.
Expresamos a X4 como

X4 =af1g(X4)[H=f1g] + aHi(X4)[H=Hi] + aHj (X4)[H=Hj ]

+ aHk(X4)[H=Hk] + aH(X4)[H=H] + aH1(X4)[H=H1]:

por el Teorema 2.1.6 sabemos que

'H(X4) = 'CjHj
(C8=C4) = 0;

y el Lema 1.4.6 tenemos que

'H(X4) =af1g(X4) � 'H([H=f1g]) + aHi(X4) � 'H([H=Hi])

+ aHj (X4) � 'H([H=Hj ]) + aHk(X4) � 'H([H=Hk])

+ aH(X4) � 'H([H=H]) + aH1(X4) � 'H([H=H1])

= aH(X4) = 0:

por lo tanto aH(X4) = 0, por otro lado sabemos que

'Hi(X4) = 'Hi(�([C8=C4])) = 'CjHij
([C8=C4]) = 2;
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y

'Hi(X4) =aHi(X4) � 'Hi([H=Hi]) + aHj (X4) � 'Hi([H=Hj ])

+ aHk(X4) � 'Hi([H=Hk]) + aH1(X4) � 'Hi([H=H1]

='C4(X4) = [C8 : C4] = 2

y ya que Hi no es conjugado de Hk ni de Hj , entonces lo anterior es igual a

'Hi(X4) =aHi(X4) � 'Hi([H=Hi]) = aHi(X4) � [NHi : Hi]

=aHi(X4) � [H : Hi] = aHi(X4) � 2

por lo tanto aHi(X4) = 1. An�alogamente obtenemos que aHj (X4) = 1 y aHk(X4) = 1.
Ahora

'H1(X4) ='H1([H=Hi]) + 'H1([H=Hj ])

+ 'H1([H=Hk]) + aH1(X4) � 'H1([H=H1]

='C2(X4) = [C8 : C2] = 4

por otro lado, ya que H1 < Hc, para c = i; j; k y por el Lema 1.4.9, obtenemos que

'H1([H=Hc]) = [NH(Hc) : Hc] = 2

por lo tanto

'H1(X4) = 6 + aH1(X4) � 'H1([H=H1] = 6 + aH1(X4) � 2

por lo tanto aH1(X4) = �1. Ahora

'f1g(X4) = af1g(X4) � 'f1g([H=f1g]) + 'f1g([H=Hi])

+ 'f1g([H=Hj ]) + 'f1g([H=Hk])� 'f1g([H=H1])

= af1g(X4) � 8 + 2 + 2 + 2� 4

= 'f1g(X4) = 2:

por lo tanto af1g(X4) = 0:

Asi que

X4 = [H=Hi] + [H=Hj ] + [H=Hk]� [H=H1]:

X2.
Entonces

X2 =af1g(X2)[H=f1g] + aHi(X2)[H=Hi] + aHj (X2)[H=Hj ]

+ aHk(X2)[H=Hk] + aH(X2)[H=H] + aH1(X2)[H=H1]:
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Por el lema 1.4.10 obtenemos que

aH(X2) = aHi(X2) = aHk(X2) = aHj (X2) = 0:

Por otro lado

'H1(X2) = af1g(X2)'H1([H=f1g]) + aH1(X2)'H1([H=H1])

= aH1(X2)'H1([H=H1]) = aH1(X2) � [NH(H1) : H1]

= aH1(X2) � 4 = 'C2(X2) = [NC8(C) : C2] = 4;

por lo tanto aH1(X2) = 1, por otro lado

'f1g(X2) = af1g(X2)'f1g([H=f1g]) + aH1(X2)'f1g([H=H1])

= af1g(X2) � 8 + 4

= 'f1g(X2) = 4:

Por lo tanto

X2 = [H=H1]:

Observaci�on 4.1.1. Ya que H es un grupo nilpotente, por el Lema 2.4.8 tenemos que
�H es un isomor�smo entre B(C8) y B0(H), y

f[H=H]; [H=f1g]; [H=H1]; [H=Hi] + [H=Hj ] + [H=Hk]� [H=H2]g

es una base de B0(H).

Ahora demostremos que el siguiente diagrama no conmuta

B(C8)

Def
C8
C[H:Hi]

��

�H
// B(H)

DefH
H=Hi

��

B(C[H:Hi])
�H=Hi

// B(H=Hi):

Demostraci�on. Notemos que

DefC8
C[H:Hi]

([C8=C4]) = OC2([C8=C4]) = [C2=f1g]

por lo tanto

�H=Hi
�
DefC8

C[H:Hi]
([C8=C4])

�
= �H=Hi([C2=f1g])

=

�
H=Hi

f1g

�
:
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Por otro lado

DefH
H=Hi

�
�H ([C8=C4])

�
= DefH

H=Hi
([H=Hi] + [H=Hj ] + [H=Hk]� [H=H1])

y ya que DefH
H=Hi

es un homomor�smo de grupos abelianos, lo anterior es igual a

DefH
H=Hi

([H=Hi]) +DefH
H=Hi

(H=Hj ]) +DefH
H=Hi

(H=Hk])�DefH
H=Hi

(H=H2])

dado que

� DefH[H=Hi ([H=Hi]) = OHi ([H=Hi]) = H=Hi =
h
H=Hi
f1g

i
.

� DefH
H=Hi

([H=Hj ]) = OHi([H=Hj ]) = [f�g] =
h
H=Hi
H=Hi

i
.

� DefH
H=Hi

([H=Hk]) = OHi([H=Hk]) = [f�g] =
h
H=Hi
H=Hi

i
.

� DefH
H=Hi

([H=H1]) = OHi([H=H1]) = [H=Hi] =
h
H=Hi
f1g

i
:

concluimos que

DefH
H=Hi

�
�H ([C8=C4])

�
=

�
H=Hi

H=Hi

�
+

�
H=Hi

H=Hi

�
:

por lo tanto el diagrama no conmuta.
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