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Introduccion

En este trabajo abordaremos el problema de seleccién de portafolio en un contexto
multiperiodo, es decir, se desea encontrar una asignacién éptima del capital en los dis-
tintos periodos dentro de un horizonte de tiempo establecido. Se considera un mercado
de capital que consiste en (n + 1) activos previamente elegidos, de los cuales n son
activos riesgosos y un activo libre de riesgo. Un inversor con un capital inicial zy entra
al mercado al tiempo 0 y distribuye su capital en los (n + 1) activos. En el enfoque
multiperiodo, se redistribuye este capital al inicio de cada uno de los (7" — 1) periodos
de tiempo consecutivos.

Particularmente, se estudia este problema con un enfoque media-varianza. El pro-
blema original de un periodo, fue presentado por Markowitz (1952, 1959, 1989). Hubo
de transcurrir después de este trabajo casi medio siglo para que emergiera la primera
contribuciéon que proporcionara una solucion analitica con este enfoque, dado que es
dificil dar soluciones analiticas pues el término de la varianza no cumple la propiedad
de separabilidad en el sentido de programacion dinamica.

Es totalmente el mérito de Li & Ng (2000) el proporcionar una solucién al proble-
ma multiperiodo donde se obtiene una solucién analitica al considerar un esquema de
solucién que consiste en un encaje del problema original, tradeoff riesgo - retorno, den-
tro de un problema auxiliar que es separable en el sentido de programacion dindamica
y por lo tanto puede resolverse mediante esta técnica. Ademadas se dan condiciones en
los pardmetros de la solucion del problema auxiliar y asi derivar una solucion para el
problema original.

En el primer capitulo de este trabajo se presenta un resumen sobre programacion
dindmica, se define un modelo de decisién multietapa o multiperiodo; asi como la de-
finicién de separabiblidad y las condiciones que permiten la validez de la ecuacién de
optimalidad. Se explica el algoritmo de programaciéon dindmica para la soluciéon de un
problema de decisiéon multiperiodo.

La parte principal de este trabajo es presentada en el capitulo 2, donde se desarrolla

la solucién analitica del problema de seleccién de portafolio multiperiodo presentada en
[1] en el caso donde se tiene un mercado con (n + 1) activos riesgosos, luego se reduce

3



INDICE GENERAL

esta solucién al caso cuando se tiene un activo libre de riesgo y n activos riesgosos. De
manera resumida se presenta un algoritmo de solucion en este caso. Por iltimo, se hace
una generalizacion del método de solucion cuando se tiene una funcion de utilidad no
lineal del valor esperado y varianza del capital final.

El trabajo de Li & Ng, ha dado iniciativa a que se desarrollen muchos otros sobre
las caracteristicas de esta solucién, como en [11] donde se muestra que la solucién ob-
tenida no es consistente en el tiempo en eficiencia, sin embargo, si es eficiente respecto
del capital inicial del horizonte de inversién. En ese mismo trabajo, se dan soluciones
para este problema.

Es importante hacer notar, que muchos trabajos de la literatura reciente sobre por-
tafolio multiperiodo, entre ellos, el trabajo de Li & Ng (2000), consideran el supuesto
de que los retornos de los activos riesgosos son independientes entre los periodos de
tiempo, mientras que hay evidencia empirica de que los rendimientos son correlaciona-
dos. En el trabajo de Gao & Li (2014) se presenta una solucién al problema cuando los
rendimientos de los activos riesgosos son correlacionados entre los periodos de tiempo,
en este trabajo se presenta un ejemplo con dos activos que siguen un modelo AR(1). Sin
embargo, el estudio de este trabajo y otros relacionados con este enfoque, se propone
analizarlo como trabajo futuro.



Capitulo 1

Programacion Dinamica

En este capitulo resumiremos una técnica aplicada para encontrar soluciones de
problemas de optimizaciéon bajo incertidumbre. Estos problemas de decisién poseen
caracteristicas distintivas que no tienen los problemas de optimizacion deterministas,
tales como tomar en cuenta el riesgo en la formulacién del problema de decision y la
posibilidad de disponer de informacion que permita retroalimentar la informacién del
sistema (feedback) durante el proceso de decision.

En este tipo de problemas la evolucion de los estados en el tiempo esta dado por la
ecuacion

Sk+1 = H(k:,sk,uk,Yk) y k= 0,1,~" ,T— 1,

donde s, denota el estado del sistema al tiempo k y es un elemento del espacio de
estados Sy, el control uy es un elemento del espacio U, y Y} representa una variable
aleatoria de un espacio €2, que interviene en el desempeno del sistema y la funcién H
proporciona la dindmica del sistema, es conocida como funcién de transicion de estados.

El control wu; estd restringido a tomar valores en un subconjunto dado no vacio
Ur(sk) C U, el cual depende del estado actual s, esto es, u, € Ui(sy) para todo
sk €S,y k=0,1,...,T — 1.

La variable aleatoria Y} estd caracterizada por una distribucién de probabilidad
Pr.(+|sg, ug) que puede depender explicitamente de sy y ux pero no de las perturbaciones
anteriores Y;_1,...,Yp.

Vamos a considerar que el sistema es analizado en T etapas consecutivas (horizonte
finito). Suponemos que el control uy es elegido por un tomador de decisiones, quien
tiene conocimiento del estado actual s;, del sistema.

Por lo tanto, podemos considerar que buscamos un control del sistema de la forma:

{uo(s0),u1(s1), ..., ur—1(sr—1)}-

Este control es una secuencia de funciones que dependen del estado actual. Es de-
cir, en cada tiempo k el controlador observa el estado actual del sistema s y aplica el
control ug(sg); después de aplicarse ocurre la realizacion de la variable aleatoria Yy, y se
obtiene el estado al tiempo k + 1 de acuerdo a la restriccion para si 1. Este estado es
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observado por el tomador de decisiones y aplica el control ugiq(sk41) v asi el proceso
se repite.

Este procedimiento implica una retroalimentacion de los estados del sistema duran-
te el proceso, en cada decision se considera la informacion del estado actual y el control
elegido depende del estado del sistema en cada tiempo.

En el contexto de problemas para el caso estocastico cuando los conjuntos de es-
tados y de controles son finitos o numerables, pueden revisarse referencias como [15]
y [16]. En esta tltima, se hace un desarrollo completo en el caso particular en que la
funcién objetivo tiene una estructura aditiva.

Cuando se tiene una funcién objetivo con una estructura mas general, es necesario
obtener condiciones suficientes para que se satisfaga el principio de optimalidad y asi
poder hacer uso del algoritmo de programacién dinamica, para formalizar estas ideas,
se presenta la siguiente seccion.

1.1. Problemas de decisiéon en miiltiples etapas

Definiremos la estructura basica de un problema de optimizacién en multiples etapas
o periodos y sobre este se explicaran los requerimientos que justifican el uso de las
herramientas de programacion dinamica en la soluciéon del problema, cuando se tiene
un espacio de estados no numerable.

Definicién 1.1.1. Un modelo de decision multietapa es una coleccién (T, S, U, H, Sy, g)
donde,

- T es un entero positivo que especifica el nimero de etapas de decisién que com-
prenden todo el proceso de toma de decisiones. En este estudio supondremos que
T < oo. Definimos el conjunto de etapas por T = {0,1,...7 — 1}.

- S es un conjunto no vacio, llamado espacio de estados y sus elementos son los
posibles estados del sistema.

- U:T xS — U es una funcién tal que a cada par (t,s) € (T x S) le asigna un
subconjunto de U. Este subconjunto U(t, s) se denomina conjunto de decisiones o
controles admisibles relativos al estado s en la etapa t. El conjunto U es llamado
espacio de decision.

- H es una funcién sobre T xS x U x .£?(Q, %, P) que toma valores en S, es llamada
funcion de transicion. Entonces dada una realizacién (t,s,u,y;) tal que t € T,
s€SyuelU(ts), el elemento s’ = H(t,s,u,y;) designa el estado al inicio de la
etapa t + 1 que resulta de aplicar la decision u durante la etapa t.



1.1. PROBLEMAS DE DECISION EN MULTIPLES ETAPAS

- Sp es un subconjunto no vacio de S cuyos elementos son llamados estados iniciales.

cg: SxUx [(L%(QZF,P)"] = L?%(Q, . F,P) es una funcién denominada

funcion objetivo. Se entiende que el valor de g(sg,ug,u,...,ur_1) especifica la
rentabilidad total, es decir, el costo o beneficio que resulta de tomar las decisio-
nes ugp, U1, ..., up_1 durante las etapas 0,1,...,T — 1, respectivamente, y se han
observado los estados s1,...,sr_1,sr dado que el estado inicial fue sy € S.

Notemos que el estado final del proceso de decisién es observado en la etapa T
cuando todas las decisiones fueron tomadas, asi el estado observado s sera referido
como estado final del proceso de decisién.

Para el estudio de este tipo de problemas en el caso determinista, referirse a [13],
en esta seccion, solo consideraremos los resultados para el caso estocastico.

En este contexto, el estado observado S;y1 en la etapa t + 1 no esta determinado
unicamente por el estado s; y la decision u; relativos a la etapa t, sino que depende
adicionalmente de una ley de probabilidad condicional que a la vez depende del estado
y la decision tomada en la etapa t. Es decir, el estado es una variable aleatoria. Por lo
tanto, es natural introducir la nocion de regla de decisién, y mas ain el concepto de
regla de decision de Markov.

Formalmente, una politica Markoviana §(¢,s) : T x Sy — U(¢, s) es una regla que
a cada par etapa-estado (t,s;),0 <t < T, s, € S, le asigna un elemento de U(t, s;).
Denotemos por A el conjunto de todas las politicas Markovianas admisibles asociadas
con nuestro modelo.

Podemos establecer un problema general, en este contexto, de la siguiente forma:

Definicién 1.1.2. Se define el Problema PS(sg): so € S.

f(so) = optsea {E[g(s0,0)] : Skt1 = H(k, Sk, up,yx), Ux = d(k,sx) k=0,...,T —1}.
O sea,

L E[Q(SO,Uo,Ul,...,UT_l)] . Sk+1 = H(k’, ss,uk,Yk)
Flso) = Optéeﬁ{ U, =08(k,Sy), k=0,...,T —1.

donde E; 4, [g (S0, uo, U1, ..., Ur_1)] denota el valor esperado de g que es generado por
el proceso inducido por la condicion inicial Sy = sq y la politica § € A.

Notemos que se hace distincion entre la variable aleatoria S; y el valor que toma s;.
El valor del estado inicial Sy se supone conocido, esto es P [Sy = so] = 1 para algin
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CAPITULO 1. PROGRAMACION DINAMICA

sg € Sy las decisiones son determinadas por una politica Markoviana 6. Esto implica,
que las decisiones mismas son variables aleatorias,

U0:5<O,80), y Ut:(S(t,St), 1<t<T—-1.

En lo adelante, nos vamos a referir al problema PS(sq) como el problema inicial sobre
el estado sg. Y consideremos A*(sg) el conjunto de soluciones éptimas para el problema
PS(sp). En caso de tratarse de un problema de maximizacién tendriamos por ejemplo,

A*(sg) :={0" € A : uf=16%0,s0), Uy =0"(k, ), k=1,2,...T — 1}.
y ademas,
E [g(so,u, Uy, ..., Up_1)] = E|g(so,uo, Uy, ..., Up_1)] V6 € A (1.1)
donde ug = (0, s0) y up = d(k, sx), para k =1,...,T — 1.
El objetivo es encontrar una politica 6* con la cual la funcién de costo correspon-
diente sea minima o maxima, dependiendo del problema, tal politica se conoce como

optimal; y la funcién de costo evaluada en esta politica se conoce como wvalor dptimo
del problema.

Notemos que para diferentes estados iniciales sy se pueden asociar distintos valores
optimos entonces nos referimos a la funcion de valor optimo f como la funciéon que
asocia el estado inicial sy con su valor 6ptimo f(so).

A continuacién veremos condiciones suficientes sobre el modelo del problema P.S(sy)
para que la ecuacion funcional de programacion dindmica se satisfaga. Para empezar,
consideremos la definicién que refiere a la propiedad de separabilidad en el sentido de
programacion dindmica, para el caso estocastico. Para mas detalles consulte [13].

Definicién 1.1.3. Sea (T,S,U, H, Sy, g) un modelo de decisién multietapa. La funcién
objetivo g se dice que es separable bajo esperanza condicional si existe una funcién real
p y una secuencia de funciones G = (¢, : t =0,1,...,7 — 1) tales que,

p: TxSxUxSxR — R
g SxUx [(£2Q,7,P)" ] — L%0,ZF,P), WeT
donde cada ¢; esta dada por,
9¢(s¢, ugy Se1, Uprt, .., Up—q) = St
donde,
Spy1 = H(k,Sg,Up,Yy), k=t+1,...,7—1,

Y, (StJrl —E [StJrl])StJrl = H(ta St7 Ut, }/t) (St+1 —E [StJrl])

8



1.1. PROBLEMAS DE DECISION EN MULTIPLES ETAPAS

tales que,

E [Qt (5t7 Ut Sev1, Upp1, Uy, - - - UT—l)]
=p (ta ¢, Uty Sp41, K [9t+1 (5t+1, U1, St2, U2, Upys, - - -, UT—l)]) )

para todo 0 <t < T —1; 84,841 €S, Vo € A; up = 0(k,s), k=t,..., T — 1.
Ademas, debera cumplirse que,

go(s0, uo, S1, U, ..., Up—1) = g(s0,u0, U1, Us, ..., Up_1)1g_oy (S1 — E[S])
+91(80, Ug, S1, UL,y - - - 7UT—1)1{0} (51 —E [Sl])

Nos vamos a referir al par (p, G) como un esquema de descomposicién; p se conoce
como una funcion de composicion y para cada t € T nos referimos a g; como la funcion
objetivo modificada al tiempo t. Supondremos que la funcién objetivo del problema
PS(sg) es separable bajo esperanza condicional, en el sentido de programacién dindmi-
cay que (p, G) es su esquema de descomposicién.

Esta condicion es muy importante, ya que programacion dindmica clasica no es
aplicable cuando en general, la funcién objetivo del problema es no separable [18].

Definimos a continuacién los siguientes problemas modificados, para cada etapa
teT:

Definicién 1.1.4. Problema modificado PS(t,s;): 0 <t <T, s; € S.

ft(5t> = OptdeAEé,st [gt <5t7 Uty U, . .- UT—1)]

donde E;;, [g:] denota el valor esperado de g; que es generado por el proceso inducido
por la politica ¢ y la condicién inicial S; = s;.

Definicién 1.1.5. Problema modificado condicional PS(t,s;us,si01): 0 < t < T,
Sty Stp1 € S, ug € U(t, 5¢).

ft(St, Ut, 3t+1) = Opt5eAE5,st,ut,st+1 [gt (St, Uty St41, Ut+1, ce ey UT—l)]

donde Es g, ;5041 [g:] denota el valor esperado de g; generado por la politica § dado
que Sy = 8¢, Uy = uy, Sty1 = Siy1. Nos referiremos a este problema como el problema
modificado condicional a (¢, s, us, S¢11)-

Denotemos por A*(t, s;) al conjunto de soluciones éptimas para el problema PS(t,s;)
y sea A*(t, sy, uy, $441) €l conjunto de soluciones éptimas para el problema PS(t,s;, uy,
s¢+1). En caso de tratarse de un problema de maximizacién tendriamos entonces,

A*(t5,) ::{ e A u =00t s),

Ui = 6*(k, Sp), k:t+L“qT—1}'

9
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donde,

E [gt(stau;&kast—i-la 415 :+27-~7U;71)} > B [gi(st, ut, Ser1, U1, Uy, -, Ura)]

para todo 0 € A tal que uy = 0(t,8,) y Up, = 0(k,Sk), k=t+1,...T — 1.
Y de manera analoga, el conjunto de soluciones del problema modificado condicio-
nal, se puede expresar como,

A*(t, 5, s, S141) ::{5 €A wup =0"(t,s), uj, =0 (t+1,s+1), }

U =6(k,Sk), k=t+2,....,T—1
donde,

E [gt(st; Uty St415 U:H, t*+27 ) Uq*“—ﬂ} > E [gt(5t7 Uty St41, U1, Upga,y o UT—1)]

para todo § € A tal que u; = 6(t,8), w1 = 6(t + 1,8041) y Up = 0(k,Sk), k =
t+1,...T—1.

La condicion que enunciamos a continuacion resulta ser parte de las condiciones su-
ficientes en un problema de decisiéon multietapa para que satisfaga la ecuacion funcional
de programacion dindmica, como mostraremos mas adelante.

Definicion 1.1.6. Condicion de Markov en el caso estocdstico.

Se dice que un esquema de descomposicién (p, G) satisface la propiedad de Markov si los
conjuntos de soluciones éptimas de los problemas modificado y modificado condicional
satisfacen,

A*(t, St,ut,st_’_l) = A*(t‘l— 1a3t+1) (12)
para todo 0 <t < T, sy, 81401 €5, up € U(t, 8¢).

Entonces, de acuerdo a la definicion de los problemas modificado y modificado
condicional, se satisface el siguiente,

Corolario 1.1.7.
fi(st) = ovty,cv .50 B [ft (151, Sti1)] (1.3)
para todo 0 <t <T y s; €8S.

Demostracion. Observemos que los problemas,
fi(st) == optscpAE [gt (st, uty Sev1, Upry oo, Up—q) }, (1.4)
¥
optﬂteU(mt)E[ft (8¢, Uy, St+1)} i= 0Pty cu(rsn E [optéeA]E [g¢ (8¢, Uey Sev1, Upsn, Upya, (1 %I)JT_l)] }

tienen el mismo valor éptimo, pues la solucién de cualquiera de ellos forma parte del
dominio de soluciones del otro. O]

10
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Observacion 1.1.8. Es importante enfatizar que el hecho de que ambos problemas ten-
gan el mismo valor 6ptimo, esto no implica que el conjunto de soluciones de ambos
coincida. De hecho, podrian mostrarse ejemplos en los que esto no se satisface, consulte
[14] para més detalles.

Estas dos propiedades, tanto la separabilidad del problema como la propiedad de
Markov del esquema (p, G) son fundamentales para la ecuacién funcional de progra-
maciéon dindmica.

1.2. Ecuacién de Optimalidad

La ecuacion de optimalidad, también es referida como ecuacion de Bellman o ecua-
cton funcional, es de gran utilidad puesto que proporciona herramientas que facilitan
encontrar politicas éptimas para un problema de optimizacion.

El siguiente resultado, que refiere a la ecuaciéon funcional de programacién dinamica,
puede encontrarse en [14], al igual que en el caso determinista, proporciona condiciones
para la validez de la ecuaciéon de optimalidad y asi poder aplicar la técnica de programa-
cién dinamica. De acuerdo a las propiedades enunciadas en la seccién anterior, estamos
preparados para el siguiente,

Teorema 1.2.1. Fcuacion funcional para procesos estocdsticos.
St la funcion objetivo es separable bajo esperanza condicional y se satisface la pro-
piedad de Markov en el contexto estocdstico. Entonces,

fi(s)) = OPtuth(t,st)Est,ut [0 (t, 8¢, Uty Sy, [ (5e41))] (1.6)
para todo 0 <t <T, s; €8S.

Demostracion. Notemos primero que por definicién de f;(s;), tenemos que para la etapa
t+1,

ft+1 (St+1) = E5*,St+1 [gt+1(5t+17 u;‘;rl? St+27 t*+27 t*+37 t U;“fl)} Vo* € A*<t + 17 5t+1>

(1.7)
De manera analoga,
ft(St, Ut, 5t+1) = Eé*,st,ut,st+1 [Qt(st, Uty St+1, U;er t*+27 cees U;’_l)} Vot e A*(Tf, St, Ut, St+1)
(1.8)

Consideremos 0* € A*(t, sy, us, Siy1), entonces aplicando la condicién de que la
funcién objetivo es separable bajo esperanza condicional, tenemos

ft(sta Ug, St+1) = E5*,st,ut,st+1 [gt(sta Uty St+1, Ut*-i-la t*+2a ceey Uf/k“—1)]
= p (tv Sty Uty St+1, ]E5*,St+1 [gt-f—l (St+17 u:+1a St+27 Ut*—i-Zv SR U;_l)})
= p(t, 8, U, Se41, fre1 (Se41)) (1.9)

11



CAPITULO 1. PROGRAMACION DINAMICA

donde la ultima igualdad se satisface pues por la propiedad de Markov §* € A*(t +
1, 8¢41), v se hizo uso de la ecuacién (1.7).
Luego, al aplicar el corolario (1.1.7), obtenemos

ft(st) = OthtGU(t,st)]E [ft(stv Ut St-i-l)]

Por lo tanto, al sustituir (1.9 ) obtenemos el resultado,

fi(st) = oDty evt,snE [ (E; St5 U, Se11, frrn (Se41))] (1.10)

]

1.3. El Principio de Optimalidad en procesos es-
tocasticos

La técnica de programacién dindmica (DP) se basa en una idea simple, el Principio
de optimalidad. El nombre se debe a Bellman, quién contribuyé en gran medida a la
popularidad de programacién dinamica, y a su transformacién como una herramienta
sistematica.

El contenido de esta seccién puede revisarse en el Apéndice D de [13], en esta
referencia se presenta con el motivo de justificar que el principio de Optimalidad de
Bellman, se puede definir bien, en el contexto de procesos estocasticos con espacio de
estados no numerables.

En el contexto de un modelo estocéstico, el Principio de Optimalidad también
conocido como Principio de programacion dindamica, se puede establecer de la siguiente
manera,

Definicién 1.3.1. Principio de Optimalidad (version estocdstica)
Si 0 es una politica éptima con respecto al problema SP(t, s, uy, $441) para algunos
1<t<T, s,84+1,€Syu €U(ts;), entonces deberd ser éptima para el problema
PS(t + 1, s441) para cualquier estado s;1 generado por la decision w; = d(t, s;) v la
perturbacion aleatoria en esta etapa.
En otras palabras, con respecto a los problemas estocasticos, el principio sostiene lo
siguiente,

A*(t, Sp,up, Se1) C A" (E+ 1, 8141) (1.11)

para todo 1 <t < T, 84,8041 €Sy us € U(t, s1).

Ejemplo 1.3.2. Funcién Objetivo Aditiva.
Comprobaremos la validez del principio de programacion dindmica, cuando la funcién

12



1.3. EL PRINCIPIO DE OPTIMALIDAD EN PROCESOS ESTOCASTICOS

objetivo tiene una estructura aditiva, esto es, consideramos el caso donde,

S

—1
9(s0, U, S1, UL, - .y ST—1,Up—1) = Y Ge(St, Ut, St41)

if
o

Por lo tanto, las funciones objetivo de los problemas modificados tienen siguiente forma:

S

-1

G(Sts Upy St1, U1, - -+, ST—1, UT—1,57) = Y Jr(Sks Uk, Sk+1) (1.12)
t

=
Il

Suponemos también que las variables de estados, son variables aleatorias tales que
la funcién de probabilidad de S;;; queda tinicamente determinada por el valor de S; y
la decision tomada u; durante la etapa t. Por simplicidad, asumiremos que las variables
de estados toman valores en un intervalo real finito S = [a,b], a < by que p; 5, denota
la funcion de densidad de la probabilidad condicional de S;,; dado que S; = sy U; = u,
up € U(t, s). Asi,

Plu < Sip1 <0|§ = s, = ul := / Drsu(2)dz (1.13)

es la probabilidad de que S;;; tome un valor en el intervalo [u,v] dado que S; = sy
U; = u. Se sigue que,
]P)[St+1 :S/‘St :S,Ut :/LL] =0 (114)

paratodo 0 <t <T —1,se€S,uecU(ts), s €S.

El objetivo del problema es encontrar una politica Markoviana que optimice el valor
esperado de la funcién objetivo g dado el estado inicial sy. Para este problema, pode-
mos definir los problemas modificado y modificado condicional como en las definiciones
1.1.4 y 1.1.5, al cambiar la expresién para la funcién objetivo por (1.12).

Vamos a comprobar que para este caso, se satisface el principio de optimalidad.
Al tenerse que la funcién objetivo es aditiva, de la definiciéon del problema modificado
condicional correspondiente, tenemos que,

ft(sta U, St-‘rl) = Sup Eé,st,ut,StJrl [gt]
dEA

= sup Es s, up 5041 [9¢(5¢, e, S141) + Geq1]
SeA

= (Ssug{ESt,ut [gt(st’ U, St-‘rl)] + E575t7Ut75t+1 [gt-i-l]} (115)
(S

Luego como el primer sumando es independiente de § entonces,

fe(st;ut; 8111) = By [96(815 Uty Sp11)] + ?UE Es 50,5011 [9e41] (1.16)
€
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CAPITULO 1. PROGRAMACION DINAMICA

Notemos que el problema de optimizacién del segundo término del lado derecho en
(1.15) es idéntico al problema Problema PS(t+ 1, s,11), se sigue que ambos problemas
tienen los mismos conjuntos de solucién. Entonces,

A*(t7 St, Ut, St+1) = A*(t + 1, St-‘,—l) (]_].7)

para todo 0 <t < T, s, €S, u€Ul(t,s), Siy1 € S, esto implica que (1.11) se satisface
y por lo tanto, se cumple el principio de optimalidad.

De manera intuitiva, el Principio de Optimalidad establece que si la politica d no
es Optima para el problema PS(t + 1,s;.1) entonces se podria optimizar el costo aun
méas cambiando la politica una vez que se llegue al estado s 1.

El principio de optimalidad se basa en la idea de proceder secuencialmente para
encontrar la solucién, primero determinar una politica 6ptima para el subproblema que
involucra la ultima etapa, luego extenderla a la solucion del subproblema que involucra
las dos ultimas etapas y continuando de esta manera hasta construir una politica de
decisiones para todo el problema.

Este principio es la base del algoritmo de solucién conocido como programacion

dindmica, en la siguiente seccién se presenta una explicacion detallada de este proce-
dimiento de solucion.

14



1.4. ALGORITMO DE PROGRAMACION DINAMICA

1.4.

Algoritmo de Programacion Dinamica

En esta seccion explicaremos de manera general el algoritmo de solucién para un
problema de optimizacion aplicando la técnica de programacion dinamica, este proble-
ma debe satisfacer las ecuaciones de Bellman y cumplir el principio de optimalidad.

Consideremos el problema inicial PS(sg), de la definicién (1.1.2) y supongamos que
el controlador aplica el siguiente método de solucion, procediendo hacia atras en el
tiempo.

Periodo T-1

Periodo k

Periodo O

Supongamos que iniciamos al tiempo T' — 1 y el estado del sistema al inicio
de este periodo es sy_1, aqui no importa las decisiones que fueron tomadas en
los periodos anteriores. El controlador aplica u%_; = 0(T — 1, sp_1), esta politica
minimiza la funcién de costo del problema modificado al tiempo T'— 1. Definimos,
fr(st) = gr(sr), entonces obtenemos el costo 6ptimo para el dltimo periodo,

fvoa(sno1) =Ep(T — 1, 571, ur—1, 7, 97 (s7))]

O<k<T-1.

Supongamos que el proceso inicia en el periodo k con un estado sy, el controlador
debe seleccionar una politica u; tal que minimice el costo esperado del periodo
k y el costo esperado de los periodos (k+1,---,7 — 1) dado que un control sera
usado en estos periodos.

De la propiedad que el problema satisface las ecuaciones de Bellman tenemos que
fr(sk) = obty, cu(h s E [0 (K Sty ks Skps frrn (Sk41))] (1.18)

Observemos que E [p (k, sk, Uk, Sk+1, fe+1 (Sk+1))], denota el costo esperado total
para los periodos restantes dado que se inicia en el periodo k con un estado sg, es-
tas funciones son calculadas recursivamente hacia atras en el tiempo desde el tiem-
po k=T —1 y terminando al tiempo k = 0. Durante este proceso son calculadas
simultaneamente las politicas o controles éptimos {ug(so), ui(s1), ..., whr_;(snv-1)}
cada uno de los cuales minimiza el costo esperado total en cada periodo.

Dado que aqui el estado inicial sy es conocido, entonces sélo necesitamos calcular

fo(s0) = 0Dty err(0,50)E [P (0, S0, uo, 51, f1 (51))] (1.19)
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CAPITULO 1. PROGRAMACION DINAMICA

En resumen, el algoritmo de soluciéon de un problema de optimizacion aplicando la
técnica de programacion dinamica, se realiza siguiendo los siguientes pasos:

1. Seat=Ny

fr(st) =gr(sy) paratodo sy €S, (1.20)
2. Sustituir para t-1 y calcular

filse) = OptuteU(t,st)E [p (L, 50, U, Se415 fear (S641))] (1.21)
u; (st) = arg opty, ey, (s E [0 (¢, 56, ry St41, fri (Se41))]
3. Si t=1, termina. En otro caso, regresa a el paso 2.

Observe que el valor esperado es tomado respecto a la distribucion de probabilidad de
las variables aleatorias Y}, en cada etapa k =0,...,T — 1.

Este algoritmo es de gran importancia, ya que proporciona una técnica de solucion
que facilita la implementacién de soluciones a problemas complejos.

En el siguiente capitulo se presenta la parte principal de este trabajo, que refiere al

problema de portafolio multiperiodo. Dicho problema aplica las condiciones explicadas
en este capitulo y es resuelto mediante el algoritmo de programacién dindmica.
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Capitulo 2

Portafolio Multiperiodo
Media-Varianza

2.1. Formulacién media-varianza para seleccion de
portafolio multiperiodo

Se consideran (n+1) activos de inversién, primero suponemos que todos los activos
presentan riesgo y mas adelante se supondra que se tienen n activos riesgosos y un activo
libre de riesgo. Un inversor inicia con un capital zy al tiempo ¢ = 0. El inversor puede
decidir distribuir su capital entre los (n+1) activos al inicio de cada uno de los siguientes
(T-1) periodos consecutivos. Denotemos por e; = (e?,el,...,e?), t =0,1,...,T—1, los
vectores de rendimiento dentro del horizonte de planificacion.

Si consideramos que para el activo i—ésimo se tiene una taza de rendimiento 7! al

tiempo t, entonces
ei:l-{-r;’ 1=0,1,2,...,n; t=0,1,..., 7T —1.

En este capitulo vamos a suponer que los vectores e;,, t = 0,1,...,7 — 1 son es-
tadisticamente independientes y tales que su distribucién de probabilidad puede ser
caracterizada por E(e;) y su matriz de covarianza, Cov(e;), la cual adicionalmente se
supone que es positiva definida.

17



CAPITULO 2. PORTAFOLIO MULTIPERIODO MEDIA-VARIANZA

El punto de partida de las consideraciones en este capitulo es el conocimiento de

los valores esperados E(e;) = (E(e)),E(e}), ..., E(el')) y covarianzas

Ooo,t 001t 002t °°° OOnt

0104t 011t 012t *°° Olngt

Cov(e;) = | O20¢ 021t O22¢ **° Oo2ng
| On0t Onlgt On2t *°° Onngt i

Sea x; el capital al inicio del ¢-ésimo periodo y sea u}, i = 1,2,...,n la cantidad
invertida en el i-ésimo activo riesgoso al inicio del t-ésimo periodo, entonces la cantidad

invertida en el activo de referencia es z; — > . | uj. Bastard entonces considerar la

. ., . . !/ .
asignacién del capital al tiempo ¢ como u; = [u},u?, ..., u?|". Al tomar como referencia

el activo de indice 0, definimos,
Pi=ei—¢) i=1,2,...,n. (2.1)

De este modo, la riqueza al tiempo ¢ + 1 estard determinada por la siguiente ecuacion
estocastica

S o (1’ - Zu) 0 22)
= et:;t + Py, t:10, 1,...,T -1, (2.3)

donde,
P.=[PLP ... P = (et —€)), (e =€), (ef —ev)]. (2.4)

Suponemos que la matriz E [e;e}] es positiva definida en cada uno de los periodos,
esto es,

E((e)’) E(efel) E (cfef)
E(ele®) E((e})?) --- E(eler
By = | D E(@)) @) | 25)
E(cjel) E(efel) - E(())
Entonces,
1 0 0 1 -1 —1
B() memp ||l o) ot 0l

E('P,) E(P,P)) oo AT
-1 0 1 0 0 1



2.1. FORMULACION MEDIA-VARIANZA PARA SELECCION DE PORTAFOLIO
MULTIPERIODO

Por lo tanto, de lo anterior obtenemos que,
E[P,P}] >0 Vi, (2.6)

Y
E((¢f)*) — E (/P B~ (PP E (/Py) > 0. (2.7)

Un inversor del tipo media-varianza, esta interesado en encontrar una estrategia
{u}} tal que maximice el valor esperado de la riqueza al final del horizonte de
planificacion E(X7r), sujeto a que el riesgo de la riqueza final, medido por Var(Xr),
sea a lo mas un nivel de riesgo v predefinido. Se puede plantear como un problema de
la forma,

Pl(o): maXpu,. ur .} E(xr) (2.8)
s.a. Var(zr) <o
xt+1:€?It+P2ut t:(),l,,T—l

De manera analoga, cuando se desea que el rendimiento esperado no sea menos que un
nivel prefijado €, se plantea un problema de minimizar la varianza, con esta restriccion,

P2(e) :  mingy,, . up .y Var(Xr) (2.9)

xt+1:e§)xt—|—P£ut t=0,1,...,7T — 1.

Observemos que al variar el pardmetro o del problema P1(c) o al variar € en P2(e)
se puede generar un conjunto de portafolios multiperiodo eficientes. Una formulacion
equivalente para los problemas P1(c) y P2(¢) para generar portafolios multiperiodo
eficientes es dada en el siguiente problema:

E(w): maxg, . ur 3 (E(zr) —wVar(zr)) (2.10)
s.a. Ty = edxy + Pluy, t=0,1,...,7—1. (2.11)

donde w > 0. Para este problema se pueden obtener controles eficientes al variar el
pardmetro w que se refiere al grado de aversion al riesgo del inversor. Vamos a denotar
por ITj(w) el conjunto de soluciones del problema E(w).

En la literatura sobre portafolios, es conocido que si 7 es solucién de (E(w)), enton-
ces 7* resuelve P1(o) con o = Var(Xr)| y 7 también resuelve P2(¢) con ¢ = E[X7].
Notemos que se tiene la relacién w = 0E[Xr|/0Var[Xr| sobre la politica éptima de
E(w).
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CAPITULO 2. PORTAFOLIO MULTIPERIODO MEDIA-VARIANZA

Una estrategia de inversién para un portafolio multiperiodo, es una secuencia de
funciones de la forma

™ = (M07M17"'7MT—1)

ué ui ug_l
0 v i

_ o Lo i , (2.12)
o py A

Donde p; es una funciéon de control que mapea el capital al inicio de periodo t, z;, a
un portafolio de decision de la forma:

Mé(iﬂt) Ut;
i () u

() = | =1 ' (2.13)
py () uy

Definicién 2.1.1. Una politica de portafolio dinamico 7* se dice que es eficiente si no
existe ningin otro portafolio dinamico 7 tal que:

E(XT) |7r
y Var(Xr)|«

E(X7) | (2.14)
Var(Xr)| (2.15)

>
<

con al menos una desigualdad estricta.

El problema E(w) tiene en su funcién objetivo el término de la varianza, el cual
no satisface la propiedad de separabilidad en el sentido de programacion dindmica y
por lo tanto no se satisface la ecuacién de optimalidad. Lo anterior hace complicado
resolver directamente los problemas P1(c), P2(¢) y E(w), pues para buscar la solucién
no puede aplicarse directamente el algoritmo de programacién dinamica.

Debido a esto, la extensién del enfoque de Markowitz al caso multiperiodo estuvo
detenida por mucho tiempo, casi medio siglo. Fue precisamente la contribucion de Li
& Ng (2000), extender el problema de seleccién de cartera media - varianza al contexto
multiperiodo, este trabajo brind6 resultados gracias a la introduccién de un problema
auxiliar, el cual si puede resolverse mediante programacion dindmica y cuyas soluciones
contienen las soluciones del problema de interés. Esto permite realizar solamente una
buisqueda del éptimo en este conjunto.
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2.2. Problema Auxiliar

Con el afan de encontrar soluciones analiticas para el problema E(w), en [1] se
presenta la formulacién del problema auxiliar A(\, w), el cual se resuelve aplicando
técnicas de programaciéon dindmica, y asi, indirectamente encontrar soluciones para el
problema E(w).

2.2.1. Formulacién y propiedades del problema auxiliar

Este problema auxiliar, se define de la siguiente forma:

A\ w) : maximizar(y, up ;3 E{—wz} + Az} (2.16)
S. a. Xt+1 :e?Xt—I—P;ut,t:O,l,...,T—l

Donde A y w son parametros del problema. En lo siguiente, vamos a denotar por x; el
estado al tiempo actual y por X a las variables aleatorias que representan el estado
para los periodos k > t.

Denotemos por II5(\, w) el conjunto de soluciones éptimas del problema A(\, w).

Proposicién 2.2.1. La funcion objetivo del problema auxiliar A(X,w) es separable
bajo esperanza condicional.

Demostracion. Tenemos que la funcion de costo del problema auxiliar, estd dada por
g(xo, Up, ... ,Ul, UT—l) = {—’UJXT + )\XT . Xt+1 = egact + P;ut,t = 0, 1, ceuy T — 1}
En términos de la Definicion 1.1.3 tenemos que en este caso,

T = {0,1,...,7—1}.

S = R.
(t :L‘t) = {Ut - Rn LT = ]_,ut}
H(t,x,uy,e) = ez + Py (2.17)

Donde el estado inicial z( esta dado al inicio del proceso. Observemos que aqui la fun-
cion de transicion H depende ademas del estado actual y el control elegido, también del
vector aleatorio e; que representa los rendimientos de los activos en el periodo (¢,¢+1].

A continuacion definimos las funciones ¢;, para cada t =0,1,...,T7 — 1 como,
gi(we,uy, X1, Upya, ..., Upq) (2.18)
_ —U)X%—l—)\XT . XkH:eng—i—P;Cuk, k:t—l-l,,T—l
(Xe1 — E[Xi]) Xip1 = (€02 + Piwy) (Xppr — E[Xi1a])
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Definamos adicionalmente la funciéon de composicién p : T x S x U x R — R dada
por,

p(t,xy, up,a) = a VaeR. (2.19)
Observemos que se satisface la siguiente relacion,

G (g, Tpyr, Wpr, Upgo, ..., Upyg) (2.20)
= g1 (Tes1, W1, Xogo, Upgo, Upys, .., Upy)

Con ello, se sigue entonces que,

E [g: (z¢, ug, o1, Weg1, Upga, ..., Up_q)] (2.21)
= E g1 (Teg1, Wpg1, Xigo, Upgo, Upps, oo, Upy)]

=p (t7 Ty, Uy, Typq, [gm (llft+1, Wit1, X2, Upgo, Upys, ... 7UT71)]>

Por lo tanto, la funcién objetivo del problema A(\,w) es separable bajo esperanza
condicional. O]

Consideremos ahora los problemas modificado y modificado condicional para el
problema auxiliar A(\, w).

Definicién 2.2.2. Problema modificado Py(t, ;) :

fi(x;) == supE [gt (-Tt, Wy, Xiv1, By (Xe), - - 7HT71(XT—1)):| (2.22)

y denotemos por A* (x4, u;) € A el conjunto de soluciones éptimas para el problema
PM(t> xt)'

De acuerdo a esta definicién tenemos que para el tiempo t + 1, al conocer x;,1 el
problema modificado al tiempo t + 1, se obtiene como,

Puy(t+1, peq) :

fre1(@eg1) == SupE [ge1 (Tes1, Wepr, Xevo, Byso(Xiga), - oo o (X721)) ]

™

Por otra parte, definimos también el problema modificado condicional como,

Definicién 2.2.3. Problema modificado condicional Pyc(t, Ty, g, Tirq) -
fe (w4, ug, 041) == supE [Qt (iUt, ug, Xy, Ith+1(Xt+1)7 e 7/1'T—1(XT*1>)] (2.23)

Y de manera andloga, denotemos por A*(xz, uy, z441) el conjunto de soluciones 6ptimas
del problema Pyc(t, iy, uy, Ty rq)-
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De la relacién (2.20) se sigue que los conjuntos de soluciones éptimas de los proble-
mas Pyo(t, xy, uy, rp1) y Py(t+1,2,44) son idénticos para un x4, especificado. Por lo
tanto, se satisface que,

A*($t7ut,l’t+1) = A*<t + 1,$t+1> (224)
Por lo tanto, tenemos el siguiente,

Lema 2.2.4. El problema A(A\ w) satisface la propiedad de Markov respecto a los
problemas modificados definidos anteriormente.

Hemos probado que el problema auxiliar A(\, w) satisface las condiciones de sepa-
rabilidad en el sentido de programacion dinamica y la condicién de Markov. Entonces,
aplicando el Teorema 1.2.1 tenemos que se satisface la siguiente,

Proposicién 2.2.5. Ecuacion de Optimalidad para el problema A\, w).
La funcion de valor del problema auziliar A(\, w) satisface la ecuacion de optimalidad
del Teorema (1.2.1). Esto es,

fi(ze) = sup {Eq, [fri1(Xis1)] @ Xepn = el + Piug} (2.25)

para todo 0 <t <T, z; € S.

Se puede observar que la solucién al sistema de ecuaciones (2.25) es una secuencia
de funciones de la forma:

fi:S—>R t=0,1,....,T (2.26)

Con la condicién de cota fr(Xr) = gr(Xr) := —wX? + A\ X7.
De este modo, al sustituir esta funcién fr en fr_; entonces se satisface la T'— 1-ésima
ecuaciéon y asi sucesivamente.

Ya que el problema auxiliar satisface la ecuacion de optimalidad, entonces puede

ser resuelto aplicando el algoritmo de programacién dinamica explicado en el capitulo
anterior.
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2.2.2. Solucién analitica para el problema auxiliar

Dedicaremos esta seccién a resolver el problema auxiliar A(A, w) aplicando progra-
macion dindmica como método de solucién.

Proposicién 2.2.6. Li & Ng (2000) [1].
El control optimo w;, y la funcion de valor f, para el problema A(\,w), al iniciar al
tiempo t con un estado x; pueden ser expresados como,

(A
w = E[P.P]" (2 “LE(P] - ,E [egpt]) (2.27)
W1
T-1
ft(l‘t) = —wtl'? + /\tmt + Z OékBk (228)
k=t

Donde las ecuaciones recursivas de los pardmetros estan definidas por
v = wer (B[] ~E [P E[PP)E[P)])
o= A (]E )] —E[P)E[P,P, 'E [egPtD

At
4wy
B, := E[P]JE[P,P] 'E[P)]

Qp =

y con condiciones de cota

wr = w (2.29)
Ar = A (2.30)

para cada t € {0,1,...,T —1}.

Demostracion. Vamos a derivar la solucién del problema A(\, w) aplicando el algorit-
mo de programacion dindmica, pues ya demostramos que este cumple la ecuacion de
optimalidad.

Iniciamos el algoritmo al tiempo 7" — 1 con un estado xr_; y se define la funcién
de costo

gr-1(zr_1,ur_1, X7) = E{—wXi + A\Xr}
donde: Xy = xp_ 15 | +Ph_jur_q. (2.31)

Aqui se conoce el estado xp_1, a este tiempo el problema de optimizacién A(X, w) se
reduce a resolver:

maxy, , E{-wz?+ \vr} (2.32)

0 !
S. a. Xr=ep_ 1271 +Prp_jur_,
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Sustituyendo la restriccién para X en gr_1, la funcién objetivo del problema nos
queda como sigue:

gr—1(xr_1,ur_1,Xy) = E [—w(G%,ﬂTa + P},luT—l)z + /\(€8~,1$T—1 + PleluT—l)}
= E[~w((ep_)’27_; + 2e7_ 201 Ph_jur g +up_ (Pr Pl )ur )
+A(ep_yzro1 + Ph_jur_y)]
= —wk ((eT 1)2) w7y — 2wrr 1 E(ep_ Pr_ )ur
—wup_ E(PrPp_y)ur
+A [ (e7_)er1 + E(Pr_)ur_ 1]

Al derivar gr_; con respecto de uy_; obtenemos que:

0gr—1
oup_q

= —2wup  E(PrPr ) — 2wrr1E(ep_ Pr_y) + AE(P}_,)

Igualando la derivada a cero como una condicion necesaria de optimalidad, de la ecua-
cién anterior obtenemos que:

A
u}il = ]E(PTflpgril)il (%E(PTI) - leE(e?plPTl)> (233)

Sustituyendo u’_, en la funcién de costo (2.31) se define la funcién de valor al tiempo
T — 1 como:

fo1 (xT71> =gr- (wab uj:nu XT)

Esto es,

fr—1(xr_q) (2.34)

= —wrp_E [(eonl)Q}
A
_2wl’T_1E [6%_1]_3,71_1} (]E(PT_lplT 1 (_'LUE PT 1 — Tr— 1E(6T 1PT 1)))
A _
_w (%E[P'T_l] e E [P 1}) PP
A
. %E(PT 1) — Tr— 1E €T 1PT 1

+Az7E [€)_1] + AE[P}_ |E(Pr_1P_ )" (2wE(PT 1) — xr_1E(e) Pr_ 1))
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Reduciendo la ecuacién anterior obtenemos:
A2 / / -1
froi(er) = @E [PT_J E [PT—1PT_1] E[Pr4]
+ or (AE[}_,] - XE [Py, ] E [PrP_,]”

1

E [eOT_lpT_l]>

o2 <—wE [(e9 )] + wE [¢% P} || E[Pr Py ] 'E [eg,lpT,l})

Sean:
wr_1 = w(E [(eg,m]_E[eOT,leT,l]E[PT_lpr,l]*E[eOT,lpT_l})
- A(]E[eOT_l] —E[P, |E[Pr P, ] 'E [e%_lPT_l])
)\2
ar—1 = E
Bry = E[Py_]E[PrPsr ] E[Pr_]

De este modo podemos escribir fr_q(zr_1) como:

fr-1(xp_1) = —wT—11U2T,1 + A1y + ap_1Br_y (2.35)

Observemos que el problema de optimizacién al iniciar en cada uno de los diferen-
tes periodos tiene una estructura similar, entonces podemos derivar la expresion (2.27)
para el control éptimo y la ecuacién (2.28) para la funcién de valor. En lo anterior,
demostramos que estas expresiones se cumplen para el caso base, en (2.33) para el
control y (2.35) para la funcién de valor.

Siguiendo con la prueba, como hipétesis de induccién supongamos que se satisfacen
las ecuaciones (2.27)-(2.28) para t + 1, es decir, tenemos que

* —1 >\
u,, = E[P.,P},] (ﬁimpm]—me [e?HPtH]) (2.36)

T-1

fra(m) = —winad + Mz + Z a By (2.37)
k=t+1

Demostraremos que estas expresiones se satisfacen al iniciar al tiempo t.
Debido a que el problema A(\, w) satisface la ecuacién de optimalidad (Proposicion
2.2.5) tenemos que,

fi(w:) = H}éx {Ee, [fi1(Xes1)] : Xia = )z + Plug}
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Aplicando la hipétesis de induccion, sustituimos la expresion de la funcion de valor
optimo y asi la expresion del problema de optimizaciéon a resolver es el siguiente,

méx E [—waXfH A X + 0 akBk] (2.38)

u

S.a. Xt+1 = fL’t€? + P;ut (239)
Sustituyendo la restricciéon anterior , obtenemos la funcién objetivo:

gt(%, uy, Xy, N:+1(Xt+l)7 e ;ﬂ*T—l(XT—1))

T-1
2
= —wE [(%&6? + P;ut) } + A E [fb“teg + P;ut] + E ay By,
k=t+1

2
= —w; 1 E [acf (eg) } — 2w E [xte?Pﬂ u; — wi W [PP)] vy

T-1
+)\t+1E [$t€g] + )\t+1E [P;] u; + Z CYkBk
k=t+1

Por la hipétesis de independencia de los vectores {et}tT:_Ol, tenemos que x; es indepen-
diente de Py, parat =10,1...,T — 1. Por lo tanto,

Ge(we, u, Xy, H:+1(Xt+1)7 o b1 (X7o1))

= —U}t_;,_ll'?E |:(61(5)) 2:| — 2wt+1mt]E [6?Pﬂ Uy — wt+1u2E [PtP:&] Uy

+/\t+1l’tE [6?} + >\t+1E [P;] u; + Z OékBk

Derivando la funcién anterior con respecto de u; tenemos,

0
a_it = —2uwy 1 2E [e)P]] — 2w W [P,P)] + A E[P)] (2.40)
t
Entonces,
. A
u, = E[P.P) 1(212:115;[&]—%1@ [egPt]) (2.41)
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Al sustituir el éptimo en la funcién de costo obtenemos la funcién de valor 6ptimo

ft(-fl?t) = gt(flfn uf, Xit1, M:+1(Xt+1)> cee 7“’;—1<XT71))
= —wiaE [(e))’]

A
—2w; 12K [elP)] (E PP (27;“ E[P,] — z,F [eQPt]»
t+1

A _ _
Wy (2;]“ E [P} E PP — 2,E [¢)P]] E [P,P)] 1) .
t+1

E[P,P]] - (E PP’ ( At [P] — x,E [eg’Pt]»

W1

s A
1 2E [€0] + A E(P) (IE PP ( "L E[P,) - ,FE [egPt]))

2w

Al reducir la expresion anterior obtenemos,
filz) = a? (—thE [(e9)?] +w, B [)P) E[P, P, E [Pt]>

2 (MnE [¢f] = MiE [(fP]] E[PP]] " E[Py])

)‘?—&—1 / -1
+m1@ [PE[P,P]| "E[P]+ > B

Por lo tanto, las ecuaciones (2.27) y (2.28) se satisfacen para cada t € 0,1,...,7 — 2.
O

De este modo, los controles para el portafolio 6ptimo para el problema auxiliar
(A(A\, w)) para cada periodo t-ésimo se pueden escribir como,

up (xe,y) = Ky +v(y)  t=0,1,...,7 — 1. (2.42)
Donde,
A
N 2.43)
w
K, = E'[PP)E [e}P] (2.44)
T-1 ~
E () — B
v = 2 1 LB ) e ppyE Py (2.45)
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Con las condiciones de cota

vra(y) = %E” [Py 1P | E[Pr ] (2.46)
Y los parametros estan dados por,
B, = E[PE"[PPE[P] (2.47)
B, = E[P]]E” 1[PP]JE[ P (2.48)
B, = E[¢/P,]E"' [P/P)|E [e!P,] (2.49)
Sean
A = El[e})] - B, (2.50)
A? = E(e))’] - B, (2.51)
Entonces podemos escribir v4(7) como
T-1
V() = % ( I1 %%) E-[P,PJE[P] t=0,1,....,T7 1. (2.52)
k=t+1

por convencién, supondremos que

H Al =1, parai=1,2.

2.2.3. Relacién entre los problemas FE(w) y A(\ w)

No perdamos de vista que el objetivo principal es encontrar soluciones para el pro-
blema F(w) y después de encontrar una expresién analitica cerrada para la solucién del
problema auxiliar, queremos establecer condiciones para encontrar soluciones de este
problema a través del conjunto de soluciones del problema auxiliar. Con este motivo
se presentan los siguientes resultados.

Definimos la funcién:

U (E(X2),E(X7)) = E(Xr)—wVar(Xr) (2.53)
= E(Xr) —w [E(X}) - E*(X7)] (2.54)

d(m,w) = a]E?iT)‘w (2.55)

= 1+ 2wE(Xy)|_ (2.56)

El siguiente resultado es de uso extensivo en andlisis convexo y resulta ser de utilidad
en lo adelante.
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Proposiciéon 2.2.7. Si U es una funcion convexa y diferenciable de primer orden
entonces

U (7T(2)) >U (71'(1)) + VU (W(l)) (71'(2) — 7T(1)) (2.57)

Demostracion. Supongamos que U es una funcién convexa y diferenciable de orden
uno, por definiciéon de convexidad tenemos que

U(ar@ + (1 —a)r®) <aU (7)) + (1 - a) U (V)
para algin 0 < a < 1. Reacomodando la desigualdad anterior, tenemos,

U (W(Q)) -U (W(1)) U (a7r<2) +(1— a)'/'('(l)) U (,ﬂ(l))

a
7 (a®) - () > LTReE ) ZUED g
Haciendo o« — 0 obtenemos,
UG®) —U0) > VU (x0) (@ — 70)
Por lo tanto,
U (71'(2)) > U (W(l)) + VU (71'(1)) (7r(2) — 7'('(1)) (2.59)
0
Teorema 2.2.8. (Teorema 1 en Li & Ng [1]).
Sea 7 € 115 (w*), entonces m* € 115 (d(7*, w*), w*)
Demostracion. Demostraremos por contradiccion.
Supongamos que 7 ¢ I} (d(7*, w*), w*) entonces existe 7 tal que
E [—w* X7 +d(m*,w") Xy | > E[-w'Xj+d(m"w")Xp] |,
esto es,
—w'E [X7] | +d(@w)E[X7]| > —wE[X7]]| . +d(@w)E[X7]| .
lo cual podemos escribir como
—w*, d(x*, w")] [ %gi% } | > ot d(rt,w) [ %Eﬁ; } (260)

Esto implica que,

vy ([B8]1-[B0]1) -0 oo



2.2. PROBLEMA AUXILIAR

Por otra parte, como U (E(X2), E(X7)) es una funcién convexa de E(X2) y E(X7),
y al tenerse que,
oU ou

ExE) - VY aExy ~ M)

se sigue de aplicar la Proposicién 2.2.7, que

U (E(X3),E(X7)) |, > U (E(X}),E(X7))

T

rewdee ) (| g | 1=~ | By | =)

Entonces de la ecuacién anterior, por (2.61) tenemos que,

U (E(X7),E(X7) | > U (E(X7),E(X7))

. (2.63)
Lo que contradice que 7* € IIj(w*). O

Teorema 2.2.9. (Teorema 2 en Li &Ng [1]).
Supongamos que © € II5 (\*,w*), entonces una condicion necesaria para que w €
T (w*) es que \* =14 2w*E(Xr)

.

Demostracion. Dado w* > 0 como pardmetro del problema (A(X, w*)).
Observemos que una vez que fijemos A, la solucién del problema A(\, w) es unica
y puede ser expresada como en (2.42). Asi el conjunto de soluciones IT(\, w*) del
problema A(\, w*) puede ser parametrizado por .

Esto es, cada punto en el conjunto IT; (A*, w*) puede ser representado por el par,
(E[XZ(A, w")], E[X7 (A, w*)]). Puesto que IIj(w*) C U, IT; (A, w*), entonces el pro-
blema (E(w*)) puede reducirse a,

méx, U (B[ X2\, w*)], E[X7(\, w*)))

= méx) E[Xr(\, w*)] — w* (E[X3 (X, w*)] — E2[X7 (A, w")])

Una condicion necesaria de optimalidad de primer orden para un 6ptimo \* es,

ot | ZEIRLI g o, 0] (2ER )  EALTD)_
Esto es,
—w* P]E <Xg(£’w*))} + [1 4 2w E [X7 (A, w*)] | 2+] ok <Xg<;’w*)) =0. (2.64)
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Luego, por el Teorema 3.4.1, derivado del trabajo de Reid & Citron [2], resultado para
el cual se dedica el Apéndice A de este trabajo, se tiene adicionalmente que

L [6]E(X%()\,w*))1 OB (Xr(A,w))

o > = 0. (2.65)

Por lo tanto, de las ecuaciones (2.64) y (2.65) se sigue que el vector
[—w*, 1 4 2w*E [X7(\, w*)] |-+] es proporcional a [—w*, \*].

Asi, se debe cumplir que,
A =14 2w'E(X7r)

- (2.66)

2.3. Solucién del Problema F(w)

En esta seccidn se derivard la solucién para el problema E(w) a partir de la solucién
encontrada para el problema A(\, w).

Tenemos que la dinamica del capital, esta dada por la ecuacién,
X=X, +Puy, t=0,1,...,7T— 1. (2.67)

Sustituyendo la politica para el portafolio 6ptimo obtenida en (2.42) en la ecuacién
anterior de la dindmica del capital,

Xipa(y) = (e? - P;Kt) Xi(7) + Pi(v). (2.68)

Luego, al tomar esperanza de ambos lados de la ecuaciéon anterior, y haciendo uso
del supuesto de independencia entre X; y (e?, P;), obtenemos la siguiente expresiéon
recursiva para el capital esperado entre periodos de tiempo consecutivos bajo la politica
de portafolio uj(zy,7),

E[Xen(7)] = AE X, (7)) + (H j—) B, (2.69)

Por otra parte, elevando al cuadrado (2.68) obtenemos,

XEa() = ()" - 24/PIK, + K{PPK,| X}()
+2 (e} = PiK,) X, (7)Pwi(7) + VP Pivi(y)
t=0,1,...,7—1. (2.70)

Anélogamente, al tomar esperanza en ambos lados de la ecuacién anterior y simplifi-
cando los calculos, obtenemos la siguiente expresion para el valor esperado del cuadrado
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del capital entre periodos de tiempo consecutivos bajo la politica de portafolio (2.42),
esto es

E [XPh ()] = ATE [X7(v)] +WZ2 ( I:I %%) B;. (2.71)

k=t+1

Al resolver las ecuaciones (2.69) y (2.71) recursivamente, obtenemos,

T—1 T—1
Al
EXr(7)] = (H A§> a:0+ > < 11 A1> ( k= t+1 A2> B,| (2.72)
t=0 t=0 \k=t+1 k t+1
T—1 2 T-1 Al
2 _ 2| .2 1 k= t+1
E [XT(7>] = (H At) Ty + Z ( H A > ( A2> B; (2.73)
t=0 t=0 \k=t+1 k t+1
Definimos los siguientes parametros
T-1
po= A (2.74)
t=0
T-1 / T-1 1
1 1 k= t+1A
CT 2 t=0 (klllAk> ( k: t+1 A b (275)
T—1
o= |4 (2.76)
t=0
a = g—VZ (2.77)
%
h = = 2.78
- (2.78)
c = 17— p®—ab’ (2.79)

Entonces, podemos escribir las expresiones para el primer y segundo momento del
capital final bajo la politica uj(x,~y) como,

EXr(v)] = pxo+vy (2.80)
E[X2(7)] = Tx3+%72. (2.81)

De este modo, la varianza del capital final bajo la politica de portafolio u;(x, )
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puede ser expresada en términos de v, de la siguiente manera,

Var [Xr(7)] = E[X7(y)] - E* [Xz(y)]
= 7o+ 57" = (o + )’
= Txg + %72 — /sz% — 2ypvzg — VA2
= a(y —bxg)® + cxj. (2.82)

donde a, b y ¢ fueron definidos en (2.77), (2.78), y (2.79), respectivamente.

Teorema 2.3.1. La politica dptima para el portafolio multiperiodo del problema E(w)
esta dada por,

uj = —E'[P,P)E [e]P] (2.83)

1 v = ALY
—|—§ <bxo+%> ( H A_%> E™ [P.P]E[P]

t=0,1,...,T —2.

wpy = —E7'[ProPp ] E[ep_ Proi]or (2.84)
1 v _
+§ (bl'o + M) E ! [PTfl-P,T_1] E [PTfl]

Mads aun, el valor esperado y la varianza del capital final sobre la frontera eficiente en
términos de w, se pueden expresar de la siguiente forma,

2

EWﬂw]:(me%+iﬁ (2.85)
Var [ Xr(w)] = 4ayw2—|—cazg. (2.86)

Demostracion. La implicacién del Teorema 2.2.8 es que el conjunto de soluciones del
problema E(w) es un subconjunto del conjunto de soluciones del problema A(\, w),
cuyas soluciones pueden ser parametrizadas por el cociente v = %

Ademas, E [X7(7)] es una funcién lineal de 7 y la varianza del capital final Var [ X1 (7)],
es una funcién cuadrética de . De este modo, podemos expresar U (E [z2.(7)], E [z7(7)])
como una funcién de v de la forma,

U (E [22(9)] ,E[z2()]) = pwo + vy — w [a (y — bag)® + exl] . (2.87)
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Observemos que U es la funcién objetivo del problema E (w) y de la expresién an-
terior, tenemos que es una funcién concava de .

Por lo tanto, como todas las soluciones de este problema estan contenidas en el
conjunto de soluciéon del problema auxiliar, para encontrar la solucién optima sera
suficiente derivar (2.87) con respecto de 7 y al igualar a cero como una condicién
necesaria de optimalidad, tenemos que el valor éptimo para 7 es,

v
*=brog+ —. 2.88
i ot 2wa ( )
Luego, del Teorema 2.2.9 tenemos que una condicién necesaria para que 7* € A(\*, w)
sea solucién del problema F(w), es que \* = 1 + 2wE(X7)|.+; vamos a ver que se
satisface esta condicion. Para ello, se debe considerar,

X

w

1
= — 4+ 2E[X7]
w

1
= — +2[uzo + 7]
w

’y:

T

1
= — +2uxo + 2v7.
w
Se sigue que,

1
(1—2v)y = — + 2uwxy,
w

(2.89)
esto es,
B 1 2z
77w —2) (1 2w)
v 2uy
 vw (1 —2v) * v(l— 21/):60
v 2uy
= x
wv—22) -2’
v N 11%
= 5 €T
2w (5 —0?) ==
v 1%
= — x
2wa 5 —v? 0
v
= — + ﬂﬂfo
2wa a
v
= — +brg=~" 2.90
2wa 0T =7 ( )
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Por lo tanto, al sustituir v* dada como en (2.88), en la ecuacién (2.42) tenemos que se
satisface la condicién necesaria del Teorema 2.2.9 para que u;(xt,7*) sea solucién del
problema E(w). Esta politica de decisién estd dada por,

U: = Ut(fct, fy*)
— —E'[PP)E [P,] x, (2.91)
1 U T-—1 Al
¢ -1 /
+3 (00 + 300) ( 11 A‘) O PPR P
k=t+1
t=0,1,... T—2
u;il = —Eil [PTflplel} E [e[j)ﬂflprl] Tr—1 (292>
1 v _
"‘5 (b.ﬁlﬁ'o + %) E 1 [PTflP,T_l} ]E [PTfl]

Esto es, la politica de portafolio éptimo para el problema FE(w) puede ser expresada
como en (2.83) y (2.84).

Por otra parte, al sustituir v* en las ecuaciones (2.80) y (2.81) obtenemos las expresio-
nes para el valor esperado y la varianza del capital final sobre la frontera eficiente en
términos de w, dadas en (2.85) y (2.86).

]

Por lo tanto, dado un problema como los definidos (P1(c0)) o P2(e), podemos cal-
cular el valor asociado éptimo para w en términos de los pardmetros o o € dados, segin
corresponda, luego se podra calcular el valor para v* en (2.88). Estos pasos para la
solucion se explican de manera precisa en la secciéon del algoritmo de solucion.

En resumen, la solucién de portafolio éptimo para los problemas (Pl(c)) y P2(e)
es especificada por la siguiente expresion analitica,

uj = —E'[PP)E [e)P¢] 2, (2.93)
T-1
1 v Al —1 /
+5 (bxo + 2w*a> ( 1T A—%> E~' [P,P)E[P,]

k=t+1
t=0,1,....,T —2.

u}fl = —Eil [PT_1P/T71] E [e%flPT_l] TT-1 (294)
14
2w*a

1
+= (b%o +

: ) E! [Py Py ] E[Pr_i]

36
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donde

|4

* 2 a(ofcx%)

Sale(nibjmyy  Para resolver (P2(e)).

para resolver (P1(0)).
(2.95)

Por dltimo, de las ecuaciones (2.85) y (2.86), por eliminacién del pardmetro w

obtenemos que la frontera eficiente para los problemas E(w), (P1(c)) y P2(e), estd
dada por,

Var [Xr] = % (B [X1] — (1 + bv) zo)* + ca. (2.96)

para E [X7] > (u + bv) xo.
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2.4. Seleccién de portafolio multiperiodo en un
mercado con un activo libre de riesgo

En situaciones de inversion en las que se tiene un activo libre de riesgo, se pueden
plantear soluciones como un caso particular de el planteamiento anterior. Supongamos
que el rendimiento del activo libre de riesgo al tiempo ¢ es representado por s;.

Sin pérdida de generalidad, consideremos que el activo de indice 0 en el planteamien-
to anterior representa el activo libre de riesgo, es decir, s, = €2, parat =0,1,...,T —1.
Ademas,

Cov (eg,ei):O, Vi=1,2,...,n.

Asumiremos que los rendimientos del activo libre de riesgo no son aleatorios sino que
estan determinados para cada periodo, podemos reescribir los parametros de la solucion
anterior, como sigue:

E[e)P;] = sE[P] (2.97)

B, = B (2.98)
B, = !B (2.99)
b= 1:]{](1@(@3)_3)

- TH_lsta_Bt) (2.100)
<= () -2)

= Tlsf(l—Bt) (2.101)
(0 Ew-a))

<
Il
N | —
1M
(e}
I

I
DN | —
D
o
—
|
oy
N
Sy
N~

t

Il
=)

k=t+1
Para reducir la expresion del parametro v tenemos la siguiente,

Proposicién 2.4.1. Para cualquier longitud T del horizonte de planificacion se satis-

face
g ( 1:[ (1—Bk)Bt> :1—1:[(1—Bt)

t=0 =t+1 t=0
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MERCADO CON UN ACTIVO LIBRE DE RIESGO

St a < b entonces definimos [[;_,(1 — B;) = 1.

Demostracion. Demostraremos aplicando induccion matematica.
El caso T' =1 se satisface trivialmente.
Supongamos que la igualdad de satisface para T'= R

] (H (1—Bk)Bt> :1—1:[(1—315)

t=0 \k=t+1 t=0

Consideremos T'= R + 1, entonces

Z(H(l—BwBt) -y (H(l—Bk>Bt>+BR
k

t=0 =t+1 t=0 \k=t+1
R-1 R-1
= ( [T a-Bya- BR)Bt> + Bg
t=0 \k=t+1
R-1 R—-1
= (1-Br))_ ( 11 (1—Bt)> + Bg
t=0 k=t+1

Aplicando la hipétesis de induccién (2.102) tenemos que

> ( 11 (1—Bk)Bt) — (1-Bpg) (1_ ﬂ(1_3t>> 4 By

t=0
R

= 1-JJa-By)

t=0
Por lo tanto, por principio de induccién se cumple la proposicion.

Entonces podemos escribir,

Vz%(l—t:_ol(l—Bt))

(2.102)

(2.103)

Por otra parte, el parametro v éptimo en el caso de un activo libre de riesgo es,

o 2w [ s (1 — By) g+ 1
w < tT:_ol (1- Bt))
T—-1

(2.104)
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El control éptimo para t = 0,1,...,T — 2 lo obtenemos reescribiendo la expresion
(2.83) como:
u = —sE'[P,PE[P]z (2.105)

+ 1:[ SkTo + ! ( 1:[ i) E~ PP E[P]

k=0 2w (H;;F:_ol (1— Bk)) %k

k=t+1
Andélogamente, de (2.84) tenemos que el control éptimo para el tltimo periodo al tiempo
T —1es,

up_y = —spaE7 [PT—1P/T_J E[Pr_i]zr (2.106)
T-1 1
+ H Sk + E_l [PT_lprlf_l] E [PT—l]
k=0 2w ( po (1= Bk))

El valor esperado del capital final y la varianza total asociada bajo la politica éptima
u; en un caso de inversién con un activo libre de riesgo estan dados por,

E [Xy] Tﬁ L TI5 0 - B) (2.107)
T = S+ + .
iy 2w (115 (- B)
Var [Xr] = <1 o~ Bt)) (2.108)

dw? < o (1 - Bt))

De manera anéloga, la politica de decisién éptima para los problemas P1(c) y P2(e)
en situaciones de inversién con un activo libre de riesgo, estd dada como sigue de (ref)

u: = —StE_l [PtP;] E [Pt] Tt (2109)
T-1 1

1
+ SkpTo + — | E7' PP} E[P,]
kE[o 2w* (H;j;ol (1- Bk)) (kgrl sk)

T-1

¥s
up_, = —sp_ 1 E7! [PT—1P/T,J E[Pr_q]xrq (2.110)
T—1 1
-+ H STy + E_l [PT—IP,T_J E [PT—I]
k=0 2w* ( o (1- Bk))
donde,

1 (TS -BY)
2\/—0(11?:01(1—&)) al resolver P1(o)

(-1 (1=By))
2(TT7=" sewo ) (TT/=y (1-B1))

al resolver P2(e)
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2.4. SELECCION DE PORTAFOLIO MULTIPERIODO EN UN
MERCADO CON UN ACTIVO LIBRE DE RIESGO

Finalmente, la expresién de la frontera eficiente en () puede ser reducida en el caso
de considerar un activo libre de riesgo, de la siguiente forma,

(OR8N (T m )
Var(vr) = (1_ tTol<1_Bt)) (g 1o — E( T)) (2.111)

para E [X7] > [/, s

De este modo, tenemos una expresion cerrada para la frontera eficiente en la selec-
cién de portafolio multiperiodo. Un inversor con un valor especifico para el pardmetro
w, puede tener expresiones analiticas para su politica 6ptima de inversién, asi como
para el valor esperado de la riqueza final y su valor de riesgo asociado.
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CAPITULO 2. PORTAFOLIO MULTIPERIODO MEDIA-VARIANZA

2.5. Algoritmo de solucién para el problema E(w)

Al inicio de este capitulo se introdujo el problema E(w) en la definicién (), como
este problema no satisface las condiciones para aplicar programacion dinamica, en Li
& Ng [1], lograron resolverlo aplicando una inversién dentro de un problema auxiliar
que es separable en el sentido de programacién dinamica y en la seccion anterior se
dieron soluciones explicitas para este problema auxiliar A(\, w).

Al obtener esta solucién, se puede obtener una soluciéon analitica para el problema
E(w), en [1] es presentada mediante el siguiente algoritmo de solucién.

Algoritmo de solucién para el problema E(w)
1. Obtener los pardmetros de entrada: g, s¢, E(e;) y Cov(ey).

2. fort=1to71T -1

3. E [P =Ee: — s4],

4. E [P,P;] = Cov(e) + E [P, E[P}], and B, = E [P, E [PtP;]f1 E [P}].
D. K; = s;E PP} E[Py]

6. end for.

7. Dado w > 0,

8. vt = 2T1= (sewo) + m.

9. E(Xr(w)) = HtT;ol (s¢m0) + LMl (=B and V [Xp(w)] = A-llicg U-B1).

2w ], (1-Br) T 4w [ -By)
10. vr1 (v7) = B [Py Py, ] E[Pr_y]
11. fort =0to T — 2,
*) * -1
12. Uy (’Y ) = mz}ﬁﬂz [PtPt] E [Pt]

13. end for

En el siguiente capitulo se presentan algunos ejemplos de aplicacién de este algoritmo,
asi como resultados de la implementacién con datos reales del mercado mexicano local.
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2.6. GENERALIZACION AL CASO DE UNA FUNCION DE UTILIDAD NO
LINEAL DE E[X7] Y V[X7]

2.6. Generalizacion al caso de una funcion de utili-
dad no lineal de E[X7| y V[X7]

Una funcién de utilidad para un inversor racional, U (E[X 7], V[X7]|) debe
satisfacer lo siguiente,

OU (EXr) VIXr) _  0U (E[Xr), VIXr))

OE[X7] Y OV[Xr] <Y

De manera mas general, el problema que se propone resolver para encontrar una selec-
cién de portafolio multiperiodo es el siguiente problema

PU): méx, U (E[X7],V[Xr]) (2.112)
s.a. Tyy =S+ Pluy t=0,1,...,T — 1. (2.113)

Se define IT* como el conjunto de soluciones 6ptimas del problema P(U), es decir,
IT* = {7 | 7 maximiza P(U) }

Aqui la funcién objetivo del problema P(U) puede ser lineal o no lineal, note que
la funciéon U de la seccion anterior, es un caso particular. A continuacion se presentan

resultados que permiten establecer una relacién entre las soluciones de los problemas
E(w)y P(U).

Teorema 2.6.1. Si n* € II*, entonces existe un w > 0 tal que 7* € IT*.

Demostracién. Dado que U es una funcién creciente de E[X7| y decreciente respecto a
V[Xr| entonces la solucién 6ptima del problema P(U) esté sobre la frontera eficiente
media-varianza en el espacio (E[Xr], V[X7]).

Luego, como la frontera eficiente del problema E(w) es una funcién céncava, en-
tonces podemos encontrar el maximo, es decir, cada 7* € II* puede ser generado por
E(w) para algin w > 0. O

Teorema 2.6.2. Sea 7* € I (w*), entonces una condicidn necesaria para que 7w € II*
es
ou
x _ OV[ X (w*)]
OE[Xr (w*)]

Demostracion. Hemos visto que para cada w tenemos un tnico punto de la frontera

eficiente correspondiente, entonces podemos representar cada punto sobre ella, de la
forma (E[X7(w)], V[ X7 (w)]).
Por otra parte, como
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CAPITULO 2. PORTAFOLIO MULTIPERIODO MEDIA-VARIANZA

entonces el problema P(U) puede reducirse a la siguiente forma equivalente,

max U (E (Xp(w)), V(Xr(w))) (2.115)

w>0
Una condicién necesaria de primer orden para el optimo w* es,

ou OE (X7(w*)) ou IV (Xr(w*))

=0 2.116
OE(Xp) '™ ow oV (Xr(w*)) }’T* ow ( )
Por otra parte, cuando 7* € II5(w*), tenemos de Reid & Citron que,
OE (X7 (w* oV (Xp(w*
OB Xr(w) _ gV Xrlw) (2.117)
ow ow
De este modo, el vector [ aE?g(T)’ w()?TU(w*))} . es proporcional al vector [1, —w*]. Por
lo tanto,
ou
« VX (w*)]
wo=- [ (97;] ] }ﬂ'*
OE[ X (w*)]

]

Teorema 2.6.3. Supongamos que m € II5 (\*,w*). Entonces condiciones necesarias
para que ™ € 1I* son:

[s19)
(a) w* =~ [—W} |, (2.118)
OE[ X (w*)]
y (b)) N =1+ 2wE[Xg]|n (2.119)

~—

Demostracion. Se obtiene de combinar las condiciones encontradas del Teorema (2.2.9

y del Teorema (2.6.2). O
La solucién del problema A(\,w) puede ser obtenida para cada valor dado v = %
Luego, para encontrar el valor 6ptimo v* podemos derivar la funcién de utilidad U con
respecto de v y obtenemos,
aUu ou ou ou
= = —OR[ X 9
&y <8E[XT] X 8Var(XT)) Y arxn)?
Al igualar a cero, como una condicién necesaria de optimalidad, tenemos que,
oU ou
*=2E(X7) — . 2.120
7 X1) = 3R X7y aVar(xn) (2.120)

Se pueden aplicar otros métodos para encontrar este valor 6ptimo, tales como método
de gradiente o algunos otros métodos de busqueda. Después de determinar este valor,
se sustituye el valor encontrado para v* en la politica 6ptima (2.42) para obtener la
politica 6ptima para este problema con la funcién de utilidad U.
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Capitulo 3

Ejemplos y Aplicacion

3.1. Ejemplos de aplicaciéon de la solucion

En esta seccién se presentan algunos ejemplos en los que aplicamos el algoritmo de
solucién del problema E(w), estos ejemplos corresponden a problemas presentados en
el capitulo 7 del libro Sharpe, Alezander y Bailey [20]. En estos ejemplos se considera
un proceso multiperiodo estacionario con T = 4, es decir, se consideran cuatro periodos
de inversion.

Ejemplo 1. Considere que un inversor tiene una unidad de riqueza al inicio de su
horizonte de planificacién. El inversor quiere encontrar la mejor asignacién de su capi-
tal entre tres activos riesgosos, A, B y C. De tal manera que maximice E[X,| mientras
el nivel de riesgo asociado no exceda 2, esto es, o[Xy4] < 2. Los retornos esperados de

los activos A, By C son Ele'] = 1,162, E[e’] = 1,246 y E[e¢] = 1,228, ¢t = 0,1,2,3.

La covarianza de e; = [ef', eZ €] es,

0,0146 0,0187 0,0145
Cov(e;) = | 0,0187 0,0854 0,0104 |, ¢=0,1,2,3.
0,0145 0,0104 0,0289

Tomamos el activo A como referencia y entonces tenemos,

E(P,) = Elef —¢' el —e'] =1[0,0840,0,0660] t=0,1,2,3.

(€F)" —2efeP + (eft)  ePel — efel —eflel + (ef')
etBetC — efetc — efetB + (ef)2 (ef)2 — Qefetc + (ef)z

[ 0,0697  —0,0027
~ | —0,0027 0,0189

E[P,P] = E

t=0,1,2,3.
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CAPITULO 3. EJEMPLOS Y APLICACION

BB = [E[efe?] - E[()] Efetes] -2 [()7]]

= [0,1017,0,0766],  t=0,1,2,3.

Por otra parte, los valores de los pardmetros para la solucién son, B; = 0,3564, A} =
0,7427, A2 = 0,8713, t = 0,1,2,3. pp = 0,3042, v = 0,4076, a = 0,0376, b = 3,2940, y
c = 0,0752.

Para este ejemplo la frontera eficiente media-varianza (Figura 3.1) esta dada por,

2
Var[X,) = 0,2262 E[X4]—1,6465] +0,0754,

donde E [X,4] > 1,6465.

Frontera Eficiente Media - VVarianza (Ejemplo 1)

T (2,4.8632)

(0.075,1.647)
# Ejernplo 1 (w=0.7577).
1r : Minirmo riesgo.

Figura 3.1: Frontera Eficiente del Ejemplo 1

Al considerar la cota para el riesgo tomada por el inversor, se obtiene que el valor
correspondiente para w* es de 0,75773. La politica éptima de inversion es,

up = —Kyxy + vy,
donde,
1,6251 B [ 4,3569
K= { 4,851 ] t=0,1,23 w= { 11,9100 } ’
L _ [ 51114 L _ [ 5.9966 L. _ | 70350
YT 13,9725 |0 T2 1 16,3922 |0 TP T | 19,2310 |
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La cantidad invertida en el activo A esta dada por (xt — 2521 ui) Al aplicar esta
politica de inversién obtenemos que el valor esperado de la riqueza es, E[X7| = 4,5594
y el nivel de riesgo asociado es, Var[Xr| = 2.

Ejemplo 2. Se considera una version modificada del Ejemplo 1. En este ejemplo,
ademds de considerar los tres activos riesgosos, A, B y C, se supone que se tiene un
activo libre de riesgo con una tasa de rendimiento igual a s, = 1,04. Ademas, se supo-
ne que el inversor busca una politica de portafolio eficiente tal que corresponda a un
trade-off entre el valor esperado final y el riesgo asociado como IE[Xr]/0V ar[Xr] = 2.
Con los datos del ejemplo anterior, podemos calcular,

E(P;) =E e — s, e — si,ef — 5] =[0,122,0,206,0,188) t=0,1,2,3.

0,0295 0,0438 0,0374
E[P.P)] = Couvle]+E[P,P)] = | 00438 0,1278 0,0491 | t=0,1,2,3.
0,0374 0,0491 0,0642

Se implemento el algoritmo de solucién para este ejemplo y a continuacion se pre-
sentan los parametros obtenidos para la solucién del problema. Tenemos que,

B, = E[PJE[P,P]E[P,] = 05942, t=0,1,2,3.

Frontera Eficiente Media - Varianza (Ejemplo 2)

(2.2423101392)

# Ejemplo 2 (w=2).
 Minirmo riesgo.

(0,1.1699)

|

0 05 1 15 2 25 3
VKT

Figura 3.2: Frontera Eficiente del Ejemplo 2
La frontera eficiente media-varianza, en este ejemplo, es dada por la siguiente ex-

presion,

Var[X,] = 0,0279 (E[X,] — 1,1699)?,
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donde E[X,] > 1,1699.

Entonces la politica de portafolio 6ptimo se obtiene como,

uf = —Kyxy + vy,
donde,

0,4042 3,5898
K; = | 0,6489 t=0,1,2,3, vo=| 57629 |,

2,3137 20,5474
3,5898 3,8828 4,0381
vi=1| 57629 |, vy=| 62331 |, v3=| 6,4824
20,5474 22,2241 23,1130

La cantidad invertida en el activo libre de riesgo estd dada por (a:t . 23’21 ui) Al
aplicar esta politica de inversion obtenemos que el valor esperado de la riqueza es,
E[X7] = 10,1392 y el nivel de riesgo asociado es, Var[Xy| = 2,2423.
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3.2. APLICACION CON DATOS DEL MERCADO MEXICANO LOCAL

3.2. Aplicacién con datos del mercado mexicano lo-
cal

En esta seccidn se presentan resultados de aplicar la solucion al problema de porta-
folio multiperiodo presentada en el trabajo de Li & Ng [1]. Se usan datos de 14 emisoras
del mercado mexicano local, previamente seleccionadas.

Es importante mencionar que en las hipdtesis para la solucién en [1], se supone
que los retornos son estadisticamente independientes entre los periodos del horizonte
de inversion, lo cual hace complicada la estimacién de estos parametros con datos reales.

En esta seccién supondremos que los retornos siguen una distribucién estacionaria,
es decir, no cambia con el tiempo. De este modo, la media y covarianza permanecen
constantes, asi para cada periodo k-ésimo dentro del horizonte de inversiéon tomamos
la misma estimacion del vector de rendimientos esperados y matriz de covarianza. Re-
petimos la estimacion y calculo de la solucion durante el periodo de simulacion que
comprende del 2 de enero de 2006 al 26 de diciembre de 2014.

Figura 3.3: Simulacion de Inversion del 02-01-2006 al 26-12-2014.

49



CAPITULO 3. EJEMPLOS Y APLICACION

La frontera eficiente que se obtiene en este caso es presenta en la siguiente imagen

Frontera eficiente con T=1, x0=1 y retornos con distribucidn estacionaria
105 T T T T T T T

1.04 |

1.03

1.02F

1.01 1

EXT

059+

058+

057 -

09k Min isk *: (B.6731e-005,1.0009)

095 1 1 1 1 1 1
0 0.0z 0.04 0.06 0.0g 0.1 012 014

WAT

Figura 3.4: Frontera Eficiente con xy = 1 Simulaciéon de Inversion.

La simulacién de inversion de la figura 3.3 se obtuvo aplicando el punto de minimo
riesgo mostrado en la frontera eficiente y repitiendo la técnica de solucion en cada
horizonte de inversion, que en este caso se consideré como una semana y los periodos
como dias, de este modo, se tomaron en cuanta datos de retornos diarios.

Se deja como trabajo futuro encontrar buenos estimadores para los pardametros que
requiere la solucion, en el caso de no asumir que la distribucion de los retornos sigue
una distribucién estacionaria.

Dado que no hay ninguna restriccion al seleccionar el horizonte de inversion ni los

periodos de tiempo, el problema de portafolio multiperiodo, podria aplicarse incluso
con datos de operaciones de alta frecuencia, lo cual es de gran interés en la actualidad.
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Apéndice A

3.3. Optimizacién Multiobjetivo

Un problema de optimizaciéon multiperiodo (MO) es un problema de la forma:

minimizar Jy(x), Jo(z), ..., Jn(x) (3.1)
sujeta a reX
donde J;, i = 1,2,..., N son funciones objetivo de x = (z1,...,x,), las cuales

suponemos que toman valores reales, esto es, J; : R — R y X es el conjunto de puntos
admisibles.

Definicién 3.3.1. Se define el conjunto admisible de un problema de optimizacion
como el conjunto que contiene a todas las n—tuplas, x = (x1, ..., z,,) tales que satisfacen
todas las restricciones especificadas en el problema.

Se desea encontrar una n-tupla * € X tal que sea un éptimo simultdaneamente
para los N indices Ji(z), Jo(z), ..., Jy(x) sobre el conjunto admisible X.

Definiciéon 3.3.2. Un vector de indices de rendimiento J es un vector N-dimensional
cuyas componentes son funciones reales J;, i = 1,2,..., N como las descritas anterior-
mente.

Definicién 3.3.3. Una n-tupla x* se dice que es una solucion optima de Pareto del
problema (MO) de minimizacién si z* € X y no existe ningiin otro = € X tal que:

it)  Jj(z") < Jj(x) para al menos un j.

~—

Es de interés determinar P, el conjunto de todas las soluciones 6ptimas de Pareto (o
Pareto-Optimal) de un problema multi-objetivo. Uno de los métodos para determinar
este conjunto es el método de indices escalares, el cual consiste en una combinacién
lineal de los indices del problema multi-objetivo y pesos correspondientes para cada
indice. Es decir, cada funcién objetivo J;, es multiplicada por un escalar a; > 0.
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CAPITULO 3. EJEMPLOS Y APLICACION

Dado o € RY y el vector de indices de rendimiento J = (Jy, Ja, ..., Jy) asociado
al problema (MO), se define el funcional

J=<a,J> |lo|=1, a;>0,i=1,..,N (3.2)

y sea A la region admisible de indices, esto es, un punto en la regién A corresponde
a un valor de indice que resulta cuando un control admisible es aplicado al sistema en
consideracion.

Por lo tanto, podemos definir el problema de indices escalares asociado al problema
de optimizacién (MO) como

min[J] = min| («,J) ] (3.3)

JeA JeA

donde (-) denota el producto escalar entre vectores.

Los problemas que seran considerados son aquellos que tienen un minimo tinico para
cada valor de o en RV~!, por lo tanto, dadoa =a € RN"!, &4; >0, ,i=1,2,..., N—1,
podemos encontrar una unica solucién al problema (3.3) y la denotamos por J*(&).

Se puede realizar este procedimiento para cada o € RV~ y esto nos da una relacién
funcional entre a y J*(«).

Supondremos que J*(«) es una funcién continua de « y dos veces diferenciable.

Teorema 3.3.4. Si J* es una solucion del problema

%fg[j] = mingea[< (1,4),J >] & = (da,ds,...,dy)

Entonces,
(Z) <%)a:d + le\iz dZ <%>a:é =0 (34)

Demostracidn. Dado que J* es un minimo de J = ((1, &), J)

Entonces,
((L,a),J )y < ((1,a),J) VJ e A
<(1’d)7‘]>_<(7é‘)7']*> > 0 vJ e A
(1,a),J=J7) > 0 VJ e A

Asi para cualquier variacion d.J del punto J* tenemos que
((1,&),dJ )y > 0 donde: dJ=J-J". (3.5)

52



3.3. OPTIMIZACION MULTIOBJETIVO

Se sigue que

N
dh+Y didl > 0 (3.6)
i=2
Esto es vélido para los puntos minimos a lo largo de la frontera de A, en particular,
para los puntos J* obtenidos para una vecindad pequena de &, los cuales denotaremos
por J*(a).
Dado que J*(«) es una funcién continua y dos veces diferenciable, aplicando el
Teorema de Aproximacion de Taylor, tenemos que para una vecindad suficientemente
pequena de & tenemos que:

T* () = JH(&) + (%{j‘)azd Ao+ (1) A/ (‘ijﬁ)azé Ao, Aa=a—a

para cadat=1,...,N.
Consideremos d.J} (a) = Jf(a) — J (&), entonces de lo anterior obtenemos que:

* 1 2 J*
dJ; (o) = (aai) Ao+ (5) Ao/ (%T‘];) Aa,i=1.,N

Como J;*(«) es un punto en la frontera de A para cada valor de v, podemos sustituir
la relacién anterior para dJ; , i=1,...,N en la ecuacién (3.6) y obtenemos que para A«
suficientemente pequeno se tiene que:

0J; 1 (0% TF
< — Z 71
0 < (8a)a:&AQ+(2!>Aa (aa2>a:dAa

N
~ ag]:( 1 / 82"]7,*
+ Zai {( D0, )a:@ Ao + (5) A (—6a2 )a:d Aa}

Esto es equivalente a:

0. N /oy
T et A .
0 (aa)af;%(aa)m ¥ (37)
1 92 N J*
_ A / 1 A' 3 A
+(2') “ (aa2)a&+;al(8a>ad “

para A« suficientemente pequeno.

Dado que el primer sumando del lado izquierdo de la ecuacién anterior predomi-
na al segundo y como A« puede ser positivo o negativo, entonces para satisfacer la
desigualdad (3.7) es necesario que:

0J; N o B
<aa)a:d+zai(aa>a=&_0 (38)

=2

]
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CAPITULO 3. EJEMPLOS Y APLICACION

3.4. Teorema 3.1 [Reid & Citron] para el problema
AN w).

En la formulacién del problema de portafolio multiobjetivo, definimos el siguiente
problema auxiliar:

AN\ w) : maximizary, u, .. up_, E (—wX% + )\XT) (3.9)
S.a. Xt+1 :egXt—f‘P;ut, t:O,]_, ,T—]_

donde u, € R"*!, ¢t =0,1,...,T — 1. Se define el conjunto de controles admisibles por,
U= {(u,uy,...,ur_1) € (R"" xR") | Xo1y = ez, + Pju,, t=0,1,--- , T — 1}
Y definimos el conjunto de soluciones del problema A(\, w),
Ha(A\,w) = {ueU]|uesmiximo de A\, w)}. (3.10)
Notemos que el problema auxiliar A(\, w) es equivalente al problema,
A\ w) ﬁfg{wm(xﬁ — \E(X7)} (3.11)
s.a. Xy =€z, + Py, t=0,1,---,T—1.
Dado w > 0, como ambos problemas son equivalentes, entonces 7% € II4(\, w) siy
solo si m* € I11(A, w).

Supongamos que X7 < 0 y ademés como 7' < oo entonces existe una constante
c > 0 tal que 0 < X7 < ¢. De donde se sigue que ¢ — X7 > 0 y por lo tanto,

E(C — XT) > 0.
Se definen los problemas:
— i 2
(P2.1) = iréllrjlwIE(XT)

(P2.2) :=minE(c — X7)

ueU

Para cada u € U consideremos J;(u) = wE(X?%) y Jo(u) = E(c— X7) = c —E(X7). A
continuacion se define el problema multiobjetivo:

min Jl (LI), JQ(U)

ueU

Queremos encontrar controles u € U tales que minimicen ambos problemas. En
general, solucionar este tipo de problemas es dificil, hay varios métodos que se propo-
nen para encontrar soluciones 6ptimas de Pareto. En particular, vamos a considerar el

o4



3.4. TEOREMA 3.1 [REID & CITRON] PARA EL PROBLEMA A(\ W).

método de indices escalares, descrito anteriormente.

Para cada u € U consideramos un vector de indices de rendimiento dado por

Ju = (Ji(u), Jo(u))" € R

Sea A la region admisible de los vectores de indices de rendimiento, es decir,
A={J,eR*:uec UL
Entonces, podemos definir un problema escalar de indices de rendimiento como:

min J = min( o, Jy ) (3.12)
JueA JUEA

Como el vector de parametros escalares a no necesariamente debe ser un vector unitario
por [2], siempre y cuando se considere que:

aop=1yo;>0,1=2,---,N.

En nuestro caso, consideremos este vector de pardmetros escalares como (1, \), es
decir, en términos del Teorema 3.1, aqui a = .
Observemos que si consideramos el problema:

min[J] = min[((1, &), J,)] , & = \*". (3.13)

JuEA JuEA
En nuestro contexto tenemos que:
(L&), Ju) = ((1,A), Ju)
= Ji(u) + X" Js(u)

= wE(XF) + \[c — E(X7)]
= Me+wE(X2) — VE(X7)

Dado que A* es fijo y ¢ una constante entonces el problema

AN, w) = minwE(X7?) — NE(X7) (3.18)

uelU

es equivalente al siguiente problema de optimizaciéon
min A*c + wE(X%) — N'E(X7) (3.19)
ue

cuyo problema asociado de indices de rendimiento es justamente

min[((1, &), J,)] = min[((1,\*), J,)] (3.20)

Ju€EA Ju€EA
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CAPITULO 3. EJEMPLOS Y APLICACION

Sea J* una soluciéon al problema anterior. Notemos que cada vez que fijemos A
podemos encontrar una solucién J* del problema min, A [((1, A), J)] entonces se tiene
una funcién J*(\) la cual supondremos que es continua. en nuestro caso, tenemos que:

J*(N) = wE(X2 (A, w)) — AE(X7 (A, w)) (3.21)

Aplicando las ecuaciones (4,49) y (4,58) Li & NG tenemos:

~
=
~

-1

B30 = ([[#0- B+ (- [[0- By (322)
E(Xr(nw) = ([T si(1 = By + (1= [[(1 = B2 (3.23)

De las expresiones anteriores podemos ver que en nuestro caso las funciones Jj y
J; son funciones de \ de clase C?.

A continuacién se presenta el Teorema 3.1 (Reid & Citron), el cual da condiciones
necesarias para que J* sea un punto minimo de J para un valor dado & y presentamos
cémo se aplica este resultado en el problema que estamos estudiando.

Teorema 3.4.1. Sea J* una solucion al problema

I 7 — 1 A N — Ve e 7 N-1
I}leljr\l[J] = rﬁ£[((1,a), J)], &= (dy,--,dy)€EE (3.24)

(@) (%f)a:d + i@ (%f)a:& _0 (3.25)

=2

entonces,

Aplicando este resultado en nuestro caso tenemos que:

ON ) yoxe ON ) aoxe

donde:
(ajf) _OWECGOLw)] _ IB(E(,w))
OX )\ O\ o\
(aJs) COle—EC O\ w)]  OE(Xr(V,w))
ON ) yone O\ B O\

Por lo tanto,
OE(XF(\"w)) \ OEXr (A, w))
O\ O\

=0 (3.26)
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