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Resumen

En este trabajo de tesis se proponen nuevos modelos por medio de cdlculo frac-
ctonario para describir sistemas pertenecientes a la ingenieria eléctrica. Los modelos
encontrados cuentan con grados de libertad adicionales que son obtenidos al resolver
ecuaciones diferenciales de orden fraccionario y que permiten conocer informacion
inherente a los procesos fisicos que es imposible describir en los modelos tradiciona-
les representados por ecuaciones diferenciales de orden entero. Ademds, se proponen

alternativas para el mejoramiento de algoritmos de procesamiento de imdgenes.

Palabras Clave — Cilculo Fraccionario, modelo de Drude, circuito eléctrico RLC,

matriz Hessiana, angiograma de coronaria.
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Abstract

In this dissertation work, new models to describe electrical engineering systems
by means of fractional calculus are being proposed. Models found have more degrees
of freedom which are obtained by solving fractional-order differential equations, thus
allowing to know information regarding to physical processes which are impossible to
describe with traditional models represented by entire-order differential equations. Mo-

reover, alternatives for the improvement of image processing algorithms are proposed.

Keywords — Fractional Calculus, Drude model, RLC electrical ciruit, Hessian ma-
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Capitulo 1

Introduccion

Claro que nosotros, como sabemos comprender la vida,

nos burlamos tranquilamente de los nimeros. A mi me

habria gustado empezar esta historia a la manera de los
cuentos de hadas.

El principito

Antoine de Saint-Ezupéry

1.1. Motivacion

La necesidad de encontrar herramientas que permitan proponer modelos mas pre-
cisos de sistemas: fisicos, quimicos o de ingenieria, por mencionar algunos, ha obliga-
do a explorar métodos que anteriormente habian sido considerados solo “curiosidades
matematicas”. Por eso a partir de los anos 70’s, comenzé el redescubrimiento de
una rama del andlisis matematico llamada “Célculo Fraccionario” que hasta entonces

habia sido poco explorada.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

El calculo fraccionario (CF) consiste en el estudio de los operadores de derivacién
e integracion de ordenes arbitrarios, sobre el dominio de funciones reales o complejas
y su origen se remonta al siglo XVII, su desarrollo ha sido progresivo y en general
mas lento que el del calculo convencional. A lo largo de estos anos han aparecido
diversas definiciones de derivada fraccionaria, cuyo proposito ha sido el de generalizar
el concepto de derivada, sin embargo, algo que tienen en comun es que todas convergen
a la definicién de derivada tradicional cuando el orden arbitrario vuelve a ser un
valor entero, por ejemplo, dado un operador fraccionario Df* donde « es el orden de
derivacién, si oo = 1, entonces Dy = %. Lo mismo sucede en el caso de la integracion

fraccionaria.

El utilizar derivadas de orden no entero ha tenido como consecuencia algunos
problemas que hasta el dia de hoy se consideran abiertos: no existe un consenso en
cuanto a la interpretacion fisica o geométrica de la derivada fraccionaria, la ley de
indices no siempre se cumple, no siempre se puede obtener la derivada del producto,
la regla de la cadena no se puede aplicar de manera directa en todos los operadores
fraccionarios. Ademaés, las derivadas de orden entero son operadores locales, mientras
que las derivadas fraccionarias, en términos generales son operadores no-locales, es
decir, las derivadas fraccionarias dependen de todos los valores que conforman el
fenémeno. Muchos sistemas dinamicos de orden superior y fenémenos complejos no
lineales pueden ser representados utilizando un menor nimero de coeficientes [1]-[3],
dado que el orden fraccionario de la derivada le da un grado de libertad adicional que

permite ajustarse a un comportamiento especifico [4].

Otra caracteristica es que las derivadas fraccionarias dependen del dominio y las
condiciones de contorno. Es decir, las derivadas de orden entero son operadores locales
y se definen con valores de vecindad proximos, sin embargo, la derivada fraccionaria
en un punto z no esta determinada por valores de vecindad préximos, sino por los

valores de vecindad de largo alcance. Esto sirve en sistemas donde se tiene memoria a



1.2. JUSTIFICACION

largo plazo y los valores en cualquier punto dependen de un amplio rango de valores
a lo largo del fenémeno. Por este motivo es vigente la necesidad de encontrar nuevos
modelos para describir fendmenos, en las ciencias e ingenieria utilizando las derivadas

e integrales fraccionarias que han resurgido.

1.2. Justificacion

En los tultimos anos el calculo fraccionario ha demostrado ser una poderosa he-
rramienta para el modelado de sistemas y multiples modelos han sido propuestos

utilizando operadores fraccionarios.

En este sentido, el CF se presenta como una interesante alternativa para describir
con mejor exactitud fendmenos presentes en la ingenieria eléctrica, en especial en
modelos como el de Drude, el cual describe la forma en la que los electrones se

mueven dentro de un metal al ser estimulados por un campo eléctrico.

Los circuitos eléctricos RLC y RC, por ejemplo, son basicos en el diseno de filtros
analogicos, sirven para modelar lineas de transmision, modelos de impedancia en
tejidos bioldgicos, etc. Dichos circuitos han sido descritos por medio de operadores
fraccionarios de tipo Caputo. Sin embargo, en los ultimos anos surgié una definicién

de derivada fraccionaria basada en la definicién bdsica del limite de una razon.

Por otro lado, las derivadas fraccionarias han sido utilizadas en procesamiento de
imégenes en deteccién de bordes y realzado de texturas, sin embargo, se puede probar
su aplicacién en tareas de realzado de estructuras vasculares, modificando la matriz

Hessiana y por consecuencia sus respectivos eigenvalores.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.3. Objetivo

El objetivo principal de este proyecto es utilizar el CF como herramienta para
proponer modelos alternativos para describir fendmenos presentes en la ciencia y en
la ingenieria eléctrica y desarrollar nuevos algoritmos en procesamiento de imagenes.

En particular, analizaremos:

= ¢l comportamiento de los electrones en un material metdlico con la presencia
de un campo eléctrico por medio de derivadas fraccionarias.

» ¢l comportamiento de circuitos eléctricos mediante nuevas definiciones de deri-
vadas fraccionarias.

= la aplicacion de derivadas fraccionarias para el desarrollo de herramientas para

tareas de visién y procesamiento de imagenes.

1.4. Plan de la obra

En el Capitulo 2 se hace una descripcion de las caracteristicas méas importantes
del CF y algunas definiciones de derivadas e integrales fraccionarias. En el Capitulo
3 se presentan los casos analizados de modelos fraccionarios de ciencias e ingenieria
eléctrica. En el Capitulo 4 se presentan las conclusiones y posibles investigaciones
futuras y finalmente en el apéndice A se presentan los productos obtenidos de este

proyecto.



Capitulo 2

El calculo fraccionario

A los mayores les gustan mucho las cifras. Cuando se les
habla de un nuevo amigo, jamds pregquntan cosas
esenciales como: “;Qué tono tiene su voz? ;Qué juegos
prefiere? o 5S4 le gusta o mo coleccionar mariposas?” En
cambio preguntan: “;Qué edad tiene? ;Cuantos
hermanos tiene? ;Cuanto pesa? ;Cuanto gana su
padre?” Solamente con estos detalles creen conocerle.

El principito

Antoine de Saint-Exupéry

En el capitulo anterior se discutié la necesidad de encontrar nuevas herramientas
matematicas para la construccion de modelos capaces de describir con mayor exac-
titud fenémenos presentes en las ciencias y la ingenieria. A continuacion se realizara
una breve semblanza de lo que ha sido el desarrollo del CF a lo largo de su historia, se
presentaran algunas funciones cuyo uso es frecuente en la resolucion de ecuaciones di-
ferenciales fraccionarias, se mostraran algunas definiciones de operadores fraccionarios
utilizados en este proyecto de tesis, se describiran las caracteristicas mas importan-

tes que debe tener un operador fraccionario y, finalmente se mencionaran algunos
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ejemplos de aplicaciones actuales del CF en diferentes areas de conocimiento.

2.1. Breve historia

El CF es una disciplina matematica de mas de 300 anos de antigiiedad, aparecio
solo un tiempo después que fueron publicados los primeros estudios sobre célculo
diferencial e integral. En 1675 Leibniz present6 la notacion

d"y
dzn’
para referirse a la n-ésima derivada de la funciéon y, donde n es un entero positivo.
Posteriormente, en 1695 y debido a la inquietud que provocd dicha notacién Leibniz
recibi6 una carta de L’Hopital [5], en esa carta preguntaba: Qué pasaria si n fuera 1/2
la respuesta de Leibniz fue profética y se considera el génesis del calculo fraccionario:
“..., esto conduciria a una paradoja de la que algun dia se extraerdn consecuencias
utiles”.
Varios matematicos mencionaron la posibilidad de utilizar ordenes arbitrarios: Euler,
Laplace, Fourier, entre otros. Por ejemplo, Leibniz le envié una carta a J. Wallis [6],
donde le comenté que él podria calcular su producto infinito (el producto de Wallis
1

[7]) para = utilizando derivadas de orden 1/2. En 1819 Lacroix propuso como un

ejercicio matemaético el calculo de la n-ésima derivada de la funcién y = 2™ [§],

d™y m!
= > n. 2.1
dzm (m—n)!m = (2.1)

Para poder utilizar un valor arbitrario ¢, Lacroix usé la funcién Gamma propuesta

por Legendre para expresar el factorial de un nimero no entero.

diy I'(m+1)

S S —— L 2.2

ded  T'(m—q+1) (22

1 . s . __(2k)(2k) 2.2.4.4...
John Wallis en 1655 expresé 7w por medio del producto 3 Hk 1 @ho1)(2htT) — 3°3°%

6



2.1. BREVE HISTORIA

La soluciéon de algunos operadores diferenciales fraccionarios para polinomios converge
a esta férmula por lo que todavia es de uso frecuente. En 1822 Fourier presentd una
definicién de derivada para un orden arbitrario o para una funcién f [9], sin embargo

la formula nunca fue utilizada

_diij;(lt) = % _:O f(rydr /_+OO u® cos(ut — ut + am/2)du, (2.3)

valida para cualquier o positiva o negativa. La primera persona que encontrd un uso

o0

practico para el CF fue Niels Henrik Abel, en 1823 aplicé el CF para resolver una
integral que surgi6 en la solucién de la curva tautécrona [10]. Este problema consiste
en encontrar la forma de la curva f(t) sobre un plano vertical de tal forma que un
objeto se deslize sin rozamiento y que, no importando la posicién inicial del objeto
sobre la curva, el tiempo para llegar al final del recorrido sea siempre el mismo. Abel

partié de la siguiente ecuacién conocida ahora como integral de Abel [7].

k= / "o = V2 F(b)dt. (2.4)

La ecuacién de Abel es un caso especial de las integrales que tienen el kernel ? de la
forma (z — t)®, en este caso a = 1/2. En estas ecuaciones integrales la funcién f(t)
es desconocida y tiene que ser determinada. Abel encontré la solucién aplicando un

operador diferencial de orden 1/2.

Inspirado por los resultados de Abel y basandose en la integral de Fourier, Joseph
Liouville realizo la primera definicion formal de derivada fraccionaria en la publicacién
de sus memorias en 1832 y 1855 [11, 12]. La definicién se basé en una extensién natural

de la derivada de una funcién tipo exponencial

dm
eaz — ameax, 2.5
dz™ (2:5)
cambiando m por un valor arbitrario v
dl/
e = a”e, 2.6
e (2.6)

2Aunque en castellano la palabra equivalente es niicleo, dada la gran cantidad de bibliografia
que maneja el termino como kernel, se ha decidido utilizar la palabra directamente en lugar de su
traduccién.
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desarrollando f(z) como una serie de la forma

o0

f(z) = che“’“’”, Re(ay) > 0, (2.7)

k=0

entonces las derivada r-ésima se puede expresar como

d -
dxv f(x) = Z cpa’e™”. (2.8)
k=0

La ecuacion (2.8) se conoce como la primera definicién de Liouville para derivada frac-
cionaria sin embargo, debido a la convergencia, tiene la desventaja de estar restringida

para ciertos valores de .

En 1847 Riemann obtuvo una definicién de integral de orden arbitrario utilizando
una expansion en series de Taylor sin embargo, su trabajo fue publicado de forma

postuma hasta 1892

= b [ i) "

donde o > 0 es el orden arbitrario de la integral y ¢)(x) es una funcién complementaria

de naturaleza indeterminada.

A partir de estos trabajos se realizaron investigaciones basadas en la integral de
Cauchy, hasta llegar a la que se conoce como integral de Riemann-Liouville (1870-
1884). Ademas, los operadores se estudiaron desde el punto de vista de la definicién de
la derivada por medio de una razoén incremental, que tuvo como resultado la deriva-
da fraccionaria de Griinwald-Letnikov (1867-1868). Ambas definiciones detonaron el
desarrollo de nuevas definiciones y de aplicaciones practicas. En la actualidad se han
escrito una gran cantidad de trabajos al respecto [13]-[21], ademds se han organizado
eventos especializados en muchos paises, México no ha sido la excepcion, desde el ano
2012, se ha organizado el Mexican Workshop on Fractional Calculus fundado por el

Dr. Rosales y colaboradores.



2.2. FUNCIONES UTILIZADAS EN EL CF

2.2. Funciones utilizadas en el CF

Algunas funciones aparecen de manera recurrente al utilizar operadores fraccio-

narios, a continuacién se describen brevemente.

2.2.1. Funcion Gamma

El factorial de un niimero entero n se define como el producto de todos los enteros

consecutivos desde 1 hasta n y se expresa
nl=1x2x---(n—1) xn, (2.10)

el factorial de cero es 0! = 1. Si se quiere extender la idea a valores que no sean enteros

se utiliza la funcién Gamma definida por la integral [22].

[(z) = / t*~letdt, (2.11)
0

para cualquier z € C, tal que Re(z) > 0, al integrar por partes se tiene una propiedad

interesante

I'z)=(:-1)I'(z-1), (2.12)
cuando se aplica a valores reales enteros tenemos la relacion

n!l=I(n+1), (2.13)

de esta manera se puede generalizar el concepto del factorial para valores reales o

complejos.
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2.2.2. Funciéon Mittag-Leffler

De la misma forma en que la funcién exponencial juega un rol fundamental en la
solucion de muchas ecuaciones diferenciales de orden entero, la funciéon Mittag-Leffler
(ML) aparece de manera consistente en la solucién de las ecuaciones diferenciales
fraccionarias. Fue definida por Gosta Mittag-Leffler en 1903 [23] y estudiadas algunas
de sus propiedades [24, 25]

Z I( ak +1 (2.14)

k=

]

posteriormente, una generalizacién fue propuesta en 1905 y otras actualizaciones en

[26]-[29]. La funcién

o0

-3 e 225

k=0

es llamada funciéon ML de dos pardmetros. Se puede observar que (2.14) es un caso
especial cuando § = 1 en la ecuacién (2.15). Ademas, la funcién exponencial se

considera un caso especial de la ML, cuando a = 1, entonces
E : 2.16
L ;;Fk+1 ;: (2.16)

En la actualidad se han seguido haciendo generalizaciones [30]-[32].

Debido a que la transformada de Laplace es ampliamente utilizada en la solucion
de ecuaciones diferenciales de orden entero y fraccionario la siguiente expresién en

términos de ML y su transformada de Laplace son de interes [4],

a—B.|
ak+6—-1 (k) e a .
t B (at?) <= (s — q)k+1
d®)
k‘ o o
E¥)(at”) = i o aat). (2.17)
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2.3. Operadores fraccionarios

2.3.1. Derivada fraccionaria Grunwald-Letnikov

En 1832 Liouville fue el primero en buscar una derivada fraccionaria partiendo
de la generalizacién de la razén incremental. Después en 1867 Griinwald y en 1872
Letnikov dieron forma a lo que hoy se conoce como la derivada Griinwald-Letnikov
(GL) [13] [33] [34], esta se obtiene partiendo de la definicién basica de derivada, h es

el incremento en ¢, se puede hacer la féormula directa

a0 - =)

At hso h ’ (2.18)
o también puede ser la derivada reversa
df .. ft+h)—[f(t)
R @19
si repetimos el proceso de 2.18 obtenemos la derivada de segundo orden
d?f . f(t+2h)=2f(t+h)+ f(t)
aE = ’ (2.20)

se hace una generalizacinén para el n-ésimo orden usando la notacién de coeficientes

binomiales
n

a 1
W{ = lim — > (-1)* (Z) F(t = kh), (2.21)

k=0

n y k son enteros, los coeficientes binomiales estan dados por

n n!
k)] kl(n—k) 2
(1) = m o (2:22)

Si cambiamos el orden de la derivada por un valor arbitrario o, obtenemos la expresion

[e.e]

af .. 1 o
dte _iﬂﬁz(—l)%k)f@—kh% (2.23)

11
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en este caso el coeficiente binomial contiene a o € R, entonces el coeficiente se expresa

(Z) B oz(a+1)(oz+2£!---(a+k— D) (2.24)

acotando la serie y reacomodando los coeficientes binomiales en términos de la funcion

Gamma I'(-) se obtiene la derivada fraccionaria GL de orden «, donde a € R

d~ f 1 = (a+1)
= — t—kh 2.25
dta hHO he ; k"F (o —k+ 1)f( ) (2.25)

del mismo modo se hace el procedimiento para la derivada fraccionaria reversa y se

obtiene
def 1 <, . D+l
= lim — > (-1 t + kh). 2.26
dte hli%hakzzo( )k!F(a—kJrl)f( +kh) (2.26)

Estas definiciones se utilizan de manera frecuente debido a la facilidad para ser im-

plementadas en modelos numéricos y algoritmos computacionales.

2.3.2. Integral de Riemann-Liouville

Si integramos de manera iterativa n veces una funcién f(t) obtenemos la integral

de Cauchy

) = — ) / (t — )" f(r)dr. (2.27)

Si se quiere hacer una integracién de orden arbitrario, se puede usar la integral de
Cauchy (2.27) con una modificacion: el término 1/(1 — n)! se sustituye por 1/T'(«).

El resultado se conoce como la integral fraccionaria de Riemann-Liouville (IRL)

I°f(t) = 1)/0 (t — 1) f(r)dr, (2.28)

N
se pueden considerar tres propiedades [4]:

12



2.3. OPERADORES FRACCIONARIOS

1. La integral fraccionaria IRL de orden « se puede expresar como
1% = (@ f)(1),

donde ®(t) = t*7! /T'(«) y su transformada de Laplace es 1/s*. Si consideramos
f(t) regular a trozos y de orden exponencial, entonces la transformada de

Laplace de la integral I estd dada por
L{I*f(t)] = F(s)/s", (2.29)

donde F'(s) es la transformada de f(t)
2. sea f € H'(a,b) ? se verifica que
lim 1°f(t) = f(2),
para todo t € [a, b
3. Se cumple la propiedad de semigrupo o ley de exponentes. Sea f € H'(a,b),

eontonces se verifica que
PIof(t) = 1" f(t),  a,f € Ry, (2.30)

para todo t € [a, b].

2.3.3. Derivada de Riemann-Liouville

Para una funcién f(t) € H'(a,b). La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

(DRL) de orden a € R, se define como
Def(t) = [D" 10 f] (0), (2.31)

donde, n — 1 < av < n. La DRL existe si f(t) € H"[a, b]. Entonces la DRL se expresa

paran — 1 < a < n. Se distinguen dos propiedades para la DRL [4]

Cco1mo

3 H*(a,b), es el conjunto de todas las funciones f diferenciables en k, en el intervalo (a, b)

13
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1. sea f € H'(a,b) se verifica que

lim D*f(t) = f(t),

a—0

para todo t € [a, b].
2. sea f € H'(a,b) se verifica que

DI f(t) = f(t),

para todo t € [a, b].
De las propiedades anteriores se pueden deducir las siguientes caracteristicas:

= al igual que en el calculo elemental, el operador DRL es el inverso izquierdo al
operador IRL, del mismo orden a.
= la DRL de una constante es diferente de cero.

= el operador DRL en términos generales no cumple con la propiedad de semi-

grupo.

El hecho de que la DRL este definida por un integral, tiene como consecuencia efectos
no locales, llamados efectos de memoria. A diferencia de la derivada ordinaria que
solo contiene informacién local [15].

Sea D f(t) donde n—1 < a < n, y D* es el operador DRL. Al aplicar la transformada

de Laplace se obtiene

LD f(1)] = " LIf (0] — 3 s*D*1 £(0), (2.33)

la trasnformada de Laplace del operador DRL tiene el inconveniente de que se requie-

ren condiciones iniciales de orden fraccionario [15].

14
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2.3.4. Derivada fraccionaria de Caputo

La DRL resulté practica en aplicaciones puramente matematicas como: la reso-
lucién de algunas ecuaciones diferenciales, definicién de algunas funciones, etc. Sin
embargo, la dificultad para interpretar las condiciones iniciales de problemas fisicos
forzé a buscar nuevas alternativas. Por eso en 1971, Michel Caputo propuso la uti-
lizacién de una variacién de la DRL propuesta por Liouville [35]. Esta derivada es
parecida a la DRL solo cambia el orden en el que son aplicados los operadores y se

define por

C P _ 1 ()
JDEf(t) = )/a ( dr, (2.34)

I'n—a« t—T)entl
donde f"(-) es la derivada de n-ésimo orden, n =1,2,...€¢ Nyn—1< a < n, sin
perder generalidad se puede considerar a = 0.
La transformada de Laplace de la derivada de Caputo se define como

n—1

L[“DYW] = s*L[f(t)] =Y _ s**'Dkf(0). (2.35)

k=0
La importancia de la transformada de Laplace de la derivada de Caputo radica en el
hecho que las condiciones iniciales no contienen términos de derivadas fraccionarias.

Eso implica condiciones fisicas conocidas, es decir, de orden entero.

2.3.5. Derivada Fraccionaria Caputo-Fabrizio

En 2015 se propusé una variacién de la derivada de Caputo, se cambi6 el kernel

a(t—7)
(t—7)~ por la funcién e~ ot y la expresion 3 ﬁ se sustituyé por (a) . Entonces,

para una funcién f € H'(a,b), b > ay para un orden de derivacién « tal quel <a <1

y un valor a € [—o0, t]. La derivada CF se define como [36]

CFDaf

) exp { ;t__oj)} dr, (2.36)
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sin perder generalidad se puede considerar a = 0, donde 1\14%) es una funcién de
normalizacién con la propiedad M(0) = M(1) = 1. Si f(t) es una constante la
derivada CF es cero. Sin embargo, a diferencia de la derivada de Caputo, el kernel
no tiene ninguna singularidad en ¢ = 7. Se le conoce como derivada Caputo-Fabrizio
(DCF). La transformada de Laplace de la DCF definida en 0 < a < 1 se define como
sF(s) — f(0)

LD 0) = T

(2.37)

al igual que la transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo, la
transformada de Laplace de la DCF no tiene condiciones iniciales de orden fracciona-
rio, por lo que se puede utilizar en aplicaciones practicas, ademas debido al cambio

de kernel la DCF no tiene singularidades.

2.3.6. Integral fraccionaria Caputo-Fabrizio

En el ano 2015. Losada y Nieto presentaron una integral fraccionaria [37], basada

en la derivada fraccionaria DCF de orden 0 < o < 1,

CF ro 21— a) 201 t
I f(t) = mf(t) + m/{) f(r)dr, (2.38)
donde la funcién de normalizacién es
M(a):23a, 0<a<l. (2.39)

2.3.7. Derivada Atangana-Baleanu

En [38, 39] se proponen dos derivadas fraccionarias, su caracteristica es que tienen

en su kernel la funcion ML, una de ellas es utilizada en este proyecto y la llamaremos
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(ABC): f € H'(a,b), a < b, a € ]0,1]

ABC Do (¢ _ Bla / f(x <t —x)° dz, (2.40)

T l-a 1—-a
donde E,(+) es la funcién de ML de un pardmetro [15] y su transformada de Laplace
esta dada por

B(a) s%F(s) — s*71f(0)

_ «a &
11—« s+ 1=,

LABCDf(1)] = , 0<a<l, (2.41)

donde B(«) tiene propiedades similares que la DCF. Debido a que la DCF y la ABC

son variantes de la derivada de Caputo con kernel distinto.

2.3.8. Derivada Fraccionaria Conformable

En [42] se presenta una derivada fraccionaria que, a diferencia de los operadores
diferenciales fraccionarios tipicos como la DRL, Caputo o DCF, no esta definida por
una integral. En este caso, se usa la definiciéon bésica del limite de una razén: dada
una funcién f : [0,00) — R, la derivada fraccionaria conformable de orden « se define
como

d*f(t) ft+et'™) — f(t)

T.(N(0) = S = f(1) = lim E , (2.42)

paratodot > 0y 0 < a < 1. Cuando a = 1 se puede volver a la definicién estandar de

derivada. Si v = 1 de (2.42), obtenemos f" = lim,_,g M . Si f es a—diferenciable

n (0,a), a >0,y lim,_,o+ f%(t) existe, entonces se define

£2(0) = lm fo(8). (2.43)

t—0+
Las propiedades mas importantes de la derivada fraccionaria conformable estan dadas
por el siguiente teorema:

Dado a € (0,1], f v g son a-diferenciables en ¢ > 0. Entonces

To(af +bg) = aT,(f) + bT,(g), para todo a,b € R.

17



CAPITULO 2. EL CALCULO FRACCIONARIO

2. T,(t?) = ptP~®, para todo p € R.
3. T,(A\) = 0, para toda funcién constante f(t) = .
4. Ta(f): ()+9T(f)-
5. T,(4) = el falo)
« g .
6. To(f)(t) t”Jrl ad:ﬁ{, a € [n,n+1]. ST f(t) es (n + 1)— diferenciable en
t>0

Las derivadas fraccionarias definidas por integrales satisfacen de manera deficiente
la regla del producto, la regla del cociente, la regla de la cadena y en general no se
cumple la regla de los indices. En cambio, la derivada conformable cumple todas ellas,

lo cual ha despertado el interés de los investigadores en los ultimos anos.

2.4. Requisitos de un operador fraccionario

Como se ha visto en secciones anteriores a partir del surgimiento del CF, han
aparecido diversas definiciones para los operadores derivada e integral de orden frac-
cionario. Sin embargo, es necesario tener en cuenta las condiciones que debe cumplir
un operador para ser considerado, “fraccionario”. En [43] se hace una descripcion
de las condiciones que deben cumplir los operadores derivada fraccionaria. Dado un
operador D, entonces D es llamado un operador derivada fraccional, si cumple las

siguientes condiciones:

1. Si D de una funcién en un valor elegido de entrada, describe la tasa de cambio
de la funcién cercana al valor de entrada.

2. DI[f] de orden cero produce f.

3. D es lineal, es decir: D [af(t) + bg(t)] = aD [f] + bD [g]

4. D satisface la regla del factor constante, es decir: D [af(t)] = aD [f(t)]

18



2.5. CONCLUSIONES

5. D Satisface la regla de la suma, es decir: D [f 4+ ¢g] = D[f] + D [¢]
6. D Satisface la regla de la sustraccion: D [f —g] = D [f] — D [¢]

Debido a que es dificil cumplir todas las condiciones, es tema de debate el calificativo
de “derivada fraccionaria” en algunos operadores, en [44]-[46] se presentan algunos
ejemplos de controversias al respecto. Un andlisis mas detallado se encuentra fuera
de los objetivos del presente trabajo de tesis por lo que se consideraran en general

operadores fraccionarios.

2.5. Conclusiones

Se realizd una breve recopilacion de aportaciones histéricas en el campo del CF
desde su origen hasta la actualidad, se analizaron las funciones de uso mas comun en
el CF, las definiciones de operadores fraccionarios mas utilizadas en la actualidad y

su transformadas de Laplace.

Desde la primera alusion a utilizar ordenes de derivacion no enteros, hasta los
operadores fraccionarios utilizados en la actualidad, el CF ha tenido una gran evolu-
cién, pero a pesar de no existir una interpretacion fisica o geométrica de la derivada
fraccionaria, lo que ha catalizado su desarrollo en los ultimos afios es la capacidad
de describir caracteristicas de fendmenos reales que no pueden ser visualizadas con el

calculo tradicional.
En el siguiente capitulo se describen los proyectos en los que se utilizaron los

operadores fraccionarios en este trabajo de tesis y se discuten los resultados obtenidos

en cada uno.
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Capitulo 3

Casos de Estudio

Afortunadamente para la reputacion del asteroide B-612
un dictador turco impuso a su pueblo, bajo pena de
muerte, la obligacion de vestirse a la europea. El
astronomo volvié a hacer su demostracion en 1920 y, con
un traje muy elegante. Y esta vez todo el piublico estuvo
de acuerdo con él.

El principito

Antoine de Saint-Exupéry

En el capitulo anterior se realizé un estudio de las principales definiciones de
operadores fraccionarios y su utilizacién en el modelado de fenémenos, asi como la
interpretacién de los resultados que se puedan obtener. En este capitulo se hace un
compendio de los trabajos de investigacién realizados en el modelado de problemas

de ingenieria eléctrica con CF y las aportaciones obtenidas en este proyecto de tesis.
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3.1. Aplicaciones practicas

Desde el desarrollo de la solucion de la curva tautécrona por Abel en 1823, comenzo
a utilizarse el CF en aplicaciones practicas, sin embargo, a partir de la aplicacién de la
derivada de Caputo en 1967 comenzd una explosion en la cantidad de aplicaciones en
una cantidad cada vez mayor de campos de conocimiento como: modelos con mecanis-
mos de memoria [35]; mecdanica cldsica [48]-[56]; modelos fraccionarios de difusién
[57]-[59]; nuevos modelos de capacitor [60]; descripcién no-local de dindmica cudnti-
ca, como el movimiento Browniano y difusién anémala [61, 62]; comportamiento de
materiales viscolelasticos [63]-[68]; fendmenos anémalos no-Gaussianos de transporte
[69]; materiales dieléctricos [70]-[73]; fendmenos electromagnéticos y éptica [74]-[80];

procesamiento de sefiales [81] y de imdgenes [82]-[87].

3.2. Modelo fraccionario de Drude

El modelo propuesto por Paul Drude en 1900 se conoce como el primer modelo
realista para describir metales, a pesar de ser muy simple puede ayudar a explicar
propiedades como conductividad eléctrica, conductividad térmica, y algunas propie-
dades Opticas de los metales [88, 89]. Este modelo considera un metal como un gas
ejecutando movimientos de difusion. La ecuacién unidimensional que describe el mo-
vimiento de una particula cargada e con masa m afectada por un campo eléctrico
E(t) [90] estda dada por

mo + Dy = —eE(t), (3.1)
v es la velocidad de movimiento de los electrones. En el lado izquierdo, el primer
termino representa la aceleracion de la carga inducida por el campo eléctrico, el
segundo término describe el factor de atenuacién debido a la dispersién del electrén

y T representa el pardametro de relajacion.
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Si el campo eléctrico es constante E(t) = Fy la solucién de (3.1) estd dada
por
eFor t
t) = — 1-— — . 3.2
() =~ 1 exp (-] (3:2)

Si el campo eléctrico se define como un pulso descrito por la distribucion delta de
Dirac E(t) = Eyd(t) [97], la solucién de (3.2) es
eFoT t

o(t) = =L exp (—;) (3.3)

Si el campo eléctrico es oscilatorio se define por E(t) = Eycoswt la solucién de (3.1)

estd dada por

v(t) = —ﬁ [cos wt + wT sinwt — exp (—;)] : (3.4)
En el modelo de Drude tipicamente solo la densidad de corriente ;’, puede ser medible
de manera experimental [91], para relacionarla con la velocidad considere un conduc-
tor que cumple la ley de Ohm con un nimero N de portadores de carga (electrones)
por unidad de volumen que se mueven a una misma velocidad v = v(t) entonces, la

. . e — . 2
densidad de corriente se define por j = —eN7. Si hacemos oy = %, donde og es

llamada conductividad estdtica de Drude, después sustituimos ¢ = ¢/7 y obtenemos,

J(t) = oo Egu(t). (3.5)
Para E(t) constante tenemos
Jete(t) = o0 [1 — exp (—1)] . (3.6)
Para E(t) definido por un pulso
Js(t) = oL exp (—t). (3.7)
Y para un campo eléctrico oscilatorio
Josc(t) = Lx [cos wTt + wT sinwTt — exp (—t)]. (3.8)
[1+ (wr)?]

En la Figura 3.1 se muestran las gréficas de la densidad de corriente para los campos

eléctricos: constante ju., de pulso j5(f) y oscilatorio js.(t).
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. P _jftf‘(t_)
—Js ()
0.5+ josc(i) b
< / T
= 0
0.5 ]
1 ‘
0 1 2 - 3 4 5
t

Figura 3.1: Gréficas de la densidad de corriente j(f) utilizando diferentes campos
eléctricos.

Modelo de Drude con la derivada de Caputo

Con el objetivo de agregar un nuevo grado de libertad al modelo de Drude en
[92] se propuso una ecuacién diferencial fraccionaria para describir el movimiento de
las cargas en el metal. El orden entero de la ecuaciéon diferencial es sustituido por
un orden real, 0 < v < 1 entonces, el nuevo grado de libertad es dado por el orden

fraccionario de la derivada. Para poder manejar las ecuaciones de manera dimensio-

nalmente correcta en este trabajo se utiliza la sustitucion: u(t) = —m/eEyTv(t) y se
obtiene

du(t

%QJFU(E):E(Z), 0<~<1. (3.9)

El resultado es una ecuacién diferencial fraccionaria de orden ~, adimensional. Para
resolver la ecuacién diferencial fraccionaria se tiene que considerar dos factores: el
tipo de operador diferencial fraccionario y el campo eléctrico F(t). En este caso se

utilizé la derivada fraccionaria de Caputo (2.34) con dos campos eléctricos diferentes.
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Evaluando para un campo eléctrico constante FE(t) = E, se obtiene una ecua-

cién diferencial fraccionaria con el operador diferencial de Caputo
“Dlu(t) + u(t) = Ej. (3.10)
Para encontrar la solucion aplicamos la transformada de Laplace en ambos lados
L [°DJu(®)] + L [u(B)] = L[Ey). (3.11)

utilizando la férmula (2.35) para encontrar la transformada de Laplace del operador
de Caputo
E
[s7U(s) — u(0)] + U(s) = =, (3.12)
s

considerando la condicién inicial u(0) = 0 y despejando para U(s) obtenemos

Ey
U(s) = sy + 1] (3.13)

aplicando transformada inversa de Laplace en (3.11) y usando (3.5) para encontrar

la densidad de corriente se obtiene
j(&7y) = ooEy [1 — E, (—17)], (3.14)

E

(+) es la funcién ML, (2.14), j(Z;7) es el resultado que depende de ¢ y del orden

de la derivada «y. En el caso cuando v = 1 se obtiene la solucién ordinaria (3.6).

Si utilizamos el operador diferencial de Caputo y un campo eléctrico oscilato-

rio coswTt, entonces la ecuacién diferencial fraccionaria resulta
“Du(t) + u(t) = Eycoswrt, 0<vy<1. (3.15)

Aplicando transformada de Laplace, haciendo u(0) = 0 y despejando para U(s) se

obtiene
SE()
U(s) = e T (o)) (3.16)
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Se toma la potencia mas alta de s como factor comin y se expande en una serie
geométrica alterna [95], después se aplica la transformada inversa de Laplace, para

obtener la solucién de v(t;7), finalmente se calcula j(t; )

j(f 7) = ooE i (_1)k+l(WT)2k (B'y(l-i-l)-l—Zk: (3 17)
’ LT (I +1) + 2k + 1] ’ '

cuando v = 1 se obtiene la solucién ordinaria (3.8).

3.2.1. Modelos fraccionarios de Drude con kernel no singular

En este proyecto se proponen modelos fraccionarios de Drude utilizando operado-
res sin kernel singular, en especial se utilizan: la DCF y la ABC. Con el fin de realizar
comparaciones, primero se realizé el analisis del caso en que se utiliza la derivada de

Caputo y un campo eléctrico descrito por un impulso (), entonces tenemos
“Dlu(t) +u(f) = Egd(t), 0<y <L (3.18)

Aplicando la transformada de Laplace, considerando u(0) = 0 y despejando para U(s)

: (3.19)

aplicando la transformada inversa de Laplace y calculando la densidad de corriente
i(t7)

j(t;y) = ooEot' E,, (—17). (3.20)
En el caso cuando v = 1, obtenemos la solucién ordinaria (3.7). Una vez que se
tienen los tres casos de campos eléctricos con derivada de Caputo se resuelve la

ecuacion fraccionaria utilizando los operadores DCF y ABC utlizando los mismos

campos eléctricos.
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Modelo de Drude con la derivada Caputo-Fabrizio

Si utlizamos el operador diferencial DCF, podemos revisar el comportamiento del
modelo fraccionario de Drude con este operador con los campos eléctricos utilizados

anteriormente. En el caso de tener un campo eléctrico constante E(t) = Ej.
“EDIu(E) +u(t) = Ey, 0<y<L1. (3.21)

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién diferencial con el operador de

DCF
Ly

S

sU(8) — u(0)
s+9(1—23)

donde 5 = 7s, si consideramos la condicién inicial u(0) = 0, despejando para U(s),

+UG) ==, 0<y<1, (3.22)

obteniendo la transformada inversa de Laplace. Adicionalmente se calcula la densidad

de corriente j(¢;7)

i(7) = 00Bo {1 - —exp (—%t)] , (3.23)

cuando v = 1 se obtiene la solucién ordinaria (3.2).

Si se considera el operador diferencial DCF y un campo eléctrico Eyd(t) tene-

mos la ecuacién fraccionaria
“EDIu(t) +u(t) = Egd(f), 0<y<L. (3.24)

Aplicando la transformada de Laplace
sU(s) — u(0) _
Y UGB =E, 0<~y<]1, 3.25
donde § = 7s, si consideramos la condicién inicial u(0) = 0, despejando para U(s),
aplicando transformada inversa de Laplace obtenemos la expresion y calculamos la

densidad de corriente tenemos

— 0’0E0

i) = 2 o=+ ;e (<5 200)] 0 e
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cuando v = 1 se obtiene la solucién ordinaria (3.7).

Si consideramos la derivada DCF y un campo eléctrico oscilante coswrt
“FDYu(t) + u(t) = Eycoswrt, 0<~vy <1 (3.27)

Aplicando transformada de Laplace

SEO

sU(5) — u(0)
52 + (wr)?’

0<~<1, 3.28
5+7(1-5) ’= (3.28)

U(s) =

donde s = 7s, si consideramos la condicién inicial ©(0) = 0, despejando para U(s),
obteniendo la transformada inversa de Laplace y calculando la densidad de corriente
(&)
= ooEo(2 —7)
ity) == 25
7+ (wr)?(2 =)

donde los coeficientes A, B y C' son

5 |Acoswrt + Bsinwrt + Cexp <—2Lf>} , (3.29)
-7

A= @r1-7)+ 57—
1 —
B = Awr)- L=,
WwT
2 1
o ()
2—7 2—7
cuando vy = 1: A =1, B =wr y C' = —1 entonces, se obtiene la solucién ordinaria

(3.8).

Modelo de Drude con la derivada Atangana-Baleanu

Usando el operador diferencial ABC y un campo eléctrico constante E(t) = Ej se

tiene la ecuacion diferencial fraccionaria
ABCDIu(E) + u(t) = By, 0<v<1, (3.30)
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v es el orden de la ecuacién diferencial. Aplicando transformada de Laplace, con

5 = 7S, obtenemos

B S7U(5) — 57 1u(0 E,

1—7 ST+ 5 5
donde B(7) tiene las mismas propiedades que la M () de la derivada CF (2.36) y en
este caso %VW) = 1, ademas se considera la condicién inicial u(0) = 0. Despejando para

U(S), aplicando transformada inversa de Laplace y finalmente calculando la densidad
de corriente j(t;7), tenemos

- 1 v

J(t;y) = oo Ey [1 — EE,Y (—Et)] : (3.32)
donde E.,(-) es la funciéon ML, (2.14). Cuando 7 = 1 se obtiene la solucién ordinaria

(3.6).

Si se utiliza el operador diferencial con ABC y un campo eléctrico Eqd(t)
ABCDYu(t) + u(t) = Eyd(f), 0<~vy <1, (3.33)

aplicando transformada de Laplace, con § = 7s, obtenemos
B(y) 3U(5) — 5 1u(0)
1—v T+ 15

+ U(5) = Ey, (3.34)

se consideran las mismas condiciones que para (3.31). Despejando para U(5s), apli-
cando transformada inversa de Laplace y calculando la densidad de corriente j(t;7)

tenemos

i = g2 - + e (5 50)] e

donde E, . (-) es la funcion ML de dos pardmetros (2.15). Cuando v = 1 se obtiene

la solucién ordinaria (3.7).

Si se utiliza el operador diferencial con kernel ML, ABC y un campo eléctrico

oscilante Fy cos wtt
ABCDIu(E) + u(t) = Eycoswrt, 0<y <1, (3.36)
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3.2. MODELO FRACCIONARIO DE DRUDE

aplicando transformada de Laplace, con § = 7s, entonces obtenemos

B(y) 3U(8) — 5 1u(0) 5E
1—7 57+ = 52 + (wr)?’

+U(5) = (3.37)

se consideran las mismas condiciones que para (3.31). Despejando para U(5s), apli-

cando transformada inversa de Laplace y calculando j(¢;7) tenemos

:7A+ 7 B (3.38)

1
(t;7) = oo
J(t;7) = a9 0{ 1—~

2
donde A y B son:

A i (_1)k+l(w7_)2k,yl ?k-i-lv’
(2 — )T 2k + Iy + 1]

k,1=0
S (—1)F (wr)?M/! I

B = Ut Dy+2k 3.39
g;( — T [(L+ 1)y + 2k 4+ 1] ’ (3.39)

Cuando v = 1 se obtiene la solucién ordinaria (3.8).

3.2.2. Resultados

Una vez que se tienen las soluciones de la ecuacion fraccionaria con los operadores
fraccionarios: Caputo, DCF y ABC, y con los campos eléctricos: constante, impulso y
oscilatorio. Se pueden comparar directamente las soluciones para cada campo eléctrico

usando los tres operadores.

En la Figura 3.2 se puede apreciar el comportamiento de la densidad de corriente
j(t;7) cuando se utilizan los tres operadores fraccionarios con diferentes valores de
tales que 0 < v < 1, y un campo eléctrico constante Fy. En los casos: (a) Caputo,
(b) DCF y (¢) ABC cuando v = 1 la curva coincide con la solucién ordinaria (3.6).
La aproximacién asintética para la ecuacién (3.23) es: cuando ¢ — 0 la jor(t;y) —
00E(1 —1/2 —~) y cuando ¢ — oo entonces jor(t;v) — 09Ep lo cual concuerda con

el caso ordinario, cuando y = 1.
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En el caso de japc(f;7y) las aproximaciones asintéticas de la funcion ML para

valores de ¢ — 0 y para ¢ — 00, en la primera aproximacién son [96],

B (D) ~ e 0, (3.40)
B(—0)~ — (3.41)
) ~ . )

! (1—7)

Como consecuencia, la funcién ML toma valores intermedios de ¢ de una funcién
exponencial y una funcién de potencias negativas, vease la Figura 3.2 (c¢). Se observan
dos caracteristicas que cambian debido al operador fraccionario elegido: el valor inicial
de j(0;7) es diferente de cero cuando v < 1, cuando se usan los operadores DCF y
ABC. Ademas, los puntos donde se cruzan las curvas de diferentes valores de v varian
seguin el operador: en jo es en t = 0.75, para jor es en t ~ 0.50 y para japc es en
t~1.22.

En la Figura 3.3 se puede apreciar el comportamiento de la densidad de corriente
J(t;7) cuando se utilizan los tres operadores fraccionarios con diferentes valores de 7
tales que 0 < v < 1, y un campo eléctrico 6(t) Ey. En los casos: (a) Caputo, (b) DCF y
(¢) ABC. Cuando v = 1 la curva coincide con la solucién ordinaria (3.7). La diferencia
principal en los tres operadores es la rapidéz con la que las funciones decaen cuando
se usan valores v < 1, tomando como referencia la solucién con Caputo, jo(t;7), la
solucién con la DCF, jor(¢;7) decae més lento mientras que las soluciones con ABC,

japc(t;y) decaen més rapido.

En la Figura 3.4 se puede apreciar el comportamiento de la densidad de corriente
j(t;7) cuando se utilizan los tres operadores fraccionarios con diferentes valores de
tales que 0 < v < 1, y un campo eléctrico oscilatorio. En los casos: (a) Caputo, (b)
DCF y (c) ABC. Cuando v = 1 la curva coincide con la solucién ordinaria (3.8). Se
puede ver que cuando se utiliza el operador DCF, tienen un comportamiento exponen-
cial de decaimiento similar al modelo de orden entero. La DCF tiene limitaciones al

momento de caracterizar fenémenos de difusion anémala de naturaleza no exponencial
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1
0.8+
~06f
145 e
= y oy =1
P !
R04f 4 — 7 =0.96|
v =092
K v =0.80] |
0.2 7 4 =0.70
g e 5 =0.60
0 . . . ;
0 1 2 3 4 5

(¢) jaBc

Figura 3.2: Gréficas de las soluciones j(t; v) usando diferentes operadores diferenciales
fraccionarios, 0 < v < 1y un campo eléctrico constante Ej.
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ey =1

— =096
5 =0.92
v =0.80| |
v =0.70
ey = 0.60

Jasc(t;7)

Figura 3.3: Gréficas de las soluciones j(t; v) usando diferentes operadores diferenciales
fraccionarios,0 < v < 1 y un campo eléctrico Eyd(t).
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0.4

0.4

(L ig)oave

Figura 3.4: Gréficas de las soluciones j(t; v) usando diferentes operadores diferenciales

fraccionarios, 0 < v < 1y un campo eléctrico oscilatorio Fycoswtt.
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[98]. Por otro lado, usando la ABC, la solucién dada estd en términos de la funcién
ML, la cual interpola para valores de tiempo, entre los de tipo exponencial y los de
potencias negativas. Los de tipo exponencial con decaimiento rapido para tiempos
pequenos t — 0, mientras que los de potencias negativas decaen de manera lenta. Las

diferencias se acentuan con respecto a la soluciéon ordinaria conforme v < 0.8. En las

_______________ 1
0.8 0.8
C06f Tos
] ]
=04 =04
0.2r ’II je ] 02t/ ---jc |
S Jer ) Jer
---jasc /4 Jasc
0 - 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
t t
(a) y=1 (b) v =0.96
1 — __———— 1
08 - 08F eeeeTT
08 06
et et
S04t S04
02l e || ol e
Y Jer p Jor
Jasc H Jasc
0 - - - - 0 - - - -
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
t i
(c) v=10.92 (d) v = 0.80

Figura 3.5: Variacién de la densidad de corriente j(¢;7) cuando se utiliza un campo
eléctrico constante Fy, con las derivadas fraccionarias de Caputo, DCF y ABC, usando
valores especificos de 7.

Figuras 3.5, 3.6, y 3.7 se puede ver que cuando v = 1, los resultados obtenidos usando
derivadas de Caputo, DCF y ABC son idénticas. Sin embargo, conforme ~ < 0.8, las
diferencias se incrementan, esto se debe al kernel en la estructura de las definiciones
usadas de derivadas fraccionarias. Las diferencias entre los resultados obtenidos para
la densidad de corriente usando Caputo y ABC para lapsos pequenos de tiempo ¢ — 0

y para valores grandes de tiempo ¢ — oo es el término v/2 — 7.
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Figura 3.6: Variacién de la densidad de corriente j(¢;7) cuando se utiliza un campo

eléctrico Fod(t), con las derivadas fraccionarias de Caputo, DCF y ABC, usando
valores especificos de 7.
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Figura 3.7: Variacién de la densidad de corriente j(¢;7) cuando se utiliza un campo
eléctrico oscilatorio FycoswTt, con las derivadas fraccionarias de Caputo, DCF y

ABC, usando valores especificos de 7.
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Las graficas en la Figura 3.8 representan las diferencias entre las funciones obte-
nidas con las derivadas fraccionarias DCF y ABC. Se puede ver nuevamente que las
diferencias se incrementan cuando vy < 0.8, también se puede ver que, para tiempos
grandes no hay diferencias notables entre la derivada de Caputo y ABC, debido a que

ambas dependen de la funciéon ML.

0.1 ‘ | | | )
u(\; {72 e
\6 ..........................
S
s
T-02r )

: £ —7 =096
| : N | y =0.92
T-02 ’= 223 ‘uu 04|/ e
| : S | =0.70

y =0.70 ‘y .
ey = 0.60 } i
03 -0.6
1 2 3 4 5 1 : 3 4 |
| t
(a) z

Figura 3.8: Las graficas muestran las diferencias entre los operadores diferenciales
Caputo, DCF y ABC, para un campo eléctrico constante y algunos valores de ~.

3.2.3. Conclusiones

En este trabajo se realizé un analisis en el dominio del tiempo del modelo fraccio-

nario de Drude utilizando las derivadas DCF y la ABC. Para el estudio se consideraron
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tres campos eléctricos: uno constante, uno descrito por un impulso y otro tipo osci-
latorio. El andlisis se hizo suponiendo valores de orden de derivada 0 < v < 1. Se
mostré que la densidad de corriente j(t) depende del tiempo, del orden de la deriva-
da fraccionaria y de la definicién de derivada fraccionaria usada. Adicionalmente se
realizaron algunas comparaciones con el trabajo realizado previamente usando la deri-
vada de Caputo [92]. Se mostré que cuando se usan diferentes operadores fraccionarios

cambian los comportamientos cuando ¢ — 0 y cuando ¢ — 0.

3.3. Circuitos eléctricos de orden fraccionario

En los tltimos 3 afos la derivada conformable (2.42) ha atraido la atencién de
miltiples investigadores [113, 114], debido a que su aplicacién es muy sencilla a dife-
rencia de otras definiciones de derivada fraccionaria. En la actualidad existen varias
aplicaciones practicas que hacen uso de ella [115]-[118]. Con la motivacién de encon-
trar nuevos modelos para describir fenémenos conocidos y algunos desconocidos, en
este proyecto se propone la aplicacion de dicha derivada en los circuitos eléctricos RC,
LC y RLC para analizar su comportamiento. Se demuestra que el estado del circuito
depende no solo del tiempo, ademas varia con el orden de la derivada 0 < v < 1, esto
nos puede ayudar a ajustar curvas. En el caso particular cuando v = 1, la solucion

vuelve al caso ordinario.

Un circuito eléctrico RLC se compone de una resistencia R, un inductor L y un
capacitor C; que a su vez puede ser alimentado por una fuente de voltaje e(t). Se
consideran casos especiales, cuando falta el inductor, circuito RC o cuando falta la

resistencia, circuito LC. En la Figura (3.9) se muestra el diagrama de un circuito

RLC.

38



3.3. CIRCUITOS ELECTRICOS DE ORDEN FRACCIONARIO

o) ) it

Figura 3.9: Diagrama de un circuito eléctrico RLC.

3.3.1. Circuito RC fraccionario

La ecuacién que describe el comportamiento de un circuito RC es
av 1 e(t)
R _|_ —V fng —— 3.42
a1 T ( )
donde V es el voltaje del capacitor, 7 = RC' es la constante de tiempo medida en
segundos y C es la capacitancia. Si consideramos constante el voltaje de la fuente

e(t) = eg, la solucion es

V(t) = 60{1 —exp (—é) } (3.43)

Partiendo de una ecuacion diferencial ordinaria se puede llegar a una ecuacién dife-
rencial fraccionaria. Para realizar el proceso podemos tomar como base la ecuacién
diferencial del circuito RC. Tradicionalmente se sustituye el operador entero por un
operador fraccionario. Esto es correcto desde el punto de vista puramente matemati-
co, sin embargo, desde el punto de vista de fisica e ingenieria, esto no es del todo
cierto, y se necesita hacer unas correcciones. En [99] se propone una forma sistemati-
ca de construir ecuaciones diferenciales fraccionarias dimensionalmente consistentes,
tomando esto en cuenta en [100]-[107] es utilizado dicho sistema junto con la derivada
fraccionaria de Caputo. Se introducen los parametros o; y o, con la dimensionalidad
apropiada como sigue

d 1 a d 1 d
— — — R 3.44
dt gtl_7 dt’ dx 0'913_7 dx’ ( )
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donde 7 es un valor arbitrario que representa el orden de la derivada, 0 < v < 1.
El parametro o; representa las componentes de tiempo del sistema, su dimension es
dada en segundos [s], el pardmetro o, tiene dimensiones de longitud [I] y representa
las componentes espaciales fraccionarias [99]. Entonces se puede expresar
d 1 d
dat ~ rvap

(3.45)

Si reemplazamos los operadores enteros por operadores fraccionarios de orden v en la
ecuacién (3.42), podemos expresar la ecuacién de un circuito RC de orden fraccionario,

como
V1 e(t)
dt” * T T’ 7= ( )

La ecuacion fraccionaria del circuito RC ha sido estudiada previamente por otros

autores utilizando los operadores diferenciales fraccionarios: Caputo [107]-[103], la

DCF [104, 105, y ABC [106].

3.3.2. Circuito RC con la derivada conformable

Si consideramos la relacion (3.45) y usamos la definicién de derivada conformable,

en particular la propiedad 6 del teorema,

o f(t) = tl_”if (t) (3.47)
dt” N dt’ N '
asi obtenemos )
d 1 d tt=7 d
— = —_——— = —— . A4

Podemos decir que la expresién (3.48) es una transformada conformable fraccionaria.
Si reemplazamos (3.48) en (3.42) tenemos

%
-+ at’ 'V = at"te(t), 0<~y<1, (3.49)

donde, a = 1/77. La ecuacién (3.49) es una ecuacién diferencial “fraccionaria” con-

formable del circuito RC [108], que en realidad es una ecuacién diferencial ordinaria

40



3.3. CIRCUITOS ELECTRICOS DE ORDEN FRACCIONARIO

lineal fraccionaria con coeficientes variables y de potencia no entera. Los coeficientes

variables son de orden fraccionario 0 < v < 1.

Si consideramos una fuente constante e(t) = ey, de la ecuaciéon (3.49) tenemos

dv
-+ at’ 'V = bt (3.50)

donde a = 1/77 y b = eg/77. Considerando la condicién inicial V'(0) = 0, la solucién
estd dada por

Veons (t;7) = eo{l — exp [— %G)q } 0<vy<1, (3.51)
podemos ver que para el caso ordinario cuando v = 1, la ecuacién (3.51) se redu-
ce a (3.43). La Figura 3.10 muestra la solucién para el circuito RC con derivada

conformable y algunos valores de 7.

e
= i =1
|———v=098 |

=09

/

=06% /i

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
Tiempo [s]

Figura 3.10: Simulacién numérica de la ecuacién (3.51) para algunos valores de 7 en
el circuito RC con fuente constante.

Como se mencion6 anteriormente, ya se habian hecho algunos trabajos para re-
solver el circuito RC con otras derivadas fraccionarias [107, 102]. En 3.52 se muestra

la solucion del circuito RC utilizando la derivada de Caputo

‘/caputo(t; 7) = € [1 - E'y(_ti’y)] 5 (352)
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Figura 3.11: (a) Gréaficas de las ecuaciones (3.43), (3.51) y (3.52) para algunos valores
de 7: 1, 0.7 y 0.5. en (b) se muestra la grafica de la diferencia entre la solucién con
derivada conformable y Caputo del circuito RC para los mismos valores de .

donde t =t/7y E,(-) es la funciéon ML y 0 < v < 1.

En la Figura 3.11 (a) se muestran juntas las graficas de las soluciones del circuito
RC conformable, usando la solucién ordinaria, la soluciéon con derivada conformable
y la solucién con Caputo. En la Figura 3.11 (b) se puede observar la diferencia entre
ambas soluciones fraccionarias. De ambas graficas se puede ver que aproximadamente
en t = 0.55s se genera la mayor diferencia, despues disminuye lentamente. Se puede

ver que esa diferencia es mayor conforme v < 1.

En el caso de una fuente oscilatoria e(t) = egcoswt, donde w es la frecuencia

angular, de (3.49) tenemos la ecuacién diferencial fraccionaria conformable de orden

v

dv
’r +at’ 'V = bt" ! cos wt, 0<~y<1, (3.53)

Donde a = 1/77y b = ey/7". Esta es una ecuacion diferencial lineal no homogénea con
coeficiente variable de orden ~. La simulaciéon numérica de la Figura 3.12 se muestra

en la gréafica para diferentes valores de 7.
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Tiempo [s]

Figura 3.12: Gafica de la solucién del circuito RC con una fuente externa oscilatoria,
con 0 <y <1,

En las Figuras 3.10-3.12 se puede ver que para un tiempo menor a un 7., las curvas
correspondientes a valores de v estan por encima de la curva ordinaria con v =1, y
para tiempos mayores a 7. las curvas estan por debajo de la solucion ordinaria. En
este caso 7, = 1.4040s para un circuito con fuente constante y 7. = 1.6315s para una

fuente oscilatoria.

3.3.3. Circuito LC con derivada conformable

Considere un circuito eléctrico LC. Si el capacitor se encuentra inicialmente carga-
do y el interruptor es cerrado entonces, la corriente del circuito y la carga del capacitor
oscilan entre valores positivos y negativos. La variacién de la carga del capacitor con
respecto al tiempo se describe por medio de una ecuacién diferencial homogénea de

segundo orden

— + —q(t) =0, (3.54)
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y su solucién ordinaria, en terminos de la carga q es
q(t) = qo cos wot, (3.55)

donde w? = 1/LC es la frecuencia del circuito y g es la carga inicial del capacitor en
t = 0. Usando la expresién (3.48), se puede

@ o A o) pay &

i Rl (1-m=_

il el = ot (3.56)
Tomando en cuenta esta relacién, se obtiene para (3.54) su correspondiente ecuacién

diferencial conformable. ,

d
d—t;] W0 g(t) = 0. (3.57)

Las soluciones numéricas son graficadas en la Figura 3.13.

X1077 T T T T T T T T T X1077 T

q(t,7)

0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 08 0.9 1 0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 0.8 0.9 1
Tiempo [s] 103 Tiempo [s] 103

(a) (b)

Figura 3.13: Gréficas correspondientes a la ecuacién 3.57 para diferentes valores de ~.
En (a) y en (b) se observa que cuando v < 1, las amplitudes crecen, ademéds tienen
un cambio de fase con respecto a la solucién ordinaria.

En el caso de una fuente harmonica con frecuencia angular w, tenemos su corres-
pondiente ecuacién diferencial conformable
2

d _
d_tg + w0 Dg(t) = w2 VR0 Deg cos wt. (3.58)
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La simulacion numérica es graficada en la Figura 3.14 para diferentes valores de . Los
valores tomados para voltaje, inductancia, capacitancia y frecuencia son: eg = 50V,

L=10puH, C =47TuF v f = 60 Hz, respectivamente. En las Figuras 3.13 y 3.14 se

x107

-
>

q(t,7)

0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 08 0.9 1 0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 0.8 0.9 1
Tiempo [s] %103 Tiempo [s] 103

(a) (b)

Figura 3.14: Gréficas correspondientes a la ecuacién (3.58) para el circuito LC con
fuente externa oscilante, para algunos valores de . En (a) y (b) se puede observar
el que el comportamiento es similar al caso sin fuente externa pero la amplitud es
mayor.

observa que cuando v < 1 las amplitudes crecen y las ondas tienen un desplazamiento
con respecto a la onda ordinaria v = 1. Estos desplazamientos pueden describir el
comportamiento del circuito resonante LC con algunas perturbaciones, que no son

consideradas en las ecuaciones (3.57) y (3.58), cuando v = 1.

3.3.4. Circuito RLC con derivada conformable

Si consideramos un circuito RLC sin fuente de voltaje externa, tenemos una ecua-

cion diferencial conformable de segundo orden

d? d
d_tg _I_ 2<‘w8lt7—1d_3 _'_ wthQ('Y_l)q = 0, (359)
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donde ( es el factor de amortiguamiento y se define por ¢ = g\/g El valor de este
factor de amortiguamiento determina el tipo de transitorio que exhibe el circuito. Para
¢ = 0 tenemos un circuito sin amortiguamiento (3.57); si ( < 1 tenemos un sistema
subamortiguado, Figura 3.15 (a); si ( = 1 es sistema es criticamente amortiguado
Figura (b); finalmente, cuando ¢ > 1 tenemos un sistema sobreamortiguado Figura

(c). La solucién se obtiene de manera numérica utilizando la funcién de Matlab ode

En las graficas de la Figura 3.15 se puede observar que, para cada valor de ( se
tiene un conjunto de estados debidos al valor de 0 < v < 1, esto no sucede en el caso
ordinario, sin embargo, en el caso de los sistemas fraccionarios este comportamiento es

normal. Finalmente, para el circuito RLC con una fuente externa, se tiene la ecuacién
% + QngtV_I% + w0 g = eqwi V20D cos wit. (3.60)

usando nuevamente la funcién ode de Matlab se obtiene la solucién de manera
numérica del circuito RLC con una fuente externa. La grafica correspondiente a la
ecuacién (3.60), para diferentes valores de 7 se muestra en la Figura 3.16. Los valores
tomados para voltaje, resistencia, inductancia capacitancia y frecuencia son: eg = 1V,

R=1kQ, L =10, C =47uF'y f = 60H z, respectivamente y las condiciones iniciales
son: ¢(0) = 0 Coulombs y ¢'(0) = 4 - 1073 Coulombs.

La aplicacién de la derivada conformable a los modelos de circuitos eléctricos
en este trabajo predice comportamientos que pudieran ser atribuidos a heterogenei-
dades [99]-[106], los cuales pueden ser causados por rasgos no conservativos en los
componentes que involucran efectos irreversibles disipativos, tales como friccién oh-
mica, memoria térmica y no linealidades, como consecuencia de los campos eléctrico
y magnético. Estos efectos disipativos no son considerados en los modelos estéandar,
pero es importante tomarlos en cuenta [106]. El pardmetro v nos da informacién de
la propiedades intrinsecas del sistema. Se puede observar que para v < 1, el sistema
se estabiliza en un tiempo ligeramente largo. La solucién numérica de las ecuacio-

nes diferenciales conformables (3.49, 3.57, 3.58, 3.59 y 3.60) son resueltas por medio
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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a(t,y)

05 . . . . . . . . .
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()

Figura 3.15: Gréficas correspondientes a la solucién de la ecuacién diferencial confor-
mable del circuito RLC sin fuente externa (3.59), para algunos valores de . En (a)
se muestra que si 0 < ¢ < 1 el sistema muestra un comportamiento oscilatorio su-
bamortiguado. En (b) si ( = 1 el sistema es criticamente amortiguado. En (¢) cuando
¢ > 1, es un sistema sobreamortiguado y la funcion decrece de manera exponencial.
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Figura 3.16: Graficas correspondientes a la solucion del circuito RLC con fuente exter-
nas oscilante 3.60), para algunos valores de 7. (a) un sistema subamortiguado ¢ < 1.
(b) para ¢ = 1 un sistema criticamente amortiguado. (c) circuito sobre amortiguado.
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de Matlab, utilizando la funcién ode [106]. Esta funcién tiene una implementacién

numérica del método de Runge-Kutta con tiempo variable [119].

3.3.5. Conclusiones

En este trabajo se resolvieron las ecuaciones diferenciales de los circuitos RC,
LC y RLC, utilizando el método propuesto en [99] para obtener la correspondiente
ecuacion diferencial fraccionaria. Después se aplico la transformacion de la ecuacién
fraccionaria, una nueva clase de ecuacion diferencial ordinaria con coeficientes de
potencias no enteras del circuito eléctrico correspondiente. La soluciones obtenidas
de los modelos de los circuitos son graficadas. En el caso de la solucién del circuito RC
con la derivada conformable se hizo una comparacion con la solucion con la derivada
de Caputo. Se mostré que al igual que las soluciones encontradas con la derivada
de Caputo y con otros operadores, la solucion fraccionaria encontrada depende del
tiempo t y el orden de derivada 0 < v < 1 y que en el caso particular cuando v =1

se regresa a la solucién ordinaria de los circuitos eléctricos.

3.4. Realzado de vasos sanguineos

Los angiogramas son radiografias tomadas de los vasos sanguineos, por medio de
un catéter y un liquido de contraste que es introducido al torrente sanguineo. Algunos
ejemplos de angiogramas son: angiogramas de abdominal, angiogramas de aortica,
angiogramas de coronaria, angiogramas cerebrales, etc. Por otro lado, la evolucién
de la tecnologia ha catapultado el desarrollo de sistemas de diagndstico por medio
de segmentaciéon automatica de tejidos, Computer Assisted Diagnosis (CAD). Por

ejemplo, la segmentacién automatica de coronarias juega un rol muy importante en
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el diagnostico y tratamiento de enfermedades cardiovasculares [121]. Sin embargo, las
imégenes obtenidas de los angiogramas presentan problemas en su calidad, como son:
no uniformidad de iluminaciéon o bajo contraste. Por esta razén, para un proceso de
diagnéstico automatico, se necesita una etapa de realzado de vasos sanguineos. Se han
propuesto varios métodos para resolver este problema, algunos utilizan operaciones
morfolégicas para encontrar formas de arterias [122]-[125]; otros métodos utilizan
rasgos de la matriz Hessiana [126]-[132]. En [121] se propone un método de segmen-
tacion automatica de arterias de coronaria. Este método consiste en dos etapas: en la
primera son detectadas las estructuras de vasos sanguineos utilizando los eigenvalores
de la matriz Hessiana. Después en la segunda etapa, la magnitud de la respuesta

1

de la medida de vesselness ' es segmentada por un algoritmo de umbralizacién

evolucionario, utilizando un método de optimizacién de sumas de pesos multiobjetivo.

Por otro lado, en anos recientes el CF ha sido utilizado en procesamiento de
imdgenes y en tareas de visién como son: deteccién de bordes [133]-[135] y realzado
de texturas [136, 137]. Estos algoritmos usan las propiedades de las derivadas
fraccionarias para mejorar el desempeno de los operadores gradiente y laplaciano,
descartando falsos bordes o mejorando la deteccién de bordes finos [133]. Motivado
por el éxito obtenido por otros autores en la aplicacién del CF en procesamiento
de im&agenes, en este trabajo se propone una variacion del algoritmo de Frangi
para realzado de vasos sanguineos. Esta variacién consiste en la utilizacion de una
matriz Hessiana de orden fraccionario y sus propiedades para el mejoramiento de la

deteccion de vasos sanguineos en angiogramas de coronarias.

La variacién de la matriz Hessiana se hace utilizando la derivada GL (2.26), debido
a su facil implementacion en un algoritmo computacional. El orden fraccionario de la
derivada es probado en el intervalo [2, 3) y los angiogramas usados en este trabajo son

parte de una base de 100 angiogramas de coronarias. Cada imagen tiene un tamano de

LCondicién de ser clasificado como vaso sanguineo.
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300 x 300, para cada angiograma fue trazado su correspondiente imagen ground-truth
2 que fue delineado por un especialista y la aprobacién ética fue otorgada por el IMSS
UMAE T1 Leén. La evaluacién del desempeno del algoritmo se realiza calculando
el drea bajo la curva Receiver Operating Characteristic (ROC). Los resultados son

comparados con los obtenidos con el método tradicional de Frangi.

3.4.1. Algoritmo de Frangi

Las arterias de coronarias en los angiogramas pueden ser descritas como estruc-
turas tubulares con iluminacién no uniforme, diferentes diametros y diversas orien-
taciones [6]. EL algoritmo de Frangi emplea las propiedades de los eigenvalores de
la matriz Hessiana, la cual es calculada para pixel de la imagen del angiograma. La

matriz Hessiana se define como

. !fmu,w Imy@,y)r (3.61)
Lya(z,y) Lyy(@,y)

donde los elementos de la matriz son las segundas derivadas locales de la imagen y

son calculadas por

. % = I(x,y) * 0°Gyu,
I, = 632813: I(x,y) * 062Gy,
Iy = aaja]y = I(z,y) * 0°Gya,
I, = giyg = I(z,y) x 0°Gy,

(3.62)

Las segundas derivadas son obtenidas con la operaciéon de convolucion, representada

por el simbolo *, entre la imagen I(x,y) y la correspondiente derivada parcial de la

’Imagen delineada por un experto, utilizada como referencia.
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funcién Gaussiana G(x,y)

Glay) = 2o 5] (3.63)

2o
Como la matriz Hessiana es simétrica, el eigenvalor grande A; y el pequeno Ay son

calculados con

o= \/ (Lw — L) +4I2, (3.64)
Lo+ 1, +«
N = — %W (3.65)
2
I, + 1, —
Ay = % (3.66)

Entonces la medida de vesselness esta dada por

R2 2 i
Ve = exp (—#) [1 — exp (—2‘%)} st (A1, Ay < 0) (3.67)
0 en otro caso

en este caso Rg = \i/Aag, s = /AT + )3, B = 0.5y v se define como la mitad del
maximo valor de s. La imagen final resultante se obtiene seleccionando el valor de
vesselness mas alto para cada pixel, elegido entre los valores obtenidos utilizando
diferentes escalas de o para cada pixel. Se comienza con un oy, y se termina en un

o, utilizando incrementos de o,.

3.4.2. Hessiana de orden fraccionario

El método propuesto consiste en modificar la matriz Hessiana. En este caso los
elementos de la Hessiana son sustituidos por derivadas parciales de orden, (n+ ¢) de
la imagen I(z,y), donde 0 < ¢ < 1, entonces con n = 2 la Hessiana de orden (2 + ¢)

S} expresada CcOomo

(3.68)

92ter o2ter

o2ter o2ter
)
Oyoxlte oy2+y

H2+<p — [ Ox2te Ox1tv oy
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en este caso, los elementos de la matriz Hessiana fraccionaria son obtenidos con la
convolucién de la imagen I(z,y) con la (2 + ¢)-derivada de la funcién Gaussiana

G(z,y) de manera similar al caso ordinario.

% = I(z,y) *x 02 D? G,
% = [(z,y) x 02 D¢G,,,
% = [(z,y) x 0?D¢G

% = I(z,y) * O'ZD;Dny.

(3.69)

Una vez que se encuentra el valor de la nueva Hessiana, se calculan los eigenvalores y
se encuentra la imagen encontrando los mejores valores de vesselness, recorriendo las
diferentes escalas de ¢ para cada pixel, como en el método convencional. Si ¢ = 0 la
Hessiana fraccionaria se convierte en la Hessiana tradicional y el algoritmo vuelve a

ser el de Frangi.

3.4.3. Resultados

Para la realizacion de los experimentos fue implementado el algoritmo en una
computadora personal con procesador AMD A-9 A 3.00 Hz y 12 GB RAM, con
plataforma Matlab. La comparacion se hizo manteniendo constantes los parametros:
tamano del paso ¢, valor inicial oy y valor final o;. Adicionalmente, se aplicé la
derivada GL a la funcién Gaussiana con valores de derivada 2 4 ¢, donde 0 < ¢ < 1.
La evaluacion se hizo calculando el area bajo la curva ROC. Se hizo variar el valor de
¢, mientras se mantuvieron constantes los parametros o, = 0.5, 09 = 1.0, oy = 14.
La Tabla 3.4.3 muestra los valores del area bajo la curva ROC obtenidos, cuando se

aplica el algoritmo fraccionario en algunos angiogramas. En la primera columna se
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© Ang.1 Ang.2 Ang.3 Ang. 4 Promedio Porcentaje %

0.00  0.9593 0.9536  0.9477  0.9686 0.9573 0.000
0.01  0.9609 0.9558  0.9485  0.9693 0.9586 0.138
0.02  0.9629 0.9584  0.9483  0.9700 0.9599 0.272
0.08 09707  0.9665 0.9481  0.9723 0.9644 0.742
0.09 09717  0.9667 09483 0.9724 0.9648 0.781
0.10 0.9726 0.9666 0.9484 0.9724 0.9650 0.804
0.11  0.9731 0.9670  0.9482  0.9723 0.9651 0.820
0.12 09734 0.9673 0.9481 0.9721 0.9652 0.828
0.13 0.9736 0.9673 0.9478  0.9718 0.9651 0.817
0.14 09736 0.9671 0.9475  0.9715 0.9649 0.797
0.15 09734  0.9670 09471 09711 0.9646 0.768

Tabla 3.1: Resultados del area bajo la curva ROC, usando ordenes de derivacion
fraccionaria ¢, aplicada a algunos angiogramas.

muestra el valor fraccionario que se adiciona al orden de derivacion, 0 < ¢ < 0. Las
siguientes cuatro columnas tienen los valores obtenidos de area para cada angiograma
a cada valor de ¢, la quinta columna es el valor promedio de area de los 4 angiogramas
para cada valor de ¢, la sexta columna representa el porcentaje de mejoria para cada
valor de ¢ con respecto al algoritmo convencional (cuando ¢ = 0). Por otra parte, las
Figuras 3.17 (a) y (b) muestran un angiograma original y su correspondiente imagen

ground-truth delineada por un experto 3.17 (b) y (d).

Las Figuras 3.18 (a) y (c) muestran como resultado las imédgenes de vasos san-
guineos detectados despues de aplicar el algoritmo de Frangi y su correspondientes
curvas ROC (b) y (d). Mientras que las Figuras (c) y (d) muestran el resultado de
aplicar el algoritmo para valores ¢ > 0 y su correspondiente curva ROC, en especial
¢ = 0.05. La Figura 3.19 muestra las graficas de las curvas ROC usando valores de
@ =0, 0.05, 0.130, y 0.15. y los valores de area calculados para cada caso. Con los
datos en la Tabla 3.4.3 y los valores de area de la curva ROC, se puede observar

que el valor del area incrementa cuando 0 < ¢ < 0.15, sin embargo, decrece cuando
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(c) (d)

Figura 3.17: Angiogramas originales y su correspondiente imagen ground-truth.
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(¢) p=0.13

(d) ¢ =0.15

Figura 3.18: Imagenes resultantes de realzado de vasos sanguineos usando la matriz
Hessiana fraccionaria de orden ¢ > 0. Cuando ¢ = 0 se obtiene la solucién ordinaria

(a).
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Figura 3.19: Gréficas de las Curvas ROC para diferentes valores de ¢ y las areas

encontradas.
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@ > 0.15. Ademas se puede ver por inspeccién visual que a medida que ¢ estd en

0 < ¢ < 0.15, se pueden distinguir mas rasgos y detalles de los vasos sanguineos.

3.4.4. Conclusiones

En este trabajo se implementé un sistema para realzado de angiogramas de co-
ronarias, basado en la obtenciéon de derivadas fraccionarias, utilizando la derivada
fraccionaria GL. Se realizaron muchas pruebas a un pequeno conjunto de angiogra-
mas manteniendo constantes los parametros de ¢ y variando la derivada fraccionaria
. Los resultados muestran que, a pesar de utilizar un conjunto pequeno de angiogra-
mas, existe mejoria en los valores de area de la curva ROC, Cuando se utilizan valores
de derivada en 0 < ¢ < 0.15, en cambio los valores de area decrecen si ¢ > 0.15. Esta
mejora en el realzado de angiogramas puede ayudar a obtener mejores resultados en

los algoritmos de segmentacion automatica.
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Capitulo 4

Conclusiones y perspectivas

Lo que realmente embellece al desierto
—dijo el principito—
es el pozo que se oculta en algun sitio ...

El principito

Antoine de Saint-Exupéry

Conclusiones

Desde su descubrimiento en el siglo XVII hasta la actualidad, el calculo fracciona-
rio ha evolucionado de manera significativa. Comenzando con las primeras férmulas
que rompieron el paradigma de la derivacién de orden entero, hasta los operadores
fraccionarios propuestos en los ultimos anos. Sin embargo, el cambio mas significativo
se dio a partir de los anos 70’s, cuando, gracias a la derivada fraccionaria propuesta
por M. Caputo se pudo prescindir de las condiciones iniciales de orden no entero que
aparecian al resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias y cuya interpretacion fisica

era dificil. Asi, esta nueva definicién y las que han aparecido iltimamente se estan
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aplicando a préacticamente a todos los campos de conocimiento.

Se propusieron modelos fraccionarios de Drude utilizando los operadores DCF' y
ABC, ademaés, se consideraron los casos en los que los electrones son estimulados por:
un campo eléctrico constante, un campo descrito por un pulso y por un campo tipo
oscilatorio. Se encontré que la densidad de corriente depende del tiempo, del campo
eléctrico utilizado y también del orden de la derivada fraccionaria v, donde 0 < v < 1.
Cuando v = 1 se regresa a las soluciones ordinarias en todos los casos. Se mostrd
que cuando se usan diferentes operadores fraccionarios cambian los comportamientos

cuando ¢ — 0 y cuando ¢ — co.

Se propusieron modelos fraccionarios para los circuitos eléctricos RC, RL y RLC,
utilizando la derivada fraccionaria conformable. Al simplificar las ecuaciones dife-
renciales fraccionarias conformables se obtuvieron ecuaciones diferenciales ordinarias
lineales con coeficientes variables de potencias no enteras. Las soluciones obtenidas de
los modelos de los circuitos son graficadas. En el caso de la solucién del circuito RC
con la derivada conformable se hizo una comparacion con la soluciéon con la derivada
de Caputo. Se mostré que al igual que las soluciones encontradas con la derivada
de Caputo y con otros operadores, la solucién fraccionaria encontrada depende del
tiempo t y el orden de derivada 0 < v < 1 y que en el caso particular cuando v = 1

se regresa a la solucién ordinaria de los circuitos eléctricos.

Con el fin de ayudar en el mejoramiento de angiogramas para tareas de segmen-
tacion automatica de vasos sanguineos se implementd un sistema para realzado de
angiogramas de coronarias basado en la obtencién de una matriz Hessiana de orden

fraccionario

2 + ¢ utilizando la derivada fraccionaria GL. Se realizaron pruebas a un pequeno

conjunto de angiogramas, manteniendo constantes los parametros de ¢ y variando la
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derivada fraccionaria ¢. Los resultados muestran que, a pesar de utilizar un conjunto
pequeno de angiogramas, existe evidencia de mejoria en los valores de area bajo de
la curva ROC, cuando se utilizan valores de derivada en 0 < ¢ < 0.15, en cambio
los valores de drea decrecen ¢ > 0.15. Esta modificaciéon ayuda a obtener mejores

resultados en los algoritmos de segmentacion automatica.

Perspectivas

A medida que se van descubriendo nuevos operadores, los modelos fraccionarios se
pueden probar con las nuevas definiciones que van surgiendo. Ademas, otro aspecto a
tomar en cuenta es la posibilidad de comparar datos experimentales con las soluciones

propuestas. En este sentido se muestran los posibles trabajos a futuro:

= Anadlisis del modelo de Drude con la derivada fraccionaria conformable.

= Anadlisis experimental del modelo de Drude y la comparacién con modelos
fraccionarios.

= Andlisis en frecuencia del modelo de Drude con operadores sin kernel regular.

= Andlisis de modelos fraccionarios de semiconductores.

= Analisis experimental de modelos fraccionarios.

= Andlisis experimental de circuitos eléctricos y la comparacion con el modelo
fraccionario conformable.

= Solucién analitica de la matriz Hessiana fraccionaria y su aplicacion a realzado
de angiogramas.

» Modificacién del algoritmo de Salem para realzado de angiogramas [127].

= Deteccion de bordes usando méscaras con la derivada Caputo-Fabrizio.

= Diseno de filtros para procesamiento de senales por medio de derivadas de orden

fraccionario.
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Fractional drude model of electrons in a metal
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In the present work we analyse the behaviour of electrons in a metal placed into uniform electric field, I, from its fractional differential
equation. We show that the velocity and the current density of the electrons not only depend on the time ¢, but also on the order of the
fractional differential equation -, the Drude model is a particular case. This fact could have interesting consequences in the study of

electrical properties of metals.

Keywords: Fractional derivative; drude model; Mittag-Leffler function.

PACS: 45.10.Hj; 45.20.D; 66.70.Df
1. Introduction

Fractional calculus (FC) is the generalization of the ordinary
integer calculus that deals with operators having non-integer
order: fractional derivatives and fractional integrals [1-4].
The FC provide an excellent instrument for the description
of memory and hereditary properties of various materials and
processes [5-9];. This is the main advantage of FC in com-
parison with ordinary integer calculus, in which such effects
are in fact neglected. In the last few decades the FC and frac-
tional differential equations have found applications in sci-
ence and various engineering disciplines [10-13].

Recently, at the work [14] it was shown that the fractional
order Gompertz model of order 0.68 produced a better fit to
experimental dataset than the well-known Gompertz model.
On the other hand, at [15] charging and discharging processes
of different capacitors in electrical RC circuit has been con-
sidered theoretically and experimentally. It was shown that,
the measured experimental results could be exactly obtained
within the fractional calculus approach for the order 0.998.

In the present work we analyse the behaviour of electrons
in a metal placed into uniform electric field from its fractional
differential equation. We show that its behavior depends on
the fractional order of the differential equation and its solu-
tions are given by the Mittag-Leffler function. We consider
here both DC and AC electric field.

2. Basic Concepts of Fractional Calculus

In this work we use the Caputo fractional derivative defined
as [2]

t

7 f(t)

_cC
=y D} dn (1
dtv @) (n—7) / f*'ﬂ"” 7 M
0
where T'(-) denotes the Euler Gamma function,
n=12...€ Nandn — 1 < v < n, where 7 is the
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fractional order derivative. In this definition f(™ is an or-
dinary derivative. The Laplace transform of the Caputo’s
fractional derivative has the form [2]

n—1

st ®o) @

The classical Mittag-Leffler functlon is a complex function
depending on a complex parameter and was defined and stud-
ied by Mittag-Leffler [16-18], as

AT o S
;F(a’n F1)

This function is a generalization of the exponential function
since for « = 1 we have e®. The generalization of the func-
tion (3) is given by
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Re(a > 0) 3)
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Note that E,, = E,. This generalization was studied
by Wiman [19]. The Laplace transform of the function
t9=1E, s(at®) is given by
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Analysis of Drude model

using fractional

derivatives without singular kernels
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Abstract: We report study exploring the fractional Drude
model in the time domain, using fractional derivatives
without singular kernels, Caputo-Fabrizio (CF), and frac-
tional derivatives with a stretched Mittag-Leffler function.
It is shown that the velocity and current density of elec-
trons moving through a metal depend on both the time
and the fractional order 0 < v < 1. Due to non-singular
fractional kernels, it is possible to consider complete mem-
ory effects in the model, which appear neither in the ordi-
nary model, nor in the fractional Drude model with Caputo
fractional derivative. A comparison is also made between
these two representations of the fractional derivatives, re-
sulting a considered difference when v < 0.8.

Keywords: Fractional Calculus, Drude model, Caputo-
Fabrizio derivative, Atangana-Baleanu derivative

PACS: 45.10.Hj, 45.20.D, 66.70.Df

1 Introduction

Fractional calculus (FC), involving derivatives and inte-
grals of non-integer order, is the natural generalization of
classical calculus, which during recent decades has be-
come a powerful and widely used tool for better mod-
elling and control of processes in many areas of science
and engineering [1-11]. The fractional derivatives are non-
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Guanajuato, Carretera Salamanca-Valle de Santiago, Salamanca,
Guanajuato, México

Dumitru Baleanu: Department of Mathematics and Computer
Science, Faculty of Arts and Sciences, Cankaya University, 06530
Ankara, Turkey

local operators because they are defined using integrals.
Therefore, the fractional derivative in time contains infor-
mation about the function at earlier points, thus it pos-
sesses a memory effect, and it includes non-local spatial
effects. In other words, such derivatives consider the his-
tory and non-local distributed effects which are essential
for better and more precise descriptions and understand-
ing of complex and dynamic system behaviour. Due to
the lack of a consistent geometric and physical interpre-
tation of the fractional derivative, several definitions of
fractional derivatives and integrals exist, see [12] for a re-
view of definitions for fractional derivatives and integrals.
These definitions include, Riemann-Liouville, Grunwald-
Letnikov, Caputo, and Weyl, among others. The most used
definitions are the Riemann-Liouville and the Caputo frac-
tional derivatives. There are classical applications where
FC has showed its great capabilities, such as the tau-
tochrone problem [13], models based on memory mecha-
nisms [14], fractional diffusion equations [15], new linear
capacitor theory [16], the non-local description of quan-
tum dynamics like Brownian motion and anomalous dif-
fusion [17, 18]. Other interesting applications are given in
viscoelastic materials [19-24], anomalous non-Gaussian
transport [25] and dielectric materials [26—29].

The concept of a fractional curl operator and a frac-
tional paradigm in electromagnetic theory was introduced
in [30]. The application of the fractional curl operator to
different electromagnetic problems is discussed in [31-
33]. In [34, 35] it is shown that the electromagnetic fields
and waves in a wide class of dielectric materials are de-
scribed by fractional differential equations with deriva-
tives of non-integer order with respect to time. The order
of these derivatives is defined by exponentials of the uni-
versal response laws for frequency dependence of the di-
electric susceptibility. In [36] proposed a systematic way
to construct fractional differential equations and applied
them to the propagation of electromagnetic waves in an
infinitely extended homogeneous medium at rest.

Despite the accurate results obtained with the
Riemann-Liouville and Caputo fractional derivatives, they
have the disadvantage that their kernel has a singularity

30pen Access. © 2017 L. Martinez et al., published by De Gruyter Open. ]_(cc This work is licensed under the Creative Commons Attribution-

NonCommercial-NoDerivatives 4.0 License
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ARTICLE INFO ABSTRACT
Article history: In this work we study the optical properties of metals applying the Caputo fractional deriva-
Received 17 November 2017 tive. We obtain the generalization of the complex electric conductivity and the complex

Accepted 19 January 2018

dielectric function. These functions depend on frequency and on the order of the fractional

differential equation 0 < y < 1. In this way, we have an additional degree of freedom that

szwgrds: . gives the possibility to describe scenarios with new information about the system, as it can
Fractional conductivity be seen from the graphs obtained using the MatLab software.
Drude model

Fractional derivative

© 2018 Elsevier GmbH. All rights reserved.

1. Introduction

In the last years, a great interest has been devoted to the use of fractional calculus (FC) in several areas of the knowledge.
This is due to its powerful and widely used tool for better modelling and control of processes in many areas of science
and engineering, including capacitor theory [1], anomalous diffusion [2,3],memory mechanism [4,5], bioengineering [6],
electromagnetic waves [7,8], fractional electrical circuits [9,10], fractional order control [11,12] and nanotechnology [13].
The FC takes into account the history and non-local distributed effects, which are essential for better and more precise
description and understanding of the complex and dynamic system behavior.

Motivated by this fractional calculus in [14], the behavior of electrons in a metal placed into uniform electric field E from
its fractional differential equation, was analyzed. However, the most interesting cases of interaction of light with matter
were found in the frequency domain, since we could analyze its optical properties [15,16]. This model has been successfully
applied to various transparent conductive oxides and films [17,18]. The Drude model was also applied in the THz time domain
spectroscopy for film characterization [19,20]. In [21] it was shown how the Drude model can be improved by including
interband absorption and temperature effect in the damping coefficients. In [22], free electron behavior below the interband
transition using Drude model with plasma frequency was studied. This model is consistent with most optical and plasmonic
experiments, such as typical surface plasmon propagation length and particle plasmon resonance lifetimes. In [23,24], it was
modified the frequency dependent complex electric conductivity of Drude theory to include the Cole-Davidson fractional
exponent (3 and thereby achieving an exceptional fit to all of their measurements.

In this short communication, we are interested in the theoretical study of the optical properties of the Drude model
within the framework of the fractional calculus, in particular, we used the Caputo fractional derivative.

* Corresponding author.
E-mail address: a.ortegacontreras@ugto.mx (A. Ortega).
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parameter 0 < y < 1. The computing using this new derivative is much easier

ential equations with noninteger power variable coefficients for the Resistance

Capacitance (RLC) electric circuits. The numerical solutions are solved through

than using other definitions of fractional derivative. It has been shown that in
the particular case y = 1, these solutions become the ordinary ones. Also, a
comparison has been made with the Caputo fractional derivative for the case
of the RC circuit with constant source.

KEYWORDS
conformable derivative, electrical circuits, fractional derivative

1 | INTRODUCTION

Fractional calculus (FC) is the natural generalization of the ordinary calculus involving derivatives and integrals of
noninteger order. During the last 30 years, FC has attracted much attention because of its powerful and widely used tool
for better modelling and control of processes in many areas of science and engineering."® The fractional derivatives are
nonlocal operators, because they are defined using integrals. Therefore, the fractional derivative in time contains infor-
mation about the function at earlier points; thus, it possesses a memory effect, and it includes nonlocal spatial effects. In
other words, they consider the history and nonlocal distributed effects, which are essential for the better and more pre-
cise description and understanding of the complex and dynamic system behaviour. Nowadays, there are several defini-
tions of fractional derivatives and integrals.'® These definitions include Riemann-Liouville, Grunwald-Letnikov, Caputo,
Weyl,''* and more recently, Caputo and Fabrizio'® and Atangana and Baleanu.'” One of the problems encountered in
the field is what kind of fractional derivative will replace the ordinary derivative for a given problem. The most used
definitions are the Riemann-Liouville and the Caputo fractional derivatives. There are classical applications where
FC has shown its capabilities, such as the tautochrone problem,18 models based on memory mechanism,* fractional
diffusion equation,”’ new linear capacitor theory,?! and the nonlocal description of quantum dynamics like Brownian
motion and anomalous diffusion®; in Teka et al,* several properties of the fractional-order leaky integrate and fire
model described by complex multiple time scale neuronal dynamic were studied.

Int J Circ Theor Appl. 2018;1-10. wileyonlinelibrary.com/journal/cta Copyright © 2018 John Wiley & Sons, Ltd. 1
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Analysis of projectile motion in view of

conformable derivative

https://doi.org/???
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Abstract: This paper presents new solutions for two-
dimensional projectile motion in a free and resistive
medium, obtained within the newly established con-
formable derivative. For free motion, we obtain analytical
solutions and show that the trajectory, height, flight time,
optimal angle, and maximum range depend on the order
of the conformable derivative, 0 < 4 < 1. Likewise, we
analyse and simulate the projectile motion in a resistive
medium by assuming several scenarios. The obtained tra-
jectories never exceed the ordinary ones, given by v = 1,
unlike results reported in other studies.

Keywords: Fractional calculus, conformable fractional
derivative, projectile motion, trajectory, range, height,
flight time

PACS: 45.10.Hj; 45.20.D; 02.30.Hq; 47.10.A

1 Introduction

In the last three decades, much work has been performed
on fractional calculus (FC). FC is the natural generaliza-
tion of ordinary derivatives and integrals. It deals with
operators having a non-integer (arbitrary) order. Today,
there are excellent books and reviews on fractional calcu-
lus and its applications in science and engineering [1-7].
FC has been employed in numerous practical and theoreti-
cal problems, but, for the sake of brevity, we mention a few
of them as follows: the design of optimal control systems
[8]; the analysis of anomalous relaxation and diffusion
processes [9], and the regularized long-wave equation [10];

*Corresp Author: J.J. Rosales: Division de Ingenierias Cam-
pus Irapuato-Salamanca, Universidad de Guanajuato, Carretera
Salamanca-Valle de Santiago, km. 3.5 + 1.8 km., Comunidad de Palo
Blanco, Salamanca, Guanajuato, México ; Email: rosales@ugto.mx
A. Ortega, L. Martnez, J. M. Cruz-Duarte: Division de Ingenierias
Campus Irapuato-Salamanca, Universidad de Guanajuato, Carretera
Salamanca-Valle de Santiago, km. 3.5 + 1.8 km., Comunidad de Palo
Blanco, Salamanca, Guanajuato, México

the study of a bead sliding on a wire [11]; and the investiga-
tion of chaotic systems [12], heat conduction [13], nerve im-
pulse transmission [14], chemical kinetic systems [15], and
oscillating circuits [16]. However, this generalization of the
ordinary calculus is still inconsistent in physical and geo-
metric interpretation, because several definitions of frac-
tional derivatives have been proposed. These definitions
include the Riemann-Liouville, Grunwald-Letnikov, Weyl,
Caputo, Marchaud and Riesz fractional derivatives [1-5].
These fractional derivatives seldom satisfy the well-known
formulae, e.g., the product, quotient, and chain rules. As a
result, researchers have been trying to construct new defi-
nitions of fractional derivatives and integrals. As an illus-
trative example, helpful work on the theory of derivatives

and integrals is done in [17].
Definition: Let f : [0, o) — R bea function. Then, the
~—th order conformable derivative of f is defined by [17] as
()0 - tim [N SO o6

€—0 €
where v € (0, 1]. If f is y-differentiable in some (0, a), a >
0, and lim;_,o. f7(t) exists, then, it is defined as
f7(0) = lim f7(8), 2
t—0

and the conformable integral of a function, I5(f)(t), start-

ing from a = 0, is defined as,

t

age _ f(x)

P - / 79 4. @)
a

The integral is the usual Riemann improper integral, and

~ € (0, 1]. The most important properties of this con-

formable derivative are given in the following theorem.

Theorem: Let v € (0, 1], and f and g be ~-differentiable
at any point t > 0. Then,

1. T (af + bg) = aT,(f) + bT(g) foralla, b € R,
2. Ty(tP) = ptP~7 forallp € R,
3. T,(A) = 0 for all constant function f(t) = A,
4. T,(fg) = fT"/(g) + gT)v'(f),
£\ _ el (-7 (e
5' T’Y(g) - T;
6

. Ty(A)(O) = 174 if f is differentiable.

) Open Access. © 2018 A. Ortega et al., published by De Gruyter. ]—(c This work is licensed under the Creative Commons Attribution-

NonCommercial-NoDerivatives 4.0 License
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