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Capitulo 1

Introduccion.

Este capitulo presenta una introduccion al tema del presente trabajo, una breve resena del
estado del arte y una guia para el contenido del resto de los capitulos del presente trabajo.

1.1. Desarrollo historico.

Es interesante notar que algunas de las maquinas hechas por el hombre desde los inicios eran
mecanismos flexibles. Un ejemplo de ello es la milenaria historia del arco, hecho de huesos, madera
y tendoén; aprovechando la flexibilidad de sus extremidades para almacenar energia. Los dispositivos
de posicionamiento flexible se han utilizado desde hace varios siglos, asi lo demuestran los esquemas
de Leonardo da Vinci [1], incluso uno de los grandes logros de la ingenieria como lo es el avién, tuvo
sus inicios en los mecanismos flexibles realizados por los hermanos Wright [2]. Con estos comentarios
iniciales es posible proponer una definicién de mecanismos flexibles:

Mecanismo flexible. Si algo se dobla para hacer lo que estd destinado a hacer, entonces es
flexible. Si la flexibilidad que le permite doblarse también le ayuda a lograr algo til, entonces es
un mecanismo flexible, Howell [3].

Tradicionalmente cuando se necesitaba disenar una maquina, para que efectiie una tarea especifi-
ca, comunmente se piensa en eslabones rigidos conectados por juntas cinematicas tradicionales. Sin
embargo si se observa a la naturaleza, se genera una idea completamente distinta de generar movi-
miento. Por ejemplo, las alas de una abeja permiten a un insecto volar y al mismo tiempo tener sus
propios sistemas de navegacién, control, energia, etc. Como este ejemplo es posible encontrar mu-
chos més en la naturaleza; el mismo cuerpo humano, considere: El corazon, tendones, ligamentos,
cartilagos entre otros donde las partes que se encuentran en movimiento son altamente flexibles (y
no rigidas como tradicionalmente se disefian los dispositivos de posicionamiento) y el movimiento
proviene de doblar estas partes flexibles; cumpliendo asi con la definicién de mecanismo flexible.

Sin embargo, Howell [3] indica que el proceso para disehar estos mecanismos es complicado
debido a que, para grandes deflexiones, las ecuaciones que gobiernan el sistema se vuelven altamente
no lineales. Estas desventajas disminuyeron el amplio uso de los mecanismos flexibles y es por ello
que muy pocos ejemplos se encuentran disponibles en la literatura que sirvan como inspiraciéon para
nuevos desarrollos, Murphy et al. [4].



1.1. DESARROLLO HISTORICO.

Dentro de los mecanismos flexibles se pueden observar tres grandes areas de investigacion:
optimizacion estructural, enfoque de construccién por bloques y el enfoque cinemético. Dentro del
enfoque cinematico, los principales métodos que pueden encontrarse en la literatura son: El método
de topologias de libertades y restricciones, Freedom and Constraint Topologies, FACT, por sus siglas
en inglés y el método de reemplazo de cuerpo rigido, Rigid-Body-Replacement, RBP.

El método de reemplazo de cuerpo rigido puede verse en investigaciones tales como Howell y
Midha [5], y Berglund et al [6], las cuales hacen uso del método del cuerpo pseudo-rigido, Pseudo-
Rigid-Body, PRB. Béasicamente el método consiste en encontrar un mecanismo con eslabones rigidos
que cumpla con la funcién deseada para entonces convertirlo en su version flexible. Esta conversién
se realiza aplicando un modelo PRB, Howell [3]. La sintesis de dispositivos flexibles basados en el
método de reemplazo de cuerpo rigido RBP se dividi6 en dos dreas: El diseno de juntas flexibles y el
diseno basado en un modelo PRB. Respecto al diseno de juntas flexibles, Xu et. al. [7] categorizaron
las juntas flexibles como elementos flexibles primitivos y complejos. Dentro de los elementos flexi-
bles primitivos, se hicieron investigaciones enfocadas en una flexibilidad concentrada en los cuales
se pueden hallar todo tipo de muescas para lograr su objetivo, Lobontiu, [8], [9]y Yong [10]; otras
investigaciones se centraron en flexibilidad distribuida, estos elementos flexibles fueron modelados
como elipses, estructuras de cuatro barras, etc. Los elementos flexibles se formaron a partir de com-
binaciones de elementos méas simples, los cuales se disenaron para actuar como juntas de revoluta,
prisméticos o como juntas universales, Moon et al. [11], y Trease [12]; estos elementos simples se
combinaron para formar elementos aun mas complejos como lo muestra Moon, [13], que disené una
méquina cinematica paralela flexible, CPKMs por sus siglas en inglés.

Por otro lado, el diseno basado en un modelo PRB permitié encontrar un mecanismo con
eslabones rigidos que emulara el comportamiento de un elemento flexible bajo grandes deflexiones
altamente no lineales. Durante el disefio de los mecanismos flexibles, el modelo PRB tuvo un
rol protagoénico en la etapa de disefio conceptual en la transicién entre sintesis de tipo y sintesis
dimensional; el uso de un modelo PRB proveia una forma rdapida de probar conceptos y por ende
reducir esfuerzos para obtener conceptos finales, justo antes de continuar con un diseno detallado.
El diseno de mecanismos flexibles con flexibilidad concentrada usando modelos PRB esta basado
en el modelo de pivote flexible de longitud-pequena, aqui los miembros flexibles presentan dos
segmentos, uno de mayor longitud y rigidez y otro corto y flexible. El segmento corto y flexible se
conoce como pivote flexible de longitud-pequena Howell [3], y Howell y Midha [5].

El diseio de mecanismos flexibles con flexibilidad distribuida se basd en tener una seccién
transversal constante; el modelo mas importante fue el de una viga en voladizo con una fuerza
actuando al final de la misma, aqui el pivote estd situado por un pardmetro conocido como radio
caracteristico. Saxena y Kramer [14] presentaron un modelo PRB combinando cargas y momentos
positivos al final de la viga. Edwards et. al. [15] present6 un modelo PRB para miembros flexibles
que inicialmente presentan una curvatura con condiciones de frontera perno-perno, pin-pin. Kimball
et. al. [16] presenté un modelo PRB para una viga en voladizo con un momento actuando en sentido
opuesto a una fuerza en el extremo. Finalmente, Su [17] muestra un modelo PRB para deflexiones
con adngulos mayores a 77° donde la viga se divide en cuatro segmentos rigidos con tres juntas y
sus respectivos resortes caracteristicos, el modelo permitié combinar una fuerza y un momento en
el extremo.



1.2. JUSTIFICACION Y OBJETIVO DEL TRABAJO.

El método FACT, se basa en mapear un conjunto de entidades geométricas en el espacio de
libertad hacia un conjunto de entidades geométricas de un espacio de restricciones donde puede en-
contrarse las soluciones para el problema de diseno. Basicamente el disenador traduce el movimiento
requerido en términos de las entidades geométricas que describen el movimiento en el espacio de
libertad; asi conociendo esas entidades geométricas es posible encontrar en el espacio de restriccién
las topologias de los elementos flexibles que proveen el movimiento deseado del dispositivo.

1.2. Justificacion y objetivo del trabajo.

El presente trabajo se desarrollard siguiendo el enfoque cinematico, y analizando de manera
detallada y critica el método FACT. Hopkins y Culpepper [19], [20] y [21] fueron los primeros
en iniciar esta serie de investigaciones sobre el método FACT. El método relaciona la descripcion
de la velocidad empleando la teoria de tornillos infinitesimales con la teoria del disefio basado en
restricciones, como se describe en Blanding [22]. Sus autores sugieren que la mayor ventaja de
utilizar dicho método es que proveé una visualizacién intuitiva de la topologia de la libertad de
movimiento y de las restricciones del dispositivo. Esta visualizacién es muy 1util para casos simples,
sin embargo se ve eclipsada para subespacios de mayores dimensiones.

Si bien el método FACT es una herramienta poderosa, este método no emplea conceptos ma-
tematicamente relevantes: El concepto de subespacio y subdlgebra del Algebra de Lie, se(3), del
grupo Euclideo, SE(3), Hopkins y Panas [23] y Hopkins y Culpepper [24], la clasificacién y re-
laciones entre las subélgebras del algebra de Lie, se(3), como se muestran en Tadeo-Chavez [25].
Ademas adolece de formalidad matematica al momento de abordar los temas de espacios ortogo-
nales y dualidad entre el dlgebra de Lie, se(3), y su dlgebra dual, se*(3), Yu et. al. [26] y Su et.
al. [18].

Por ello el objetivo principal de la tesis es: Determinar una metodologia que permita la sintesis
de dispositivos de posicionamiento flexibles desde un punto de vista cinemdticamente correcto, con
base en la teoria de tornillos, isomdrfica al dlgebra de Lie, se(3), y la teoria de espacios ortogonales.

Partiendo de esta premisa el presente trabajo de tesis se desarrolla mediante la siguiente es-
tructura:

= Capitulo 2. Presenta los fundamentos tedricos necesarios para llevar a cabo el objetivo de
la tesis. Entre estos fundamentos se encuentra: La definicién de un estado de velocidad y su
representacion siguiendo la notacién clésica de Ball [27], el Teorema de Chasles que establece
la equivalencia entre los estados de velocidad de un cuerpo rgido y un tornillo infinitesimal,
el isomorfismo entre el Algebra de Lie, se(3) y el Algebra de Tornillos, que involucra una
tercera operacién del Algebra de Lie, se(3), conocida como producto de Lie que es bilineal,
antisimétrica y satisface la identidad de Jacobi. Estas ideas conducen a las definiciones de
subespacio y subslgebra del Algebra de Lie, se(3).

» Capitulo 3. Espacios ortogonales reales y sus espacios duales. Este capitulo tiene como propdsi-
to presentar una serie de conceptos y resultados que juegan un papel importante en la ci-
nemética de cuerpo rigido. En esta seccion se explican desde el concepto de forma simétrica
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bilineal hasta mostrar los conceptos de anquiladores duales y aniquiladores ortogonales, fun-
damentales en el desarrollo de esta tesis. En particular analizar las propiedades de la forma
de Klein, una de las dos formas simétricas bilineales del dlgebra de Lie, se(3) y la correlacién
asociada a la forma de Klein y como esta correlacién puede explicar la equivalencia entre el
empleo de movilidades y restricciones presentado en el método FACT.

= Capitulo 4. Elementos flexibles. Para dar continuidad a la presente tesis es necesario mostrar

cuales son los elementos flexibles més utilizados en la literatura, qué caracteristicas tienen y
qué dimensiones y condiciones deben cumplir para generar movilidades y restricciones que
permiten siseniar elementos flexibles compuestos empleando las herramientas analizadas en
el Capitulo 3 para, posteriormente, concretar la sintesis de tipo de mecanismos flexibles em-
pleando esos elementos flexibles compuestos.

Capitulo 5. Metodologia cineméaticamente correcta y ejemplos. Finalmente se presenta una
metodologia cinematicamente correcta para lograr la sintesis de dispositivos flexibles de po-
sicionamiento. In adicién, se presentan algunos ejemplos encontrados en la literatura que
muestran los errores asociados a disefios que no toman en cuenta los fundamentos tedricos
explicados en el Capitulo 3 del presente trabajo, asi como una solucién correcta para dichos
ejemplos.

Conclusiones y trabajo futuro. El trabajo finaliza con una seccién que presenta las conclusiones
del trabajo y posibles extensiones a futuro.



Capitulo 2

Fundamentos teoricos.

Este capitulo inicia con una definicién formal de la velocidad angular de un cuerpo rigido m con
respecto a otro cuerpo rigido j. Toda la informacion correspondiente a los fundamentos tedricos
contenida de este capitulo fue tomada de las tesis de Gallardo [28] y Rocha [29]. Adema&s este
capitulo también aborda las propiedades y estructura de las subdlgebras del Algebra de Lie, se(3),
del grupo Euclideo, SE(3). Para un estudio mds detallado vea [30].

2.1. Estado de velocidad de un cuerpo rigido.

El objetivo principal de conocer el estado de velocidad de un cuerpo rigido, respecto a un sistema
de referencia, es la determinacién de la velocidad de cualquier punto fijo del cuerpo rigido.

Imagine dos cuerpos rigidos, j y m, vea Figura 2.1, moviéndose uno respecto al otro, y suponga
que el cuerpo j actia como un sistema de referencia a partir del cual es posible observar el movi-
miento del cuerpo m. Si se desea conocer la velocidad de un punto arbitrario pero fijo al cuerpo m,
entonces es necesario conocer dos elementos fundamentales.

j,vzw
Figura 2.1: Estado de velocidad de un cuerpo rigido m, respecto a un cuerpo rigido o sistema de

referencia j.

1. La velocidad angular del cuerpo rigido m, como se oberva desde el cuerpo rigido j, Jw™.

2. La velocidad de un punto arbitrario O, fijo al cuerpo m, como se oberva desde el cuerpo j,
Jom
O .



2.2. ECUACIONES DE VELOCIDAD.

Entonces, se establece que el estado de velocidad del cuerpo m, como se observa desde el cuerpo
o sistema de referencia j, puede formalmente representarse como

) J o
o

Si se conoce una representacion del estado de velocidad, 7 V3", entonces es posible determinar
las velocidades de todos los puntos fijos al cuerpo m, como se obervan desde el sistema de referencia

J- En efecto, si P es otro punto fijo al cuerpo m y rp/o es un vector que inicia en el punto O y
termina en el punto P, la velocidad del punto P vendra dada por

T =Jul +Iw™ x Tp/O (2.2)

Debe reconocerse que diferentes selecciones del punto de referencia O, conducen a diferentes,
pero equivalentes, representaciones del estado de velocidad de un cuerpo rigido. Por lo tanto,
debe probarse que las diferentes operaciones que se realizan sobre los estados de velocidad son
independientes de las diferentes representaciones. Sin embargo, estos resultados son bien conocidos
y no representan una adicién importante, para mayor informacién, vea, por ejemplo, Gallardo [28]
y Rico [31].

2.2. Ecuaciones de velocidad.

En esta seccion se deducen las ecuaciones de velocidad de un cuerpo rigido con respecto a un
sistema, de referencia, las derivadas temporales de vectores con respecto a sistemas de referencia
fijos 0 méviles juegan un papel fundamental en el desarrollo de la presente seccion.

Definicién 2.1. Sea {by, by, b3} una base ortonormal y a derechas de R? fija en el cuerpo m,
entonces la velocidad angular del cuerpo m, con respecto a un cuerpo j, vea Figura 2.2, se define
como,

b,

Figura 2.2: Base ortonormal {by, ba, b3} fija en el cuerpo rigido m.



2.2. ECUACIONES DE VELOCIDAD.

4 idb idb idb
meEblﬁ-bg—i—bQWB-bl—i-b;;Wl-bg (2.3)

donde, () representa al producto interno o escalar usual del dlgebra vectorial tridimensional.

En la siguiente proposicién se muestra la relacién que existe entre la velocidad angular, 7w™, de
un cuerpo rigido m tomando como sistema de referencia a un cuerpo rigido j, y un vector arbitrario
B fijo a m cuya orientacién, con respecto a este, es invariante.

Proposicién 2.1. Sean m y j dos cuerpos rigidos, 7w™ es la velocidad angular de m respecto de j
si, y sélo si para todo vector arbitrario 8 fijo en el cuerpo rigido m, vea Figura 2.3, se cumple que,

il

o =W x (2.4)

Figura 2.3: Vector 3 fijo al cuerpo rigido m.

Prueba. Suponga que w™ estd dada por la ecuacién (2.3), sea B un vector arbitrario fijo en el
cuerpo m, y sea {by, be, b3} una base ortonormal y a derechas fija en el cuerpo m, entonces

B = B1b1 + B2ba + B3bs (2.5)

donde (1, B2 v B3 son escalares constantes. Debe notarse que

. idby Idbs Jdby
Jwmxb, = |(bj—=-by3+by—=-b1+bs——-b b
w' X 01 <1dt 3+2dt 1+3dt 2>><1
Idbs Jdb,
= —b3—=-b;+b,—— b 2.6
T (2:6)

Simplificando la ecuacién anterior se obtiene el siguiente resultado,

Jdby

jwm X b1 = 7dt

2.7)

De manera semejante,



2.2. ECUACIONES DE VELOCIDAD.

I dbs
Jw™ X by = —= 2.8
w™ x g (2.8)
y
Jdbs
Jw™ x by = —— 2.9
w™ x 7 (2.9)
Entonces
. Idby idb idby
Jw™ x ﬁ = <b1 at b3 + b2 7 3 b1 + b3 at > X (ﬁlbl + ﬁzbg =+ ﬁgbg)
idb
= b (51dtl ~by + 3272 by + 5373 b1>
Jdb db Idb
+ b <ﬁ1dtl b2+52 2 b2+53 3. 2>
idb
+ b3 (&dtll 3+522'b3+533'b3>
idp idg3 idp3 1dp
= by|—-0b b -b b -by )| = — 2.1
1<dt 1>+ 2<dt >+ 3<dt 3) i (2.10)
En la direccién opuesta, suponga que para todo vector 3 fijo en m se tiene que
jdﬁ
J -~ 2.11
W x B = (211)
entonces en particular,
- idb;
Tw™ x b; = 7 para 1=1,2,3 (2.12)
Suponga que,
Tw™ = w1b1 4+ waoby + wsbs, (2.13)
entonces
- idb
w1 = (me X b2> b3 dt2 . b3,
. idb
w2:<jwm><b3>-b1 W:g b1
y
Cm idb,
w3 = (Jw X bl) bg dt ‘bg.
Por lo tanto
Jdby Idbs Idby
=b;——=-b3+0b by +bs—— b 2.14
1~ bs b= b+ by — = - b (2.14)
[ |



2.3. EQUIVALENCIA ENTRE ESTADOS DE VELOCIDAD.

2.3. Equivalencia entre estados de velocidad.

Es preciso establecer condiciones necesarias y suficientes para que dos posibles representaciones
de un estado de velocidad sean equivalentes. Desde un punto de vista tedrico la respuesta es simple:
Dos representaciones definen el mismo estado de velocidad de un cuerpo rigido si, y solo' si,
la velocidad de cualquier punto fijo en el cuerpo rigido, calculada a partir de las dos diferentes
representaciones es la misma. Desde un punto de vista analitico, la respuesta a esta pregunta
estd dada por la siguiente proposicién.

Proposicion 2.2. Sea m un cuerpo rigido el cual se observa desde otro cuerpo rigido o sistema de
referencia j. Mas aun, sea O y O* un par de puntos arbitrarios fijos en el cuerpo m. Entonces, dos
representaciones del estado de velocidad del cuerpo rigido m con respecto al cuerpo rigido j tienen
la forma

UO UO*
definen el mismo estado de velocidad si, y solo si,
Jom = It =J™ y Tol, :jvg+jwmxro*/0. (2.16)

Prueba. Sea P un punto arbitrario perteneciente al cuerpo m, entonces dos posibles representa-
ciones del estado de velocidad del cuerpo rigido m con respecto al cuerpo rigido j son

. jw{” o ng”
JVO = . y JVO* = .
Tod Tvd.

definen el mismo estado de velocidad si, y solo si, para cualquier punto P, la velocidad del punto
P obtenida de las dos representaciones es la misma. Por lo que,

ij/O = ]’UO +3w1 X ’l"p/o = ]’UO* +Jw2 X TP/O* = ij/O*'
Ahora, como P puede ser cualquier punto sobre el cuerpo, entonces se toma P = O, por tanto
Tvg =7vhe +wy' X o0~ (2.17)
De manera similar, si se toma P = O* se tiene que
Tvge =7vg + 7wl X To- 0. (2.18)
Restando la ecuacién (2.18) a la ecuacién (2.17), se obtiene

i, ,m i, m
—]wl XTO*/O :JUJQ Xro/o*

<jw’1”—jw§”> XTox/0 = 0.

'La palabra solo tanto cuando es adverbio y equivale a solamente (Solo llevaba un par de monedas en el bolsillo)
como cuando es adjetivo (No me gusta estar solo) no deben llevar tilde segin las reglas generales de acentuacién, para
mayor informacién consulte la pdgina web oficial de la Real Academia Espaifiola https://www.rae.es/consultas/el-
adverbio-solo-y-los-pronombres-demostrativos-sin-tilde.



2.4. TEOREMA DE CHASLES INFINITESIMAL.

Dado que O y O* son arbitrarios, la inica posibilidad restante es que
Tt — Il =0

por lo tanto ‘ ' ‘
Tl =Jwi =™ (2.19)
Este resultado también implica que la velocidad angular de un cuerpo m observado desde un cuerpo

j es una propiedad del cuerpo. Mas aun, después de esta equivalencia de velocidades angulares,
ecuacién (2.18) se transforma en la condicién restante:

Tvg. =Tl +7w™ X Tox 0. (2.20)

Entonces es posible establecer la siguiente definiciéon:

Definicion 2.2. Sean ,
Tt

v = [ jwﬂ (2.21)

Jyvm —

. y VO* == [
Jqym Jaym
’Uo ‘| ’UO*

dos representaciones del estado de velocidad de un cuerpo m, observado desde un sistema de
referencia j. Se dice que los estados de velocidad son equivalentes si, y solo si,

i, m i, m i, m P j 0y 1T 4T
]wl :JWQ :]w y JUO* :]UO +jw XTO*/O. (222)

2.4. Teorema de Chasles infinitesimal.

Una vez conocido el concepto de estado de velocidad, el concepto de tornillo infinitesimal se
introduce en la presente seccién.

El Teorema de Chasles establece que todo desplazamiento Euclideo es equivalente a un des-
plazamiento de tornillo; es decir, una rotacién alrededor de un eje y una traslacién a lo largo del
mismo eje, este eje se conoce como el eje instantaneo del tornillo, ISA por su abreviacién en inglés
Instantaneous Screw Awis.

Entonces, una representacion del estado de velocidad de un cuerpo rigido m, tal como se observa
desde un sistema de referencia j, sometido unicamente a traslacion; es decir la 7w™ = 0 al no tener
rotacion respecto del sistema de referencia j, se escribe de la forma

) 0
IV = L‘v?} (2.23)

Por otro lado, si el cuerpo m esté sometido tinicamente a rotacién, una representacion de su estado
de velocidad, tal como se observa desde j se escribe de la forma

v = |7 2 e (2.24)
F Jup | T rpio x 8™ '
donde O es el origen de un sistema coordenado fijo en el sistema de referencia j.
El caso mas general ocurre cuando el cuerpo m estd sometido a un movimiento de tornillo; en
este caso, una representacién de sus estado de velocidad, tal como se observa desde j, se escribe de
la forma

10



2.5. EL ALGEBRA DE LIE, SE(3), DEL GRUPO EUCLIDEO, SE(3).

) jwm jsm
V=1 = jw A , 2.25
P ]Ugb J¥m 'r'P/O w Jgm +jhmjsm ( )

donde O es el origen de un sistema coordenado fijo en el sistema de referencia j y jhp, es el paso
del tornillo, dado por
jvgb LJm

) N—
Jrem 2
i%m

2.5. [El Algebra de Lie, se(3), del grupo Euclideo, SE(3).

La teoria de tornillos se sustenta bajo un principio simple, en el que la velocidad instantanea
a la cual estd sujeto un cuerpo rigido puede expresarse por la rotacién alrededor de un eje y
una traslacién a lo largo del mismo. La combinacién de estos movimientos es conocida como el
desplazamiento espacial del tornillo, o twist en inglés, Hunt [32].

Definicién 2.3 Algebra de Lie, se(3). Es el conjunto de todos los posibles estados de velocidad
V' que puede tener un cuerpo rigido cuando se observa desde un sistema de referencia arbitrario.
El algebra de Lie, se(3), del grupo Euclideo, SE(3), es un algebra real y sus elementos estén dados
por

V=2 (s;rp/o X s+ hs) =\ = (w,vp/0)- (2.26)

Es de conocimiento general, vea Rico [31], que el dlgebra de tornillos es isomérfica con el dlgebra
de Lie, se(3), del grupo Euclideo. La representacién de la ecuacién (2.26) se obtiene mediante el
producto escalar A$, donde X\ € R, esta asociada a la magnitud de la velocidad del par cinematico.

Ademis, considere que s € R3, con |s| = 1, es el vector posicién de un punto arbitrario ubicado
sobre L asociada al eje del tornillo, rp,o € R3 es el vector posiciéon de un punto arbitrario ubicado
sobre L y que se mide con respecto a un sistema coordenado previamente establecido, h € R, es el
paso del tornillo, w es la velocidad angular del cuerpo rigido y vp,o es la velocidad de un punto P
unido rigidamente a este cuerpo. Estos pardmetros geométricos asociados a un tornillo se muestran
en la Figura 2.4.

El élgebra de Lie, se(3), del grupo Euclideo, SE(3), requiere de tres operaciones. Considere que
YV Vo,, Vo2, Vos € se(3), y ¥V A1, A2, A3 € R, todos ellos arbitrarios.

1. Adicién.
VOl + V02 = (wl; vOl) + (wQ;vOz) = (wl + w2;v0, + UOQ) (2'27)

2. Multiplicacién por escalar.
Vo, = A(wi;v0,) = (Awr; \vo,) (2.28)
3. Producto de Lie.
Vou, Vo,] = [(wi;v0,) , (w2;v0,)] = (w1 X wa;wi X vo, — w2 X V0, ) - (2.29)

Se puede probar que las operaciones de adiciéon y multiplicacién por escalar definen un espacio
vectorial real. Sin embargo, para representar un algebra, sus elementos deben estar cerrados con
respecto al producto de Lie. En adicién, el producto de Lie satisface las siguientes propiedades.

11



2.6. SUBESPACIOS Y SUBALGEBRAS DEL ALGEBRA DE LIE, SE(3).

X

Figura 2.4: Pardmetros geométricos asociados a un tornillo infinitesimal.

1. Bilineal: Lineal en la primera variable
P\lVOl + )\2VOQ7 VOg] - Al [V017 VOg] + )\2 [V027 VOg] )
y, lineal en la segunda variable

[VO1 3 )‘QVOQ + )‘3V03] - >\2 [VOU VOz] + )\3 [VOU VOS] .

2. Antisimétrico.
[VON VO2} = - [VO27 VOl] .

3. Identidad de Jacobi.
[Vou: [Vo,, Vo]l + [Vos, [Vou, Vo, ]| + [Vo., [Vos, Vol = 0.
Sin embargo, debe notarse que, en general, el producto de Lie no es asociativo.

[V017 [VO2? VO3H # [[V017 VO2] ) VO3]

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

En toda algebra hay dos subconjuntos con propiedades especiales conocidas como subespacios
y subdlgebras. En el caso del algebra de Lie, se(3), del grupo Euclideo, SE(3), estas estructuras
son fundamentales para el andlisis de la movilidad de mecanismos, formados por cuerpos rigidos y

flexibles.

2.6. Subespacios y subélgebras del algebra de Lie, se(3).

En esta seccion se definen las estructuras algebraicas més importantes desde el punto de vista

de movilidad del dlgebra de Lie, se(3).

12



2.7. SUBALGEBRAS DEL ALGEBRA DE LIE, SE(3), DEL GRUPO EUCLIDEO, SE(3).

Definicién 2.4 Subespacio del dlgebra de Lie, se(3). . Un subconjunto V' del dlgebra de Lie,
se(3), de un espacio vectorial denotado por V' C se(3) se dice que es un subespacio del dlgebra de
Lie, se(3), tal que V' < se(3), si V es por si solo, un espacio vectorial con las operaciones de adicién
y multiplicaciéon por escalar; es decir, si se satisfacen las siguientes propiedades.

Vo, + Vo, €V VVp,, Vo, €V, (2.35)

AVo, €V VYV, €V, VAER. (2.36)

Definicién 2.5 Subdlgebra del dlgebra de Lie, se(3). Un subconjunto A del algebra de Lie,
se(3), denotado por A C se(3), es una subdlgebra del dlgebra de Lie, se(3), tal que A < se(3) si el
subconjunto es un subespacio vectorial, que ademds, estd cerrado respecto al producto de Lie; es
decir, si se satisface la propiedad adicional.

[Vol, VOQ] €A VV'OI,V'O2 € A. (2.37)

Con estas definiciones es evidente que todas las subdlgebras son subespacios, sin embargo no
todo subespacio forma una subalgebra.

2.7. Subdlgebras del algebra de Lie, se(3), del grupo Euclideo,
SE(3).

La Figura 2.5 muestra la clasificacién de las subélgebras del dlgebra de Lie, se(3), del grupo
Euclideo, SE(3), y sus relaciones de inclusion. Esta clasificacion se organiza con base en la dimensién
de las respectivas subdlgebras. El dlgebra de Lie, se(3), tiene una subdlgebra trivial, dibujada con
un contorno color azul, dada por el conjunto formado exclusivamente por subconjunto vacio, {0},
y una subdlgebra impropia, dibujada por un contorno color verde, la cual esté constituida por toda
el dlgebra de Lie, se(3), y tiene una dimensién igual a seis. Finalmente, en la Figura 2.5 también
se ilustra mediante contornos de color rojo aquellas subdlgebras que son conmutativas.

La descripcién de las subdlgebras del algebra de Lie, se(3), del grupo Euclideo, SE(3), se
presenta a continuacion siguiendo la notacién establecida por Hervé [33], Pérez-Soto [34] y Tadeo-
Chévez [35].

2.7.1. Subdlgebras del algebra de Lie, se(3), de dimensién uno.

» Subalgebra t,,, prismatico. Representa los estados de velocidad producidos por una tras-
lacién a lo largo de una linea cuya direccion arbitraria estd asociada al vector wq, tal que

tu, = {(0;00) | vo = Ay, w; €R} AER, |ug| =1}. (2.38)
= Subdlgebra, rp,,, revoluta. Representa los estados de velocidad producidos por la rotacién

alrededor de un eje fijo que pasa por un punto P. Para esta subdlgebra el eje de rotacion es
paralelo al vector w; de manera que

TPu, = {(Alul;)\lul X ro/p) | A1 € R; uy,mo/p € R3; |uy| = Liro/p cte.} (2.39)
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2.7. SUBALGEBRAS DEL ALGEBRA DE LIE, SE(3), DEL GRUPO EUCLIDEO, SE(3).

Figura 2.5: Subélgebras del dlgebra de Lie, se(3), del grupo Euclideo, SE(3).

» Subdlgebra hp,, ,, helicoidal. Representa los estados de velocidad producidos por un par
de tornillo, es decir, una rotacién alrededor de un eje fijo paralelo a la direccién uw; que pasa
por el punto P, ademas de un desplazamiento traslacional producido por su paso p en la
misma direccion.

hpaunp = { (At Aiwr x rop) | p, AL € R ug, ro/p € R |uy| = 1ip,7o)p ctes.}  (2.40)

2.7.2. Subdlgebras del dlgebra de Lie, se(3), de dimensién dos.

= Subalgebra ttl, traslacion plana. Representa los estados de velocidad producidos por
traslaciones arbitrarias en un plano perpendicular al vector wq, tal que

th;IZ{(O;’Uo) | ’UO:>\2’U/2+)\3'UI3;U2,U3€ R3;/\g,)\3€ R; ”u,2| = "LL3’=1,’LL1-’U2 :ul-u3:0} .
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2.7. SUBALGEBRAS DEL ALGEBRA DE LIE, SE(3), DEL GRUPO EUCLIDEO, SE(3).

» Subdlgebra Cp,,, cilindrico. Representa los estados de velocidad producidos por una
rotacién alrededor de un eje fijo paralelo a la direccién w; que pasa por un punto P, mas una
traslacién en la misma direccion.

Cpru, = {(Alul;)\lul X To/p +)\2u1) | A1, A2 € Ryug,mo/p € R3; ju, | = Liro/p cte.}

2.7.3. Subdlgebras del dlgebra de Lie, se(3), de dimensidn tres.

» Subdlgebra t,, u, u;, traslacién espacial. Representa los estados de velocidad producidos
por traslaciones espaciales de un cuerpo rigido, tal que

tuusus = {(0300) | vo € R?}, (2.41)

donde w1, us, w3 forman un conjunto linealmente independiente. Es importante notar que a
diferencia de las restantes subalgebras, solo hay una subdlgebra de traslaciones espaciales.
Ademas, esta subalgebra es un ideal del dlgebra de Lie, se(3).

» Subalgebra g¢,,, movimientos planos. Representa los estados de velocidad producidos
por traslaciones arbitrarias en un plano perpendicular al vector u, ademés de una rotacién
paralela a esta direccion, tal que

gur = {(Mursdiun x rosp + Aaug + Agug) | Ar, Ao, A3 € Ryug, us, us, mop € R?,
[ur] = ug| = Ju1| = 1; uy -ug =uy -uz =0; ro/p Cte-}

= Subalgebra sp, esférica. Representa los estados de velocidad producidos por rotaciones de
un cuerpo rigido alrededor de un punto fijo O.

SO = {(L«J;U)X’I"O/p) |Ld,’l’o/p€R3, To/p Cte.} (242)

= Subdlgebra y,, ,, traslaciéon plana de un desplazamiento helicoidal. Representa los
estados de velocidad producidos por traslaciones arbitrarias de un cuerpo rigido en un plano
perpendicular a w1, ademas de un movimiento de tornillo paralelo a uy; es decir los estados
de velocidad producidos por traslaciones perpendiculares al vector u; y un movimiento de
tornillo paralelo a w;.
Yurp = { (M1 Mur X0, p+A1pus +Aotia+Azus) | A1, Ao, A3, p € Ry ug, ug, ug, ro/p € RY,

lut| = |uz| = |uz| =1; w1 - uz = ug - ug =0; D,To/P cte.}

2.7.4. Subdlgebras del dlgebra de Lie, se(3), de dimensién cuatro.

» Subalgebra z,,, Schonflies. Representa los estados de velocidad producidos por traslacio-
nes espaciales de un cuerpo rigido, que ademas, es libre de rotar alrededor de cualquier eje
paralelo a u;.

Ty = { (Aow1; Aou1 X 7o p+A1pus +Aotia+Asus) | Mo, Aty A2, As € Ry ug, ug, us, ro/p € R,

lu] = |ug| = Juz| =1; ui-up =u; - uz =0; D:To/P cte.}
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Capitulo 3

Espacios ortogonales reales y sus
espacios duales

El propésito de este capitulo es presentar una serie de conceptos y resultados que juegan un
papel importante en la cinematica de los cuerpos rigidos. La mayoria de los resultados pueden
encontrarse dispersos en la literatura especializada, por ejemplo, vea [36], [37] v [38]. Este capitulo
es una extension, anadiendo algunos ejemplos y proposiciones, del capitulo 3 de la tesis presentada
por Rocha [29]. Ademés se muestran propiedades de la forma de Klein una de las dos formas
simétricas bilineales del algebra de Lie, se(3), y de la correlacién asociada a la forma de Klein y
como esta correlaciéon puede aplicarse para la sintesis de dispositivos de posicionamiento flexible.

3.1. Definiciones y elementos invertibles.

En esta seccién se hace una presentacién del concepto de un espacio ortogonal X en términos
de la extensién del concepto de producto escalar también llamado forma simétrica bilineal, en un
espacio vectorial real X.

Definiciéon 3.1 Forma simétrica bilineal. Una forma simétrica bilineal en X es un mapeo
bilineal que se define como:
XxX—R (a,b)—a-b

tal que la forma es simétrica

(a,b)=a-b=b-a=(a,b) Va,beX

Ya que el mapeo es bilineal, se deben cumplir las siguientes condiciones:

(n1a1 + poaz,b) = pi(ay, b) + pz(az,b),
(@, p1by + p2bo) = pi(a, by) + po(a, by).

Puesto que el espacio vectorial es real, y el mapeo tiene como imagen el campo de los nimeros
reales, la forma simétrica bilineal se llama real. Sélo se consideraran aqui formas simétricas bilineales
reales.
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3.1. DEFINICIONES Y ELEMENTOS INVERTIBLES.

Definicion 3.2 Forma cuadratica. La forma cuadratica asociada con una forma simétrica bilineal
es el mapeo definido como:
X—R a—a-a=(a,a).

Esta definiciéon implica que una forma simétrica bilineal define, de manera tnica, una forma
cuadratica. El siguiente resultado muestra que una forma cuadratica define de manera tnica una
forma simétrica bilineal.

Proposiciéon 3.1. Una forma simétrica bilineal real esta inicamente definida por su forma cuadrati-
ca.

Prueba. Sea (a — b) € X entonces

(a —b,a—b)=(a—b,a)— (a—b,b)=(a,a)— (b,a) — (a,b) + (b,b)
= (a,a) —2(a,b) + (b, b);

por lo tanto
1
(a’ab) = 5[(‘170’) + (b7 b) - ((1 —b,a— b)]
quedando asi probado.

Corolario 3.1. La forma simétrica bilineal es el mapeo cero si, y solo si, su forma cuadratica es el
mapeo Cero.

Prueba. Suponga que la forma cuadratica es el mapeo cero, entonces
(c,e)=0 VeceX
considere ahora a,b € X arbitrarios
(a,b) = 5 [(@,a) + (b,b) ~ (a—b,a—b)] = 5[0+0+0] =0
entonces se ha probado que la forma simétrica bilineal es el mapeo cero; es decir
(a,b) =0 Va,beX
Por el contrario, suponga que la forma simétrica bilineal es el mapeo 0, entonces se tiene que
(a,a) =0 VaeX

y se ha probado que la forma cuadratica es el mapeo cero. |

Definiciéon 3.3. Dos elementos a, b € X se dice que son mutuamente ortogonales si
(a,b) =a-b=0.
Dos subconjuntos A, B C X se dice que son mutuamente ortogonales si
(a,b)=a-b=0 VacA VbeB

Posteriormente, este concepto de ortogonalidad se extendra a subespacios de un espacio ortogonal.
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3.1. DEFINICIONES Y ELEMENTOS INVERTIBLES.

Definicion 3.4. Un espacio vectorial real X, equipado con una forma simétrica bilineal real, sera lla-
mado espacio ortogonal real. Cualquier subespacio vectorial W, de un espacio ortogonal X, es un
subespacio ortogonal de X bajo la restriccion sobre W x W de la forma simétrica bilineal de X.

Ejemplo 3.1. Considere un espacio ortogonal R3 bajo el producto escalar usual.
R3xR* — R (a,b) =a; by + azbs + a3 bs
Considere Px_y < R3, un subespacio de R3, es decir:
Px_y ={(a1,a2,a3)|as = 0} = {(a1, a2,0)|ai,as € R}
Sean ¢ = (c1,¢2,0), d = (dy,d2,0) € Px_y arbitrarios. Entonces

(C,d):Cld1+02d2—|—0-0201d1+62d2 (31)

Por lo que Px_y es por si solo un espacio ortogonal.

Definicién 3.5. Un espacio ortogonal X se dice que es positivo-definido (positivo-semidefinido) si,
para todo vector a diferente de cero!

aceX (a,a)>0 ((a,a)>0).

De manera semejante, el espacio ortogonal se dice que es negativo-definido (negativo-semidefinido)
si para todo vector a diferente de cero

acX (a,a)<0 ((a,a)<0).
Ademsds, un espacio ortogonal se dice que es indefinido si existen a,b € X tal que
(a,a)>0 y (bb) <O.

Finalmente, un espacio ortogonal cuyo producto escalar o forma simétrica bilineal es el mapeo
cero se dice que es isotrépico, y un espacio ortogonal que es la suma directa de dos subespacios
isotrépicos se dice que es neutral.

Ejemplo 3.2. Considere R? bajo la forma simétrica bilineal estdndar, es decir, el producto escalar
o producto punto.
(a,b) =a-b=a1b; +asbs +asbs

Entonces, la forma cuadrética en el espacio ortogonal estd dada por

q(a) = (a,a) = a1 + as® + as®

!Puesto que la forma simétrica es bilineal, entonces para

0eX (0,0) = (0a,0b) =0(a,b)=0. Va,beX

18



3.1. DEFINICIONES Y ELEMENTOS INVERTIBLES.

Este espacio ortogonal es positivo definido.
Considere
gla) = (a,a) =a*+ax* + a3’ >0 VaeR®

ademas
gla)=0 <= a=a3=a3=0 <= a=0.

Ejemplo 3.3 Forma de Killing. Considere el espacio ortogonal formado por se(3) con la forma

de Killing.
(55} w9
(wl $1,w2 $2) = s = Wi W3
V0, VO,

La forma cuadratica asociada a la forma de Killing esta dada por

w1 w1
(w1$1,w1$1):<[ ],[ ])Zwl'w1=w112+w1y2+w1z2

Vo, V0O,
Entonces el espacio ortogonal formado por se(3) y la forma de Killing es positivo semidefinido.
Considere w; $; € se(3) arbitrario.

(w1 $1,w1 $1) = w1z2 + W1y2 + w122 >0 V w $ e 86(3)

(oo L ) =00 e 2] 2o}

Por lo tanto, se(3), junto con la forma de Killing constituye un espacio ortogonal positivo
semidefinido.

Sin embargo considere

Definicién 3.6. Un a € X se dice que es invertible, también llamado no nulo, si (a,a) # 0. El
elemento

se llama inverso de a.

Proposicién 3.2. Todo espacio ortogonal real no isotréopico tiene elementos invertibles.

Prueba. Suponga que X es un espacio ortogonal real no isotrépico, entonces, por la Definicién 1.5
la forma simétrica bilineal no es cero y por el Corolario 1.1 la forma cuadratica en X es también
diferente de cero.

Por lo tanto, existen a € X, tal que

(a,a) #0

y a € X seria invertible. |
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3.1. DEFINICIONES Y ELEMENTOS INVERTIBLES.

Proposicién 3.3. Sea a € X invertible; entonces, para algunos p € X, (pa, pa) = +1.
Prueba. Sea a € X invertible; entonces,
(1@, pa) = 1i*(a, a). (3.2)

Puesto a es invertible, entonces (a,a) # 0. Por lo tanto, la ecuacién (3.2) tiene dos posibles
soluciones

(na,pa) = p*(a,a) =1 o (ua,pa)=p*(a,a) = -1

Ejemplo 3.4. Considere el espacio ortogonal R? con la forma simétrica bilineal usual
(a,b) = a1 by + azba + as bs
Entonces a = (1, —1, 1) es invertible pues
(a,a) = ((1,-1,1),(1,-1,1)) = 12 + (-1)> + 12 =3 #0

entonces a,, se define como

= (Z,a) - (17\_/;1) - (13_1313>

Pues

1 1 1
Gy, a,) = |—(1,-1,1)| - |—=1,-1,1)| == [(D)?+ (-1)?+(1)?*| =1
Ejemplo 3.5 Forma de Killing. Considere el espacio ortogonal se(3) con la forma de Killing.

Considere
wll - [ (li + 1k)
l

$, =
Pt [vol 3i — 55 + 6k)

w1 $1 es invertible pues

w1 w1 . .
(w1$1,w1$1):<[ ‘|,[ ]):wl-wl:(1z+1k)-(1z+1k:):1+1:2
Vo, V0O,
Entonces el tornillo unitario (w1$1), respecto a la forma de Killing se define como
1, 1
w1 $ Hit 5k
(W181)y = e = [3 V2V k‘]
(w181,w181) BRIty

Proposicién 3.4. Si a y b son elementos invertibles de un espacio ortogonal X, y (a,a) = (b,b),
entonces a + b y a — b son mutuamente ortogonales, y a + b o a — b es invertible.
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3.2. CORRELACIONES LINEALES Y ESPACIOS DEGENERADOS.

Prueba. Primeramente considere que
(a+b,a—b)=(a,a—b)+ (ba—b)=(a,a)— (a,b) + (b,a) — (b,b)
= (a,a) — (b,b) =0
Por lo tanto, @ + b y a — b son ortogonales. A continuacién considere
(a+b,a+b)+(a—b,a—b)=(a,a)+2(a,b)+ (b,b)+ (a,a) —2(a,b) + (b,b)
=2(a,a)+2(b,b) =4(a,a).

Puesto que (a,a) # 0, entonces (a + b,a + b) y (a — b,a — b) no pueden ser ambos cero; en
consecuencia, por lo menos uno de ellos debe ser invertible. |

3.2. Correlaciones lineales y espacios degenerados.

En esta seccién, se presentardan los conceptos de correlaciones lineales y espacios ortogonales
degenerados.

Definicién 3.7. Sea X un espacio vectorial real, con X como su espacio dual; es decir, X% es el
espacio vectorial constituido por todos los mapeos lineales de X al campo real R; estos mapeos se
denominan también funcionales lineales. Una correlacién lineal en X es cualquier mapeo lineal

o:X — X' o(x)=ax°
La imagen de @ bajo ¢ es un funcional lineal representado por . Una correlacion se dice que es
simétrica si
a’(b) =b"(a) Va,beX
Ejemplo 3.6. Considere R? como un espacio vectorial y R3% su espacio dual. La correlacién
o: R — R tal que o(z) =x° € R3*®

donde 7 : R? — R, donde la regla de correspondencia estd dada por

x?( ) =2x1( )1 — 3z2( )3 +5x3( )2
significa que Vy € R3
x7(y) = 2x1y1 — 3T2Y3 + Sx3Y2
pruebe que es lineal pero no simétrica.
Primeramente se debe probar que o : R? — R3L es lineal; es decir, es necesario probar que la
transformacién o mapeo es:
Aditiva. (x +y)? =z +y°
(o +9)°( ) = (201 +200)( )1 — Brz +32)( ) + (s +5u)( )2
= [221( )1 — 3z2( )3 +523( )2] + [2y1( )1 — 3y2( )3 +5ys( )2l =27( ) +y7()
Homogénea. o(Ax) = (A\x)? = A\[z?]
(Az)7( ) = [2(Az1)]( )1 — [B(Az2)]( )3 + [5(Az3)]( )2
= A2z1( )1 — 3w2( )3+ bxa( o] = Az7( )

Es necesario ahora probar que x es aditiva y homogénea; es decir, que ° es un funcional lineal.
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3.2. CORRELACIONES LINEALES Y ESPACIOS DEGENERADOS.

Aditiva. Para todo y, z € R3

y+2z=(Y1.v2,y3) + (21,22, 23) = (y1 + 21,2 + 22, Y3 + 23) (3.3)

Entonces,
x7(y + z) = 221(y1 + 21) — 3w2(y3 + 23) + 5x3(y2 + 22)
= (2z1y1 — 3x2y3 + 5x3y2) + (221 21 — 3w223 + 5z 22) = 27 (y) + 27 (2).

Homogénea. Para todo y € R, A € R

AY = Ay1,y2,¥3) = (Ay1, Ay2, Ays) (3.4)

Entonces,
x7(A\y) = 221 (A\y1) — 3x2(Ay3) + bzs(Ay2) = M(221 y1 — 3z2y3 + Sz ya) = Az (y).

Por lo tanto 7 es lineal y 2% € R3%. Sin embargo, la correlacién no es simétrica, pues

x?(y) = 2z1y1 — 3x2ys + Hx3Y2

mientras que
Y’ (x) = 2y171 — Y23 + SysT2.

Por lo que, en general

z’(y) # y° (z)

Proposicién 3.5. Cualquier correlacion simétrica lineal o induce una forma simétrica bilineal en
la siguiente manera

(a,b) = a°(b) = 1" (a).

Reciprocamente, cualquier producto escalar (a, b) induce una unica correlacién simétrica, esto es
el mapeo a — a?, donde el funcional a® es definido por

a’(b) = (a,b) Va,beX.

Prueba. Suponga que o es una correlacién simétrica lineal, y sea a,b € X. Entonces ¢ define una
forma simétrica bilineal de acuerdo a

(a,b) = a’(b).
es suficiente demostrar que esta forma es simétrica y bilineal, considere que
(a,b) = a’(b) =b7(a) = (b, a),

la forma es simétrica. Sea by, by € X; entonces?
(a,by + ubs) = a?(by + pbs) = a’(b1) + a? (ub2) = (a,b1) + p(a, be)

la forma es lineal en su segunda variable.

2Puesto que la forma es simétrica, para probar su bilinealidad es suficiente probar que la forma es lineal en uno
de sus dos argumentos.

22



3.2. CORRELACIONES LINEALES Y ESPACIOS DEGENERADOS.

Suponga que (a,b) es una forma simétrica bilineal en X, defina la correlacién o : X — XF
como o(a) = a” donde a’ es definida como

a’(b) = (a,b).
Ya que la forma es simétrica bilineal, entonces
a’(b) = (a,b) = (b,a) =7 (a),
v la correlacién es simétrica. Puesto que la forma es bilineal, entonces
a’(by + pb2) = (a, by + ubs) = (a, by) + p(a, bs) = a°(b1) + pla(b2)].

muestra que la correlacion es lineal.
De esa manera el mapeo a’ es un funcional lineal. Queda demostrar que o es lineal. Considere
que
(a1 + paz)’(b) = (a1 + paz, b) = (a1,b) + p(az, b) = ai(b) + pa3 (b).

Este ultimo resultado completa la prueba. |

Un espacio lineal real X con una correlacién o es llamado espacio vectorial real correlacionado.

Puesto que, por el teorema anterior, cualquier espacio real ortogonal tiene una correlacién
simétrica inducida, cualquier espacio real ortogonal puede considerarse como un espacio vectorial
real correlacionado, donde la correlacién es, ademas, lineal y simétrica. El resultado opuesto también
es cierto.

El siguiente resultado requiere que el espacio vectorial involucrado sea finito dimensional. Esta
es la clase de espacios vectoriales que es importante en el estudio del Algebra de Lie, se(3), del
grupo Euclideo, SFE(3). Sin embargo, algunos de los resultados son también validos para espacios
vectoriales infinito dimensionales.

Ejemplo 3.7 Correlaciones en R? y en se(3). Considere R? como espacio ortogonal bajo el
producto escalar usual
(a,b) = a1b; + axbs + azbs

Determine la correlacién o : R® — R3L asociada al producto escalar
o(a) =a’ a’ :R3—R
a’( ) =ai( )1+az( )2 +as( )s

Considere se(3) como un espacio ortogonal bajo la forma de Killing

Kz'(vl,vz):Kile] , [wQD — Wy W

VO, VO,

L

Determine la correlacion og; : se(3) — se(3)" asociada a la forma de Killing,

oki(Vi) = VK VK se(3) — R

V'IO'Ki("/'Q) = wig(wog) + wly(WQy) + w1z (w2z)
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3.2. CORRELACIONES LINEALES Y ESPACIOS DEGENERADOS.

Definiciéon 3.8. Sea X un espacio ortogonal real finito dimensional con correlacién inducida o.
Puesto que ¢ : X — XZ, y dimX = dimX’, entonces o es inyectiva si, y solo si, o es biyectiva. Si
o es biyectiva, entonces el espacio ortogonal, su forma simétrica bilineal, su forma cuadratica y su
correlacion se dice que son no degenerados o no singulares. Si, por el otro lado, ¢ es no biyectiva,
entonces ¢ es no inyectiva, y kero # 0. Entonces X, la correlacién o y la forma simétrica bilineal
inducida se dice que son degenerados, y el kernel o nicleo de o es también llamado el kernel o
niicleo® de X.

Proposicién 3.6. El nicleo de X es un subespacio vectorial, y contiene todos y cada uno de los
elementos X los cuales son ortogonales a X mismo.

Prueba. Primero, es necesario caracterizar explicitamente los elementos del nicleo de X. Una € X
pertenece a el nicleo de o si, y solo si, o(a) = a? es el funcional cero, es decir a?(x) = 0 para todo
x € X. Considere ahora a, b € kerX; entonces

ocla+b)=c(a)+ob)=a’+b"=0+0=0
de aqui que a + b € kerX. Similarmente, si u € R, entonces

o(pa) = po(a) = pa” = p0 = 0.

de aqui que pa € kerX, y kerX es un subespacio de X. Después, sea a € kerX; entonces o(a) =
a’ = 0, por lo tanto
a’(x)=(a,z) =0 VxeX

de aqui que a es ortogonal a todo X. Finalmente, suponga que a € X satisface que (a,x) = (a,x) =
0 Vzx € X; entonces
a’(x) =0 VzxeX

de aqui que a? es el funcional cero, y a € kerX. |

Ejemplo 3.8 Forma de Killing. Pruebe que la forma de Killing en el espacio ortogonal se(3) es
degenerada; es decir que la correlacién

oK : se(3) — se(3)F

asociada a la forma de Killing no es biyectiva y encuentre el kernel o niicleo de se(3) como espacio
ortogonal bajo la forma de Killing.

Puesto que dim se(3) = dim se(3)" para probar que og; : se(3) — se(3)” no es biyectiva
basta probar que og; no es inyectiva y encontrar el espacio nulo o kernel de og;

Vi € ker(ok;) <= VX" es el funcional cero

es decir
VK (Va) =0 V Vs e se(3)

Ahora bien
V7K (Vo) = wig(war) + wiy(way) +wiz(we:) =0 ¥V Vi € se(3)

3El nicleo es también llamado espacio nulo o radical.
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3.2. CORRELACIONES LINEALES Y ESPACIOS DEGENERADOS.

si y solo si
Wig = Wiy = Wiz = 0

Por lo tanto, el kernel o ntcleo de o; estd dado por

orxi ={Vi € se(3) | w1 =0} = { LJ(O)] Vo, €R3} # {0}

Por lo tanto: La correlacién o, el espacio vectorial se(3) correlacionado bajo o, el espacio
ortogonal se(3) junto con la forma de Killing son degenerados.
Otra manera de probar este resultado es la siguiente, considere la base de se(3) dada por

Bse(3) == {%17%27%37%47%57%6}
. Wiy 7 wly ] W1z k 0 0 0
N o'l o || o] VO, z ¥ ’ VOy J ’ V0,2 K
Las correlaciones asociadas a los elementos de la base, estan dadas por
V'UK2 (VQ) = (.L)lx((,UQx) + O(o.)zy) + O(LUQZ) =0 V We 56(3) <— wi, =0

VUKZ ( ) 0(&)296) +W1y(CL)2y) + 0( QZ) =0 V We 56( ) — wiy =0
(

Vig* (Vz) = 0(wag) + O(way) + wiz(w2z) =0 ¥V V€ se(3) <= wi. =0
K (Va) = 0(wag) + O(way) + 0(waz) =0V Vi € se(3)
Ki (Vo) = O(wae) + O(way) + 0(woz) =0V Vi € se(3)
V{é“ (Va) = 0(waz) + 0(way) +0(w2:) =0 ¥V V5 € se(3)

Por lo tanto,

ker(ok;) ={Vi € se(3) | w1 =0} = { L)(()) ]

vo, € Rg} # {0}

Ejemplo 3.9 Subalgebra so(3). Considere so(3) < se(3) por lo tanto so(3) junto con la forma de
Killing constituye también un espacio ortogonal. Determine si so(3) junto con la forma de Killing
es 0 no degenerado.

Ki:se(3) x se(3) — R Ki([wll,[w2‘|>:wl-WQ

VO, VO,

La restriccion de la forma de Killing a so(3) estd dada por

Ki:so0(3) x so(3) — R Kz([cgl],[u:)Q]) =W - wy

UKZ'(Vvl) = ‘/fKi ‘/fKi : 80(3) — R
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3.2. CORRELACIONES LINEALES Y ESPACIOS DEGENERADOS.

Considere la siguiente base de so(3)

Wizt Wiy J wi k
Bso = ) ) ={V s Vi » Vi

Las correlaciones asociadas a los elementos de las bases estan dadas por
VK (Vo) = wig(wag) + 0(way) + 0(waz) V' Vi € 50(3) <= wiz =0
VigKi (Vo) = 0(waz) + wly(wgy) +0(wey) YV Vi€ 50(3) <= wiy =0
V'l%m (Va) = 0(waz) + 0(w2y) +twiz(we) V Vo€ so(3) <= wi,=0

ker (O-Ki7so(3)) = { [“;1] Wig = Wiy = W1z = 0} = { [g] } — {0}

oK s inyectiva y por lo tanto biyectiva y so(3) junto con la forma de Killing constituye un espacio
vectorial ortogonal no-degenerado.

Corolario 3.2. Un espacio ortogonal positivo definido (negativo definido) es no degenerado.

Prueba. Sea X un espacio ortogonal positivo definido; entonces para todo no ceroa € X (a,a) >
0 de aqui que (@, a) # 0. Por lo tanto a?(a) # 0, y a? no es el funcional cero. Asi a ¢ kerX,y o es
inyectivo y biyectivo. La prueba para el espacio negativo definido sigue el mismo argumento. W

Proposicion 3.7. Sea A un conjunto finito de elementos mutuamente ortogonales e invertibles
de un espacio ortogonal real X. Entonces el subespacio vectorial generado por A, también llamado
como su espacio lineal, es un subespacio ortogonal no degenerado de X. Aqui, el subespacio vectorial
generado por A serd denotada por R[A].

Prueba. Sea x € R[A] arbitrario pero diferente de cero; entonces = 3 y;a;, donde a; € A, y al
menos un u; es diferente de cero. Puesto que los a;’s son invertibles, es posible definir

yZZMz’afl

Considere entonces

(@, y) = O miai, Yy pwa; ') = mai,y_ pilai, a;) ' a;)

Puesto que los a;’s son ortogonales (a;,a;) = 0 para ¢ # j. Entonces

(T.y) = pi(aia:) Hasa) =Y pui #0.
Asi @ ¢ kerR[A] y R[A] es no degenerado, como consecuencia ker R[A] = {0} |

Corolario 3.3. Para cualesquiera valores finitos p, ¢ el espacio ortogonal RP? es no degenerado.

Prueba. Considere la base trivial {ey, ..., ep, €pt1, ..., €p1q}; entonces

(ej,e;) =—1 paratodo i=1,...p

(e;,e;) =+1 paratodo i=p+1,...p+q

de aqui que los e;’s son invertibles y las condiciones del teorema anterior aplican. |
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3.2. CORRELACIONES LINEALES Y ESPACIOS DEGENERADOS.

Proposicién 3.8. Sea X un espacio ortogonal real finito dimensional, y sea X’ un complemento
lineal en X de kerX. Entonces X’ es un subespacio no degenerado de X.

Prueba. Suponga por contradiccién, que existe un € X’ diferente de cero tal que
(z,y) =0 VyeX

Ya que, por definicién de kerX, (z,z) = 0 para todo z € kerX, y X = kerX & X/, esta suposicién
implica que X' N kerX = {0} entonces Vw € X

(z,w)=(x,y+2)=(x,y) + (£,2) =0+0=0

donde y € X' y z € kerX por lo tanto x € X' y © € kerX N X'. Este resultado contradice la
suposicién que X = kerX @ X/ [ |
Ejemplo 3.10. Considere se(3) como un espacio ortogonal respecto a la forma de Killing

w1 w2
Ki(V1,V2):Ki<l ],l ])Zwrwz
V0O, VO,

Ya se mostré que este espacio ortogonal es degenerado que su nicleo o kernel esta dado por

ker (se(3), Ki) = {Vl _ laﬁ] 686(3)“*’1 :0} — {Vl _ [ 0 ]
V0O, V0,

pues para un Va € se(3) arbitrario

Ki(vl;vg):mq 0 1[“’2D —0-wy=0
’Uol ’1102

Un complemento lineal de ker(se(3), Ki) estd dado por

o] f}oer)

ker (se(3), Ki) N (se(3), Ki)" = {0}

vo, € RS}

(se(3), Ki)* = {V1 - [“’1]

’UO1

Note primeramente que

w1
Sea V| = [
V0,

] € ker (se(3), Ki) N (se(3), Ki)* entonces

w
1. v = [ 1] € ker (se(3),Ki) — w1 =0
Vo,

w1

2. Vi = [ ] € (se(3),Ki)" — vo, =0

VO,
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0
Por lo tanto, Vi = L]] = 0. Entonces la suma ker (se(3), Ki) @ (se(3), Ki)" es directa ademads,

dim ker (se(3), Ki) @ dim (se(3), Ki)* = dim se(3)
Por lo tanto, se ha probado que
ker (se(3), Ki) & (se(3), Ki)" = se(3)

y ademds (se(3), Ki)* es un complemento lineal de se(3) respecto de ker(se(3), Ki). Resta probar
que (se(3), Ki)* es un subespacio ortogonal no degenerado respecto a la forma de Killing.

La prueba es muy sencilla pues (se(3), Ki)* bajo la forma de Killing es un espacio ortogonal
positivo definido, sea

o w1 . ! w1 9
Vi € (se(3), Ki) —>V1:[O]; Kz(VLVﬂsz([(J,[(J):wl-w1:|w1| >0

y ademds Ki(V1, Vi) =0 siy sélo si w; = 0. Note ademas que (se(3), Ki)* = so(3).

3.3. Aniquiladores ortogonales.

En esta seccién se presenta el concepto de aniquiladores ortogonales de subespacios de un espacio
ortogonal. Este concepto es particularmente importante para el estudio de restricciones en cadenas
cinematicas y ensambles.

Definicién 3.9. Sea W un subespacio vectorial X, el aniquilador dual de W, denotado W, es el
subespacio del subespacio dual X que aniquila W; es decir
We={Bex"|Bw)=0 V weX}
Proposicién 3.9. Sea W un subespacio de un espacio vectorial X; entonces
dimW® = dimX — dimW.

Prueba. En una primera parte se probard que W€ es un subespacio de X¥. Es decir, se probard que
W estd cerrado con respecto a la adicién y multiplicacién por escalar. Sean 31, B2 € W. Sea
w € W arbitrario

Bi(w)=0 V weX Bo(w)=0 V weX

(B1 + B2)(w) = Bi(w) + Ba(w) =0 — B1 + B2 € WE

Ademss, el aniquilador dual esté cerrado respecto a la multiplicacién por escalar. Sea B; € W® y
sea A € R. Sea w € W arbitrario

(AB1)(w) = A [B1(w)] = A(0) =0 — ABy € W©

Los dos resultados implican que W@ < X%

28



3.3. ANIQUILADORES ORTOGONALES.

En una segunda parte se mostrara que dimX = dimXP’. Se tiene que
Bexl  B:X—R
Por lo tanto, del algebra lineal.

dimX¥ = (dimX)(dimR) = dimX (1) = dimX.

Finalmente suponga que dim(W) = n, dim(X) = m > n, pues W < Xy que By = {w;, ws, ..., w, }
es una base de W, un elemento arbitrario de W puede escribirse como A\jwi + Asws + ... + A\ w,
donde A1, Ag, ..., A\n € R son arbitrarios. Sea 8 € W se tiene que

0= ,3()\111]1 + dowsy + ... + /\nwn) = )\1,3(’11)1) + )\Qﬁ(wg) + ...+ )\n,B(wn)

puesto que A1, Ag, ..., A, son arbitrarios, la anterior condicién se reduce a

B(wy) = B(ws) = ... = B(w,) =0 (3.5)

Recordando que dim(X) = m > n, cada una de las ecuaciones representa una ecuacién lineal
en m variables y el conjunto de las ecuaciones representa un sistema de n ecuaciones lineales,
linealmente independientes en m incognitas. Por lo tanto, el conjunto solucién tiene dimension
m — n. Juntando estos resultados, se tiene que

dimW® = m —n = dimX* — dimW = dimX — dimW
[ |

Definicion 3.10. Sea W un subespacio ortogonal de un espacio ortogonal X, y sea o la correlacion
lineal inducida, entonces el aniquilador ortogonal de W, denotado por W, esta definido como

Wt =0 (W) ={zeX|o(x) e W}

Observacién. Puesto que o es un mapeo lineal entonces puede probarse que W es también un
subespacio. Ademds, en general, dimW+ > dimW® = dimX — dimW, y, en particular, dimW+ =
dimW® = dimX — dimW cuando ¢ es una inyeccién y por lo tanto una biyeccién.

Prueba. Puesto que o es un mapeo lineal W es también un subespacio. Se necesita probar que
Wt < X.
Sean
1 Q Q
x1, 2 € W- = o(x1) e W™ o(xe) €W

y puesto que W < XE. entonces
o(xy) + o(xy) € W (3.6)

Puesto que o es lineal
0'(131) + O'(mg) = a(acl + CCQ)

Lo cual implica que
x4y € W (3.7)

y el conjunto estd cerrado respecto a la adicién.
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De manera semejante, sea

x; € Wt = o(x) € W (3.8)
y puesto que W® < X entonces

Ao(x)) € W¢ (3.9)

Puesto que o es lineal
Ao(x1) = o(Axy)

por lo tanto

Az, € W (3.10)
y el conjunto estd cerrado respecto a la multiplicacién por escalar, y como consecuencia

Wt < X,

Proposiciéon 3.10 Caracterizacion de un Aniquilador Ortogonal. El aniquilador ortogonal
de W contiene todos y cada uno de los elementos de X que son ortogonales al subespacio completo
de W.

Prueba. Primero suponga que a € X es ortogonal a W, entonces o(a) € W® y o(a) = a tiene la
propiedad de que
a’(x)=(a,x)=0 V xecW entonces aec Wt

Suponga que a € X no es ortogonal a W, entonces existe al menos un € W tal que
0 # (a,7) = a’(a)

por lo tanto,
a® ¢ W¢ y a¢ Wt

Definicion 3.11. Sea X un espacio ortogonal real y W un subespacio de X con complemento lineal
Y; es decir X = W@ Y; si Y estd contenido en W entonces se dice que Y es un complemento
ortogonal de W en X. Una descomposiciéon de la suma directa X = W & Y se dice que es una
descomposicion ortogonal.

Ejemplo 3.11. Considere R* con la forma simétrica bilineal

(z,y) = 0z1y1 + T2y2 + T3y3 + Taya
Considere,

W:{(.’IT17070,0) |.’E1 GR}<R4 y Y:{(O)y27y37y4) ’?/27y37y4€R}<R4
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y ademads, como espacios vectoriales
RY=W4+Y y WnY={0} .. R'=WoY
Basta probar que Y < W+, Considere Bga = {e1,e2,e3,e4} una base de R*, entonces

W = [81] y Y = [62,63,64]

ademaés

y €Y estd dado por y = Ages + Azes + M€y

w W estd dado por w = \eg

donde A1, Ag, A3, A4 son arbitrarios,
(w,y) = (A1e1, A\ae2 + Azez + Ageq) = 0A1(0) + 1(0) A2 + 1(0) A3 + 1(0)A4 =0
Ahora considere € R?*, es decir, = (1, x2, 73, 24),
(w,z) = ((A\,0,0,0), (z1,z2,23,24)) = 0A1(x1) + 1(0)x2 + 1(0)z3 + 1(0)z4 = 0
Y\, x1, 2, T3, x4 € R
Por lo tanto W+ =R* y Y < W+ = W+ por lo tanto
WeyY=R
y Y es el complemento ortogonal de W en R*.

Proposicién 3.11. Sea W un subespacio lineal de un espacio ortogonal real finito dimensional X.
Entonces kerW = W N W+,

Prueba. Por definicién.
kerW={w|weW y (ww)=0 Vw €W};
entonces
kerW ={w |w e W}N{w | (w,w)=0 Vw €W},

Asi
kerW = W N W+,

Proposiciéon 3.12. Sea W un subespacio lineal de un espacio ortogonal real finito dimensional X.
Entonces X = W @ W+ si, y solo si, W es no degenerado; en este caso W+ es el tinico complemento
ortogonal de W en X.
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Prueba. Suponga que W es degenerado, entonces
{0} # kerW = W N W+

entonces la suma W + W no es directa. W 4+ W+ no satisface que W + W+ = X. Suponga que W

es no degenerado, entonces
{0} = kerW = W N W+

y la suma W @ W+ es directa. Falta probar que
We Wt =X

Por un lado
dimW® = dimX — dimW

dimW+ = dim [0 (W®)] > dimW® = dimX — dimW

o bien
dimW+ > dimX — dimW.

Sin embargo
dim(W + W) = dimW + dimW+ — dim(W N W) = dimW + dimW+ > dimX
Pero como W + W+ < X se tiene que
dim(W + W) < dimX

Por lo tanto,
dim(W + W) = dimX

Corolario 3.4. Sea a un elemento de un espacio ortogonal real X. Entonces X = (R[a]) @ (R[a])*
si y solo si, a es invertible.

Prueba. Si a es invertible
(a,a) #0
Considere pa € [a] arbitrario p # 0 donde p € R
(na, pa) = p*(a,a) # 0

de aqui que
kerla] = [a] @ [a]" = (Rla]) @ (Ra])" = {0}
Por lo tanto, a es no-degenerado y como conclusién
X = [a] ® [a]" = (R[a]) & (Rla])*
Si a no es invertible (a,a) =0, Vpu € R arbitrario
(ua, pa) = p*(a,a) =0 = [a] < [a]*
kerla] = [a] N [a]" = [a] # {0}

Por lo tanto [a] = (R[a]) es degenerado. [ |
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Proposicién 3.13. Sea W un subespacio de un espacio ortogonal real finito dimensional no dege-
nerado X. Entonces (W4)L = W.

Prueba. Sean w € W y w’ € W' arbitrarios, entonces
(w,w') =0

Ast que w € (W)L y W estd contenido en (W)L, Ademds, puesto que X es no degenerado,
entonces
dim(WH* = dimX — dimW+ = dimX — (dimX — dimW) = dimW

De esa manera (WH)t =W [ |

Corolario 3.5. Sea W un subespacio ortogonal no degenerado de un espacio ortogonal no dege-
nerado X, entonces W+ es también un subespacio ortogonal no-degenerado de X.

Prueba. Dado que W es no-degenerado, entonces W N W+ = {0}. Por la proposicién 3.13 se sabe
que W = (W)L, de esta forma

WtnWhHt =wtnw=wnw* = {0}

y W' es no-degenerado. |

3.4. Bases de espacios ortogonales.

En esta seccién se presenta el concepto de bases de un espacio ortogonal. Este concepto conduce
finalmente a la clasificacion de espacios ortogonales.

Teorema 3.1 Teorema de la base para espacios ortogonales reales. Un espacio ortogonal
real no degenerado finito dimensional X, con dimX = n > 0, es expresable como la suma directa
de n lineas ortogonales mutuamente no degenerados, estas lineas se conocen como subespacios
unidimensionales de X.

Prueba. Por induccidn, si dimX = n = 1, el espacio consiste de solo una linea, y por suposicion
la linea es no degenerada. Suponga que el teorema es verdadero para dimX = n y considere el caso
cuando la dimension es dimX =n + 1.

Puesto que el espacio es no degenerado, por la proposicién 3.13, existe un elemento invertible
a € X que define una linea no degenerada Rla], tal que

X = (Rla]) ® (Ra])*

Por el corolario 3.5 (R[a]) es también no degenerado y de dimensién n, de esa manera la
prueba se finaliza. |

Definicion 3.12. Un subconjunto linealmente independiente S de un espacio ortogonal real X
se dice que es un Subconjunto Ortonormal de X si dos elementos distintos de S son mutuamente
ortogonales, y la forma cuadréatica de cualquier elemento de S es igual a —1,0, o 1. Si S también
genera X, entonces S se dice que es una Base Ortonormal de X.
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Proposiciéon 3.14 Teorema de la base. Cualquier espacio ortonormal finito dimensional X tiene
una base ortonormal.

Prueba. Sea X' un complemento lineal de kerX respecto de X, es decir,

X = kerX ¢ X’

Es necesario probar que X’ es un subespacio no-degenerado de X. Suponga, por contradiccién, que
existe ' € X tal que &’ # 0, ademds =’ € kerX’

(', 2))=0 VzjeX
Entonces, por la definicién de kernel de X, (kerX).
(@', zr) =0 Vap € kerX

Por lo tanto
($,amk + mll) = (m,7mk) + (m,7m,1) =0+0=0

Esto significa que

x' € kerX
y por lo tanto,
x € kerXNX
una contradiccién pues &’ € kerX @ X'. Ademés Bx = Bjerx U Bxr. [ |

Corolario 3.6. Cualquier espacio ortogonal finito dimensional no degenerado X es isomérfico a
RP? para algin valor finito de p, y ¢.

Corolario 3.7. Cualquier espacio ortogonal finito dimensional X es isomoérfico a RP%", donde la
forma simétrica bilineal es

(RPO" RPOTY — R

p q T
(ZL’» y) = Z%yz - Z Tp+5Yp+j + Z Lp+q+kYp+q+k-
i=1 j=1 k=1

Ademas, el espacio ortogonal X puede descomponerse ortogonalmente como
X=kerXoo W; & Wy

donde dim(kerX) = p, dimWy, = ¢, y dimWy = r. Ademds W; es negativo definido, y W es
positivo definido.
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3.5. Representacion de formas simétricas bilineales.

En esta seccidén se muestra la representacion matricial de las formas simétricas bilineales, la
cual permite tratar con formas simétricas bilineales mediante herramientas menos abstractas, tal
como son las matrices. En este caso, la matriz representativa de una forma simétrica bilineal.

Proposicién 3.15. Considere un espacio ortogonal X con una forma simétrica real
XxX—R. (3.11)

Dada una base B = {x1,x2,...,x,} de X, existe una matriz simétrica, S, dinica, de enésimo orden,
que representa la forma simétrica bilineal con respecto a la base B. Ademds, dada una matriz
simétrica real de enésimo orden, S, y una base, B, de X, existe una forma simétrica real tinica sobre

X.
Prueba. Defina la matriz S como sigue
Sij = ($Z‘,Jij) ’i,j = 1,2, s
Entonces S es una matriz real de orden n. Ademaés ya que la forma es simétrica
Sij = (ac,-,wj) = (a:j,:c,-) = Sji i,j = 1,2, )

la matriz es simétrica.

La otra direccién de la prueba es la siguiente:

Suponga que existe una matriz real S € M"™*™ que es simétrica, y suponga que X es un espacio
vectorial n-dimensional, tal que B = {x,x2,...,®,} es una base de X, sean a,b € X tal que
A =lay,ay, ..., an]T y B = [by,bo, ..., bn]T son los vectores coordenados de a y b, defina la siguiente
funcién

XxX—R (a,b)=ATSB (3.12)

falta probar que la funcién es una forma simétrica bilineal.
1. Simétrica, puesto que el resultado es un escalar y S es simétrica.

(a,b) = ATSB = (ATSB)T = BTST(AT)T = BTS(AT)T = (b,a). (3.13)

2. Bilineal, puesto que ya se probd que es simétrica, es suficiente probar que es bilineal en la
primera variable. Sea a* € X tal que A* = [a], a3, ..., a;‘L]T es su vector coordenado respecto
a la base B y A € R, entonces

(@+Xa*,b) = (A+)XA"'SB=ATSB+ (\A*)TSB = ATSB + \(A")'SB
= (a,b) + A(a™,b). (3.14)

La siguiente proposicién muestra como la matriz representativa de la forma simétrica bilineal
puede utilizarse para encontrar el valor de la forma, para vectores arbitrarios del espacio.
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Proposiciéon 3.16. Sea X un espacio ortogonal con S como la matriz representativa de la forma
simétrica bilineal con respecto a una base B = {1, s, ...,x,}. Sean A = [a1,as,...,a,]T, y C =
[c1, €2, ..., cn]T los vectores coordenados, con respecto a la base B, de dos vectores a, ¢ € X. Entonces

S11 512 “es Sln C1
(a,c):[al as ... an] ) | =A'SC
Spl Sp2 .-« Spnd LCn

Prueba. Puesto que S es la matriz representativa de la forma simétrica bilineal con respecto a la
base B, entonces
sij = (zi, ) Vi, j=1,2,..,n.

Puesto que
a=ar+ar2+..+apTy, y C€=C1T1 + C2T2 + ... + CpTn,
entonces
(a,¢) = (a121+ agxa+ ...+ apwy, 121 + o2 + ... + Crp,)

= aife1(z1,x1) + ca(w1, 2) + . .. + cn(z1, Ty)]
+agler(zo, 1) + ca(xa,22) + ... + en(z2, 20)] + ... +
aplen(Tn, 1) + c2(n, x2) + ... + cp(xn, )]
= ai(c1s11 + 2812+ ... + CpS1n) + az(c1821 + 2822 + ...+ cpSop) + ... +

an(cnsnl +c2Sp2 + ...+ Cnsnn)

y esta expresién puede escribirse como,

S11 512 ... Sin C1
T S921 599 ce. Son (&) T
(a,c):[al as ... an] ) o ) | =A"SC.
Snl Sn2 ... Snn Cn

Una caracteristica importante del uso de la matriz representativa de la forma simétrica bili-
neal es que permite trabajar con objetos mas concretos que mapeos; es decir matrices y vectores
coordenados. Sin embargo, una desventaja es que hay una multitud de matrices representativas,
de hecho una para cada posible base del espacio ortogonal. De esa manera una propiedad de la
forma simétrica bilineal se convertird en una propiedad comtn a todas las posibles representaciones.
Reciprocamente, solo aquellas propiedades que son comunes a todas las posibles representaciones
de la matriz son propiedades de la forma.

La siguiente proposicién muestra la relacién entre las diferentes matrices representativas de la
misma forma simétrica bilineal.
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Proposicién 3.17. Sea X un espacio ortogonal, y sean B = {x1, @2, ...,xn}, vy B = {z}|,x), ...z}
dos bases del espacio. Si S es la matriz representativa de la forma simétrica bilineal con respecto a
la base B, entonces la matriz representativa de la forma simétrica bilineal con respecto a la base
B’, denotada por S’, estd dada por

S’ = PSP’

donde P es la matriz de transicién entre las bases By B'.
Prueba. Puesto que P es la matriz de transicién de B a B’, entonces

13/1 = P11 + p12x2 + ... + PinTn

33/2 = p21x1 + P22x2 + ... + Py

T, = Pn1T1 + Pn2®a + ... + Punn
Un elemento arbitrario s - de S’ est4d dado por

n n n n
ng = (732733;) = (Zpirmmzpjtwt> = Zpir (337’7 ijta7t>

r=1 t=1 r=1 t=1

n n n n n
Z Z Dt mra mt Zpir ijtsrt = Zpir [Z Srtpjt]

r=1 t=1 r=1 t=1

Noétese que Zsrtpjt es solo el (r-ésimo, j-ésimo) elemento del producto de matrices M = SP7T,
t=1
denotada como m,;. Entonces,

n
Sij = Z DirMiyj
r=1

nuevamente, sgj es el (i-ésimo, j-ésimo) elemento del producto de las matrices P y M. De aqui que

S’ = PM = PSP’
]

Este resultado proporciona los fundamentos para encontrar las caracteristicas que son comunes
a todas las representaciones de una forma simétrica bilineal, y por lo tanto estas caracteristicas son
propiedades de la forma simétrica bilineal. Un ejemplo importante de esta clase de resultados se
desarrolla en la siguiente proposicién.

Proposicién 3.18. Sean S y S’ dos matrices representativas de una forma simétrica bilineal,
entonces S es no singular (singular) si, y sélo si, S’ es no singular (singular).
Prueba. Por la proposicion 3.37, existe una matriz de transicién no singular P tal que

S’ = PSPT

Entonces
8’| = [PSP"| = |P|[S|[P|
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Pero |[P| = |P7], de aqui que

8"l = [s||P|?
Puesto que P es no singular |P| # 0. De aqui que |S'| #0 (|S'| =0) si, ysélosi, [S| #0 (|S| =0).
Esta proposicién muestra que la no singularidad (o la singularidad) de las matrices que representan

es realmente una propiedad de la forma simétrica bilineal. Esta propiedad requiere una definiciéon
y clasificacién de las formas simétricas bilineales y de los espacios ortogonales. |

Definicion 3.13. Sila matriz representativa de una forma simétrica bilineal es no singular, entonces
la forma simétrica bilineal y el espacio ortogonal son llamados no degenerados. De lo contrario, son
llamados degenerados.

El paso final es reconciliar esta definicién de no degeneracion, basado en las matrices represen-
tativas de la forma, con la definicién proporcionada en la seccién 3.2; es decir es requerido mostrar
que dos definiciones son equivalentes.

Proposicién 3.19. La definiciéon de no degeneracién dada en esta seccién y la mostrada en la
seccién 3.2 son equivalentes.

Prueba. Acorde con la definicién 3.14, una forma simétrica bilineal es degenerada si hay un w € X
diferente de cero tal que w? es el mapeo cero; es decir

w(y) = (w,y) =0 VyeX
Por la proposicién 3.36,
(w,y) = (y,w) =Y"'SW =0 VY €R" (3.15)

donde S es la matriz representativa de la forma simétrica bilineal con respecto a la base B, y W
y Y son vectores coordenados de w, y y con respecto a la base B. Puesto que Y es arbitrario la
condicién (3.15) se satisface si, y solo si,

SW =0

con W # 0, y S es singular. Reciprocamente, si S es singular, existe un W = 0 tal que SW = 0,
de aqui que
YTSW =0 VY € R™

Si w es el vector cuyo vector coordenado con respecto a la base B es W, entonces
(y,w)=YTSW =0 VyeX
y w € kerX. De aqui que, el espacio es degenerado. |

Estos conceptos y resultados constituyen el fundamento matematico necesario para tratar las
restricciones en cadenas cinematicas y ensambles de manera formal. La seccion final de este capitulo
especializa muchos de los resultados obtenidos en este capitulo a la forma de Klein del dlgebra de
Lie, se(3), de grupo Eucl’ideo, SE(3), que es la forma simétrica bilinear que es fundamental en el
estudio de libertades y restricciones en cadenas cineméticas de cuerpos rigidos y flexibles.
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3.6. La dualidad inducida por una forma simétrica bilineal no-
singular

En esta seccién se presentard y probara la dualidad entre subespacios de un espacio vectorial

V y los subespacios del espacio vectorial dual V* correspondiente. Esta dualidad es inducida por

una forma simétrica bilineal no-degenerada. Esta dualidad permitird probar que los métodos de
libertades y restricciones del método FACT son equivalentes y su aplicacién es redundante.

Sean S(V) y S(V*) los conjuntos de subespacios de un espacio vectorial V y su espacio dual V*,
entonces es posible probar la siguiente proposicién.

Proposicién 3.20. Sea V un espacio ortogonal con una forma simétrica bilineal no-singular, enton-
ces existe una funcion biyectiva entre los espacios de V a los subespacios de V*. En otras palabras,
existe una funcion F bien definida, inyectiva y sobreyectiva, dada por

F 1 S(V) — S(V*) (3.16)

donde, F(V) = V* y V* contiene todos los aniquiladores duales de todos los elementos de V. De
manera mas detallada, si V; € S(V), entonces

F(Vi)=Vi > Vi={fese’3) | ftVZ) =0 V" "VZ eV} (3.17)

Prueba. La funcién F esta bien definida. Por contradiccién suponga que

F(V)=V] y F(V)=V5. (3.18)
Sea f € V7 entonces
fEvey =0 v RV ev (3.19)
por lo tanto,
fev; y Vi C V3. (3.20)
En sentido opuesto, suponga que f € V5 entonces
fEVEY =0 v VeV (3.21)
por lo tanto,
fevy y V5 C V7. (3.22)
Estos dos resultados implican que
Vi=V; (3.23)

y la funcién F estd bien definida.

La funcién F es sobreyectiva. Sea V® < V* y suponga que {f1, fo, ..., fn} una base de V©
y considere

Vi<V 3  AfVEY=0 *Viev,
Vo<V 3 ftVIy=0 *Viev,

V,<V 3> fVIH=0 *Vipev, (3.24)
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Ahora,

V# =V, (3.25)
=1

por lo que V#, la interseccién de un niimero finito de subespacios, es también subespacio de V. Sea
k Vit e V# arbitrario y (ALfi + Xafo + ... + A fn) € VO igualmente arbitrario. Entonces,

Mfi+Xafot oot dfa) (FVEY) = 0

M ACVED)] + 22 [CVED)] + o+ 2 [faFVED)] = 0
)\1(0) + )\2(0) + ...+ )\n(O) =0 (3.26)

asi, de este modo,
V# <V tal que F(V#)=V® (3.27)

La funcién F es inyectiva. Sean V! < S(V), V2 < S(V). Suponga que

F(VYH = F(V?). (3.28)
Suponga que {f1, fa, ..., fn} una base de F(V') = F(V?) y considere
Vi<V 3>  AfVEY=0 *Viev,
Vo<V 3 fpFViH=0 *Viev,

Defina

v# =V,
=1

Sea kVOm € V# arbitrario y (A f1 + Aafo + ... + A fn) € F(V!) igualmente arbitrario. Entonces,
Mfi+Xafat ot dnfa) (V) = 0
M ACVE)] 4+ X2 [LEVE)] + .+ x [£f(FVE)] = 0
)\1(0) + )\2(0) + ...+ )\n(O) = 0 (329)

Entonces n
V#E =V =V
i=1

Similarmente, defina

V# = (Vi
1=1

Sea kVOm € V# arbitrario y (A1 f1 + Aaf2 + ... + Anfn) € F(V?) igualmente arbitrario. Entonces,
AMfi+Xofot o+ Af) (FVE) = 0
ALLACVED] + X2 [LEVE] + o+ M [FVED] = 0
A1(0) + A2(0) + ...+ X (0) = O (3.30)
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Entonces n
VF =V =V
i=1
Por lo tanto
Vi =v?
y la funcién es inyectiva y, por lo tanto, biyectiva. |

En la parte final de este capitulo, todos los resultados obtenidos se aplicaran a la forma de Klein
definido sobre el dlgebra de Lie, se(3), del grupo Euclideo, SE(3).

3.7. Propiedades de la forma de Klein

En esta seccién se analizaran con mas profundidad las propiedades del dlgebra de Lie, se(3), del
grupo Euclideo, SE(3), que junto con la forma de Klein constituye un espacio ortogonal no-singular
e indefinido.

Proposicién 3.21. La forma de Klein es invariante o, equivalentemente, estd bien definida.
Prueba. Considere se(3) y la forma de Klein definida como
KI(, ): se(3) xse(3) — R (3.31)

Sea B un cuerpo rigido en movimiento con respecto a otro cuerpo rigido o sistema de referencia
A y sea O un punto fijo en el cuerpo B, entonces

Ay/B Ay,B dwf Awf A B A,B |, A B A B
KL (Vg ,2V5) = Kl a2 | |z | ) = wi A + AW Al (3.32)
1 2

Se desea probar que la forma de Klein es invariante o, equivalentemente, esta bien definida. Sea
P otro punto fijo al cuerpo B, entonces

A”I% = Avgl + AW1B XTp/o Y AUEQ = Av& + AwQB X Tp/o (3.33)
entonces,
Kl (AVPEf,AVPE) = AwIB : A'UIE;Z +4wB. Avgl
= Ao (b, +wi xTpo) + Wl (Mg, + Al xTpj0)
= Aol Mg, + 4wl Mg+ Al (Twf < rpjo) + 4wy - (Ywf xrp)o)
= KI("VZ .,V = Kl ("VE AVE) (3.34)
[ |

Otra posible forma de probar la invarianza de la forma de Klein consiste en mostrar que la
forma de Klein tiene una interpretacién dentro de la geometria Euclidea.

Proposiciéon 3.22. La forma de Klein es simétrica y bilineal.
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Prueba. Se debe probar que KI( , ) : se(3) x se(3) — R cumple con la propiedad de simetria y
que es lineal en la primera y segunda variable.

Simetria.
'AwlB' _szB_
AxsB Axs/B\ __ _A B A,B A B A B
Kl( VOl’ VOQ) —Kl A B 'la B = wl . UO2+ UJ2 . UO1
L Y0,] L[ Y0,

_ A B A.B ,A B A.B
="wy - Tvg, + 7wy T,

A, ,B7 rA, ,B7]
w w
KI(*VE,4VE) :Kl( : ; )
K1 (Vg AV = K1 (AVE,. AV (3.35)
Linealidad.

1. Lineal en la primera variable:

)\1AUJB +)\2AUJB AUJB
KI(MAVE + 202V AVE) = Ki (l ! ol IO

AlAvgl + )\gAng Avgg
_ A B A B\ A, B A B A, B A, B
= </\1 wi + A2 wy ) g, +Twy - </\1 v, T A2 1102)

A B AB | A B A B A B AB | A B A B
:>\1(w1‘ Vo, T w3 - vol)—l—)\g(wQ- vo, T Wy - vOQ)

AwlB AwgB Aw2B AwéB
= MK ap | g | ) 22K [ags |- |age
1 3 2 3

= MK (PVE AVE) + uKL(AVELAVE) (3.36)

1’ 27
2. Lineal en la segunda variable:

A,B ApB Awh
P s w! Ao wy 4+ Azws
Ki ( V017)‘2 VOQ +As VOS) =K ([Avg ‘| ’ |)‘2A'Ug t )\3‘4’1)8

1 2 3
=wi’ - (WG, + AsME, ) + (Aelwd + Astwd) Ao,

A B A, B , A B A, B A B A, B , A B A B
:)\Q(UJl‘ vo, + Wy v01)+)\3(w1- Vo, T Wy - ”01)

AwlB AwZB AwlB Aw?J)B

A”gl A,ng A'Ugl A,Ulo33
= M KL (VG AVE) + LKL (AVE AV (3.37)
u

Proposicién 3.23. El espacio ortogonal formado por se(3) con la forma de Klein es indefinido.
Prueba. Considere el espacio ortogonal formado por se(3) con la forma de Klein.
w1 w2
KZ(W1$1,(U2$2) =Kl , = w1 Vo, + w2 VO,
’Uol ’002

La forma cuadratica asociada a la forma de Klein estd dada por

w1 w1
Kl(w1$1,w1$1):Kl<[ ],l ])zwl-vol+w1-volz2w1-vol
Vo, Vo,
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Considere

w1,
w1 = (l te ]) entonces Kl(w1$1,w1$1) =2 (w12 %) - (V0,2 %) = 2W14 VO,
VO, T

s Si wi >0 Y V0o.x > 0 — (w1$1,w1$1) = 2Wig VO,x > 0
s Si wi >0 Y 002 < 0 - (w1$1,w1$1) =2Wig VO1z < 0

Entonces es posible afirmar que, el espacio ortogonal formado por se(3) con la forma de Klein es
indefinido. u

Definicién. La correlacién inducida por la forma de Klein. Considere se(3) y se(3)*, el dlgebra
de Lie del grupo Euclideo, SE(3), y su algebra dual respectivamente. Considere, K, la forma de
Klein definida sobre el dlgebra de Lie, se(3), dada por

KIi(, ): se(3) xse(3) —R (3.38)
tal que,
Ay/B Ay/B Awfl [Ywf A B A, B , A B A B
K1 (Vg ,AV5) = Kl QA B] : [A BD = 4wl Al +Awd Al (3.39)
V5, V0,
Entonces, la correlacion, ok;, inducida por la forma de Klein, estda dada por
AwbB
okl : se(3) — se(3)" donde oy (AVOEi) = oK (lA B ]) (3.40)
V5,
es un funcional lineal de se(3) a R, tal que
0Kl (AVOB) : 86(3) — R (3.41)
donde la regla de correspondencia esta dada por
A,B
o 8) = o [2])
V5,
= Aol () + () + Al ( )+ M8, () + M8, () + 76, ()  (342)

T
AyyB _[A, B A B A B.A,B A, B A, B .
donde “V = [ Wi Wiys W5 UG, 0 U0,y volz] , asi pues

Axs/B Ax,B _
oxt (1V3) (["Va]) =
A B /A B A B /A B A B /A, B A B (A B A B (A B A B (A B
wlx( Ung)+ wly( UOgy)+ o‘)1,2( UOQZ)+ vle( w2:p)+ vOly( w2y)+ UOlz( O‘)2,2)

(3.43)
Proposicién 3.24. Sea T una transformacion lineal de un espacio vectorial V sobre V’. Entonces
T:V—V (3.44)

es el mapeo cero; es decir, T'(v) =0 Vv € V, si y sélo si T(vy) = T(v2) = ... = T'(v,) = 0. Donde
By = {v1,v2,...,v,} es una base de V.
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Prueba. SiT es el mapeo cero, entonces T'(v) =0 Vv € V. Puesto que By = {v1,v2,...,v,} CV,
se tiene que

T(v) =T(vg) =...=T(v,) =0 (3.45)

y considere un v € V arbitrario, puesto que By = {v1, va, ..., v, } es una base de V| se tiene que

V= A\vU1 + Avs + ... + A\, (3.46)
y
T(v) = T Mo+ Ava+ ...+ vy) = MT(v1) + AT (v2) + ... + \T(vy)
= Ai(0)+ X2(0)+ ...+ X, (0) =0 (3.47)
por lo tanto, T : V — V' es el mapeo cero. |

Ahora se probara que la forma de Klein es no-degenerada o no singular.

Proposicién 3.25. La forma de Klein en el espacio ortogonal se(3) es no degenerada —mno
singular—; es decir, la correlacion asociada a la forma de Klein es biyectiva.

Prueba. Considere la correlaciéon inducida por la forma de Klein.
okl se(3) — se(3)*

Puesto que se(3) y se(3)* son de la misma dimensién es Gnicamente necesario probar que ok
es inyectiva.

Vi € ker{ok;} <= V5! es el funcional cero; es decir
VI (V) =0 ¥ Vh € se(3)
V7K (V) = wia(V0,2) + Wiy (V0sy) + w12 (V0,2) + 10,2 (wae) + v0,y(way) + v0, 2 (w22)
Nuevamente, considere la base del ejemplo 3.9

Bse(?)) = {‘/117 ‘/127 ‘/13a ‘/147 ‘/157 ‘/16}

Las correlaciones asociadas a los elementos de las bases estan dadas por

Vi (Va) = wiz(V0,e) + 0(v0,y) + 0(v0,2) + 0(wez) + 0(way) + 0(we.) V. Vi € se(3) <= wiy =0
ViZ<! (V2) = 0(0042) + w1y (v0sy) + 0(v0,2) + 0(waz) +0(way) +0(w2z) V. Vi € se(3) <= wiy =0
V5K (V) = 0(v0,e) + 0(v0sy) + wiz(v0,z) + 0(wag) + 0(waey) + 0(waz) V' Vi € se(3) <= w1, =0
VIE (Va) = 0(v0,2) +0(v0,y) +0(v0,2) + 00,2 (wez) +0(way) +0(waz) V' Va € se(3) <= v, =0
Vi< (V2) = 0(v0y0) +0(v0ny) +0(00,2) +0(wae) +00,y (way) +0(w2z) V' Vi € se(3) <= v0,y =0
Vi (V) = 0(v0,e) +0(v0,y) +0(v0,2) +0(wag) +0(way) +v0, 2 (w2z) ¥V Va € se(3) <= vo,, =0

Concluyendo

ker{or} = {0}
Por lo tanto, ok, es inyectiva e implica que og; es biyectiva. Como conclusion el espacio ortogonal
formado por se(3) con la forma de Klein es no-singular o no-degenerada. [ |
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Debe notarse que la correlacién og; es un mapeo biyectivo, por lo tanto se(3) y se*(3) son
isomorficos.

Sea se(3) el élgebra de Lie asociada al grupo Euclideo, SE(3), y sea Kl la forma de Klein
definida sobre se(3). Se sabe que la forma de Klein es una forma no-singular e indefinida, sea
V < se(3), los aniquiladores duales de V, son aquellos f € se*(3), funcionales lineales, tal que

flv)=0 VYveV. (3.48)
En otras palabras, la restriccion de f sobre V, es el mapeo cero.

Definicién 3.14. Sean V(se(3)) y V(se*(3)) los conjuntos de subespacios del dlgebra de Lie se(3)
y de su dlgebra dual se*(3) respectivamente. Considere el mapeo

opy: V(se(3)) — V(se(3)), tal que oy (Vi) =V; (3.49)
donde Vi € V(se*(3)) es el subespacio de se*(3) que contiene todos los aniquiladores duales de V.
Proposicién 3.26. El mapeo o}, : V(se(3)) — V(se*(3)) estd bien definido.

Prueba. Es necesario probar que el resultado del mapeo es independiente de las posibles repre-
sentaciones del espacio vectorial Vi € V(se(3)). Sean By = {v1,v2,...,v,} y By = {v],v5,...,v}}
dos bases arbitrarias de V; € V(se(3))

1. Entonces f € V7 siy sélo si f(v) =0 Vo € Vy; es decir, si f € V* es el mapeo cero sobre
V1 € V(se(3)). Aplicando la proposicién 3.24 con la base By, se tiene que

FeEVie flu)=0 Yi=12 .n (3.50)

2. Considere v;- € By, arbitrario, entonces existen Aij, A2, ..., Anj € R tal que
’U;- = /\1jU1 + )\gj’vg + ...+ )\njvn (3.51)
por lo tanto,

f05) = f (Ao 4 Agjva + oo 4 Apjvn) = A f(v1) + Agjif(v2) + oo + Anj f(vn)
= )\1]'(0) + )\Qj(o) + ...+ )\nj(O) =0 Vj=12,...,n (3.52)

consecuentemente,
flor) = f(vy) = ... = f(v,) =0 (3.53)
de manera que aplicando nuevamente la proposicion 4.5
fevie flvp)=0 Vi=1,2,...,n. (3.54)
Este resultado muestra que f € V7] independientemente de la representacién de V.

Sin embargo, falta probar que V7 es un subespacio de se*(3). Es decir, falta probar que Vj*
estd cerrado respecto a la adicién y multiplicacién por escalar.
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1. Cerrado respecto a la adicién. Sea fi, fa € V7, es decir,
fl('v):() Vv eV, y fQ(U):O Vv eV, (3.55)

entonces, Vv € Vy

(fi+ fo)(w) = fi(v) + fa(v) =0+ 0=0 (3.56)
y i+t foeV]

2. Cerrado respecto a la multiplicacion por escalar. Sea f; € Vi y A € R; es decir

fl(v) =0 VveV; (3.57)
entonces, Vv € Vy
(Afi)(v) = Alfi(v)] = A(0) =0 (3.58)
y )\fl S VT
Con esto se prueba que Vi < se*(3). [ |

Proposicién 3.27. La correlacién o : se(3) — se(3)* es inyectiva y por lo tanto biyectiva.

Prueba. Puesto que es iinicamente necesario probar que og; es inyectiva, considere

AVE € ker{og} = VE™ (3.59)
es el funcional cero; es decir
AVET(AVE) =0 v AVE € se(3) (3.60)
AVET (AVE) = Al Al (o, A (0B o8 () Al (08 V)
Considere la base B, (3) dado por 300
B = {VE AVE, AVE AVE AVE AVE (3.62)

Donde
T T T
VS = ["w],0,0:0,0,0] ; 4V, = [0, 4w, 0;0,0,0] ;4 VE, =1[0,0,%wf;0,0,0]
VB, =10,0,0:48,,0,0]" AV = [0,0,0;0,405, ,0]" ; AVE, = [0,0,0;0,0,%05, ]"
Para un AV032 arbitrario se tiene
AVOBHUKZ <AVOB;) Awﬁc(Avng) + O( vOgy) + O( vOzz) + O( w2x) + O( w2y) + 0( w?z) =0
V AV € se(3) <= Al =0

AVOBQUKL (AVOBQ> = O(Avggx) + Awﬁ/(Avggy) + O(A’Ug2z) + 0( me) + 0( w?y) + 0( WQZ) =0
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v AVOB2 € se(3) — AwlBy =0

AVE T (AVE) = 0(M8,,) + 0(*8,,) + AWl (108,.) + 0(MwE) + 0(*wh) + 0(Mwh) = 0
vV AVE € se(3) <= Wl =0

AVE T (AVE) = 0(M8,,) + 0(*v8,,) + 0(M08,.) + Av8 L (Awh) + 0(Mwh) + 0(*wh) = 0
V AVE € se(3) <= ME, =0

AVE T (AVE) = 0("08,.) + 0(M08,,) + 0(*8,.) + 0(Mws)) + vf, (ws)) + 0(Hwil) = 0
vV AVE € se(3) = Avgly =0

AVE T (AVE) = 0(ME,,) + 0(M8,,) + 0(M0E,.) + 0(Mwh) + 0(Mwhy) + M L (Mwh) =0
V AVE € se(3) = ME . =0

Concluyendo
]667“{0[([} = {0}

Por lo tanto, si ok es inyectiva implica que og; es biyectiva. Como conclusién el espacio ortogonal
formado por se(3) con la forma de Klein es no-singular o no-degenerado. |

Proposicion 3.28. Sea
oy = V(se(3)) — V(se*(3)) oy (V1) = Vi (3.63)

el mapeo que asigna a cualquier subespacio V; < se(3) su aniquilador dual Vi < se*(3). Es decir,
el subespacio formado por todos los aniquiladores duales de V;. Entonces:

1.
(Vi+ Vo) =0y (Vi 4+ Va) = 0p; (Vi) Nogy (Vo) =ViN V3 (3.64)
2.
(ViNVo)* =0y (ViNVy) =0) (V1) + o)y (Vo) = Vi + V3 (3.65)
Prueba. 1. Sea
feoy(Vi)noy, (Vo) =VinVs (3.66)

entonces, ese resultado implica que
FevVE) =0 vhvgevy  y  f("VE) =0 V VR eV, (3.67)
Entonces,
FlVE+rvE) = (ve) +F(FVa) =0+0=0 VYV VZ eV, y VIV eV, (3.68)
Por lo tanto, f € ‘7}/{1 (V1 + Vy). Este resultado implica que
ViNnvVvsc(Vy+Vy). (3.69)
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Suponga ahora que
f S (Vl —I-VQ)* = O'y(l (Vl +V2)

entonces este resultado implica que
FVE+RVE) =0 VRVE eV y YV FVE eV,
Haga kVo"QL = 0, entonces
FlvE+o)=f (V) =0 v Vg e vy,

por lo que f € oy, (V1) = Vi.
Haga ¥ V5, = 0, entonces

FO+RVE) =F("VE) =0 V FViL eV,

por lo que f € o}, (V2) = V3.
De estos resultados se infiere que
fevinv;

y por lo tanto
(Vi+Vy)" CcVinvs.

Por la doble inclusion, se tiene que

(Vi+ V)" =0py (Vi + V) =0y (V1) Nogy (V2) = ViNV3

Prueba. 2. Sea
feaf (Vi) + oy (Vo) = Vi + V3

de aqui, f puede ser escrito como,
f=h+r, frevVi vy foeV3
Entonces,
AGVEY = 0, VRVE eV,
LOVE) = 0, VYV eV,

Ahora, para todo "’V(S” €V NVsy,

FEVEY = (i + L) FVE) = AFVE) + f(*VE) =0+0=0.

Por lo tanto, f € o}, (V1 N'Vy). Este resultado implica que
T—FV; - (Vl ﬂVz)*.

Ahora, falta probar que
T +V; D) (Vl QVQ)*
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o bien, recuerde que al tratarse de subespacios finitos, se tiene que,
(VT + V;)* cVinVy

y por la Proposicién 3.13
(W)" =W
Por lo tanto, suponga ahora que
VI e VNV,

ahora bien,
Mvirev, — ARVEY =0 YV fieV;
WWieVy — VI =0 V fre Vs
significa que
(i + F) (V) = AVE) + (FVE) =04+0=0. ¥ fi+ o€ V] +V}

mostrando asi que,
VS e (Vi+V3)
y, por lo tanto,
( T‘FV;)* CcViNVy

Finalmente, por la doble inclusién,

(ViNVa)* =05y (ViNVa) = oy (V1) + 05y (Va) = Vi + V3

Prueba. 2. La prueba 2 puede demostrarse de otra manera, de acuerdo a lo siguiente:

primera demostracion, ecuacién (3.76), se sabe que
(Vi1 +Vy)" =Vinv;
ademas, se tiene la propiedad, por medio de la Proposicién 3.13
(W)" =W
Por lo que si utilizamos ambos tenemos que,

(Vi NV2)" = (VD) N (V3)")" = (Vi +V3)")" = Vi + V3

Considere se(3) como un espacio ortogonal bajo la forma de Klein,

w1 (0%5]
Kl(mv‘é):Kl<[ ]7[ ‘|>ZW1'UOQ+W2"UOI
VO, VO,

L

Determine la correlacion ok, : se(3) — se(3)" asociada a la forma de Klein

UKZ(W) = ‘/1171{1 ‘/10Kl : 86(3) — R

V75 (V) = wig(v0,) + wiy(v0,y) + wi2(V0,2) + 00,2(w2z) + 00,y (Way) 4+ v0, 2 (w2z)
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Capitulo 4

Elementos flexibles

Desde la perspectiva del disenio de maquinas de precisién [39], los elementos flexibles son escen-
cialmente elementos de restriccion que utilizan la elasticidad del material para permitir movimiento.
El objetivo de un elemento de restriccién es el de proveer, al menos idealmente, rigidez infinita y
restringir desplazamientos a lo largo de las direcciones donde el mecanismo deba estar restringido y
permitir movimiento y cero rigidez a lo largo de las direcciones asociadas a sus grados de libertad.
Comparado con las juntas cineméticas tradicionales y mecanismos basados en cuerpos rigidos, los
mecanismos flexibles, que incluyen elementos flexibles, presentan ciertas ventajas como: proceso de
manufactura y proceso de ensamble mas simple, evitando asi fricciéon entre eslabones y un juego
nulo. Sin embargo, el disefio de mecanismos flexibles sigue siendo una tarea relativamente dificil,
esto se debe a que en el area de sintesis de tipo y sintesis dimensional no se han obtenido resultados
tan contundentes como si se han logrado en su contraparte, los mecanismos basados en cuerpos
rigidos y juntas cinematicas tradicionales. Los elementos flexibles, pueden caer en dos categorias,
elementos flexibles primitivos y elementos flexibles complejos; siendo este tltimo una combinacién
de dos o més elementos flexibles primitivos.

4.1. Elementos flexibles primitivos.

Un elemento flexible primitivo consiste solamente de elemento flexible y ningtin cuerpo rigido
intermedio; ademads los elementos flexibles primitivos no pueden ser divididos en subestructuras.
Hopkins [40] presenta los elementos flexibles més utilizados en el método FACT. A continuacién se
muestran los elementos flexibles més comunmente utilizados en la literatura.

4.1.1. Matriz de flexibilidad de una viga.

Como uno de los elementos flexibles primitivos o generadores mecanicos mas simples se encuen-
tra la viga flexible, la cual es un componente mecanico base que provee de deformaciones en forma
de twists y restricciones en forma de wrenches en un mecanismo flexible [42]. Existen diferentes
perfiles para una viga, cada perfil proveerd diferentes grados de libertad debido a sus propiedades
eldsticas. En la Figura 4.1 se observan dos vigas flexibles homogéneas, con diferente seccién trans-
versal, circular y rectangular, ambas sometidas a un wrench general sobre su centro de masas; a
continuacién se deriva una representacién general de la matriz de flexibilidad para una viga con
seccion transversal uniforme.
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\/ N
»ve t

2r=d

A

Figura 4.1: Vigas flexibles con seccién transversal uniforme, circular (izq.) y rectangular (der),
sometidas a un wrench general sobre su extremo F.

En la mayoria de casos, el wrench se ejerce en el extremo, F, de la viga. Utilizando el método
de viga conjugada, de mecanica de materiales, se determina la matriz de flexibilidad representada
en coordenadas del marco de referencia con origen en el punto E, de la siguiente manera:

1. Plano X — Z
Para el primer caso note que el eje neutro es paralelo al eje Y.

a) Fuerza F, en el extremo E de la viga.
Observando la Figura 4.2 es posible obtener el siguiente momento flector,

M(z)=Fy(L—%2) VL>2z>0 (4.1)
de modo que,
d? M(z) Fu(L—=2)
= = 4.2
2 ") = Fp I, (42)

Integrando la ecuacion (4.2) se obtiene el siguiente resultado:

d [ F(L—2z),  Fp(L—2)?
)= [ TR e = TG (43)
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AX
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Figura 4.2: Viga en voladizo con una fuerza F;, aplicada en el extremo de la misma.

sin embargo si se sustituye z = 0 se sabe que’ d% z(z) = 0 de esta forma
F,L?
Cy = == 4.4
' 2EI, (44)
por lo tanto,
d F, 9 9
%x(z):2Ely [(L-22+L° VL>2>0 (4.5)
y sustituyendo z = L se obtiene finalmente que
d F,L?
el — 4.6
"9\, = 2m1 (46)
Integrando nuevamente, ahora la ecuacién (4.5) se tiene que,
Fy 2 2 Fy {1 3 2 }
= L— L7 = —(L— L C 4.7
2(2) /QEIy[( 2 + 17 P TP R R (4.7)
sustituyendo z = 0 se sabe que? z(z) = 0 de modo que,
(z) = Fa 1(L )3+ L2 L7 VL>2z>0 (4.8)
2(2) = 55 E z 23 >z > .
finalmente,
F.L3
")t = 557 (19)
b) Momento ), en el extremo E de la viga.
El momento flector estd dado, vea Figura 4.3), por
M(z)=M, YVL>z>0 (4.10)

de este modo

!Esta condicién supone que el empotramiento es perfecto.
2Esta condicién supone que el empotramiento es perfecto.
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AX
M’.‘/
Z A
Y5
Z %E
L

Figura 4.3: Viga en voladizo con un momento M, aplicado en el extremo de la misma.

d? M,

ﬁm(z) = i, (4.11)

Integrando la ecuacién (4.11) y aplicando las condiciones para z = 0, d%:n(z) =0 se
obtiene el siguiente resultado

d M,
— = —= >z > .
z(z) EIyZ VL>z>0 (4.12)

particularizando para z = L

d M,L
i EI,

(4.13)

Integrando nuevamente y aplicando las condiciones para z = 0, z(z) = 0 esta vez para
obtener el desplazamiento lineal de la viga se obtiene que,

M, 22
== L>z> 4.14
x(2) 2K, VYVL>z2>0 (4.14)
particularizando para z = L
M,L?
2(2)],=p, = 72%@ (4.15)

Fuerza F, en el extremo E de la viga.

Al aplicar esta fuerza F, en la viga se presentan esfuerzos de tensién, vea Figura 4.4,
por lo que el resultado es muy simple y estd dado por

_P.L
 AE

Momento M, en el extremo E de la viga.

5. (4.16)

En este caso la viga presenta esfuerzos de torsion, vea Figura 4.5, debidos a la aplicacion
M, en el extremo de la viga, y el 4&ngulo de torsién en el extremo libre de la viga estd dado
por
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Figura 4.4: Viga en voladizo con una fuerza F}, aplicada en el extremo de la misma.
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Figura 4.5: Viga en voladizo con un momento M, aplicado en el extremo de la misma.

M,L

0, = 4.17
=22 (417)
2. PlanoY — Z
Note que para este caso el eje neutro es paralelo al eje X.
a) Fuerza F, en el extremo E de la viga.
AY
Fy A
~
Z E Z
X2 -
Z
’ -
L
Figura 4.6: Viga en voladizo con una fuerza [}, aplicada en el extremo de la misma.
El momento flector estd dado por la siguiente expresion, vea Figura 4.6:
M(z)=Fy(L—2) VL>z2>0 (4.18)

de modo que,
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4.1.
d? M(z) Fy(L-=2)
— = = VL>2>0 4.19
2V = Fr El =7= (4.19)
Integrando la ecuacién (4.19) se obtiene el siguiente resultado:
d F.(L—2) Fo(L —z2)?
el — dz = C 4.20
2z ) / B, °° " epI, ! (4.20)
sin embargo si se sustituye z = 0 se tiene que % y(z) = 0, de esta forma
F,L?
Cr =~ 4.21
' 2FI, (4.21)
por lo tanto,
d £y 2 2
— = L— L L>z> 4.22
Ty = g D=2+ 17 VLzz20 (422)
y sustituyendo z = L se obtiene finalmente que
d F,L*
— = 4.23
O (4.23)

El resultado anterior muestra una rotacién alrededor del eje X pero en sentido negativo.

Integrando nuevamente, ahora la ecuacién (4.22) se tiene que,

F, F, 1
y(z) = / S (- 2P+ 1] = L [g(L — 2+ 12| 4 O (4.24)
x x
sustituyendo z = 0 se sabe que y(z) = 0 de modo que,
F, [1 g o L3
y(z)zZEI g(L—z) +L - VL>2z>0 (4.25)
x

finalmente,
F,L3
4 (4.26)

y(z)|z:L = 3EI
x

Momento M, en el extremo E de la viga.
El momento flector estd dado por (vea Figura 4.7),
M(z)=M, VL>z>0 (4.27)

de este modo
d? M,
(4.28)

a2 V) = El,

Integrando la ecuacién (4.28) y aplicando las condiciones z = 0, %y(z) se obtiene el
siguiente resultado
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Figura 4.7: Viga en voladizo con un momento M, aplicado en el extremo de la misma.

4 )= Mo
a7\ T ELL

particularizando para z = L

z VL>2z>0 (4.29)

Ly =1t
a7\ ._, T R

(4.30)

Integrando nuevamente y aplicando las condiciones z = 0, y(z) = 0 esta vez para obtener
el desplazamiento lineal de la viga se obtiene que,
(2) M, 2?
Z) =
4 9EI,

VL>2>0 (4.31)

particularizando para z = L

M,L?
y(z)|z=L = 2E]

(4.32)

Una vez obteniendo estos resultados es posible formular la siguiente matriz de flexibilidad,
Patterson y Lipkin [41].

0=Crpw (4.33)
o r L3 L2 7 - _
Oz 3ET, 0 0 0 ser, O | [Fe
L3 L2
‘5y 0 3FEI, 0 T 2FET, 0 0 F, Y
) 0 0 L 0 0 0] |F
Z| _ , A ? (4.34)
O 0 -3k 0 0 0] M,
L2 L
L M
-1 | o 0 0 0 0 5l M=

Donde A es el drea de seccién transversal, I, e I, son los segundos momentos de 4rea respecto a
los ejes X y Y que pasan por el centroide de la seccion transversal, F/ y G son el médulo de Young
y el médulo cortante respectivamente, y J es el segundo momento polar de area de la seccién
transversal.
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4.1. ELEMENTOS FLEXIBLES PRIMITIVOS.

La matriz Cg esta referenciada con respecto al extremo de la viga, F, si se aplica un cambio
de coordenadas a modo que la matriz Cg se encuentre ahora con respecto a sistema de referencia
situado sobre el centro de masas, C, de la viga es necesario aplicar la siguiente transformacion

homogénea, la cual consiste solamente en una traslacién a lo largo del eje Z una distancia %:
Co = (A;) Cr Ay (4.35)
donde:
0 —L
I 0 L
0 0
Por lo que la matriz de flexibilidad final es de la forma:
r L3 -
12FT, 0 0 0 0 0
0 e 0 0 0 0
0 0 & 0 0 0
Co = EA . (4.37)
0 0 0 z O 0
L
0 0 0 0 78 0
e 0 0 0 0 4
0=Cow (4.38)

La matriz diagonal C¢ fue previamente obtenida por Selig y Ding [42], ademds de concordar
con lo obtenido por von Mises [43], quien obtuvo el mismo resultado por diferentes métodos.

A continuacién se particulariza la matriz Cg, ecuacion (4.34), para dos de los elementos flexibles
mé&s comunmente utilizados en la literatura, por ejemplo, vea Hopkins [44], Sun y Hopkins [45] v,
Hopkins y Vericella [46]; y se muestra cémo a partir de la matriz de flexibilidad es posible obtener los
grados de libertad de estos dos elementos. Primero se estudiara la lamina delgada, el cual es uno de
los elementos flexibles primitivos més utilizados en mecanismos flexibles. Después se mostrara como
al modificar un parametro de la lamina delgada y anadiendo una condicién dimensional este se puede
convertir en otro tipo de elemento flexible llamado alambre.

4.1.2. Elemento flexible: lamina delgada.

Este elemento consiste en una lamina delgada de seccion transversal rectangular. Los pardmetros
de diseno de este elemento se muestran en la Figura 4.1, con una longitud L, un grosor ¢ y un ancho
b, con el sistema de referencia mostrado en la Figura 4.8. Este elemento flexible es un caso particular
de la ecuacion (4.34) donde A = bt, I, = %, I, = %; entonces se puede afirmar que la matriz Cg
para este particular caso depende de cinco parametros de diseno independientes pg, = (F, G, t,b, L).
Cuando el grosor es suficientemente pequeno, t < b, t < L se obtiene la denominada lamina delgada
ideal Yu et. al. [26]. La ecuacién (4.34) puede normalizarse de tal forma Su et. al. [47] que se puede

obtener
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4.1. ELEMENTOS FLEXIBLES PRIMITIVOS.

_L2 L -
2 0o o o Lo
L? L
0 L= 0 -Lr oo o0
L L2y
Op =L [0 0 F 0 00 (4.39)
Elylo &= 0o s 0 0
L0 0 0 1 0
1
L0 0 0 0 5]
donde
I, t? J t2 G 1
= — = — = — = — = - — 4.40
FELTR P T E~2(1+v) (4.40)

son las constantes adimensionales determinadas a partir de geometrias y propiedades del material,
donde v es la relacion de Poisson. Para una seccion transversal rectangular, 8 estd definido como

B =12 @ - 0.21% <1 - % (Z)4>> (4.41)

la cual si ; es lo suficientemente pequena, =~ 4, Young y Budynas [48].

Entonces, para una ldmina delgada ideal, k < 1y n < 1, la matriz de flexibilidad, Cg,, depende
de cinco nuevos parametros de diseno independientes, p, = (%, X, K, 1, L). Ahora observe como las
columnas 2, 3y 4 de Cf, son relativamente pequenas, al punto de que es posible despreciarlas, dando
como resultado desde el punto de vista cinematico que: el elemento flexible primitivo denominado
ldmina delgada ideal, posee 3 grados de libertad, 3DOF': dos rotaciones alrededor de los ejes
coplanares al plano descrito por la lamina rectangular y una traslacién perpendicular al plano de
la ldmina.

Cuando ambos parametros, ancho y grosor, b y t, respectivamente, son muy pequenos compa-
rados con la longitud de la viga, t < L y b < L, la lamina delgada se transforma en un elemento
flexible denominado alambre.

4.1.3. Elemento flexible: alambre

Este elemento consiste en una barra larga de seccién transversal circular pequena. Los parame-
tros de diseno de este elemento se muestran en la Figura 4.1, con una longitud L, un radio r,
con el sistema de referencia mostrado en la Figura 4.10. La matriz de flexibilidad de un alambre
tiene la misma forma que la ldmina delgada, exceptuando que x no es lo suficientemente pequena,
dado que ahora el ancho y el grosor son de magnitudes similares, o para el caso de una seccién
transversal circular el radio, r, no es lo suficientemente pequeno como para despreciarse. La matriz

de flexibilidad, Cf, puede particularizarse para el caso del alambre, sustituyendo A = mr? = ”sz,
I,=1,= %"4 = %14 y J = 2I, = 21, de forma que la matriz de flexibilidad para el alambre queda

de la forma
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A

Figura 4.8: Elemento flexible: Lamina delgada.

L? L
o o o Lo
L? L
o L o Lo o
L Ly
Cp = L]0 0 5 0 00 (4.42)
Elylo -L 0o 1 0 0
L0 0 0 1 0
1
[0 0 0 0 0 Z]

donde n = 2—22. De este modo, si se cumple la condicién d < L, este elemento flexible se denomi-
nard como alambre ideal, ahora es posible observar como la columna 3 puede despreciarse, esto
implica que este elemento flexible no se deforma a lo largo de la direccion longitudinal, en este caso
el eje Z. Fisicamente concuerda con nuestra intuicién de que un alambre flexible es rigido a lo largo
de la direccion longitudinal y flexible en las otras direcciones desde el punto de vista cinemaético,
este elemento flexible posee 5 grados de libertad, 5DOF': Tres rotaciones alrededor de los tres ejes
y dos traslaciones perpendiculares a la longitud del alambre.
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Wy Y Y
% Ey =
Uy i
X X

Figura 4.9: Grados de libertad (verde), 3DOF, y grados de restriccién (rojo), 3DOC, del elemento
flexible: Lamina delgada.

Figura 4.10: Elemento flexible: Alambre.
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w, 1S

X

Figura 4.11: Grados de libertad (verde), 5DOF, y grados de restriccién (rojo), 1IDOC, del elemento
flexible: Alambre.
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Capitulo 5

Metodologia cinematicamente
correcta para la sintesis de
dispositivos flexibles.

En el presente capitulo se mostrard una metodologia para lograr la sintesis de tipo de disposi-
tivos de posicionamiento flexible, siguiendo el enfoque cinemético basado en la teoria de tornillos,
isomorfica al dlgebra de Lie, se(3), del grupo Euclideo, SE(3) que se describié en el Capitulo 2
del presente trabajo. Este trabajo provee una representaciéon matematica mas formal del enfoque
grafico-analitico presentado por Hopkins y Culpepper [19] y [20]. Ademas, se presenta la construc-
cion de diferentes dispositivos de posicionamiento flexible, con la finalidad de generar cada una de
las subélgebras del dlgebra de Lie, se(3); en algunos casos serd necesario conectar estos dispositi-
vos en serie, en paralelo o de modo hibrido, siguiendo los conceptos matemaéticos expuestos en el
Capitulo 3. Finalmente se estudiaran dos ejemplos encontrados en la literatura y cémo es posible
sintetizar estos mecanismos flexibles de una forma cineméticamente correcta.

5.1. Descripciéon de la metodologia.

En el Capitulo 4 se muestran los grados de libertad, DOF, y los grados de restriccion, DOC, de
dos elementos flexibles mds comunmente utilizados en la literatura: La ldmina delgada y el alambre,
quienes poseen 3DOF y 5DOF respectivamente. Ahora, bien, del Capitulo 3 se sabe que existe una
dualidad entre el algebra de Lie, se(3), y su élgebra dual, se*(3) debida a la correlacién asociada
a la forma de Klein. Esta correlacién permitira relacionar directamente los DOF y DOC de ambos
elementos flexibles ya mencionados. Con estos fundamentos es posible sintetizar diferentes tipos de
dispositivos de posicionamiento flexibles, ya sea en paralelo, serie o hibridos. Siguiendo los resultados
mostrados en el Capitulo 2 se procederd a sintetizar mecanismos flexibles que generen todas las
subdlgebras del algebra de Lie, se(3). Primero sintetizando dispositivos elementales de libertad
para poder sintetizar dispositivos de posicionamiento flexibles en serie y dispositivos elementales de
restriccién para poder sintetizar dispositivos de posicionamiento flexibles en paralelo. Para lograr
sintetizar estos dispositivos elementales se seguird un procedimiento basado en la serie de articulos
que ofrecen un enfoque de teoria de tornillos aplicada a mecanismos flexibles, por ejemplo vea
Su et. al. [18], Su y Tari [49] y [50]. Mostrando, ademds, un procedimiento alterno en uno de los
dispositivos elementales de restriccion, con la finalidad de darle al lector un mayor ntimero de ideas
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5.2. DISPOSITIVOS ELEMENTALES DE LIBERTAD, SUBALGEBRAS DEL ALGEBRA DE
LIE, SE(3), DE DIMENSION UNO.

sobre como aplicar las herramientas matematicas descritas en el presente trabajo de tesis.

La notacién que se utilizard para describir a los tornillos infinitesimales serd: El primer subindice
para indicar si se trata de un Twist, 7, o de un Wrench, W; ademas un segundo subindice mas
para indicar si se trata de una rotacién, r, o una traslacién, ¢, o un movimiento de tornillo, s, para
el Twist y de una fuerza lineal, f, un momento, m, o de una restriccién de tornillo, también llamada
wrench, w para el Wrench.

5.2. Dispositivos elementales de libertad, subalgebras del algebra
de Lie, se(3), de dimensién uno.

En esta seccién se sintetizaran tres dispositivos elementales de libertad, los cuales poseen 1DOF
y 5DOC: El primero sera capaz de permitir un rotacién alrededor de una direccién, el segun-
do sera capaz de permitir una traslacién sobre una direccién, y finalmente el tercer dispositivo
serd capaz de permitir un movimiento de tornillo sobre una direccién dada. Cada uno de estos tres
dispositivos elementales de libertad serdn generadores de una subdlgebra del dlgebra de Lie, se(3),
de dimensién uno.

5.2.1. Sintesis de un par cinematico de revoluta, R, 1IDOF o 5DOC, que genere
la subalgebra rp,,, .

Considere el tornillo que representa un par de revoluta, dado por la ecuacién (5.1). El movi-
miento asociado con un par de revoluta tiene 1DOF y presenta 5DOC.

$7, = [ tr ] : (5.1)

Ty X Up

Sin pérdida de generalidad, es posible asumir que el eje del tornillo asociado al par cinemético
de revoluta, R, $7,, pasa a través del origen, es decir, r, = (0,0, 0)” por lo tanto, se desea disefiar
un dispositivo que permita el movimiento representado por el tornillo infinitesimal.

Sr, = m . (5.2)

La meta puede alcanzarse mediante dos enfoques duales entre si:

1. Desde un punto de vista de grados de libertad del movimiento. El problema consiste en
generar un dispositivo flexible de 1 grado de libertad, una rotacién deseada. En este caso la
solucion es inmediata, empleando cuerpos rigidos y un par cinemético tradicional como lo es
la revoluta. En este caso no es posible emplear un dispositivo flexible.

2. Desde un punto de vista de grados de restriccién. El problema consiste en generar un dis-
positivo flexible de 5 grados de restriccién, dos momentos y tres fuerzas lineales apropiados,
mediante uno o mas elementos flexibles.

Para sintetizar el par cinematico de revoluta, R, en este caso se buscard obtener 5 grados de
restriccién, para ello se utilizaran 2 laminas delgadas. Puesto que cada una de ellas posee 3 grados
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LIE, SE(3), DE DIMENSION UNO.

e

VA

Figura 5.1: Tornillos infinitesimales asociados a las restricciones de las laminas delgadas y a la

libertad deseada en el cuerpo movil, rotacién alrededor de un eje fijo.

de restriccién. Resulta evidente que 1 grado de restriccion sera redundante. De acuerdo a la Figura

5.1 los tornillos asociados a las restricciones son:
Lamina delgada 1.

uf1 U f9 0
1 X Uf T1 X Uf

donde uysi, uso y up constituye un sistema ortonormal.
Lamina delgada 2.

Uf3 UFq 0
$Wf3 = $Wf4 = $Wm2 =
T2 X Uf3 Ty X Usg Um2

donde w3, usy y um2 constituye un sistema ortonormal.

(5.4)

Ademas, cada uno de los tornillos asociados a las restricciones de las laminas delgadas deben
aniquilar ortogonalmente al tornillo asociado al movimiento deseado, por lo tanto, la construccién
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del dispositivo flexible requiere que las laminas delgadas se dispongan en paralelo.

KI($T,,8w,,) = up-(r1xup)=r1-(up xu,) =0 (5.5)
KI(37,,8w;,) = ur-(riXup)=71-(up xu,)=0 (5.6)
Ki($7,,%w,,,) Up - Uy =0 (5.7)
K1 ($7,,$w,3) U - (rg X ugg) =ry- (ups X uy) =0 (5.8)
K1 (87, $w,,) Up - (P X Upg) =72 (Upg X up) =0 (5.9)
Kl($7,.,%w,,) = Ur Umn2=0 (5.10)

Las ecuaciones (5.7) y (5.10) indican que el plano de las placas deben ser perpendiculares a la
direccién del par cinematico revoluta, R, u,. Sin embargo, no necesariamente w,,1 y Um2, deben
ser perpendiculares entre si. De las ecuaciones (5.7) y (5.10) se sabe que,

Up = H1UF1 + U2UF2 (5.11)

Up = U3Uf3 + U4y (5.12)

respectivamente. Ahora bien, de las ecuaciones (5.5), (5.6), (5.8) y (5.9) se tiene que,
r1- [()\1’114]01 + )\Q’I,LfQ) X ur] =17ry- [()\1Uf1 + )\2Uf2) X (/j,l’lLfl + ILLQ’U;fQ)] =0 (513)

ro - [()\311,)03 + )\4Uf4) X ur] =17ry- [()\3Uf3 + )\4uf4) X (Ngﬂfg + /J4Uf4)] =0 (5.14)

sin embargo, resulta evidente notar que,
()\1’U,f1 + )\Q’u,fg) X (/“U,fl + IUQUfQ) = MUm1 (5.15)

()\3Uf3 + )\4uf4) X (Mgu}vg + M4Uf4) = 2Um2 (5.16)

por lo que es posible afirmar que,
1 - Unml = T2 Unpg = 0 (517)

Ahora bien, si la direccién es u, = (1,0, 0)T las direcciones w,,1 v um2 deben ser perpendiculares
) ) )
a u,. Una solucién geométricamente elegante es que sean perpendiculares entre si.

U1 = (0,0,1)" wp = (0,1,0)" (5.18)

por lo tanto,
upy = upy = (1,0,00" wup =(0,-1,0)" wugp=(0,0,1)" (5.19)
r1=(0,0,007 ry=(0,0,0)T (5.20)

El arreglo final se muestra en la Figura 5.2, donde se seleccioné que las placas fueran perpen-
diculares entre si.

Este resultado se puede verificar utilizando los tornillos que representan la libertad de movi-
miento. Por lo que, los tornillos asociados a la libertad de movimiento de cada una de las laminas
delgadas, son los siguientes:

Lamina delgada 1.

V3, = [°81.%83,°85) =[] (5.21)
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ufSJ U1

Figura 5.2: Par de revoluta, R, creada a partir de dos laminas delgadas.

donde,

0

-1

0

O$% — 0

0
L 0

Lamina delgada 2.

07

0

1

0$411 — 0

0
0]

[

o O o o O©

17

(o

o O O o O

[0

o O = O

o O O o o =

o O O O =

> > Uy, Upp, Upy

01

_ o O O O

o = O O O

(5.22)

(5.23)

(5.24)

Ahora bien, dado que ambas laminas delgadas se encuentran en paralelo, ambos subespacios de

libertades deben intersectarse de modo que,

V5 ="V N0V, =[] N [Ja] =

Dando como resultado el movimiento esperado, una rotacion alrededor del eje X.

o o o o =

(5.25)
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5.2.2. Sintesis de un par cinematico prismatico, T, 1IDOF o 5DOC, que genera
la subalgebra t,,,.

Considere el tornillo que representa un par prismético, T, dado por la ecuacién (5.26). El
movimiento asociado con un par prismatico tiene 1DOF y presenta 5DOC. Se desea disenar un
dispositivo flexible que permita el movimiento representado por el tornillo infinitesimal.

Ut

$7, = [0] . (5.26)

La meta puede alcanzarse mediante dos enfoques duales:

1. Desde un punto de vista de grados de libertad del movimiento. El problema consiste en
generar un dispositivo flexible de 1 grado de libertad, asociada a una traslacién rectilinea. En
este caso la solucion es inmediata, empleando cuerpos rigidos y un par cinemaético tradicional
como lo es el par prismatico. En este caso no es posible emplear un dispositivo flexible.

2. Desde un punto de vista de grados de restriccion. El problema consiste en generar un dispo-
sitivo flexible de 5 grados de restriccién, dos fuerzas lineales, linealmente independientes, y
tres momentos, linealmente independientes.

Para sintetizar el par cinematico prismatico, T, se buscard obtener 5 grados de restriccion,
para ello se utilizaran 2 laminas delgadas, ya que cada una de ellas posee 3 grados de restriccion.
Resulta evidente que 1 grado de restriccion sera redundante. De acuerdo a la Figura 5.3 los tornillos
asociados a las restricciones son:

Lamina delgada 1.

Swy, = l o ] Swy, = l e ] S, = [ 0 ] (5.27)

1 X Uf 1 X Uf

donde w1, uso y upmy constituye un sistema ortonormal.
Lamina delgada 2.

$Wfs = [ s ] $Wf4 = [ e ‘| Swie = [ 0 ] (5.28)

T2 X Uf3 T2 X Ufy Um?2

donde uyf3, wps y Up2 constituye un sistema ortonormal.

Ademsds cada uno de los tornillos asociados a las restricciones de las laminas delgadas deben
aniquilar ortogonalmente al tornillo asociado al movimiento deseado, por lo tanto, la construccién
del dispositivo flexible requiere que las laminas delgadas se dispongan en paralelo.

Kl($Tt7$Wf1) = ut-uﬂ:O

K1 ($7,, $Wf2)

Ki($7,,%w,.,)

K1 (87,,8w,,)
)
)

up - upo =0

(5.29)
(5.30)
0 (5.31)
(5.32)
(5.33)
(5.34)

ut'Uf3:O

K1 ($7,, $Wf4
Kl ($7,,%w,,,

wu-upg =0
=0
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e

VA

Figura 5.3: Tornillos infinitesimales asociados a las restricciones de las laminas delgadas y a la
libertad deseada en el cuerpo mévil, traslacion rectilinea en una direccién.

De las ecuaciones (5.29) y (5.30) implican que el plano de la ldmina delgada 1 debe ser per-
pendicular a la direccién del par prismético, T, ur y las ecuaciones (5.32) y (5.33) implican que el
plano de la lamina delgada 2 es perpendicular a la direccién del par prisméatico, T, uy. Para este
caso no existen condiciones para r| y ra.

Por ejemplo, si la direccién del par cinemético prismético, T, coincide con el eje X se tiene que,
ur = (1,0,0)7, entonces

U1 = Uma = (1,0,0) (5.35)
por lo tanto,
up =upz = (0,0,1)7 wp=upy=(0,-1,0)7 (5.36)
y
r1 = (112,0,0)7 7y = (=19, 0,0)T (5.37)

El arreglo final se puede observar en la Figura 5.4 Este resultado se puede verificar utilizando los
tornillos que representan la libertad de movimiento. Por lo que, los tornillos asociados a la libertad
de movimiento de cada una de las laminas delgadas, son los siguientes:
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Y
A
|k X
:(’rz T;j- T: > N ut’ umﬂ umz
e > ;0/ o
Uys Uy
2N
U, Wi

Figura 5.4: Par cinemdtico prismatico, T, creado a partir de dos laminas delgadas.

Lamina delgada 1.

V5 = [°81,985,°83] = 1] (5.38)
donde,
[0 ] [0 0] 0 0 0]
0 -1 0 0 -1 0
1 0 0 1 0
0g1 — 0gl = 03l = Ji] = 5.39
1 0 2 0 57 4| [1] 0 ) (5.39)
L 0 _ L7 1] _O_ L 0 T1z O_
Lamina delgada 2.
V5 = 81,983, °85] = [J2] (5.40)
[ 0] [0 7 (0] [0 0 0]
0 -1 0 0 -1 0
1 0 0 1 0 0
0g1 = 0gt = Ot =11 Jo] = 5.41
4 0 5 0 6 1 [J2] 0 0 ) ( )
T2y 0 0 ro. 0 0
L 0 i L— 7221 _0_ L 0 —Tor 0_

Ahora bien, dado que ambas ldminas delgadas se encuentran en paralelo, ambos subespacios de
libertades deben intersectarse de modo que,
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07

Vo ="VorNV5y =[] N[ = (5.42)

o O = O O

Dando como resultado el movimiento esperado, una traslacién en direccién paralela al eje X.

5.2.3. Sintesis de un par cinematico de tornillo, S, 1IDOC o 5DOF, que genere
la subalgebra hp,,, ,, helicoidal.

Considere el tornillo que representa un par de tornillo, dado por la ecuacién (5.43). El movi-
miento asociado con un par de tornillo tiene 1DOF y presenta 5DOC.

Us
-]

(5.43)
rs X Ug + hug

Sin pérdida de generalidad, es posible asumir que el eje del tornillo asociado al par cinemaético
de tornillo, S, $7,, pasa a través del origen, es decir, r; = (0,0,0)” por lo tanto, se desea disefar
un dispositivo que permita el movimiento representado por el tornillo infinitesimal.

$7, = [ e ] : (5.44)

hug

La meta puede alcanzarse mediante dos enfoques duales:

1. Desde un punto de vista de grados de libertad del movimiento. El problema consiste en
generar un dispositivo flexible de 1 grado de libertad, un movimiento de tornillo. En este caso
la solucién es inmediata, empleando cuerpos rigidos y un par cinematico tradicional como lo
es el par de tornillo, sin embargo en este caso no es posible emplear un elemento flexible de
forma directa.

2. Desde un punto de vista de grados de restriccion. El problema consiste en generar un dispo-
sitivo flexible de 5 grados de restriccién, dos fuerzas lineales, dos momentos y una restriccién
de tornillo empleando elementos flexibles.

Para sintetizar el par cinematico de tornillo, S, se buscard obtener 5 grados de restriccion, para
ello se utilizaran 5 alambres, ya que cada una de ellos posee 1 grados de restriccion. De acuerdo a

la Figura 5.5 los tornillos asociados a las restricciones son:
Condiciones para el i-ésimo alambre.

1 . Vi=1,2,34,5. (5.45)
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YA

e

VA

Figura 5.5: Tornillos infinitesimales asociados a las restricciones de las laminas delgadas y a la
libertad deseada en el cuerpo movil, traslacion rectilinea en una direccién.

Ademds cada uno de los tornillos asociados a las restricciones de los alambres deben aniqui-
lar ortogonalmente al tornillo asociado al movimiento deseado, por lo tanto, la construccién del
dispositivo flexible requiere que los alambres se dispongan en paralelo.

Kl (37,,8w,,) = wus-(ri xup)thus up =7 (up X us) +hus up =0
= wgfrixup+hug =0 Vi=12345. (5.46)

De la ecuacién (5.46) puede suponerse sin pérdida de generalidad que r; es perpendicular a wy;,
por lo tanto, dos condiciones necesarias, pero no suficientes son las siguientes,

Us - (rixup) =0y us-(up)=0 (5.47)

Dada la ecuacién (5.47) parece 16gico que cada par de alambres evite la rotacién y traslacién al-
rededor y a lo largo de un eje. Esto nos conduce una solucién con cuatro alambres, logrando un
movimiento cilindrico, que corresponde a una rotacion alrededor de una direccién fija, mas una
traslacion independiente en la misma direccién, sin embargo para lograr obtener un par cinemati-
co de tornillo es necesario que ambos movimientos sean dependientes, es decir, aun es necesario
encontrar un alambre que logre restringir un wrench con paso de igual maginitud, pero de signo
contrario al movimiento de tornillo esperado. Para ello, resulta evidente que la tercera condicién
serd la siguiente

T (U X ug) +hug-up =0 (5.48)

donde, el vector uy; debe ser elemento de us, uyf; € us, sin embargo no deben ser paralelos entre
si (ug; x us) # 0, el vector posicion debe ser perpendicular a ambas direcciones, r; L wyf;, us, y

ademds su magnitud debe ser igual al paso del movimiento de tornillo pero con signo contrario
|’l’°i‘ = —h.
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Si el par cinemético de tornillo, S, coincide con el eje X se tiene que, us = (1,0,0)7, y si el
paso del tornillo para este ejemplo es igual a —h, entonces, de las condiciones (5.47)

up =up=(0,1,000° 7 =(0,0,007 7= (ro,0,0)" (5.49)

ademas,
ups = —upy = (0,0,—1)T  r3=1(0,0,0" 74=(r4,0,0)" (5.50)

y finalmente, con la condicién (5.48)
ups = (1,0,1)"  r5=(0,h,0)" (5.51)

debe notarse que este tltimo alambre es el encargado de generar la restriccién de tipo wrench con
un paso de igual magnitud pero de diferente signo al movimiento esperado.
El arreglo final se puede observar en la Figura 5.6

AY
u
15 -
’ uf4
s X "
d - o > —
TS T, g
0%ate B
uf1 ufz

Figura 5.6: Par cinemético de tornillo, S, creado a partir de cinco alambres.

Este resultado se puede verificar utilizando los tornillos que representan una restriccion al
movimiento. Por lo que, los tornillos asociados a las restricciones del movimiento de cada uno de
los alambres, son los siguientes:

Alambres.
[0 [0 T [0 ]
1 1 0
01 0¢l 0 01 0¢l 0 01 0¢l -1
Fh = [%81] = 0 Fhy=["%3] = 0 Fhy = ["83] = 0 (5.52)
0 0
0] L72x ] L 0 ]
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0 1
0 0

Ol _ [0gl Ll o1 _ ogl 1

Fyy = [84] = 0 Fos =88] = B (5.53)
T4y 0
L 0 | —h ]

Dado que estamos tratanto con restricciones la suma de todas ellas esta representada por la siguiente
matriz:

0 0 0 17
1 1 0 0

OF 4+ OF,, +OFh, + °FL, + P FL =[] = 00 -l (5.54)
0 0 0 h
0 0 T4z 0
0 rop O 0 —h

al aplicar el mapeo o, a la matriz resultante de la suma de restricciones, [J;], se obtiene el siguiente
resultado:

o ([N]) = (5.55)

0

Dando como resultado el movimiento esperado, un movimiento de tornillo a lo largo del eje X.

5.3. Subdlgebras del algebra de Lie, se(3), del grupo Euclideo,
SE(3), a partir de dispositivos seriales.

La clasificacién de las subédlgebras del dlgebra de Lie, se(3), se organiza con base en la dimensién
de las respectivas subélgebras, tal como se muestra en la Figura 2.5.
5.3.1. Subdlgebras del algebra de Lie, se(3), de dimensién uno.

Las subdlgebras de dimensién uno ya se analizaron en la seccién anterior, cada uno de los
dispositivos elementales de libertad sintetizados generan las subdlgebras de dimensién uno.
5.3.2. Subdlgebras del dlgebra de Lie, se(3), de dimensién dos.

Para las subdalgebras de dimensién dos es necesario obtener la suma directa de dos subalgebras
de dimensiéon uno, por lo que los pares cineméticos anteriormente sintetizados son colocados en
serie.
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Subalgebra til, traslacion plana.

Corresponde a traslaciones sobre un plano, en este caso el plano se supone perpendicular al eje
Z. Se realiza la suma directa de dos subdlgebras de prismatico, 7pq,; -

V3 =03 + 13 (5.56)

Donde

'WE=1'$] = (5.57)

o O = O O O
= o O O O

Finalmente el movimiento del efector final es el deseado. El dispositivo flexible se muestra en
la Figura 5.7.

V5 ="Vo+'V5 =

(5.58)

o O = O O O
o = O O O O

Fr, X

Figura 5.7: Mecanismo flexible en serie que genera la subalgebra tf;l, traslacién plana.

Subdalgebra Cp,,, cilindrico.

Corresponde a una rotacién alrededor de un eje fijo, méas una traslaciéon independiente en la
misma direccidn, en este caso suponga que la direccién de la rotacién y traslacion es el eje X. Se
realiza la suma directa entre una subalgebra rp,, y otra subdgebra t,,,.

V3 =3 + 13 (5.59)
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Donde
0] 1]
0 0
Oyr1 Ol 0 1y2 1¢2 0
0 0
L0 0]

Finalmente el movimiento del efector final es el deseado. El dispositivo flexible se muestra en

la Figura 5.8.
0 1

VG ="V + V5 =

(5.61)

S O = O O
o O O o O

b bn X

Figura 5.8: Mecanismo flexible en serie que genera la subélgebra Cp,,,, cilindrico.

5.3.3. Subdlgebras del dlgebra de Lie, se(3), de dimensidn tres.

Para las subdlgebras de dimensién dos es necesario realizar la suma directa de tres subalgebras
de dimensién uno, o bien, la suma directa entre una subagebra de dimensién uno y una subéalgebra
de dimensién dos, por lo que los mecanismos flexibles anteriormente sintetizados seran colocados
en serie.

Subdlgebra ty, u,u,, traslacién espacial.

Corresponde a las traslaciones espaciales de un cuerpo rigido. A continuacién se muestra el
mecanismo que estd formado por tres pares prismaticos, el cual genera la subalgebra de traslacién

espacial.
VG =V + V5 +2V3 (5.62)
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Donde
01 o -
0 0 0
0y/1 0¢l 0 1y/2 1¢2 0 2v/3 2¢3 0
Vo =["$o] = |, Ve =1['%5] = |, Ve =18 = |, (5.63)
0 1 0
0] 10, 11

Finalmente el movimiento del efector final es el deseado. El dispositivo flexible se muestra en
la Figura 5.9.

VE =VE + Va2V = (5.64)

o = O O O O
_ o O O O

$rn, X

VA

Figura 5.9: Mecanismo flexible en serie que genera la subélgebra tq, w, u;, traslacién espacial.
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Subalgebra g,,, movimientos planos.

Corresponde a traslaciones en un plano y una rotacién alrededor de un eje perpendicular a
ese plano. A continuacién se muestran el mecanismo formado por la conexién serial de dos pares
prismaticos y un par de revoluta, este mecanismo genera la subalgebra de movimientos planos.

VG =+ Va4 2 (5.65)
Donde
[07] 0] 17
0 0 0
Oy/1 O¢l 0 1y/2 1¢2 0 2y/3 2¢3 0
1 0 0
0] 1] L0

Finalmente el movimiento del efector final es el deseado. El dispositivo flexible se muestra en la
Figura 5.10.

VG ="Vo + VS VS = (5.67)

o = O O O
_ o O o o O
S O O O O =

Subalgebra sp, esférica.

Corresponde a todas las rotaciones alrededor de un punto fijo. A continuacién se muestra
el mecanismo formado por tres pares de revoluta cuyos ejes de rotacién son perpendiculares e
intersectan en un mismo punto, este mecanismo genera la subalgebra esférica.

VG =5+ 3+ 2 (5.68)

Donde

o O O O O =

V5 ="%0] = o =1['$8] = VS =88] = (5.69)

o O O = O O

o O ©oO o+~ O
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2 s

Figura 5.10: Mecanismo flexible en serie que genera la subdlgebra g,,,, movimientos planos.

Finalmente el movimiento del efector final es el deseado. El dispositivo flexible se muestra en la
Figura 5.11.

[1 0 O]
010
0y/3 Oy/1 1y/2 2y73 00 1
VO: Vo‘l‘ Vo+ VO: (570)
0 00
0 00
10 0 0]

Debe notarse que los cuerpos rigidos que conectan los dispositivos flexibles son de arquitectura
tal que los ejes de las revolutas se intersectan en un punto en comun.

Subdlgebra v, ,, traslacién plana de un desplazamiento helicoidal.

Corresponde a las traslaciones en un plano, ademas de un movimiento de tornillo paralelo ese
plano. El mecanismo que se muestra estda formado por dos pares de revoluta y un par helicoidal
conectados en serie, este mecanismo genera la subalgebra de traslacién plana de un desplazamiento
helicoidal.

VG =V + VG +2V3 (5.71)

78



5.3. SUBALGEBRAS DEL ALGEBRA DE LIF, SE(3), A PARTIR DE DISPOSITIVOS
SERIALES.

P 0

Figura 5.11: Mecanismo flexible en serie que genera la subalgebra sp, esférica.

Donde
[0 (0] 17
0 0 0
01_01_0 12_12_0 23_23_0
vi=Pstl=| | we=[sl= ||  wa=psl=| (5.72)
0 1 0
1] 10] | 0 ]

Finalmente el movimiento del efector final es el deseado. El dispositivo flexible se muestra en
la Figura 5.12.

0 0 17
00 0

VG ="Vo + Ve VS = 0ol (5.73)
00 —h
01 0
1 0 0|

5.3.4. Subdlgebras del algebra de Lie, se(3), de dimensién cuatro.

Para el caso de las subdlgebras de dimensién cuatro, se realizaron dos versiones de mecanismo
flexibles, uno serial, es decir, sumando cuatro libertades para lograr 4DOF y otro en paralelo, es
decir, sumando dos restricciones para lograr 2DOC.
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Figura 5.12: Mecanismo flexible en serie que genera la subdlgebra y,, ;, traslaciéon plana de un
desplazamiento helicoidal.

Subalgebra z,,, Schonflies.

Corresponde a traslaciones en el espacio, ademés de una rotacién alrededor de un eje.

Vo ="VE+ IV +VE 4PV (5.74)
Donde
_0_ -0- -O' '1'
0 0 0 0
0 0 0 0
Wo=[80]= ||| V=88] = | | Ve =88] = | | Ve =[s0] = |,| )
0 1 0 0
0 0 1] 0]

Finalmente el movimiento del efector final es el deseado. El dispositivo flexible se muestra en
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la Figura 5.13.

0 0 0 1T
0000

W5 ="V +1VE 4+ VS VS = 0000 (5.76)
1000
0100
0 0 1 0

Figura 5.13: Mecanismo flexible en serie que genera la subdlgebra x,,,, Schonflies.

5.4. Dispositivos elementales de restriccion, subespacios del alge-
bra de Lie, se(3), de dimensién cinco.

En esta seccién se sintetizaran tres dispositivos elementales de restriccién, los cuales poseen
5DOF y 1DOC: El primero serd capaz de restringir un rotaciéon alrededor de una direccién, es
decir, capaz de generar un momento; el segundo serd capaz de restringir una traslacion sobre una
direccién, es decir, un fuerza lineal y finalmente el tercer dispositivo serd capaz de restringir un
movimiento de tornillo sobre una direccién dada, es decir, un wrench. Cada uno de estos tres
dispositivos elementales de libertad serdn generadores de un subespacio del algebra de Lie, se(3),
de dimensién cinco.

5.4.1. Sintesis de una restriccion de momento, M, 1DOC o 5DOF.

Considere el tornillo que representa una restriccién de momento, M, dado por la ecuacién (5.77).
La restriccién asociada con un momento, M, tiene 1DOC y presenta 5DOF; se desea disenar un
dispositivo flexible que restrinja un movimiento de rotacién, es decir, debe generar un fuerza de
tipo momento, y permita los demas movimientos, representado por el tornillo infinitesimal.
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Sw,, = [ 0 ] . (5.77)

Um

La meta puede alcanzarse mediante dos enfoques duales:

1. Desde un punto de vista de grados de libertad del movimiento. El problema consiste en
generar un dispositivo flexible de 5 grados de libertad, dos rotaciones y tres traslaciones.

2. Desde un punto de vista de grados de restriccién. El problema consiste en generar 1 grado de
restriccién, un momento. El resultado no es inmediato dado que no existe, de momento, un
elemento flexible primitivo que contenga 1DOC de este tipo.

Para sintetizar un dispositivo flexible que imponga una restriccién de momento, M, se alcan-
zard generando 5 grados de libertad, es decir, si se observa desde un punto de vista de libertades
tomaremos 2 laminas delgadas, cada una de estas laminas delgadas posee 3DOF por lo que resulta
evidente que una libertad serd redundante. De acuerdo a la Figura 5.14 los tornillos asociados a los
movimientos permitidos por ambas ldminas delgadas son los siguientes:

u'r4

$7‘r4

2

Figura 5.14: Tornillos infinitesimales asociados a las libertades de las laminas delgadas y a la
restriccién deseada en el cuerpo mévil, un momento en la direccién del eje X.
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Lamina delgada 1.
Ur1 Ur2 0
$7,, = [ ' ] $7., = [ ' 1 1y, = [ 1 (5.78)
1 X Upy 1 X Ur2 Ul

donde u,1, U2 y u; constituyen un sistema ortonormal.
Lamina delgada 2.

Ur3 Ur4 0
$7,, = l ] $r., = l 1 $7,, = [ 1 (5.79)
o X Up3 T2 X Upg Ut2

donde u,3, u,4 ¥y Uz constituyen un sistema ortonormal.
Ademsds, cada uno de los tornillos asociados a las libertades de las ldminas delgadas deben
aniquilar ortogonalmente al tornillo asociado a la restriccion deseada, por lo tanto:

Kl(Sw,.,87,) = Um-up =0 (5.80)
Kl (Sw,,,87,5) = wm-u2=0 (5.81)
Kl ($w,,,87,) = O (5.82)
Kl (Sw,,,87,5) = wm-u3=0 (5.83)
Kl (Sw,,,81,,) = tm una=0 (5.84)
Kl ($w,,.81,) = 0 (5.85)

De las ecuaciones (5.80) y (5.81) implican que el plano de la ldmina delgada 1 debe ser perpen-
dicular a la direccién de la restriccién de momento, M, u,, y las ecuaciones (5.83) y (5.84) implican
que el plano de la lamina delgada 2 es perpendicular a la direccién de la restriccién de momento,
M, u,,. Para este caso no existen condiciones para r; y 79, sin embargo se debe recordar que al
estar haciendo una suma de libertades es necesario conectar los cuerpos rigidos en serie.

Por ejemplo, si la restriccion de momento, M, la situamos sobre el eje X se tiene que, uy =
(1,0,0)”, entonces

uy = up = (1,0,0)T (5.86)
por lo tanto,
Urp = upz3 = (0,0, )7 o = upy = (0,-1,0)T (5.87)
y
r1=1(0,0,0)" ry=(=ry,0,0" (5.88)

El arreglo final se puede observar en la Figura 5.15. El resultado se puede verificar mediante las
matrices Jacobianas que representan los grados de libertad.
Utilizando libertades se observa que, los tornillos asociados a las libertades de cada una de las
laminas delgadas, son los siguientes:
Lamina delgada 1.
V5 = 81,83, °83] = [/1] (5.89)
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[
e

0
r, B X
> —— Uy, Wiy, Uy
lO
u'r4 /
sy Z Uz
uri

Figura 5.15: Restriccién de momento, M, creada a partir de dos laminas delgadas.

07 [0 (07 0 0 0]
0 -1 0 0 -1 0
8] = é 33 = 8 083 = (1) ;o [A]= ; 8 [1) (5.90)
0 0 0 0 0 O
10] L 0 | 10] 0 0 0]
Lamina delgada 2.
g = 152,152, 183] = [ (5.91)
[0 [ [07] [0 0 0]
0 -1 0 0 -1 0
08} = (1) 081 = 8 g4 = (1) . [Ja] = é 8 (1) (5.92)
T 0 0 T 0 0
L O [ — 72z ] 0] L0 —rop O]

Ahora bien, dado que ambas ldminas delgadas se encuentran en serie, ambos subespacios de
libertades deben sumarse de modo que,
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(0 0 0 O 0 0]
0 -1 0 O -1 0
1 0 0 1 0 0
Oy/2 Oy-1 1y,2
0 ot Vo=lhl+lhl=1" o | o o ; (5.93)
0 0 0 7o 0 0
0 0 0 0 —roy O

donde el rango de la matriz resultante es 5, de modo que, al aplicar el mapeo O'X-l a la matriz
resultante de la suma [J1] + [J2] se obtiene el siguiente resultado:

o (1] + [Ja]) = (5.94)

De esta forma se observar que el resultado es el esperado, una restriccién de momento, M, a lo
largo del eje X.

5.4.2. Sintesis de una restriccion de fuerza lineal, F, 1IDOC o 5DOF.

El tornillo infinitesimal asociado a la restriccién de fuerza lineal, F, se muestra en la ecuacién

(5.95)
$Wf:l e ] (5.95)

Ty X Uf
Sin pérdida de generalidad, es posible asumir que el eje del tornillo de la restriccion, F, $Wf,
pasa a través del origen, es decir, 7y = (0,0, 0)” por lo tanto,

Sw, = ll;f ] . (5.96)

La meta puede alcanzarse mediante dos distintos enfoques:

1. Desde un punto de vista de grados de libertad. El problema consiste en generar un dispositivo
flexible de 5 grados de libertad, tres rotaciones y dos traslaciones.

2. Desde un punto de vista de grados de restriccion. El problema consiste en generar un disposi-
tivo flexible de 1 grado de restriccién, una fuerza lineal. Debe notarse que el resultado puede
ser directo si se utiliza un alambre como elemento flexible, sin embargo para el presente caso
se aplicara la metodologia utilizando placas delgadas como elementos flexibles.

Para sintetizar la restriccién lineal, F', en este caso se buscara generar 5 grados de libertad, para
ello se utilizardn 2 ldminas delgadas, ya que cada una de ellas posee 3 grados de libertad, resulta
evidente que 1 grado de libertad serd redundate.
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2

Figura 5.16: Tornillos infinitesimales asociados a las libertades de las laminas delgadas y a la
restriccién deseada en el cuerpo mévil.

Utilizando libertades se observa que, los tornillos asociados a las libertades de cada una de las
ldminas delgadas, son los siguientes:
Lamina delgada 1.

Ury Ur9 0
$1,, = [ ' 1 $1., = [ " 1 $1,, = l 1 (5.97)
71 X Up1 71 X Upg U1

donde wu,1, ure y uy constituyen un sistema ortonormal.
Lamina delgada 2.

Ur3 Ury 0
$1,, = [ ] 81,4 = [ ] $1, = [ ] (5.98)
o X Uyp3 T2 X Urg U2

donde u,3, U4 y U constituyen un sistema ortonormal.
Por lo que, cada uno de los tornillos asociados a las libertades de las laminas delgadas deben
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aniquilar ortogonalmente al tornillo asociado a la restriccion deseada, por lo tanto:

($Wf7 1) = up-(rixXup) =711 (U xup) =0 (5.99)
Kl (Swy,, $T ) = g (1 X upm) =71 (U X uyp) =0 (5.100)
Kl (Sw,,87,,) = wup-un=0 (5.101)
Kl (Sw;,875) = wup-(raxus)=r1-(u3xup) =0 (5.102)
Kl (Sw,,87.,) = uyg-(raxupm)=r1- (upg xug) =0 (5.103)
Kl (Sw;,87,,) = uf-up=0 (5.104)

Las ecuaciones (5.101) y (5.104) indican que el plano de las placas deben ser perpendiculares
a la direccién de la restriccién de fuerza lineal, F, wy. Sin embargo, no necesariamente w1 y w2,
deben ser perpendiculares entre si. De las ecuaciones (5.101) y (5.104) se sabe que,

Uy = [1Ur1 + {2Ur2 (5105)
Up = U3Ur3 + [L4lrs (5.106)
respectivamente. Ahora bien, de las ecuaciones (5.99), (5.100), (5.102) y (5.103) se tiene que,
rL- [()\111/7»1 + )\Q’urg) X ’I,Lf] =7y [(Alurl + )\Q’u,rg) X (,ulurl + ,U,Q’urg)] =0 (5107)
ro - [(Agurg + )\4u,~4) X uf] =17y - [(Agurg + )\4’lLT4) X (,U,gurg + /L4Ur4)] =0 (5108)
sin embargo, resulta evidente notar que,
(A1 + Aour2) X (p1Ue1 + p2ttr2) = Mg (5.109)

(A3 + Aatra) X (U3Urg + fatlrs) = Mo (5.110)
por lo que es posible afirmar que,

T UL = T2 U = 0 (5.111)

Ahora bien, si la direccién es uy = (1,0,0)7 las direcciones us; y use deben ser perpendiculares,
de este modo se toman dos direcciones linealmente independientes, no necesariamente ortogonales,
sin embargo para el presente caso, se opté por situarlos de forma ortogonal.

w = (0,1,0)" wg = (0,0,1)" (5.112)
por lo tanto,
1= (0,0, u3=(0,-1,007 = wug=(1,0,0)7 (5.113)
y
r1 = (07 07 O)T ry = (_T2x7 07 O)T (5114)

dado que se esta realizando una suma de libertades es necesario situar las laminas delgadas en serie.
El arreglo final se puede observar en la Figura 5.17
Utilizando libertades se observa que, los tornillos asociados a las libertades de cada una de las
ldminas delgadas, son los siguientes:
Lamina delgada 1.

V5 = 781,85, °83] = 1] (5.115)
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ut1

""""""" : $W}‘ X
0 uf’ u‘r,23u1'4

Figura 5.17: Restriccién de tipo fuerza lineal, F, creada a partir de dos laminas delgadas.

0 17 [0 [0 1 O]
0 0 0 0 0 0
g1 = (1) 031 = g 031 = 8 . )= (1] 8 8 (5.116)
0 0 1 0 0 1
10] 10] 0] 10 0 0]
Lamina delgada 2.
W3 =['$3,182,182] =[] (5.117)
[0 [17] (0] Y 1 0]
1 0 0 -1 00
031 = 8 031 = 8 084 = 8 ;o [R] = 8 8 g (5.118)
0 0 0 0 00
| — 792 ] 10] 1] |—7r2, 0 1]

Ahora bien, dado que ambas ldminas delgadas se encuentran en serie, ambos subespacios de
libertades deben sumarse de modo que,

0 1 0 O 1 0]
000 -1 0O
100 0 00O
0y/2 Oys1 | 1y/2
Vo="Vo+ V5 =1[h]+ ] = 5.119
B="Va+VE=1+1 =, 0 0 0 o (5119)
001 0 0O
0 0 0 —re, O 1]

donde el rango de la matriz resultante es 5, de modo que, al aplicar el mapeo O’Xl a la matriz
resultante de la suma [J1] + [J2] se obtiene el siguiente resultado:
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0
T () + 1) = | (5.120)
0

De esta forma se observa que el resultado es el esperado, una restriccién lineal, F, en la direccién
X.

5.4.3. Sintesis de una restriccion de tipo wrench, W, 1DOC o 5DOF.

Considere el tornillo que representa una restriccién de tipo wrench, dado por la ecuacién (5.121).
El movimiento asociado con la restriccion de tornillo presenta 1DOC y presenta 5DOF.

Tw X Uy + h Uy,

$w, = l tho ] : (5.121)

Sin pérdida de generalidad, es posible asumir que el eje del tornillo asociado a la restriccion
de tipo wrench, W, $yy,, , pasa a través del origen, es decir, r,, = (0,0, O)T por lo tanto, se desea
diseniar un dispositivo que restrinja un movimiento de tornillo y permita los demas movimientos.

S, = lu“’ ] : (5.122)

h wy,

La meta puede alcanzarse mediante dos enfoques duales:

1. Desde un punto de vista de grados de libertad. El problema consiste en generar un dispositivo
flexible de 5 grados de libertad, dos rotaciones y dos traslaciones y un movimiento de tornillo.
Sin embargo, la solucién no es directa utilizando elementos flexibles.

2. Desde un punto de vista de grados de restriccién. El problema consiste en generar 1 grado
de restriccion, un wrench. El resultado no es inmediato dado que no existe, de momento, un
elemento flexible primitivo que contenga 1DOC de este tipo.

Para sintetizar la restriccién de tipo wrench, W, se buscard obtener 5 grados de libertad, para
ello se aplicara el mapeo UYG al espacio de restriccién generado por la restriccién de tipo wrench,
W, con la finalidad de obtener su espacio de libertad. Sin pérdida de generalidad asuma que la
direccion de la restriccion se encuentra a lo largo del eje X, por lo que,

[Jw] = [w,] = (5.123)

oSO O T o o
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Ahora bien, al aplicar el mapeo UXZ a este espacio de restriccion se obtiene el siguiente resultado

0000 17
0010
100 0

ok ([Jw]) = [Jr] = 0000 - (5.124)
0001 0
0100 0]

En la ecuacién (5.124) se observa como el espacio de libertades asociado a una restriccién de
tipo wrench, W, puede interpretarse como la suma directa de tres subalgebras del algebra de Lie,
se(3), es decir, la suma directa de dos movimientos cilindricos, para el presente caso a lo largo de
los ejes Y y Z, y un movimiento de tornillo, a lo largo del eje X. Dado que es necesario realizar
una suma de espacios de libertad los dispositivos flexibles que generan dichas subélgebras deben
situarse en serie. Como ya se explicé en la seccién 5.2.3, para lograr un dispositivo que genere la
subalgebra cilindrico, es necesario remover ese quinto alambre para eliminar la dependencia entre
la rotaciéon y traslacién del dispositivo, de forma que ahora ambos movimientos son independientes
entre si, lo siguiente es situarlo en la direccién del eje Y. El resto es repetir, utilizando el mismo
dispositivo que genere la subalgebra cilindrico, pero esta vez en la direccién del eje Z. Para concluir
se coloca en serie un dispositivo capaz de generar la subdlgebra de tornillo, situado a lo largo del
eje X. Por lo cual se tendran tres dispositivos en serie, dicho resultado es posible observarlo en la
Figura 5.18,

Debido a que estamos tratando con alambres, la forma mas sencilla de analizar los dispositivos
es mediante restricciones, de este modo,

Dispositivo 1. Para el dispositivo 1 se tienen las siguientes direcciones asociadas a cada uno
de los alambres que conforman el dispositivo:

upy = up = (0,1,0)7 (5.125)
ugz = upn = (1,0,0)7 (5.126)
o1 = (0,0,7212)" 741 = (0,0,7412)" (5.127)

de esta forma,

Opl — [03%70%70%70%] = [Jw] (5.128)
0] 0] 1] (1]
1 1 0 0

ost= |0 o= | 0| o= | o= | (5.129)
0 0 0 T41z
0] L 0 | L0 L 0
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Figura 5.18: Restriccién de tipo wrench, W, creada a partir de alambres.

[0 0 1 17
1 1 0 0
0 0 0 0
J) = 5.130
[ Wl] 0 —T21z 0 0 ( )
0 0 0 T41z
K 0 0 0 |
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o bien,

ore ([Jwi]) = [Jr1] =

[0

o O O = O

01

_ o O O O

El resultado es un movimiento cilindrico a lo largo del eje Z.
Dispositivo 2. Para el dispositivo 2 se tienen las siguientes direcciones asociadas a cada uno

de los alambres que conforman el dispositivo:

Upa = Upez = (0,0, 1)

Upze = upgr = (1,0,0)7

T2 = (O,Tzzy, O)T Ty = (0, T42y, O)T

de esta forma,

PG = [181,193, 185, 183] = [Jw

[Jwa] =

o
[
S
[\
[\
<
o o o o o ~

o bien,

orer (Jwal) = [Jra] =

o O O O O =

—T42y ]

o O O O = O

o O o =

o = O O O O

El resultado es un movimiento cilindrico a lo largo del eje Y.
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Dispositivo 3. Este dispositivo ya fue analizado en la seccién 5.2.3 de modo que a continuacion
se muestran los resultados, repetidos, de dicha seccion.

0w 0 0 0 17
11 0 0 0
0 0 -1 1 1
Dl =10 0 o o & (5.139)
0 0 0 7 O
0 r90 0 0 —h
o bien,
0
v 0
ok ([Jws)) = [Jrs] = T (5.140)
0
L O]
FEl resultado es un movimiento de tornillo a lo largo del eje X.
Finalmente se realiza la suma directa para obtener el espacio de libertad,
M 0 0 0 17
0010 O
[Jr] = [Jr1] & [Jr2] © [J13] = bO0b o (5.141)
0 00 0 —nh
0 001
0 1 0 O i

Ahora bien, al aplicar el mapeo U}/(z a este espacio de libertad se obtiene el siguiente resultado

ok ([Jr]) = [Jw] = [Bw, ] = (5.142)

De esta forma se observa que el resultado es el esperado, una restriccién de tipo wrench, W, en la
direccién del eje X.

5.5. Subdlgebras del &algebra de Lie, se(3), del grupo Euclideo,
SE(3), a partir de dispositivos paralelos.

La clasificacion de las subalgebras del dlgebra de Lie, se(3), se organiza con base en la dimensién
de las respectivas subdlgebras, tal como se muestra en la Figura 2.5.
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Una vez que se obtienen los tres subespacios anteriores: Restriccion de una fuerza lineal, restric-
cién de un momento y restriccién de un wrench es posible combinarlos de tal forma que es posible
formar las subdlgebras del dlgebra de Lie, se(3), para lograrlo se realizard de forma dual a la seccién
anterior, es decir, tomando en cuenta las restricciones de cada uno de los dispositivos, realizando la
interseccion de los grados de libertad de cada dispositivo elemental, para ello estos deben situarse
en paralelo, tal como se muestra en las siguientes secciones.

5.5.1. Subdlgebras del algebra de Lie, se¢(3), de dimensién uno.

Para el caso de las subalgebras de dimensién uno, estas ya fueron analizadas previamente en el
presente capitulo mediante la deduccion de dispositivos elementales.
5.5.2. Subdlgebras del algebra de Lie, se(3), de dimensién dos.

Para el caso de las subdlgebras de dimensién dos es necesario disponer de cuatro dispositivos
en paralelo, estos dispositivos corresponden a los subespacios vistos en la secciéon anterior.

Subalgebra til, traslaciéon plana.

Corresponde a traslaciones sobre un plano, en este caso el plano es perpendicular al eje Z. Se
realiza la interseccion entre cuatro subespacios, los cuales tres de ellos poseen una restriccién de
momento y uno de ellos posee una restriccién de fuerza lineal.

OF3 =°F3 +°F3, + "F3, + °F}3, (5.143)
Donde
_0_ -0— -0_ -O_
0 0 0 0
0 0 0 1
OFOI [ $o] 1 ; 0Fo2 [ $ ] 0 ; 0Fo3 - [ $ ] 0 ; 0F04 = [ $ ] 0
0 1 0 0
10] 10] 1 1] 0]
(5.144)

Note que el segundo subindice del estado de fuerza indica la cadena serial mostrada por el cuerpo
intermedio que conecta el cuerpo fijo con el efector final. Finalmente las restricciones del efector
final son:

0 0 0 0]
0000

OF; = F5, + Fy +F3; + °F), = 000l (5.145)
1 000
0100
0 0 1 0]
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aplicando el mapeo a}]{l a la matriz resultante OFg se obtiene que,

0 0]

ot (OF3) = (5.146)

O = O O
= o O O

dando como resultado el movimiento esperado, dos traslaciones rectilineas a lo largo de los ejes X
yvY.

Figura 5.19: Mecanismo flexible en paralelo que genera la subalgebra til, traslacién plana.

Subalgebra Cp,,, cilindrico.

Corresponde a una rotaciéon alrededor de un eje fijo, mas una traslacién independiente en la
misma direccién, en este caso la direccién es sobre el eje X.

OF5 =°F5, + F2, +"F3; + °F}, (5.147)
donde

07 07 07 07

1 0 0 0

0 5 0¢bd 0 0 5 0gd 0 0 5 0gd 0 0 5 0¢d 1
F5, = ['%%,] = ol F5o="80 = ol Fo3="803 = ol F5o="804 = 0 (5.148)

0 1 0 0

10] 10] 1] 10]
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Note que el segundo subindice del estado de fuerza indica la cadena serial mostrada por el cuerpo
intermedio que conecta el cuerpo fijo con el efector final. Finalmente las restricciones del efector
final son:

0 0 0 O]

1 0 0O

0 0 0 1

075

F2 = 5.149
7 1o 0 0 0 (5.149)

01 00

0 0 1 0]

aplicando el mapeo a}’a a la matriz resultante OFg se obtiene que,

o ("Fp) = (5.150)

SO O = O O O

o O O = O O

dando como resultado el movimiento esperado, una traslacion rectilinea y una rotacién, indepen-
dientes entre si, sobre el eje X. El dispositivo flexible se muestra en la Figura 5.20.

Como se describié en la secciones 5.2.3 y 5.4.3 es posible sintetizar un dispositivo que sea capaz
de generar la subalgebra de movimiento cilindrico, tal como se muestra a continuacién:

OF5 =°F5, +F3, + "F3; + °F}, (5.151)
donde
[0 ] [0 0] [0 T
-1 -1 0 0
0 0 1 1
OF5: = [*$%1] = ; OF3y = %8, = OF3s =803 = | | "F5s =04 =
0 0 0 0
0 0 0 —T4z
| 0 | | —794 ] 10] . 0 |
(5.152)
finalmente las restricciones del efector final son:
[0 0 0 0 7
-1 -1 0 0
0 0 1 1
OFp = (5.153)
0 0 0 0
0 0 0 —ras
L0 —7r9, O 0 |
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PARALELOS.

Figura 5.20: Mecanismo flexible en paralelo que genera la subdlgebra Cp,,,, cilindrico.

aplicando el mapeo UXZ a la matriz resultante OFg se obtiene que,

[0

o () =

o O O = O

01

S O = O O

(5.154)

dando como resultado el movimiento esperado, una traslaciéon rectilinea y una rotacién, indepen-

dientes entre si, sobre el eje X. El dispositivo flexible se muestra en la Figura 5.21.

5.5.3. Subdlgebras del dlgebra de Lie, se(3), de dimensién tres.

Subalgebra 4, u, u;, traslacién espacial.

Corresponde a las traslaciones espaciales de un cuerpo rigido. A continuacién se muestra un

dispositivo paralelo que genera la subalgebra de traslaciones espaciales, tu; ws,us;-

Opd _ 0pd L Oqd | Oqed
Fo="Fp5, + "Fpy + Fpg
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2

Figura 5.21: Mecanismo flexible en paralelo que genera la subdlgebra Cp,,,, cilindrico.

donde
07 07 01
0 0 0
04 0¢4 0 04 0¢4 0 04 0¢4 0
0 1 0
0] 0] 1]

Note que el segundo subindice del estado de fuerza indica la cadena serial mostrada por el
cuerpo intermedio que conecta el cuerpo fijo con el efector final. Finalmente las restricciones del
efector final son:

[0 0 0]
0 00
0 00
OF3 = (5.157)
1 00
010
0 0 1
aplicando el mapeo O‘Xl a la matriz resultante OFB se obtiene que,
[0 0 O]
0 00
000
V (045
o Fp) = 5.158
Kl ( O) 10 0 ( )
010
0 0 1]

dando como resultado el movimiento esperado, una traslacion espacial.
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5.5. SUBALGEBRAS DEL ALGEBRA DE LIF, SE(3), A PARTIR DE DISPOSITIVOS
PARALELOS.

b
e

m2

Figura 5.22: Mecanismo flexible en paralelo que genera la subdlgebra ty,, w, 5, traslacién espacial.

Subalgebra ¢,,, movimientos planos.

Corresponde a traslaciones en un plano y una rotacion sobre un eje perpendicular a este plano.
A continuacién se muestra un dispositivo flexible paralelo que genera la subdlgebra de movimientos
planos.

OFG = "F5, + "Foy + "Foy (5.159)
donde
17 07 .
0 0 0
04 0¢4 0 0 4 0¢4 0 0 4 0¢4 0
FOl == |: $01] = 0 ) F02 = |: $02] = 0 X FO3 = |: $O3] = 0 (5160)
0 1 0
L0 0] 1]

Note que el segundo subindice del estado de fuerza indica la cadena serial mostrada por el
cuerpo intermedio que conecta el cuerpo fijo con el efector final. Finalmente las restricciones del
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5.5. SUBALGEBRAS DEL ALGEBRA DE LIF, SE(3), A PARTIR DE DISPOSITIVOS

PARALELOS.

efector final son:

OFé:

aplicando el mapeo U}I(l a la matriz resultante OFg se obtiene que,

o O O O O

U}I(z (OFg) =

_ o O O O

0

o O o O o =

o o o O

—_

O = O O O

07

_ o o O O

(5.161)

(5.162)

dando como resultado el movimiento esperado, un moviemiento plano general. El dispositivo flexible

se muestra en la Figura 5.23.

Figura 5.23: Mecanismo flexible en paralelo que genera la subéalgebra g,,,, movimientos planos.

Subalgebra sp, esférica.

Corresponde a todas las rotaciones alrededor de un punto fijo. A continuacién se muestra un
mecanismo flexible que genera la subdlgebra esférica, so.

OF5 ="Fo1 + "Foy + "Fos
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5.5. SUBALGEBRAS DEL ALGEBRA DE LIE, SE(3), A PARTIR DE DISPOSITIVOS
PARALELOS.

donde
=k o o
0 1 0
0 4 0¢4 0 0 4 0¢4 0 0 4 0¢4 1
0 0 0
0] 0] 0]

Note que el segundo subindice del estado de fuerza indica la cadena serial mostrada por el
cuerpo intermedio que conecta el cuerpo fijo con el efector final. Finalmente las restricciones del
efector final son:

1 0 0]
010
0 01
0 4
Fi = 5.165
°= 1y o o (5.165)
0 00
10 0 0
aplicando el mapeo JXZ a la matriz resultante OF(% se obtiene que,
1 0 0]
010
0 01
V (05
o F3) = 5.166
i CFB) =1 o (5.166)
000
10 0 0]

dando como resultado el movimiento esperado, un moviemiento esférico. El dispositivo flexible se
muestra en la Figura 5.24.
Subalgebra y,, p, traslacién plana de un desplazamiento helicoidal.

Corresponde a las traslaciones en un plano, ademés de un movimiento de tornillo paralelo a
dicho plano.

FA = O, + 1, + 2F, 5107)
Donde
(0] [0 (17
0 0 0
0F4 _ 0$4 _ 0 0F4 _ 0$4 _ 0 0F4 _ 0$4 _ 0 5.168
COR 0 RN O 1 B RS
1 0 0
10, 1] L0
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5.5. SUBALGEBRAS DEL ALGEBRA DE LIF, SE(3), A PARTIR DE DISPOSITIVOS
PARALELOS.

Figura 5.24: Mecanismo flexible en paralelo que genera la subdlgebra sp, esférica.

Note que el segundo subindice del estado de fuerza indica la cadena serial mostrada por el
cuerpo intermedio que conecta el cuerpo fijo con el efector final. Finalmente las restricciones del
efector final son:

0 0 17
0 00
0 00
OF; ="F5 + F4 +°F) = (5.169)
0 0 h
100
0 1 0]
aplicando el mapeo O'X-l a la matriz resultante OF(% se obtiene que,
0 0 17
1 0 O
01 0
V(05
F2) = 5.170
0Kl ( 0) 00 —h ( )
00 O
0 0 0|
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5.5. SUBALGEBRAS DEL ALGEBRA DE LIE, SE (3), A PARTIR DE DISPOSITIVOS
PARALELOS.

dando como resultado el movimiento esperado, un moviemiento de traslacion plana de un despla-
zamiento helicoidal. El dispositivo flexible se muestra en la Figura 5.25.

Figura 5.25: Mecanismo flexible en paralelo que genera la subélgebra y,, ;,, traslacién plana de un
desplazamiento helicoidal.

5.5.4. Subdlgebras del algebra de Lie, se(3), de dimensién cuatro.

Para el caso de las subalgebras de dimensién cuatro, se realizaron dos versiones de mecanismo
flexibles, uno serial, es decir, sumando cuatro libertades para lograr 4DOF y otro en paralelo, es
decir, sumando dos restricciones para lograr 2DOC.

Subalgebra z,,, Schonflies.

Corresponde a traslaciones en el espacio, ademas de una rotaciéon sobre una linea fija.

'F3 ="F3, +°F3, (5.171)
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5.6. EJEMPLOS

Donde
07 07
0 0
03 0¢3 0 05 0¢3 0
FOl = [ $O] = 1 5 F02 = [ $02] = 0 (5172)
0 0
L0 L1

Note que el segundo subindice del estado de fuerza indica la cadena serial mostrada por el
cuerpo intermedio que conecta el cuerpo fijo con el efector final. Finalmente las restricciones del
efector final son:

0 0
00
03 _ 03 | 003 00
Fy="Fy5 +"F5y = Lo (5.173)
00
0 1]
aplicando el mapeo UXZ a la matriz resultante OFB se obtiene que,
0 0 0 0]
1 000
00 00
YV (045
F3) = 5.174
0Kl ( o) 010 0 ( )
0 010
0 0 0 1]

dando como resultado el movimiento esperado, dos traslaciones rectilineas a lo largo de los ejes X
y Y. El dispositivo flexible se muestra en la Figura 5.26.

5.6. Ejemplos

Finalmente se analizaran dos ejemplos encontrados en la literatura, los cuales comparten la
caracteristica de ser cineméaticamente incorrectos, debido a que el espacio generado por estos dis-
positivos flexibles forma un subespacio del dlgebra de Lie, se(3), pero este es creado a partir de una
suma o interseccién de otros subespacios y no a partir de subalgebras, siendo asi cinematicamente
incorrectos.

5.6.1. Ejemplo 1: Mecanismo flexible de cuatro grados de libertad, 2R2T.

El primer ejemplo se trata de un mecanismo flexible propuesto por Hopkins y Culpepper [24] el
cual debe permitir cuatro grados de libertad, dos rotaciones y dos traslaciones. Sin embargo, como
se observa en el trabajo realizado por Hopkins y Culpepper, este mecanismo es creado a partir de
la suma de dos supespacios. Otro ejemplo de este mismo mecanismo, el cual cinematicamente es
incorrecto, se puede consultar en el trabajo realizado por Hopkins y Panas [40].
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5.6. EJEMPLOS

m2

Figura 5.26: Mecanismo flexible en paralelo que genera la subdlgebra x,,,, Schonflies.

Una vez que se conocen cada uno de los dispositivos flexibles que generan a cada una de las
subdlgebras del algebra de Lie, se(3), una manera, cinemdticamente correcta, de sintetizar dicho
mecanismo flexible es realizando la suma directa de dos dispositivos flexibles, los cuales, cada uno
debe generar la subdlgebra de movimiento cilindrico, dicho resultado se muestra a continuacién:

Si se observa la Figura 5.27 es posible plantear el siguiente anélisis,

WG =V4 + 13

[0

o o O = O

por lo tanto,

V5 ="V5+ V5 =

07

= o o o O

105

o O O = O O

_ o O O O©O O

[0

o O o o =

o O o o ~= O

o = O O O

o = O O O O

(5.175)

(5.176)

(5.177)



5.6. EJEMPLOS

Y

Figura 5.27: Mecanismo flexible en serie que posee cuatro grados de libertad, 2R2T.

5.6.2. Ejemplo 2: Mecanismo flexible de tres grados de libertad, 2R1T.

(V)

El segundo ejemplo se trata de un mecanismo flexible propuesto por Hao [51] el cual debe
permitir tres grados de libertad, dos rotaciones y una traslacién. Sin embargo, como se observa en

el trabajo realizado por Hao, este mecanismo es creado a partir de la suma de subespacios.

Una vez que se conocen cada uno de los dispositivos flexibles que generan a cada una de las
subdlgebras del dlgebra de Lie, se(3), una manera, cinematicamente correcta, de sintetizar dicho
mecanismo flexible es realizando la suma directa de tres dispositivos flexibles, los cuales, dos de
ellos deben generar la subdlgebra de rotacién y uno de ellos la subdlgebra de traslacién.

Ve ="V +1VE+2V3

?

Y2 =

106

07

)

o O O O =

2y8 =

o O O O O

(5.178)

(5.179)



5.6. EJEMPLOS

por lo tanto,

VG =V + Vi +2V5 =

(5.180)

o O O O = O

$, A0 P,
Z/

Figura 5.28: Mecanismo flexible en serie que posee tres grados de libertad, 2R1T.
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Capitulo 6

Conclusién y trabajo futuro.

En el presente trabajo se desarrollé una metodologia cinemdaticamente correcta que permitio rea-
lizar la sintesis de dispositivos de posicionamiento flexibles. La teoria estd basada en el algebra de
tornillos, isomdrfica al dlgebra de Lie, se(3), y la teoria de espacios ortogonales.

Para tal fin se reunieron los fundamentos tedricos necesarios, partiendo de la definicién de un
estado de velocidad y su representacion siguiendo un resultado cldsico: La equivalencia entre es-
tados de velocidad y teorema infinitesimal de Chasles. Ademads, se mostré que el dlgebra de Lie,
se(3), es isomdrfica al dlgebra de tornillos. Por lo tanto, fue posible definir subespacios y subalge-
bras del algebra de Lie, se(3), estas estructuras juegan un importante papel en el desarrollo de
la teoria pertinente a esta tesis. El otro concepto fundamental es el de una forma simétrica bili-
neal. Este concepto permite mostrar que el dlgebra de tornillos, isomérfica al dlgebra de Lie, se(3),
forma un espacio ortogonal y en él se pueden definir aniquiladores duales y aniquiladores ortogo-
nales y finalmente mostrar que las formas de Killing y Klein estan bien definidas en el dlgebra de
tornillos. En particular, la forma de Klein y la correlacion asociada a la forma de Klein permite es-
tablecer una relacién uno a uno entre los subespacios de se(3) y sus aniquiladores ortogonales. Este
resultado explica la equivalencia entre el empleo de movilidades y restricciones en el método FACT.

Una vez obtenidas las herramientas matematicas, es necesario analizar los elementos flexibles
que sobre los cudles se aplicarian los conceptos y resultados obtenidos en la primera mitad de este
trabajo de tesis. Para tal fin, se analizaron los elementos flexibles mas utilizados en la literatura y
c6mo, al momento de combinarlos, se pueden obtener diversos mecanismos flexibles. Finalizado este
analisis, se desarrollé una metodologia cineméticamente correcta con la cual se logré la sintesis de
dispositivos de posicionamiento flexibles. Poniendo en préctica esta metodologia se logré sintetizar
mecanismos flexibles que generen cada una de las subdlgebras del dlgebra de Lie, se(3), de dos
diferentes maneras; mediante cadenas seriales, empleando las “libertades”de los movimientos de
los elementos flexibles y mediante cadenas abiertas, a partir de las restricciones impuestas por los
elementos flexibles.

Finalmente se utilizan estos mecanismos flexibles para combinarlos y asi resolver dos ejemplos
encontrados en la literatura que, en la solucién propuesta por los autores, tienen en comin que no
emplearon conceptos matematicamente relevantes; ademas, las soluciones adolecen de la formalidad
matematica necesaria para abordar los temas de: Espacios ortogonales y dualidad. No obstante, al
emplear la metodologia desarrollada en el presente trabajo, se logran soluciones cinematicamente
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correctas en ambos casos.

Existen diversas areas de extensiéon del presente trabajo, algunas de ellas son:

1.

Verificar los resultados obtenidos mediante software especializado empleando modelos de ele-
mento finito.

Llevar a cabo la construccién de prototipos en los cuales sea posible mostrar, de forma fisica,
los resultados obtenidos en el presente trabajo de tesis.

Realizar la sintesis de mecanismos cldsicos a partir de elementos flexibles y siguiendo la
metodologia aqui propuesta.

. Reanalizar la metodologia desarrollada con un enfoque de optimizacién estructural.
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