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Resumen

En este trabajo de investigacién se presenta el mecanismo modificado de Wanzer, un novedoso
dispositivo de movimiento plano conformado por ocho eslabones y que tiene un grado de libertad.
Su estructura cinematica se basa en la combinacion entre el mecanismo creado por Richard Mott
Wanzer en el siglo XIX y el mecanismo plano 4R. Se desarrolla un proceso de sintesis cinematica
para la generacién de movimiento que se cree no ha sido aplicado a este mecanismo. Las ecuaciones
de disefio resultantes permiten encontrar sus dimensiones para que pase por un maximo de ocho
poses. Ademés se introduce una metodologia para la rectificacién del diseno en la que se usan las
curvas de acoplador del mecanismo para descartar aquellas soluciones que presentan defectos de
circuito, de ramal y de Grashof. Se incluyen ejemplos de disefio para seis, siete y ocho poses en los
que se destaca la importancia de tener parametros libres al momento de sintetizar el mecanismo.
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Summary

The present investigation presents the modified Wanzer linkage, a novel one-degree-of-freedom
planar motion device formed by eight links. Its kinematic structure is based upon combination of
Richard Mott Wanzer’s linkage and the planar 4R linkage. A motion generation synthesis approach
is developed which, to the author’s best knowledge, has not been applied to this linkage. The
subsequent design equations allow to find its dimensions in order for it to visit up to eight poses.
Moreover, a design rectification process is introduced, which uses the coupler curves to identify
and discard those solutions with circuit, branch and Grashof defects. Three design examples are
included, they show the motion generation synthesis process for six, seven and eight poses. With
this examples, the importance of having free parameters in the design equations is highlighted.



Justificacion

El diseno de mecanismos abarca desde la especificacién de los tipos de elementos mecanicos que
lo componen (levas, engranajes, eslabones, etc.) hasta la determinacién de todos los pardmetros
geométricos necesarios para cumplir con las condiciones de movimiento requeridos por una tarea
especifica. Los métodos de sintesis cinematica pueden lograr esto y son aplicables tanto a mecanismos
planos como espaciales. Estos pueden disefiarse para realizar tres tipos de tareas: generacion de
movimiento, funciones y trayectoria.

Dentro de los mecanismos planos, las cadenas cinematicas de cuatro o seis eslabones y sus
variantes han sido estudiadas frecuentemente. Sin embargo no se ha encontrado evidencia de que
al mecanismo de Wanzer se le haya aplicado algiin método de sintesis. Con esto se busca establecer
si dicho dispositivo es una alternativa viable como generador de movimiento para al menos més de
cinco poses, siendo este limite impuesto por el mecanismo 4R, el més simple que se puede construir.

Disefiar un mecanismo para tareas de generacién de movimiento no solo implica que sea capaz de
pasar exactamente por todas las poses de forma aislada como lo garantizan los métodos de sintesis
cinematica. También debe ser capaz de moverse de forma continua, sin necesidad de desensamblarse,
y con un movimiento de entrada unidireccional. Este es un paso necesario para lograr un diseno
cinematico integral del mecanismo, y para ello, deben aplicarse metodologias para la rectificacién
que eliminen sus defectos.

La sintesis cinemaética en conjunto con la rectificacion del disefio de un mecanismo poco estudiado
representa un desafio muy interesante y se espera que esta investigacién sea un aporte académico
significativo.

XI



Capitulo 1

Antecedentes y definiciéon del proyecto
de tesis

En la primera parte de este capitulo se hace una revisiéon bibliografica que muestra los anteceden-
tes del presente proyecto de investigacién. Primero, una breve resena histérica acerca del mecanismo
de Wanzer es presentada. Luego se mencionan aquellas publicaciones que han hecho aportes sobre
el mismo en las areas de cinematica y cinética de mecanismos. En la parte final de este capitulo se
define el proyecto de tesis, asi como los alcances que éste tiene.

1.1. Antecedentes del proyecto de tesis.

El mecanismo de Wanzer debe su nombre al empresario estadounidense Richard Mott Wanzer
(1818 -1900). El dispositivo apareci6 en los ultimos modelos de las maquinas de coser que su empresa
fabricaba durante la segunda mitad del siglo XIX. Wanzer se mudé a Hamilton (Canadd) alrededor
de 1859 después de tener dificultades econémicas en Buffalo, N.Y. (EE.UU). En 1860 comenzé a
fabricar sus primeras maquinas de coser, pas6é de producir maquinas disenadas por otras companias
como Singer y Wheeler & Wilson a fabricar maquinas de su propio disefio en 1862 [1]. El empresario
usaba su creacién para guiar el movimiento vertical de la aguja de coser de sus maquinas.

En la Fig. 1.1! se muestra la portada y una de las paginas del manual de usuario de la maquina
de coser Wanzer modelo C introducida al mercado en algin momento entre los afios 1877 y 1881.
En ella puede notarse una vista de seccién parcial del ensamble que mueve la aguja de la maquina y
que corresponde al mecanismo de Wanzer. La particularidad de este mecanismo es que transforma
el movimiento rotatorio del disco en un movimiento ciclico de la aguja.

El mecanismo de Wanzer es un dispositivo mecanico de movimiento plano con seis eslabones
basado en la cadena cinematica de doble corredera, cuyas inversiones dan origen a mecanismos mas

'Cortesfa de: Canada Science and Technology Museums Corporation, ubicado en Ottawa, CA. (http://www.
techno-science.ca/)



THE WANZER SEWING MACHINE.
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Figura 1.1. Paginas del manual de usuario de la maquina de coser Wanzer modelo C.

conocidos como el elipségrafo de Arquimedes, el mecanismo de Yugo Escocés o el acople de Oldham,
los cuales son mostrados en la Fig. 1.2.

(a) Elipsografo de Arqui-
medes.

(b) Mecanismo de Yugo

Escocés (c) Acople de Oldham.

Figura 1.2. Inversiones de la cadena cinematica de doble corredera.

El eslabén de entrada del mecanismo de Wanzer corresponde a un disco giratorio que tiene
dos ranuras perpendiculares entre si. Dentro de cada ranura desliza una corredera que se une a un
eslabon mévil comun que finalmente se conecta al eslabdn de salida correspondiente a otra corredera
que se mueve a lo largo de una ranura vertical fija, tal y como se muestra en la Fig. 1.3.



Siguiendo la clasificacién de Torfason presentada por
Shigley [2], el mecanismo de Wanzer se clasifica como un
mecanismo alternante, en el que la rotacién del disco en
una misma direccién se transforma en un movimiento al-
ternante de la corredera vertical.

Se han encontrado pocas publicaciones relacionadas
con el estudio del mecanismo de Wanzer en las areas de
cinemética y dindmica. Una de las primeras menciones la
hace Dent [3] en 1921, que lo utiliza como ejemplo para
hacer el andlisis de velocidad y de fuerzas usando méto-
dos graficos, especificamente poligonos de velocidad. La
configuraciéon que usé se muestra en la Fig. 1.4.

Steeds [4] en 1940 y Holowenko [5] en 1955 la emplean
para el analisis grafico de velocidad, Chace [6] en 1963
realiza un andlisis de posicion, velocidad y aceleracién
usando métodos vectoriales para deducir las ecuaciones
que gobiernan el movimiento del mecanismo. Beggs [7] en
1966 aplica métodos graficos para el andlisis de velocidad,
aceleracion y sacudida (jerk), al mismo tiempo que usa
métodos analiticos para el andlisis de posicién y veloci-
dad del mecanismo.

Figura 1.3. El mecanismo de Wanzer.

Hunt [8] en 1990 presenta una versién generalizada del mecanismo de Wanzer, en la que las
correderas del disco rotatorio no son necesariamente perpendiculares entre si y ademas, la corredera
fija tiene una excentricidad respecto al centro de rotacién del disco. Este ensamble se muestra en la

Fig. 1.5.

e i)

T T

Figura 1.4. Esquema del mecanismo de Wanzer presentado por Dent [3].

El analisis cinematico que estos autores hacen de este mecanismo se basa en una geometria
preestablecida y permite conocer los parametros de movimiento de todos los eslabones. Si se desea
hacer el proceso inverso, es decir, especificar un mecanismo que cumpla unas caracteristicas de
movimiento determinadas debe aplicarse lo que se conoce como sintesis cinematica. Dependiendo



Figura 1.5. Esquema del mecanismo de Wanzer presentado por Hunt [8].

del grado de generalidad del problema de disefio, puede hablarse de tres etapas [9] en el proceso de
sintesis:

(1)

Sintesis de tipo: trata con la seleccién del tipo de mecanismo que mejor se adapte a los
requerimientos de movimiento, aunque en este nivel se le da mas importancia a criterios
como: facilidad de manufactura, eleccién de materiales, espacio disponible y otros. Aqui se
busca establecer si el mecanismo debe basarse en eslabones, levas, engranajes y demas.

Sintesis de ntimero: esta etapa se concentra en determinar la cantidad de eslabones y el tipo
de pares cinematicos necesarios para obtener un niimero de grados de libertad especificos para
el mecanismo. Aqui entran en juego el criterio de Grashof para mecanismos 4R, o el criterio de
Chebyshev-Griibler- Kutzbach, que es mas general y abarca la mayoria de mecanismos planos
con ciertas excepciones.

Sintesis dimensional: si se ha establecido con anterioridad el tipo de mecanismo y los
eslabones que va a tener, las variables restantes por determinar seran las dimensiones de
todas sus partes. De esto se encarga la sintesis dimensional.

Hablando especificamente de la sintesis dimensional, existen distintos tipos de problemas que
ésta puede solucionar, y que varios autores han reunido en tres grandes grupos [2], [9]-[12]:

(1)

Generacién de movimiento: en la que un cuerpo rigido debe guiarse a través de un conjunto
de poses especificadas por el disenador. Cuando se habla de poses, se refiere a las coordenadas
de un punto del cuerpo rigido asi como su orientacién.



(2) Generacién de trayectoria: que implica mover un punto de un cuerpo rigido a través de una
trayectoria preestablecida, ya sea cumpliendo de forma exacta un conjunto de coordenadas de
la trayectoria o minimizando el error en toda su longitud.

(3) Generacién de funciones: con la cual es necesario coordinar los movimientos del eslabén de
entrada y otro eslabén (generalmente el de salida) del mecanismo de acuerdo a una relacién
matematica deseada.

La sintesis cinemética de un mecanismo que cumpla las caracteristicas de movimiento de cual-
quiera de los grupos anteriores puede llevarse a cabo a través de dos enfoques, el enfoque geométrico
o grafico, y el enfoque analitico o algebraico. Los métodos graficos pueden llevar a soluciones rapidas
y confiables con cierta exactitud para ciertos problemas. Si se requiere mas precision en el disefio o
si se estan disefiando mecanismos espaciales, los métodos algebraicos son mas idéneos [9].

Dentro de los métodos algebraicos de sintesis cinemética dimensional existen varias formas de
obtener las expresiones que relacionan los parametros del mecanismo. Se tienen las ecuaciones de
desplazamiento, las cuales relacionan variables de entrada y de salida con los parametros geomé-
tricos. También esta el uso de niimeros complejos con los cuales el movimiento del mecanismo se
define mediante la notaciéon compleja, facilitando la obtencién de una relacién entre los dngulos
v longitudes de sus eslabones. Ademés, se pueden plantear restricciones geométricas en las cuales
usando las propias limitaciones de movimiento que generan los pares cinematicos del mecanismo se
obtienen ecuaciones que relacionan sus parametros de disefio.

Al aplicar un método algebraico de sintesis se obtiene un sistema de ecuaciones polinomiales que
no siempre es facil de resolver. Encontrar la solucién a estos sistemas se puede hacer a través de
varias formas. Por ejemplo, McCarthy [11] usa métodos de eliminacién algebraica para obtener el
diseno de un mecanismo plano de cuatro barras para cinco puntos de precisién. Crane y Duffy [13]
usan los métodos de resultantes de Sylvester y Bezout [14] para resolver el andlisis de posicién para
cadenas cinematicas espaciales, Parrish y McCarthy [15] usan la formulacién de Dixon [16] (derivada
del método creado por Bezout) para sintetizar un mecanismo plano de seis barras.

Métodos de solucién numérica también se han aplicado para resolver problemas de sintesis di-
mensional, los cuales han aprovechado el cada vez mayor poder de procesamiento de las computado-
ras que existen actualmente. Por ejemplo, Plecnik y McCarthy [17] usan métodos de continuacién
numérica para hacer la sintesis de mecanismos de seis eslabones para la generacion de funciones,
Schreiber et al. [18] aplican estos mismos métodos en la sintesis de mecanismos de Stephenson para
la generacién de movimiento, mientras que Pantoja-Garcia et al. [19] usan un algoritmo evolutivo
para hacer la sintesis de un generador de trayectoria plana usado en la marcha bipeda de un robot.

Estudios relacionados con la sintesis dimensional para la generacién de movimiento de mecanis-
mos planos de un grado de libertad son escasos. Si el problema de sintesis requiere que un cuerpo
rigido por cinco o menos poses, puede usarse un mecanismo plano de 4 barras [20]-[24], asi como
también un mecanismo de Watt tipo I de seis eslabones [25]. En caso de que el problema de sintesis
requiera guiar un cuerpo rigido por méas de cinco poses, deben buscarse mecanismos con mejores
capacidades de movimiento, como el planteado por Chen y Angeles [26].



1.2. Definiciéon del proyecto de tesis.

La manera en que esté estructurado el mecanismo de Wanzer permite que el eslabén que acopla
a todas las correderas describa un movimiento plano general y en la sintesis para la generacion de
movimiento es una caracteristica necesaria. Esto implica que seria posible utilizar este dispositivo
para ubicar un cuerpo rigido en un conjunto cualquiera de posiciones en su plano de trabajo.

Con base en lo anterior, y teniendo en cuenta que las publicaciones anteriores se han concentrado
en el analisis cinematico del mecanismo bajo estudio, la presente investigacién se centrard en dos
aspectos principales:

(a) Encontrar un conjunto de ecuaciones que permitan obtener las dimensiones de un mecanismo
modificado de Wanzer para mover el eslabon acoplador a través de un conjunto arbitrario de
poses en el plano.

(b) Determinar el nimero maximo de poses por las que pueda pasar de manera exacta el eslabén
acoplador del mecanismo en anélisis.

Con esta investigacién se pretende complementar la informacion disponible sobre el mecanismo
de Wanzer, especificamente sobre su disefio cinemético y sus limitaciones a la hora de utilizarlo
para solucionar problemas de sintesis para la generacién de movimiento. Todas aquellas cadenas
cinematicas que permitan cumplir una tarea de generacién de movimiento para mas de cinco poses
seran consideradas y se espera que este nuevo dispositivo mecanico se presente como un buen
candidato en la seleccién de mecanismos con capacidad de alcanzar un mayor niimero de poses en
el plano.



Capitulo 2

Analisis cinematico del mecanismo de
Wanzer

En este capitulo se presenta el analisis cinematico
de posiciéon del mecanismo de Wanzer. Primeramente,
se expone su estructura cinemaética y los parametros que
definen su movimiento. Luego, se obtienen las ecuacio-
nes de restricciéon en posicién que representan cualquier
configuracién adoptada por el mecanismo.

2.1. Descripcion del mecanismo.

El mecanismo de Wanzer consta de un disco ranu-
rado 1 que gira alrededor del punto fijo Q y que tiene
dos ranuras perpendiculares entre si, dentro de las que
se desplazan los bloques deslizantes 2 y 3. El bloque 4
se conecta con los bloques 2, 3 y 5, mediante revolutas
localizadas en los puntos B, C'y A respectivamente. Fi-
nalmente, el bloque 5 desliza a lo largo de la ranura fija
mostrada.

Las correderas de los bloques deslizantes 2 y 3 estan
ubicadas respecto al punto  a una distancia a y b res- i&
pectivamente. La corredera vertical fija estd ubicada a A
una distancia horizontal € respecto al mismo punto.

TR

Figura 2.1. Diagrama esquematico del me-
Al describir un mecanismo, es esencial hablar de su canismo de Wanzer.
movilidad. Esta se refiere al nimero de grados de liber-
tad que posee, y es posible determinarla a partir del



nimero de eslabones, la cantidad de juntas y el tipo de juntas que existen en él [2]. Para determinar
la movilidad del mecanismo de Wanzer se usara el criterio de Chebyshev-Griibler-Kutzbach, nombre
con el que se le conoce a la ecuacién (2.1):

m=3(n-1)-2j1-7j2 (2.1)

aqui m indica el nimero de grados de libertad del mecanismo, n representa el niimero de eslabones,
j1 hace referencia a la cantidad de juntas con un grado de libertad, y jo denota la cantidad de
juntas con dos grados de libertad. Cuando m > 0 se entiende que el mecanismo tiene m grados
de libertad, si m = 0 quiere decir que el mecanismo en realidad es una estructura y ninguno de
sus eslabones se puede mover. En caso de que m < 0 se da la situaciéon de que el mecanismo tiene
juntas redundantes y el criterio es ambiguo ya que el mecanismo podra moverse o comportarse como
estructura dependiendo de la disposicién geométrica de las juntas [2].

Para el caso del mecanismo de Wanzer, n = 6, y como todas las juntas tienen un grado de
libertad, jo =0y j; = 7. Con estos valores la movilidad m de dicho mecanismo resulta igual a uno,
es decir, tiene un solo grado de libertad.

2.2. Analisis cinematico de posicion del mecanismo.

El andlisis cineméatico de posicién consiste en encontrar una relacién matematica entre los para-
metros de entrada y de salida del mecanismo. Para el caso del mecanismo de Wanzer se busca una
ecuacion que defina la posicién de la corredera 5 y la orientacién del eslabén acoplador 4, ambos en
funcién del dngulo de rotacién del disco ranurado 1.

2.2.1. Diagrama cinematico auxiliar. X0

A partir del diagrama esquematico de la Fig. 2.1 se propo- Y
ne el diagrama cinematico auxiliar mostrado en la Fig. 2.2. 9
Aqui aparecen todos los pardmetros que definen la geome- Q
tria del mecanismo y las variables encargadas de definir su
movimiento. Estas tltimas se presentan en el vector de coor-
denadas generalizadas q, especificado en la ecuacién (2.2): p

qg=(0,p.q,r,0)" (2.2)

donde 6 representa al angulo de rotacion del disco ranurado

1 con respecto al cuerpo fijo 0, p indica el desplazamiento de  Figura 2.2. Diagrama cinemético auxi-
traslacién del bloque 5 a lo largo de la ranura vertical fija, ¢ liar del mecanismo de Wanzer.

sirve para representar el movimiento de traslacién del bloque



2 con respecto al disco ranurado 1, r es el desplazamiento de traslacién del bloque 3 con respecto
al disco ranurado 1, y ¢ es un angulo utilizado para representar la rotacién del eslabén acoplador
4 con respecto al disco ranurado 1.

2.2.2. Poligonos de vectores posicion.

Del diagrama cineméatico auxiliar mostrado en la Fig. 2.2 se observa que durante el movimiento
del mecanismo de Wanzer se preservan dos poligonos: BGC' y GCAQ. Ambos se muestran en la
Fig. 2.3.

(a) Poligono de vectores posicion BGC'. (b) Poligono de vectores posicion GCAQ.

Figura 2.3. Poligonos de vectores posicién del mecanismo de Wanzer.

Primeramente, la ecuacién representativa del poligono BGC mostrado en la Fig. 2.3a se puede
plantear como:

rB/C+TG/B+TC/G:0 (23)

Por otro lado, la ecuacion representativa del poligono GC' AQ que aparece dibujado en la Fig. 2.3b
viene dada por:

Tc/G-l‘T'A/C—T'Q/G—T'A/Q:O (24.)

Las ecuaciones vectoriales (2.3) y (2.4) seran posteriormente utilizadas para obtener las ecua-
ciones de restriccion en posiciéon del mecanismo de Wanzer.



2.3. Ecuaciones de restricciéon en posicion.

Antes de plantear las ecuaciones de restriccién en posicién, primero se definen los vectores
posicién involucrados en las ecuaciones (2.3) y (2.4). Para ello, de la geometria mostrada en la
Fig. 2.2 se obtiene que:

TB/C = Lpccospu+ Lposenpv
Tg/B=—qu
TC/G' =-Trv

2.5
ra/c = Laccos(p+a)u+ Lacsin(p+a)v (2:5)

rg/c =bu+av

T4/Q = (€cosd + psenf)u + (—esend + pcos)v

donde uw y v son los vectores unitarios de un sistema de referencia mévil vinculado al disco ranu-
rado 1, ver Fig. 2.2. Ahora, al sustituir los vectores posicién definidos en la ecuacién (2.5) en la
ecuacion (2.3) asociada al poligono BGC' se obtiene:

Lpccosp el 0f_|0O
Lpcseny 0 -r| |0
Después de separar las componentes en u y en v se obtiene que:
Lpccosp—q=0 (2.6)
Lpcsenp—r=0
Procediendo de manera similar para la ecuacion (2.4) asociada al poligono GC'AQ se tiene ahora
que:
0 Laccos(p+a) b ecosf + psenf 0
+ - - =
-7 Lycsen (¢ + ) a —esenf +pcost 0
separando componentes en 4 y en v:

Laccos(p+a)—b-—ccosf—psend =0 (2.8)
—r+ Lacsen(p+a)—a+esend —pcosf =0

Las expresiones (2.6) a (2.9) representan las ecuaciones de restriccién en posicion del mecanismo
de Wanzer y relacionan los pardmetros geométricos del mecanismo a, b, €, Lap, Lac y « con los
elementos del vector de coordenadas generalizadas q.
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Capitulo 3

Ecuaciones de sintesis cinematica

En este capitulo se presenta el desarrollo matematico que conduce a la obtencién de un conjunto
de expresiones algebraicas que permitiran disenar (sintetizar) cineméticamente al mecanismo de
Wanzer. Estas ecuaciones de sintesis involucran una serie de parametros geométricos de diseno que
caracterizan la estructura cinematica de este mecanismo.

3.1. Poses del eslabén acoplador.

El objetivo primordial que se persigue al disefiar cineméaticamente el mecanismo de Wanzer es
lograr que el eslab6n acoplador 4, mostrado en la Fig. 2.1, alcance de manera exacta el mayor niimero
de poses posibles. Entonces, para definir una pose general del eslabén acoplador se utilizaran las
coordenadas cartesianas x,y del punto P, asi como el dngulo de orientacién f3.

B

Eslab6n
acoplador

Cuerpo
conducido

Y

0

Figura 3.1. Eslabén acoplador 4 y los parametros x,y, 8 utilizados para definir su ubicacién.
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3.2. Poses originales y poses modificadas.

El conjunto de n poses originales por las que se
espera pase el cuerpo conducido se ilustran grafi-
camente en la Fig. 3.2. Entonces, las poses origina-
les seran definidas mediante los vectores posicién PX, %) %
r; = (X;,Y;)" y los dngulos de orientacién f3;, para
1 =0,1,...,n. Debe notarse que los vectores posi-
cién se definen con respecto a un punto arbitrario 0
fijo O y los angulos de orientacién se miden con
respecto a un eje arbitrario Y.

Po(Xo,Xp)

P!l( XH’ XH)

Por otro lado, las que serdn conocidas como
. . . Py(X,X5)

poses modificadas, se definirdn en la manera gra- o o 0
ficamente ilustrada en la Fig. 3.3. De esta forma,
las poses modificadas se representaran mediante los
vectores posiciéon relativos, p; = r; — 7, asi como los
angulos de orientacién relativa, ¢; = B; — Sy para
i=1,2,...,n.

Figura 3.2. Poses originales del cuerpo conducido.

Es importante notar que los vectores posicién se definen ahora con respecto al punto Py el
cual representa a la primera pose deseada. Ademas los angulos de orientacién se miden ahora con
respecto al eje de orientacién de la primera pose deseada.

Figura 3.3. Poses modificadas del cuerpo conducido.

El objetivo que se persigue al cambiar de las poses originales a las poses modificadas tiene dos
partes principales: (a) facilitar el proceso de sintesis cinemética, (b) disminuir en uno el ntimero de
poses resultantes, es decir, el nimero de poses originales es igual al nimero de poses modificadas
mas uno. Sin embargo, ambos conjuntos de poses, originales y modificadas, son completamente
equivalentes entre si.
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3.3. Geometria de las poses del mecanismo de Wanzer.

La etapa de sintesis dimensional consiste en encontrar las dimensiones del mecanismo para que
el cuerpo conducido que estd unido al eslabén acoplador 4 alcance ciertas posiciones con cierta
orientacién. El proceso inicia dibujando este eslabén en la pose 0 y en una pose arbitraria ¢, tal

como se muestra en la Fig. 3.4.

Figura 3.4. Poses del eslabén acoplador.

La forma geométrica del eslabén acoplador 4 se
describe mediante los vectores ag,bg y cp, asocia-
dos a los puntos Ag, By y Cy, respectivamente, y se
definen con respecto al punto Py de la primera po-
se deseada. Asi mismo, el vector rqg,p, asociado al
punto () define la posicién del centro de rotacién del
disco ranurado 1.

Cuando el eslab6on 4 se mueve a la pose i, los
nuevos vectores posicién se denotan como a;, b; vy ¢;,
y se asocian a los puntos A;, B; y C; respectivamente.

Aunado a esto, la orientacién del disco 1 cam-
bia, por tanto, los vectores unitarios del sistema de
referencia mévil se expresan como:

u; = cosb; 1 +senb; j (3.1)
v; = —senb; ¢+ cosb; j '

que se mantiene para cualquier configuracién del me-
canismo, es decir, para ¢ =0,1,...,n.

Estos vectores permitiran asociar la informacién
de las poses con los parametros geométricos del meca-
nismo de Wanzer y describir sus condiciones geomé-
tricas mientras se mueve por todas las poses desea-
das.

3.4. Primera condicién geométrica.

La primera condiciéon geométrica se relaciona con la excentricidad de una de las correderas del
disco ranurado 1, definida mediante el parametro a mostrado en la Fig. 2.1. Usando los vectores
definidos en la Fig. 3.4, dicho pardmetro se puede calcular como:

(rQ/pO—b,-)-'vi:a (32)
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La excentricidad de la corredera se mantiene constante durante todo el movimiento, asi que esta
relacién se mantiene en cualquier configuracién del mecanismo, es decir, para i = 0,1,2,...,n. Al
reescribir la ecuacién (3.2) relacionando todas las poses respecto a la primera se obtiene:

(TQ/PO_bO)'vOZ(rQ/PO_bi)"Ui para i=1,2,...,n (33)

Con esto se logra eliminar el parametro a. Ahora, los vectores posicién de los puntos B y @ del
eslabén acoplador en la pose 0 se definen respecto al sistema de coordenadas de la pose como sigue:

b0=x3i+y3j (34)
TQ/Py = TQi+yYgQJ

En la pose i, el vector posicién del punto B; se puede calcular mediante la siguiente expresion:

bi =p; + R()_,ibo (36)

donde Ry_,; representa la matriz de rotacién del eslabén acoplador 4 respecto al eje perpendicular
al plano de movimiento, que lo lleva de la pose 0 a la pose ¢; p; representa el vector de traslacion
de la pose i respecto a la pose 0, los cuales se definen en la ecuacién (3.7) y (3.8) respectivamente:

_|cosgi —seng;
Ro-i = [sen ¢;  cos; ] ’ (3.7)
Pi =xii+yij (3.8)

De lo anterior, b; puede ser escrito como:

b; = (z;+xpgcosp; —ypsend;) i+ (y; + xpsen (¢;) + yg cos ;) J (3.9)

luego, al sustituir la ecuaciones (3.4), (3.5) y (3.9) en la (3.3) se llega a la siguiente expresion:

[(J;Q—:cB)i+(yQ—yB)j] “vg = [(Z‘Q—.Ii—l‘B cos ¢ +yp sen ¢; )i+ (Yq—yi— g sen ¢;—yp cos (bi)j] ‘v; (3.10)

Sustituyendo la ecuacién (3.1) en la (3.10) y usando la representacién matricial del producto
escalar se obtiene:

T T
—(zg—xB)| [senby N xTQ — Xj — TRCOS P; + Ypsen ¢; sen 0; COparai=1,..n (3.11)
YQ ~ YB costy| |-(yg—-yi —xpsen¢; —ypcosp;)| |cosb;
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La expresion (3.11) es una primera ecuacién de disefio que relaciona las coordenadas del punto
B dadas por parametros xp y yg, las coordenadas del punto () dadas por los pardmetros ¢ y yq,
y la orientacién del disco rotatorio 1 definida por 6y en la pose 0 y 6; en i-ésima pose.

3.5. Segunda condiciéon geométrica.

La siguiente condicién geométrica para el mecanismo de Wanzer se relaciona con la distancia de
la segunda corredera del disco ranurado 1, medida respecto al punto ) y que se denota por b, tal y
como se muestra en la Fig. 2.1. Este parametro se puede calcular como:

(rq/p, —¢i)-ui=b (3.12)

expresion que también se mantiene para cualquier configuracion del mecanismo, es decir, para
i=0,1,2,...,n. Y al igual que en la primera condicién geométrica, la ecuacion (3.12) se reescribe
relacionando todas las poses respecto a la primera, obteniendo:

(rg/p — o) -uo = (rg/p, —¢i) u; para i=1,2,...n (3.13)

El vector posicién del punto Cj se define como:

Cp :xci+ycj (3.14)

En la pose 1, el vector posicién del punto C; se obtiene de manera semejante al vector b;:

¢i = p; + Ro-ico (3.15)

Sustituyendo las ecuaciones (3.7), (3.8) y (3.14) en la (3.15):

¢ = (z;+xccosd; —yosen ;) i+ (y; + xosen ¢; + yo cos ¢;) j (3.16)

Siguiendo el mismo procedimiento de la primera condicién geométrica, la ecuacién (3.13) se
reescribe después de sustituir (3.5), (3.14) y (3.16):

[in+ij— (xci+ycj)] ‘ug = (in+ij—((xi+xC cos ;i —yc sen ¢; ) i+ (y; +x o sen @; +yc cos qb,»)j)) cu; (3.17)

Al sustituir los vectores unitarios del sistema de coordenadas mévil dados por la ecuacién (3.1)
en la (3.17) se obtiene la siguiente expresién matricial:
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T T
zQ-xc| [cosby | |xQ-xi—xccosdi+ycsen g, cos 0; 0. parai=1,..n. (3.18)
Yo — Yo sen 6 YQ —Yi—TC Sen ¢; —yc cos ¢; sen 6;

La ecuacién (3.18) es una segunda ecuacién de diseno, muy similar a la primera, que relaciona
las coordenadas del punto C' dadas por los parametros x¢ v yco, las coordenadas del punto ) dadas
por los pardmetros xg y yq, y la orientacién del disco rotatorio 1 definida por el pardmetro 6y en
la pose 0 y 6; en la pose i.

3.6. Tercera condicion geométrica.

Finalmente, existe una tercera condicién geométrica relacionada con el pardmetro geométrico
definido como ¢, el cual se puede asociar con la corredera vertical del mecanismo de Wanzer. El
parametro € se puede calcular como:

(ro/p,—ai) i=¢ (3.19)

y al igual que la primera y segunda condiciones geométricas, esta relaciéon se mantiene para cualquier
configuraciéon del mecanismo, es decir, para i = 0,1,2,...,n. La ecuacién (3.19) se puede reescribir
relacionando todas las poses respecto a la primera obteniendo:

(rq/py —@0) -1 =(Tg/p, —@i) % (3.20)

El vector posicién del punto A del eslabon acoplador 4 en la pose 0 se define como:

ag=TAt+yaj (3.21)

Ahora, en la pose i el vector posicién del punto A; del eslabén acoplador 4 esté definido como
sigue:

a; =p; + R()_,iao (3.22)

Sustituyendo las ecuaciones (3.7), (3.8) y (3.21) en la (3.22):
a;=(r;+xaCc080; —yaseno;)i+ (y; + xaseno; + yacosd;)j (3.23)
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Como ultimo paso, se sustituyen las ecuaciones (3.5), (3.21) y (3.23) en la (3.20) y se simplifican
términos con lo que se obtiene:

xa(cosdi—1)+x; —yaseng; =0 (3.24)

La ecuacion (3.24) es la tercera ecuacién de disefio del mecanismo de Wanzer y en ella aparecen
los ultimos pardmetros que faltaban por relacionar: las coordenadas x4 y y4 del punto A. Para n
poses del eslabon acoplador, la ecuacion (3.24) puede ser expresada matricialmente como:

cosgpr—1 —sen¢y -x1

cosgpa—1 —sengg||xa _ |22 (3.25)
: : YA : '

cos¢p, —1 —seno, —Tn

siendo (3.25) un sistema lineal de n ecuaciones con las dos incégnitas x4 y ya.
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Capitulo 4

Sintesis cinematica del mecanismo de
Wanzer

En este capitulo se presenta el desarrollo matemético que permite obtener la forma algebraica
final de las ecuaciones de diseno cinematico del mecanismo. Dicho desarrollo se basa en las ecuaciones
que fueron expuestas para cada condiciéon geométrica en el capitulo anterior.

4.1. Estrategia de sintesis cinematica para la generacién de movi-
miento.

La estrategia general de sintesis cinemadtica se basa en la utilizacién de las ecuaciones (3.11),
(3.18) y (3.24), obtenidas en el capitulo 3. El Cuadro 4.1 permite visualizar las variables involucradas
en cada una de estas ecuaciones.

Cuadro 4.1. Ecuaciones de disefio y variables involucradas.

Ecuaciéon Variables

(311) TB, YB, TQ, YQ, 007 0@

(318) TC, Yo, TQ, YQ, 907 61
(3.24) TA, YA

Primeramente, se observa que las incognitas involucradas en la primera ecuacién de disefio
cinemético (3.11) son las coordenadas de los puntos B, @, la orientacién 6y del disco ranurado en la
pose 0y 6; en la pose i. Por su parte, la segunda ecuacién de disefio cinemético (3.18) incluye como
incégnitas a las coordenadas de los puntos C, @, la orientacién 6y del disco ranurado en la pose 0 y
6; en la i-ésima pose. Finalmente puede notarse que la tercera ecuacién de diseno cinemético (3.24)
involucra unicamente a las coordenadas cartesianas del punto A, representadas por 4 y ya.
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El desarrollo matematico comienza por visualizar a 6; como una variable intermedia, la cual no
es un parametro geométrico de disefio, y por lo tanto, no resulta de interés en la sintesis cinemaética.
Con esto en mente, debe notarse que dicha variable se puede eliminar de las ecuaciones (3.11) y (3.18)
si estas se resuelven simultaneamente. Para ello, se comienza utilizando la siguiente forma compacta
de las ecuaciones (3.11) y (3.18):

Gup==k (4.1)

donde la matriz G y los vectores pu y k se definen como:

—g11  g12 sen 6; k1
G = , B= , k= .
[ 921 922] H [COS 91] [/@]
Con las siguientes definiciones adicionales:

g11 = Ti —TQ + TR COSP; — ypsen ;
912 = Yi —YQ + TR SN d; + YB COS P;
ki=-(xp—xg)senby + (yB - yq) cos by
921 = Yi — YQ + T sen ¢; + yc cos ¢;

922 = T; — TQ + T COS P — Yo sen ¢;

ky = (zc —xg) cosby + (yc — yg) sen by

(4.2)

Como el objetivo es encontrar p, entonces se puede comenzar pre-multiplicando ambos lados de
la ecuacién (4.1) por la matriz inversa de G:

p=G 'k (4.3)

donde, a partir de la definicién de la matriz inversa:

G 1
[

=+ ] , A=detG =-(g11922 + g12921)-
—g21 —4g11

Finalmente, resulta que el vector p estard dado por:

L1 kig22 — g12ke
= 4.4
H=A [—(/ﬁgzl +g11k2) (4.4)

por lo que, al separar las componentes del vector p se encuentra que:
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k1g22 — g12k2

senf; = (4.5)
911922 + g12921
k + 911k
cosf; = _M (46)
g11922 + gi12921
Aplicando ahora la identidad trigonométrica sen?6; + cos? 6; = 1, se obtiene que:
(k1922 — g12ka)? + (k1921 + g11k2)” = (911922 + 912921)> = 0 (4.7)

la cual es una ecuacién que ya no contiene a la variable 6;. Adicionalmente, también debe aclararse
que dicha ecuacién contiene ahora a los pardmetros de diseho g, yp, ¢, Yo, TQ ¥ Y@, asi como a
la incégnita 6. Debe entenderse que 6y no solo define la orientacion del disco ranurado 1, sino que
también implicitamente indica la orientacién que deben tener las correderas para que el mecanismo
cumpla con la tarea de generacién de movimiento especificada.

Una mejor manera de presentar la informacién matematica representada mediante la ecua-

cién (4.7) es la siguiente:

W, cos? Oy + Wy sen By cos Oy + Wy sen’ Oy + Wy = 0 (4.8)

donde ¥1,¥%;,¥3 y ¥, son polinomios que dependen de las variables xp, yp, ¢, yc, zq, Yo, y que
por limitaciones de espacio no se muestran de forma explicita.

La ecuacién (4.8) puede simplificarse de manera significativa mediante la utilizacién de las
siguientes identidades trigonométricas para angulos dobles:
1
sen g cos g = 3 sen 26,
1
cos? by = 5(1 + cos 26)) (4.9)

1
sen? 0 = 5(1 —cos 26))

Al sustituir las ecuaciones (4.9) en la ecuacién (4.8), se obtiene que:

(\Ijl - \113) COS 200 + \112 sen 290 + \Ifl + \:[13 + 2\:[/4 =0 (410)

Con este simple cambio de variable se logran eliminar los términos cuadraticos que involucran
a las funciones trigonométricas senfy y cos gy, reduciendo asi el grado de la expresién resultante.
Adicionalmente, la ecuacién (4.10) puede transformarse en un polinomio si se utilizan ahora las
siguientes identidades de Weierstrass [27]:
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260y = 4.11
sen 20y = — 1 ( )
— 72
26y = 4.12
cos 26 21 ( )
donde:
T =tan6y
Con base en lo anterior se encuentra un polinomio de grado 6 definido como:
S €1 5 o ¢
4 5 6 —
152 ZakajByBnyC ToYGT =0 (4.13)
que después de simplificar el denominador se reduce a:
316
Z kaByB :I;g’yg‘ g’yST& =0 (4.14)

Es importante hacer notar que la ecuacién (4.14) es un polinomio multivariable que tiene las
siguientes caracteristicas:

(1) Cada coeficiente oy, es una funcién de los pardmetros z;, y; y ¢i, esto es, oy = or(xi, i, d;).
(2) Es un polinomio multivariable de sexto grado, ya que & + &2+ &3+ &4 + &5 + &6 + &7 < 6.

(3) Tiene cinco potencias que pueden ser cuadraticas como méaximo, es decir, § < 2, & <2, {3 < 2,
£4<20&7<2.

(4) Contiene dos potencias que pueden llegar a ser ctibicas como méximo, &5 <3 o & < 3.
Desde el punto de vista cinemético, la ecuacién (4.14) involucra siete pardmetros geométricos
del mecanismo, a saber, zp y yp que definen la ubicaciéon del punto B, x¢ y yo que definen la
ubicacién del punto C, g y yg que definen la ubicacién del punto ) correspondiente al centro de

rotacion del disco, y 7 que representa al parametro 6, el cual define la orientacion que tiene el disco
1 en la pose 0.

4.2. Modificaciéon al mecanismo de Wanzer.

Sintetizar un mecanismo de este tipo para que pase exactamente por n+ 1 poses requiere que se
satisfagan simultaneamente las ecuaciones de diseno (3.24) y (4.14). La ecuacion (4.14) tiene como
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incégnitas a siete pardmetros geométricos, que son: x, yg, Tc, Yo, TQ, YyQ y 7. Si solo se tiene en
cuenta esta ecuacion, seria posible sintetizar un mecanismo de Wanzer para que pase exactamente
por hasta ocho poses ya que se genera un sistema de siete ecuaciones con siete incégnitas.

Por otra parte, la ecuacién (3.24) correspondiente a la tercera condicién geométrica es una
ecuaciéon lineal en dos incognitas: x4 y ya, por lo que solo seria posible sintetizar el mecanismo
para que pase exactamente por maximo tres poses independientes entre si. En caso de requerir que
éste pase exactamente por mas de 3 poses, éstas deben estar condicionadas a que el sistema de
ecuaciones generado por la ecuacién (3.24) sea linealmente dependiente, de otra forma, la solucién
deja de ser exacta y se estaria tratando con un problema de sintesis dimensional aproximada.

Para permitir que el mecanismo de Wanzer alcance mas de tres poses independientes entre si se
hace una modificacién al tipo de junta que conecta el bloque deslizante 5 con el cuerpo fijo 0 (ver
Fig. 2.1). En lugar de una corredera vertical, se propone un mecanismo plano de cuatro barras en
el que el bloque deslizante 5 se transforma en el acoplador 5 y mantiene su conexién con el eslabon
acoplador 4 mediante la junta de tipo revoluta. La representacién esquemética del nuevo mecanismo
se muestra en la Fig. 4.1.

Figura 4.1. Diagrama esquematico del mecanismo modificado de Wanzer.

De esta manera, el punto A ya no debe trazar una trayectoria en linea recta, por lo que la
condicién geométrica asociada a la ecuacién (3.24), y por lo tanto su restriccién en el ntmero
méaximo de poses, deja de tener efecto. Ademads, la junta de tipo revoluta del punto A permite que
el eslabén acoplador 4 se oriente sin importar la orientacién que tenga el eslabén acoplador 5 del
mecanismo plano de 4 barras.
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Figura 4.2. Diagrama esquematico del eslabén 4.

Con esta modificacién, la ubicacién del punto A en el eslabén 4 puede ser definida arbitraria-
mente. Y para hacerlo se utilizaran el parametro L4p que define la magnitud del vector a;, y el
pardmetro § que representa el dngulo de este vector respecto a la pose i, tal como se muestra en
la Fig. 4.2. Hay que aclarar que ¢ serd positivo cuando se mida en sentido antihorario, y como
es un angulo que se mide entre dos lineas del cuerpo rigido, éste permanecera constante durante
el movimiento del mecanismo. Asi que para hacer méas simple el proceso de diseno cinemaético del
eslabén acoplador 4, el angulo § se medira a partir de la pose 0.

Entonces, el vector a; puede ser definido como:

a - {LAP sen(B;+d0)i—Lapcos(B; +9) 7, para i=0. (4.15)

pi+ Lapsen(B;+0)i—Lapcos(B;+d)jg, para i=1,..,7.
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La modificacién conduce a que el disefio del mecanismo de Wanzer original quede restringido solo
por la ecuacion (4.14), la cual involucra el conjunto de siete pardmetros: xp,yB,zc,Yc, Q. YQ, T-
Esto implica que se podria disefiar un mecanismo de Wanzer para que pase por hasta ocho poses
en el plano. Esta es la razén por la que se propone la nueva variante que involucra un mecanismo
4R. Como el punto A debera trazar una cierta trayectoria, entonces, el diseno del mecanismo 4R se
reduce a un problema de sintesis para la generaciéon de trayectoria.

Es bien conocido que el mecanismo plano tipo 4R puede disefiarse para que su punto acoplador
(Punto A) pase por una trayectoria con un maximo de nueve puntos de precision [28]-[31], cantidad
que viene definida en general por el nimero de pardmetros constantes (dimensiones de eslabones
y coordenadas de las juntas fijas) que especifican completamente la geometria del mecanismo. En
el siguiente capitulo se plantea un nuevo enfoque de la sintesis para generaciéon de trayectoria del
mecanismo 4R.

4.3. Red topoldgica y movilidad del mecanismo modificado de
Wanzer.

La red topoldgica de esta nueva variante del mecanismo se muestra en la Fig. 4.3. La adicién del
mecanismo 4R genera un lazo cinemaético adicional. Sin embargo al aplicar nuevamente el criterio de
Chebyshev-Gribler-Kutzbach presentado en el Capitulo 2, se encuentra que la movilidad del nuevo
mecanismo permanece invariante respecto al original, tal y como lo muestra el Cuadro 4.2. Esto es
importante porque se mantiene la caracteristica de generar el movimiento teniendo sélo un eslabén
motriz.

Figura 4.3. Red topoldgica del mecanismo modificado de Wanzer.
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La modificacién incluye cambiar el eslabén motriz. Se pasa del disco ranurado 1 al eslabén 6,
perteneciente al lazo cinemético del mecanismo 4R. Esto con el objetivo de tener un mejor control
sobre el movimiento del mecanismo, ya que para la cadena 4R se conocen bien las condiciones en
las que el eslabén 6 puede tener un movimiento continuo y sin necesidad de invertir el sentido de
su movimiento giratorio mientras se alcanzan las poses deseadas.

Cuadro 4.2. Comparacién de la movilidad de los mecanismos.

Pardametro Mecanismo original Mecanismo modificado
No. de eslabones (n) 6 8
No. de juntas de un grado de libertad (ji) 7 10
No. de juntas de dos grado de libertad (jz2) 0 0
Movilidad 1 1
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Capitulo 5

Sintesis cinematica del mecanismo 4R
para la generacion de trayectoria

En este capitulo se presenta la derivacién de la ecuaciéon de disefio de un mecanismo plano
tipo 4R para generacién de trayectoria. La formulacién aqui planteada no depende de pardmetros
angulares, por lo que no aparecen funciones trigonométricas que dificulten atin més la busqueda de
soluciones. El mecanismo 4R trabajard en conjunto con el de Wanzer para generar el movimiento
de cuerpo rigido tal como se describié en el capitulo anterior.

5.1. Estrategia de sintesis para la generacion de trayectoria.

L

Figura 5.1. Diagrama esquematico del me-
canismo plano de 4 barras.

By

La sintesis de una cadena cinemética 4R para la ge-
neracion de trayectoria se puede hacer para que un pun-
to arbitrario del acoplador pase por hasta nueve puntos
de precision y, al igual que con el mecanismo de Wan-
zer, se aplicard un enfoque analitico. Para empezar con
el proceso de sintesis, se considerara una configuracién
arbitraria del ensamble mostrado en la Fig. 5.1.

El punto de referencia para el disefio del mecanismo
de 4 barras serd el punto Py correspondiente a la posi-
cién de la pose 0. Es decir, las coordenadas de los puntos
M,R,S y N que describen la ubicacién de las revolutas
se definiran con respecto al punto Py con un sistema de
coordenadas X, Y alineado con la orientacién de la pose
0 definida por el angulo Sy.

La trayectoria que debe trazar el acoplador 5 estarda determinada por las coordenadas del punto
A, conocidas de antemano por medio de la ecuacién (4.15).

26



5.2. Curvas de acoplador del mecanismo plano 4R.

Del diagrama esquemaético de la Fig. 5.1 se puede notar que para todo su rango de movimiento se
preserva el poligono PyMRASN mostrado en la Fig. 5.2. A partir de este poligono se plantearan las
ecuaciones de lazo necesarias para deducir la ecuaciéon de disefio para la generaciéon de trayectoria.

Py
Figura 5.2. Poligono PyMRASN de vectores posicién para la cadena 4R.

Entonces, de la Fig. 5.2 se pueden formular las siguientes ecuaciones de lazo:

ai=m+r+d (5.1)

a,=n+s+f

Despejando 7 y s de la ecuaciones (5.1) y (5.2) se obtiene:

r=a;-m-d (5.3)

s=a;-n-f (5.4)
Por otro lado, las longitudes de los eslabones 6 y 7, denotadas como Lj;r v Lyg respectivamente,

se pueden calcular asi:

Lip=7-r=(ai-m-d) (a;-m-d) (5.5)
Lyg=s-s=(ai-n-f)-(ai-n-f) (5.6)

Desarrollando los productos escalares involucrados en las expresiones (5.5) y (5.6), se obtiene
que:

L?\/IR=arai+m-m+d~d—2m-ai—2d'ai+2m‘d (5.7)

Lys=ai-ai+n-n+f-f-2n-a;,-2f a;+2n-f
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Al mismo tiempo, las componentes de los vectores d y f se pueden relacionar con la geometria
del acoplador 5 y usando el dngulo ¢ que define su orientacién, tal como se muestra en la Fig. 5.3.
Aqui se plantea un nuevo marco de referencia movil M ubicado en D, con ejes coordenados 1y ¢,
el cual facilita esta tarea.

A

Figura 5.3. Geometria del acoplador 5 del mecanismo plano 4R.

De la Fig. 5.3, y usando la notacién de Angeles [32] se puede establecer que:
d=ryR, (d)u=en+g¢ (5.9a)

d=Ryp(d)y =[Icosp+ Esenpl(d)y (5.9b)

La ecuacién (5.9b) define el vector d en el sistema de coordenadas fijo F' en funcién de sus compo-
nentes en el marco mévil M (correspondiente al vector (d),s). Aplicando este mismo razonamiento
para el vector f:

F=erys, (FHm=-fn+g¢ (5.10a)
f=Ry-p(f)m=[Icosp+ Esenp](f)u (5.10Db)
donde:
10 0 -1 _|cosp —seny
I=[0 1]’ E=[1 0]’ RM_)F_[sengo Cos ¢ ] (5.11)

Volviendo a la ecuacion (5.7), esta se reescribe usando el pardmetro w;:

2d-m—2d-ai:w1 (512)

donde w; se define como:

w1EL?\/[R+2m-ai—ai-ai—m-m—d-d (5.13)
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Ahora, expresando los productos escalares como productos de matrices, sustituyendo la ecuacién
(5.9b) en la ecuacién (5.12) y reorganizando términos se obtiene:

2(d)y E"(m —a;)seng +2(d)},(m - a;) cos p = wy (5.14)

Siguiendo el mismo procedimiento con las ecuaciones (5.8) y (5.10b):

2(AHE"(n-a;)senp+2(f) i (n—a;)cosp =ws (5.15)

y para este caso, el pardmetro we se define como:

w2EL?VSJrQn-ai—ai-ai—n-n—f-f (5.16)

Con estas manipulaciones se logra obtener un sistema de ecuaciones lineal en las funciones sen ¢
y cos¢, el cual estd conformado por las ecuaciones (5.14) y (5.15). Este sistema se puede arreglar
matricialmente de la siguiente manera:

Ko=w (5.17)

K- kll k‘12 : o= sen : w = w1 ‘
]4321 k22 COos ¢ w2

con las definiciones adicionales:

donde:

]{511 = 2(d)TMET(m — ai) klg = 2(d)§4(m — ai)

5.18
ko1 =2(f)ME"(n-a;) ko =2(f)y(n-ai) (518)
Resolviendo la ecuacién (5.17) para o lleva a:
o=Klw (5.19)
donde:
Kl=-_— 5.20
Ak [—kzl k11 ] (5.20)
siendo Ag = det K.
A partir de la definicién de o se encuentra el valor de las variables sen ¢ y cos¢:
koo — wok —wik k
seny = w, cos p = Wikl T2 (5.21)
AK AK
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Habiendo llegado a este punto, la variable ¢, y por consiguiente la dificultad de tratar con
funciones trigonométricas, se elimina aplicando la relacién trigonométrica sen?p + cos?p = 1, y
después de sustituir Ag = k11koo — k12k21, se obtiene:

(wikag — wak2)? + (—wikay +waky1)? = (k11kaz — k12ke1)* = 0 (5.22)

La expresion (5.22) es la ecuacién de diseno que se buscaba para resolver el problema de la
generacién de trayectoria. Las variables que describen las dimensiones del mecanismo estan im-
plicitas dentro de todos los parametros que aparecen en ella. Las expresiones contenidas en estos
parametros se obtienen desarrollando los productos matriciales para los elementos de la matriz de
coeficientes K:

0 1] [:BM — T A

() yE"(m-a;)=[e g] [_1 0| yas - yAi:| =e(ym —yai) — 9(xn — T 45)

ki1 =2e(ynr —yai) —29(xn — xai)

(d)i(m=-a;)=[e g] [zg } gj;] =e(xp —24i) + 9(yYm — Yai)

ki2 =2e(zpr —xai) +29(Ynmr — yai)

(HME " (n-a)=[-f 4] [_01 (1)] [xN B xAi] =—f(yn —yai) —g(xn — T 27)

YN —YAi
ko1 = -2f(yn —yai) - 29(xn — x4i)

(Hin-a;)=[-f ¢] [ N ] =—f(en —za:) + 9(yn — yai)

YN —YAi
koo = =2f(xn —xa;) +29(yn — yai)

Ahora, desarrollando las formas escalares de las ecuaciones (5.13) y (5.16), se obtienen asi las
respectivas expresiones finales para los parametros wy y wo:

wy = L?\/[R+2:vAi:z:M + 2y i Ym _%241' —y124i —x?w —y%/f —¢? —g2 (5.23)

wy = L?VS +204; TN + 2Y A YN —$124i —yii —x?\; —yJZV —f2 —g2 (5.24)

La forma explicita de la ecuacién (5.22) que resulta después de sustituir todos los parametros
involucra nueve variables: z, ym, TN, YN, €, f,g,7,s. Entonces, tal ecuaciéon puede aplicarse para
una trayectoria con un méximo de nueve puntos de precisién A; = {x 4;,y4;}. Sin embargo, al acoplar
el mecanismo 4R con el de Wanzer, el nimero maximo de puntos de precisién por los que puede
pasar el eslabon 4 estd limitado a ocho, es decir, en el sitema (5.22) queda un pardametro libre.
Esto es de gran importancia, ya que el nimero de soluciones que puede obtenerse para él se vuelve
infinito, repercutiendo en que existen mejores posibilidades de encontrar un diseno factible en el
sentido practico.
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Capitulo 6

Rectificacion del diseno del
mecanismo modificado de Wanzer

En este capitulo se presenta una metodologia basada en las curvas de acoplador del mecanismo
modificado de Wanzer para identificar y descartar aquellas soluciones de las ecuaciones de diseno
cinemaético que generan defectos durante el movimiento. Los defectos analizados son los de ramal y
circuito, asi como el defecto de Grashof para el mecanismo plano tipo 4R.

La solucién de las ecuaciones de sintesis asegura que el mecanismo puede ensamblarse en las
poses requeridas, sin embargo, no garantiza nada respecto a su comportamiento en configuraciones
intermedias. Mientras el mecanismo se esta moviendo pueden presentarse diferentes problematicas
de comportamiento cinemético [33] que las ecuaciones de sintesis no los toman en cuenta y por lo
tanto no pueden resolver. Estas probleméticas o defectos presentes en los mecanismos se pueden
identificar como::

(1) Defectos de circuito: Hay que desensamblar y ensamblar el mecanismo mientras se mueve
entre poses.

(2) Defectos de ramal: El mecanismo pasa por configuraciones singulares y no puede moverse de
forma continua entre las poses deseadas.

(3) Defectos de orden: El movimiento entre las poses es continuo pero el orden de ocurrencia es
incorrecto.

(4) Defectos de Grashof: Exclusivo de los mecanismos tipo 4R, el eslabén de entrada debe cambiar
el sentido de giro para que el mecanismo alcance todas las poses.

(5) Angulos de transmisién deficientes: El eslabén de salida y el acoplador forman un dngulo muy
pequeno que impide hacer una buena transmision de fuerza.

La rectificacion del disenio de un mecanismo consiste en eliminar los defectos indicados anterior-
mente. Esta comienza con su deteccién al momento de ejecutar tareas de generaciéon de movimiento,
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funciones o trayectoria.

Cuando el mecanismo es de miiltiples lazos, como es el caso del mecanismo modificado de Wanzer,
hay que tener en cuenta que las probleméticas pueden aparecer en cada uno de ellos. El fin tltimo
de la rectificacion del diseno es garantizar que la solucion obtenida por las ecuaciones de diseno sea
util en un sentido préactico. Aqui se presenta un procedimiento de rectificacién que incluye el anélisis
de defectos de ramal, de circuito y de Grashof, el cual parte del andlisis cinemético de posicion del
mecanismo modificado de Wanzer.

6.1. Rectificacion del diseno del lazo 4R.

Se inicia con el mecanismo 4R ya que el eslab6n de entrada (eslabén 6) se encuentra en esta
cadena cinematica. Una vez resuelta la rectificacion para este lazo, se puede pasar al siguiente,
correspondiente al mecanismo de Wanzer original. El lazo 4R incluye a los eslabones 0, 5, 6 y 7 de
acuerdo a la red topolégica mostrada en la Fig. 4.3.

6.1.1. Sobre el defecto de Grashof.

Si el mecanismo 4R no tiene ningin eslabén que sea capaz de dar una vuelta completa (girar
360°), se dice que presenta defectos de Grashof. Esto se puede resolver seleccionando tinicamente
aquellas soluciones de la ecuacién (5.22) que cumplan con la regla de Grashof. Aqui es de gran
utilidad que la ecuacién (5.22) tenga un pardmetro libre. Con ello se tendra un niimero casi infinito de
soluciones potenciales, de entre las cuales se podran seleccionar aquellas que no presenten defectos.
La regla de Grashof establece que:

Ivax + iy <U+1" (6.1)

donde Ip;ax es la longitud del eslabén mas largo, Iy/rny es la longitud del eslabén més corto, y I’
junto con I"” representan las longitudes de los eslabones restantes. Ademds, para que el eslabén de
entrada sea capaz de dar una vuelta completa, debe cumplirse que éste, o bien, el eslabén fijo, |sea
el eslabén mas corto.

6.1.2. Sobre los defectos de circuito y ramal.

A partir de la ecuacién de entrada-salida del mecanismo 4R pueden identificarse las configura-
ciones en las que puede ensamblarse dicho mecanismo. La ecuaciéon de entrada-salida se determina
a partir del diagrama cinematico auxiliar presentado en la Fig. 6.1.

32



Lps
T LNS
R //// s
Zu LMR
h N
M
YO 7/\
| Yu
Xo
)
Ty

Figura 6.1. Diagrama cinematico auxiliar del mecanismo 4R.
Las ecuaciones de lazo resultantes son:
xp + Laysrcosn + Lrgcos(m +m2) — Lyscosng —axy =0 (6.2)

ym + Lyrrsenn; + Lggsin(n; +n2) — Lygsenns —yn =0

Eliminando el angulo compuesto (71 +12) de las ecuaciones (6.2) y (6.3) se obtiene:

Fycosng + Fysenng + F3=0 (6.4)

donde:

Fi1 =2Lys(zn —2a — Larrcosny)
Fy=2Lns(yn —ym — Lyrsenn)
Fy=(zn—2m) + (yv —ym)? + Lvs + Ly g — Lipg — 2Lk ((xn — zar) cosm + (yn — yar) senm)
Aplicando la identidad de Weierstrass, la ecuacién trigonométrica (6.4) se transforma en un
polinomio de segundo grado:
(F3— F1)k*+2Fsk + F3+ F1 = 0 (6.5)
donde k = tan (n3/2).

Las raices de la ecuacion (6.5) seran:

i LAV (6.

s - Fy
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siendo A, = F? + F§ — F? el discriminante de la ecuacién cuadratica (6.5). Si A, > 0, x tendrd
dos valores reales diferentes asociados a cada valor 7;. Esto implica que el mecanismo 4R podra
ensamblarse en dos configuraciones diferentes para un mismo angulo de entrada, las cuales pueden
asociarse al signo de la raiz cuadrada. Puede considerarse que el mecanismo 4R estard parcialmente
libre de defectos de ramal cuando el signo de la ecuacién (6.6) no cambia al momento de pasar
de una pose a otra. Adicionalmente, para que el mecanismo disenado esté completamente libre del
defecto de Grashof, se tendrd que cumplir también que se mantenga siempre el mismo signo que
precede al radicando \/A_n a lo largo de cada uno de los puntos que componen a la(s) curva(s) del
acoplador.

6.2. Rectificacion del diseno para el lazo de Wanzer.

Este lazo cinematico a los eslabones 0, 1, 2, 3 y 4. De aqui en adelante, a esta seccién del
mecanismo se identificara como el tramel de Wanzer. Para analizar las posibles configuraciones que
puede tener, se comienza por hacer su andlisis cineméatico de posicién. La meta serd llegar a una
ecuacién de entrada-salida en la que las variables a ingresar sean las coordenadas cartesianas del
punto A, y la variable de salida sea el dngulo de orientacién 6 del disco ranurado 1.

Las ecuaciones de lazo fueron definidas en el Capitulo 2 y se mantienen para el mecanismo
modificado de Wanzer, con la tnica diferencia en que las coordenadas del punto A ahora estdn
restringidas a pasar a lo largo de las curvas de acoplador generadas por la cadena 4R. Las nuevas
ecuaciones de lazo teniendo en cuenta esta nueva restriccion resultan de la siguiente manera:

Lpccosp—q=0 (6.7)
Lpcsenp—1=0 (6.8)
Laccos(p+a)—b—xagcost+yagsend =0 (6.9)
—r+ Lacsen(p+a)—a+zagsentd —yagcosd =0 (6.10)

donde x40 y yaq representan a las coordenadas cartesianas del punto A, medidas con respecto al
punto Q.

6.2.1. Ecuacién de entrada-salida del tramel de Wanzer.

Esta ecuacién se determina con las nuevas ecuaciones de lazo, expresiones (6.7) a (6.10). Pri-
mero se elimina la variable r de la ecuacién (6.10) usando (6.8), y después de aplicar identidades
trigonométricas de la suma de angulos se obtiene:

(Laccosa—Lpc)seng + Lacsenacosg = —x40senf +yaqcosb —a (6.11)
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Las ecuaciones (6.9) y (6.11) se pueden organizar en forma matricial de la siguiente manera:

Laccosa— Lo LACsena] [sengp] _ [—xAQsen0+yAQcose—a (6.12)

—L o sen o Laccosa||cose b+xa0cost +yagsend

Al solucionar el sistema (6.12) para las funciones sen ¢ y cos¢ y aplicando la identidad trigono-

métrica sen? o+ cos? ¢ = 1, la variable ¢ se elimina, obteniéndose una ecuacién trigonométrica de la
forma:

Hjcos?0 + HysenfcosO + HycosO + Hysenf + Hs =0 (6.13)

donde:

H1 = - 4mAQyAQLACLBC sen o — 2$,24QLACLBC’ cosS« + 2y124QLAc'LBC cos« + LZBC«QJ%Q - L2ch?4Q

Hs = inQLACLBC sen o — QyiQLACLBC sena — 4z aQyagLlacLpc cosa+2L g2 AQYAQ
Hj3

- anAQLAcLBC seno — QbyAQLAcLBC seno — 4b«TAQLACLBC COS & + 2ayAQL?40 + oo
R QbZCAQLle + 2beQLZBC

Hy= -2ayagLacLpcesena+2bxagLlacLpesena—4byagLacLpe cosa— 2axAQL?40 4o
4 2byagLic + 2byag Le

Hs= - LZCL2BC cos® o+ 2L“ZCLBC cosa —2abLacLposen o+ 2vaqyagLlacLpesena — -+
= 20" LacLpccosa—2yagLacLpecosa - Lo + a® Lo + VLYo + a5 Loc + -+

w+ YagLlhc + V' Lo + vaoLbe

Al aplicar nuevamente la identidad de Weierstrass para transformar la ecuacién trigonométri-
ca (6.13) en un polinomio se obtiene la siguiente ecuacién algebraica de cuarto grado:

O+ hath + hop? + b + hg = 0 (6.14)

donde:

Y= tan(g)

h _H1+H3+H5 i = 2H2+2H4

" H -Hs+Hs ' H, -Hs+H;
2H5—2H1 2-[—14_-F[2

hg=—2 201 o AT
Hl—H3+H5 Hl—H3+H5
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La expresién (6.14) es la ecuacién de entrada-salida para el tramel de Wanzer. Relaciona las
coordenadas del punto A (incluidas en los coeficientes h;) con el dngulo € del disco ranurado 1. Esta
es una ecuacién cudrtica y a partir de la naturaleza de sus raices puede establecerse la cantidad
de configuraciones que puede tener el tramel de Wanzer para la misma entrada. La ecuacién (6.14)
puede tener cero, dos o cuatro raices reales y estas pueden pueden determinarse algebraicamente
usando la formulacién planteada en Beyer [34]:

1 1 1
- Chyt-Ri£-8
P12 et gRiEgS o5
Nl
1 1 1
- “h3- =Ry +-S
1/13,4 1 3 2 1ﬂ:2 2

donde:

/1
R1: Z—lh%—h2+21

4hzhg — 8hy — h3
\J§h§_R%_2h2+ 32 2B si Ry #0.
5 4 4Ry
1:
3 /
\/Zh§_2h2+2 Z%—4h0, si R;=0. (616)
3 4hghy — 8hy — h3
“hZ-R2-2hy - 3 si Ry #0.
s \J‘l T 4R 1
2:
3 / .
\/Zh§—2h2—2 Z%—4h0, S1 R1:O.

Aqui aparece un nuevo parametro: z1. Este corresponde a una raiz real del resolvente ctibico de
la ecuacién cuértica, el cual puede obtenerse algebraicamente usando la formulacién de Abramowitz
y Stegun [35]. El resolvente ctibico es de la forma:

23+b22’2 +blz+b0 =0 (6.17)
donde:

bo= —ho

b1 = h1hs —4hg

bo = 4hahg — h? = h3ho



y sus raices seran:

+ b2

Z1 =S8 §9 — —

1 1 2 3
1 b 3

29 = —5(81+82)—§2+7i(81—82) (6.18)
1 b 3

z23 = —5(81+82)—§2—\/7_'(81—82)

aqui se considera que ¢ = \/—1 y representa la unidad imaginaria. Las raices del resolvente ciibico
también usan las siguientes definiciones:

1 1
_b1+_
3 9

1

1
= —(byby - 3by) — — b
r =g bib2 =3ho) = o2bs

51= (r + (g + 7“2)1/2)1/3

q= b3

83 = (r — (¢’ + 7"2)1/2)1/3

La ecuacién (6.14) puede tener cuatro, dos o cero raices reales y en un sentido fisico, esto se
traducird en la cantidad de orientaciones que puede tener el disco ranurado 1, tal como se ilustra en
la Fig. 6.2. Para una misma configuracién del mecanismo 4R, el disco ranurado 1 puede orientarse
en hasta cuatro angulos 6; diferentes.

Por otro lado, el discriminante de la ecuacién (6.14) se puede utilizar para identificar las confi-
guraciones de bloqueo del mecanismo modificado de Wanzer. De acuerdo a Kohli, Cheng y Tsai [36],
existird una configuracién de bloqueo cuando A sea igual a cero. Este se define como [37]:

Ag =13 -21J? (6.19)
donde:
. hi . ha , hs
hi=—,h5=—, ha=—
1 47 2 67 3 47

I = ho—4h3h} + 3h32,

J = h3h + 2h5h3hy — hi? — hohi? — h3®.
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Figura 6.2. Posibles orientaciones del disco ranurado 1.

La ecuacion (6.19) también depende de las coordenadas x40, yaq, y con ella pueden determi-
narse todos aquellos valores de x4¢g y yag para los cuales existe una configuracién de bloqueo en
el mecanismo modificado de Wanzer. Estos valores pueden compararse con aquellos que traza el
acoplador 5 del mecanismo 4R para saber si todo el ensamble pasard por alguna configuracién de
bloqueo. Graficamente, esto equivale a buscar las intersecciones entre la curva de acoplador para el
punto A del lazo 4R y la curva generada por la ecuacién (6.19). Si dichas intersecciones no existen,
es porque el mecanismo completo no tiene configuraciones de bloqueo.

6.2.2. Uso de la curva de acoplador para el mecanismo de Wanzer original.

Habiendo determinado las posibles orientaciones del disco ranurado 1 con la ecuacién (6.14), las
distintas posiciones del punto P del eslabén acoplador 4 pueden calcularse con ayuda de los vectores
definidos por la geometria mostrada en la Fig. 6.3.
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O+p+a+p-m

Figura 6.3. Posicién del punto P relativa a Q.

El vector posicién del punto P respecto al punto @) se puede definir como:

TP/Q =TA/Q tTP/A (6.20)

Expresando la ecuacién (6.20) en términos de sus componentes:

TPQ| _ [TAQ] Lapcos(0+p+a+p-m) 621)
yrQ yaQ| |Lapsen(f+p+a+p-m) .

donde zpg y ypg son las coordenadas del punto P medidas desde el punto @), mientras que xaq
Yy ya@ denotan la posicién del punto A, también a partir de (). Ambos pares de coordenadas son
medidos con respecto a un sistema de coordenadas X —Y alineado con la pose 0.

Luego, al separar componentes y aplicar identidades trigonométricas para la suma de angulos
se llega a:

xpg = —Lap(cospcos (8 +a+p)-—sengsen(§+a+p))+xaQ (6.22)
ypg = —Lap (senipcos (0 +a+p)+cospsen (0 +a+p)) +yao (6.23)

Aqui, @ y p son parametros geométricos que pueden calcularse luego de tener las coordenadas
iniciales de los puntos A, B, C'y P que dan forma al eslab6n 4. Con las ecuaciones (6.22) y (6.23)
se busca una relacién entre la posicion del punto P y la de A. Por ello, las funciones sen ¢ y cos @
no son de interés y deben eliminarse. Para tal fin, se usa la solucién del sistema de ecuaciones (6.12)
y se sustituye en las expresiones (6.22) y (6.23).

El resultado son dos funciones que por su tamafio no es practico mostrar, en ellas se relacionan
TpQ Yy YpPQ CON TAQ Y YaQ, Ya que finalmente 6 es dependiente de x4 y yaq. Estas funciones
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permiten construir las curvas de acoplador del mecanismo modificado de Wanzer teniendo en cuenta
el maximo nimero de configuraciones posible.

6.2.3. Utilizaciéon de parametros libres en el proceso de sintesis.

Es recomendable tener parametros libres al momento de disenar el mecanismo. Con esto se
consigue un nimero de soluciones practicamente infinito, dentro del que se pueden encontrar confi-
guraciones inutilizables asi como también ensambles factibles. Teniendo una infinidad de resultados,
existen mas oportunidades de encontrar un disefio exitoso que no solo satisfaga las ecuaciones de
sintesis sino que también estén libres de defectos de circuito, de ramal y de Grashof. Con esto en
mente, el proceso de sintesis se hard para seis, siete y ocho poses, dejando como parametros libres
aquellos especificados en el Cuadro 6.1.

Cuadro 6.1. Parametros de disefio y parametros libres para la sintesis del mecanismo modificado de Wanzer.

Ecuacién Parametros de diseno Parametros libres Numero de poses
(414) TB, YB, Yc, TQ, YQ- zc, 90' 6
(522) TM, TN, LMR7 LNS; €, f Ym, YN, 9-
(414) TB, YB, TC, YC, TQ, YQ- 90 7
(522) TM, YM, TN, LMR7 LNS: €, f YN, g-
(414) TB, YB, TC, YC, TQ, YQ, 00' - ]
(5.22)  xm, Yym, TN, YN, Lur, Lis, e, f. g

Se selecciona un valor numérico para cada parametro libre y se obtiene un conjunto de soluciones
para las ecuaciones de diseno (4.14) y (5.22). Si al analizar cada resultado se encuentra que ninguno
esta libre de defectos se cambia el valor del parametro libre y se intenta con el nuevo conjunto de
soluciones resultante. Con los pardmetros libres de la ecuacion (5.22) se busca eliminar el defecto
de Grashof, mientras que al modificar los pardmetros libres de la expresiéon (4.14) se tiene como
objetivo desaparecer los defectos de circuito y ramal.
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Capitulo 7

Ejemplos de diseno cinematico del
mecanismo modificado de Wanzer

En este capitulo se presentan ejemplos numéricos del disefio cinematico del mecanismo modi-
ficado de Wanzer, los cuales involucran la solucion de las ecuaciones de disefio presentadas en los
Capitulos 4 y 5. Posteriormente se aplica la metodologia de rectificacion del disenio expuesta en el
Capitulo 6. La solucién a los diferentes sistemas de ecuaciones se encontré usando MATLAB y el
solver Bertini [38]. Este es un programa de cédigo abierto creado para la investigacién en métodos
de continuacién polinomial y permite encontrar soluciones numéricas a sistemas de ecuaciones poli-
nomiales usando métodos de homotopia. Para todos los casos se usé una computadora de escritorio
equipada con un procesador Intel Xeon E3-1245 V3 de 8 nicleos @ 3.2 GHz y 4 GB de RAM
ejecutando Ubuntu 16.04 LTS.

7.1. Estrategia de diseno cinematico.

El requerimiento a cumplir del mecanismo modificado de Wanzer serd hacer pasar un cuerpo
rigido por un conjunto de seis, siete y ocho poses en el plano definidas por el disenador. Después del
proceso de sintesis y rectificacién, el mecanismo disefiado no debe presentar defectos de Grashof,
orden, ramal o circuito. El procedimiento a seguir para disenarlo se explicard brevemente.

Primero es necesario establecer el vector posicion y la orientacién de las poses originales (iden-
tificados por 7; y B; respectivamente) por las que debe pasar el cuerpo rigido que estard unido en el
punto P al eslabén acoplador 4 del mecanismo modificado de Wanzer. Con estos datos se calculan
las poses modificadas representadas por p; y ¢; de acuerdo a la Fig. 3.3, ya que estos valores son
los que se usaran para el resto del proceso de sintesis.

Luego, se deben elegir valores numéricos para Lap vy d, que definen la ubicacién del punto A
en el eslabén acoplador 4 de acuerdo a la Fig. 4.2, y cuyas coordenadas (contenidas en los vectores
a;) seran el conjunto de datos de entrada para disenar el mecanismo 4R. Sus pardmetros de diseno
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se determinan de acuerdo al niimero de poses requeridas como se establecié en el Cuadro 6.1, los
cuales son solucién del sistema de ecuaciones (5.22). Hasta esta etapa se habrén determinado todos
los parametros que definen la geometria del mecanismo 4R. Aqui se debe revisar si el mecanismo
tiene alguno de los defectos mencionados en el capitulo 6, y si eso pasa, se debe repetir el proceso
con nuevos valores para los parametros libres.

Continuando con el disefio del tramel de Wanzer, primero se deben seleccionar valores numéricos
adecuados para los parametros libres de acuerdo al Cuadro 6.1, lo que da paso al calculo de los
pardmetros de disenio restantes, mediante la solucién del sistema de ecuaciones (4.14).

Es importante resaltar que la obtencién del disefio de un mecanismo modificado de Wanzer previo
a la rectificacion del disefio depende de dos tareas independientes entre si: solucionar el sistema
de ecuaciones generado por la expresién (4.14) que determina las dimensiones del mecanismo de
Wanzer; y solucionar el sistema de ecuaciones formado a partir de la expresién (5.22) que determina
las dimensiones del mecanismo 4R que generaré la trayectoria. La busqueda y rectificacién del diseno
se hizo a través de los algoritmos de solucién numérica de MATLAB y el programa de cédigo abierto
Bertini, este ultimo usa métodos de continuacién polinomial para resolver dicho tipo de sistemas.

A manera de resumen, en las Figuras 7.1 y 7.2 se presentan los pasos para el disefio cinematico

del mecanismo de Wanzer modificado.

Definir nimero de poses n, y pardmetros
de las poses {r;B;}, (Fig. 3.2).

Determinar poses modificadas {p;,¢4}, (Fig. 3.3).

l

Escoger valores numéricos para los
pardametros libres del mecanismo 4R, Cuadro 6.1.

l

Calcular las posiciones del punto A (vector a;), Fig. 4.2 y Ec. (4.1

l

Resolver sistema (5.22) para el mecanismo 4R4|

5

).

.Se cumple el
criterio de Grashof?

. El mecanismo 4R
estd libre de defectos de orden,
ramal o circuito?

(&)

Figura 7.1. Diagrama de flujo para el disefio cinematico del mecanismo modificado de Wanzer.
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)
l

Escoger valores numéricos para los parametros
libres del mecanismo de Wanzer, Fig. 2.1 y Cuadro 6.1.

l

Resolver ecuacién (4.14) para
el mecanismo de Wanzer.

!

Graficar curvas de acoplador del mecanismo de Wanzer, Ecs. (6.22) y (6.23).|

(El mecanismo de Wanzer
estd libre de defectos de orden,
ramal o circuito?

El diseno del mecanismo de Wanzer modificado es satisfactorio.

!

Figura 7.2. Diagrama de flujo para el disefio cinemdtico del mecanismo modificado de Wanzer (cont.).

Con este algoritmo es posible encontrar un disefio factible para el mecanismo de Wanzer modifi-
cado que pase por hasta ocho poses, y para verificar que funcione se usaran casos de disefio tomados

de publicaciones previas.

Y

A Py
05 rp1 (1.32, 0.42) -
(045, 0.24) - 64o®-34.97" (2.29, 0.17)
olPo [ } [ X )—59.80°'X
05 1.0 15 2.0 ) 3.0
Py
(2,88, -0.43)
0.5 -79.97°
Ps
(2.95, -0.97)

-1.0 Pg

(2.60, -1.26) £88.29°

P
15 (1.93,-1.57) ~79.97°
£59.80°
Py
2.0 (1.36, -2.06)
£34.97°
Py
25 (1.06, -2.63)
@12.64"

0 Pyo
-3 (1.00, -3,00)U

Figura 7.3. Conjunto de 11 poses usadas por
Chen.

Como ejercicio de disefio, se usaré el conjunto
de poses propuesto en primera instancia por Mc-
Carthy [39] en 2002, y luego usado por Chen et
al. [26].

Ellos plantearon la sintesis de un mecanismo
plano para 11 poses. A partir de este grupo se pue-
den tomar diferentes subgrupos de poses y tener
varios casos de diseno para el mecanismo. Aqui se
presentan ejemplos de solucién para el subgrupo de
las seis, siete y ocho primeras poses.

El conjunto total de 11 poses junto con su in-
formacion concerniente a las coordenadas y orien-
tacién se muestra en la Fig. 7.3.
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7.2. Ejemplo de diseno 1.

Como primer ejemplo se toman las seis primeras poses del conjunto de Chen. Siguiendo el
algoritmo de disetio de las Figuras 7.1 y 7.2, el conjunto solucién satisfactorio para las ecuaciones
de diseno del mecanismo modificado de Wanzer se muestra en el Cuadro 7.1.

Cuadro 7.1. Pardmetros de disefio del mecanismo modificado de Wanzer del ejemplo de diseno 1.

MECANISMO DE WANZER ORIGINAL | MECANISMO 4R

Parametro Valor | Parametro Valor
B 1.9791 T -0.6476
YB 0.2393 YM 0.6000
T 0.0000 TN -2.3886
Yo -0.6422 YN -3.2500
xQ 1.3258 e 0.6259
Yo -1.8859 f 2.4334
fo 0.0000° Lyr 1.0570

a -2.1252 Lyg 2.2288

b 1.3258 g 1.8000
Lyp 2.0000 - -

0 240.0000° - -

Obtenidas las coordenadas de todos los puntos del mecanismo de Wanzer modificado es posi-
ble determinar sus parametros geométricos y esquematizar sus eslabones. El mecanismo disenado
ubicado en una pose arbitraria se muestra en la Fig. 7.4.

M

Figura 7.4. Mecanismo disenado para el ejemplo de diseno 1.
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Con la intencién de mostrar el movimiento del mecanismo, en la Fig. 7.5 se ilustra como este
alcanza todas las poses del ejemplo de diseno.

ose 4
(e) (f)

Figura 7.5. Poses del mecanismo modificado de Wanzer para el ejemplo de disefio 1.
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7.2.1. Analisis de defectos para el mecanismo del ejemplo de diseno 1.

Primeramente, el mecanismo 4R disefiado cumple con el criterio de Grashof, esto es, el eslabén
de entrada (eslabén 6) puede rotar completamente. Ademés, todos los puntos A; se ubican sobre
una sola curva de acoplador y estdn en el orden deseado como puede notarse en la Fig. 7.6, lo que
implica que en primera instancia, el mecanismo 4R no sufre de defectos de circuito, ramal ni orden.

o
3

2.0 15 Z1.0 0.5 /t 0.5 1.0 >X
Ac=0

Figura 7.6. Curvas de acoplador del punto A para el ejemplo de disefio 1.

Aqui también estd graficada la curva de bloqueo A¢ = 0, y como puede observarse, ésta no se
intersecta con las curvas de acoplador por lo que no existen configuraciones de bloqueo para este
mecanismo.

Pasando al mecanismo de Wanzer original, y usando las curvas de acoplador de la Fig. 7.6,
pueden graficarse todas las posibles posiciones del punto P del acoplador 4 tal como se comentd
en la seccion 6.2.2. Estas curvas se muestran en la Fig. 7.7. Cada segmento coloreado esté asociado
a una de las soluciones 6;, dadas en la ecuacién (6.15). Las soluciones se complementan de tal
forma que generan cuatro trayectorias cerradas, correspondientes a cuatro circuitos del mecanismo
de Wangzer original, dos por cada curva de acoplador del mecanismo 4R.

Se observa que todos los puntos P; del acoplador 4 se ubican sobre un mismo circuito y ademas
ocurren en el orden deseado, por lo que se deduce que el lazo cinemético asociado al mecanismo de
Wanzer original estd libre de defectos de orden, ramal y circuito.

La Fig. 7.8 brinda algo méas de informacién acerca del movimiento del disco ranurado 1, la
relacion entre las soluciones de la ecuacién (6.14) y la identificacién de los circuitos. Por un lado,
alli se muestra un mapeo de las posiciones del punto P en las regiones de solucién del angulo 6, que
indica que todos los puntos se ubican sobre una sola regién de solucion.
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o

Figura 7.7. Curvas de acoplador del punto P para el ejemplo de diseno 1.

Por otro lado, la continuidad de las curvas de acoplador mostradas en la Fig. 7.7 puede asociarse
al solapamiento que hay entre las distintas regiones de solucién de 6. Si dicho solapamiento existe, se
puede pasar de una solucién a otra sin modificar la forma en la que estd ensamblado el mecanismo.
Por ltimo, puede notarse que 6 va incrementando de forma secuencial en sentido horario, a medida
que se alcanzan los puntos Py a Ps, confirmando que el mecanismo no sufre defectos de orden.

90°

120° 60°

a0° — 6
150° 30 .

— 4,

180° 0°

210° 330°

300°

Figura 7.8. Mapeo de los puntos P; sobre las regiones de solucién del dngulo 6 para el ejemplo de diseno 1.

Con toda la informacién proporcionada por las diferentes curvas de trayectoria del mecanismo
se puede determinar que este cumple satisfactoriamente con todas las poses requeridas, y a su vez,
que el disefio se encuentra libre de defectos de circuito, ramal, orden y de Grashof.
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7.3. Ejemplo de diseno 2.

En el segundo ejemplo de diseno, la tarea de generacién de movimiento se especifica por las
primeras siete poses del conjunto de Chen. Al aplicar el algoritmo de diseno se obtiene el conjunto
solucién mostrado en el Cuadro 7.2.

Cuadro 7.2. Pardmetros de disefio del mecanismo modificado de Wanzer del ejemplo de diseno 2.

MECANISMO DE WANZER ORIGINAL | MECANISMO 4R

Parametro Valor | Parametro Valor
B 1.7931 T 0.3259
YB -0.0272 YM 2.0997
T 1.2916 TN -1.3909
Yo -1.0358 YN -1.7500
xQ 1.5249 e 2.3850
Yo -1.5556 f 1.1688
fo 0.0000° Lyr 1.1179
a -1.5284 Lyg 1.8230
b 0.2333 g 1.8000
Lap 2.0000 - -
0 240.0000° - -

Obtenidas las coordenadas de todos los puntos del mecanismo de Wanzer modificado es posi-
ble determinar sus pardametros geométricos y esquematizar sus eslabones. El mecanismo disefiado
ubicado en una pose arbitraria se muestra en la Fig. 7.9.

M

Figura 7.9. Mecanismo disenado para el ejemplo de disefio 2.

48



Con la intenciéon de mostrar el movimiento del mecanismo, en las figuras 7.10 y 7.11 se ilustra
como éste alcanza todas las poses del ejemplo de diseno.

(c) (d)

Figura 7.10. Poses 0 a 3 del mecanismo modificado de Wanzer para el ejemplo de disefio 2.
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Figura 7.11. Poses 4 a 6 del mecanismo modificado de Wanzer para el ejemplo de disefio 2.
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7.3.1. Analisis de defectos para el mecanismo del ejemplo de diseno 2.

El mecanismo 4R disenado para este ejemplo también satisface el criterio de Grashof, al revisar
las curvas de acoplador plasmadas en la Fig. 7.12 pueden distinguirse claramente los dos circuitos
que tiene el mecanismo 4R. Debe notarse que todos los puntos A; estan sobre el mismo circuito y
suceden en el orden deseado por lo que esta cadena cinemética esta libre de defectos.

»
>»

Figura 7.12. Curvas de acoplador del punto A para el ejemplo de disefio 2.

Aqui ocurre que la curva de acoplador de uno de los circuitos intersecta a la curva de bloqueo
Ag =0, por lo que este circuito tendria posiciones de bloqueo en los puntos I; e I>. En el otro circuito
pasa lo contrario, aunque su curva de acoplador estd muy cerca de la curva de bloqueo, estas no
se intersectan. Por lo tanto, para las poses requeridas, el mecanismo no tendra configuraciones de
bloqueo.

En la Fig. 7.13 se muestra como el tramel de Wanzer para este ejemplo de diseno genera dos
tipos de trayectorias para cada curva de acoplador del mecanismo 4R. Aquella curva que no tiene
puntos de bloqueo genera dos trayectorias cerradas, mientras que la segunda curva de acoplador del
mecanismo 4R que tiene puntos de bloqueo genera una sola trayectoria con dos discontinuidades,
correspondientes a los puntos de bloqueo.

Los puntos P; del acoplador 4 estan localizados sobre una misma trayectoria cerrada, por lo que
no habria necesidad de desensamblar el mecanismo para pasar entre las poses. Ademés, la ocurrencia
de estos puntos esta en el orden deseado. De aqui se concluye que el mecanismo disenado para este
ejemplo no tiene defectos de orden, ramal o circuito.
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Py

Figura 7.13. Curvas de acoplador del punto P para el ejemplo de diseno 2.

Aun cuando los puntos se ubican sobre soluciones diferentes, al revisar el mapeo de estos puntos
sobre los rangos de solucién de 6 (ver Fig. 7.14) puede apreciarse el solapamiento existente entre
las soluciones que componen cada circuito, indicando que es posible pasar de una solucién a otra
sin desensamblar el mecanismo.

90°

120° 60°

o | b

— 4,
— 0,

330°

240° 300°
270°

Figura 7.14. Mapeo de los puntos P; sobre las regiones de solucién del angulo 8 para el ejemplo de diseno 2.

La Fig. 7.14 es muy 1til para corroborar la continuidad del movimiento del mecanismo, y permite
deducir que este diseno estd libre de defectos de circuito, orden, ramal y de Grashof. Al mismo tiempo
que es capaz de cumplir con el requerimiento de movimiento especificado.
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7.4. Ejemplo de diseno 3.

En el dltimo ejemplo basado en las poses de Chen [26], se usan las ocho primeras poses. La
aplicacion del algoritmo de diselo para este caso lleva a las soluciones mostradas en el Cuadro 7.3.

Con estos parametros de disefio se construyé el modelo tridimensional del mecanismo mostrado en
la Fig. 7.15.

Cuadro 7.3. Parametros de diseno del mecanismo modificado de Wanzer del ejemplo de disefio 3.

MECANISMO DE WANZER ORIGINAL | MECANISMO 4R

Parametro Valor | Parametro Valor
TR -1.0555 Tp 2.4618
YB -3.1004 YM 2.6287
To 3.6548 TN 6.3114
Yo -0.7435 YN -6.8307
zQ 3.5231 e 2.8766
YQ -3.3015 f 0.2351
0o 2.8975° Lyr 2.1484
a 0.0306 Lyg 10.5636
b -0.0023 g 2.2857

Lap 2.0000 - -
) 240.0000° - -

El acoplador 5 se dibujé hueco con el objetivo de visualizar mejor el movimiento del eslabén
acoplador 4 a través de todas las poses.

M

Figura 7.15. Mecanismo resultante para el ejemplo de diseno 3.
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La forma en la que el mecanismo pasa por todas las poses se muestra en las figuras 7.16 y 7.17.

(d)

Figura 7.16. Poses 0 a 3 del mecanismo modificado de Wanzer para el ejemplo de disefio 3.
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Figura 7.17. Poses 4 a 7 del mecanismo modificado de Wanzer para el ejemplo de disefio 3.
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7.4.1. Analisis de defectos del mecanismo del ejemplo de diseiio 3.

Las dimensiones del mecanismo 4R disefiado satisfacen el criterio de Grashof, y como puede
observarse en la fig. 7.18, todos los puntos A; caen sobre una misma curva de acoplador, y también
suceden en el orden esperado, dando a entender que el mecanismo 4R no tiene defectos de orden,
ramal o circuito.

10.0

| T

‘ ‘ LD ‘ ‘ .
Q 10 20 X

-60 -50 -40 -30 -20 -1.0 0 3.0 4.0

Figura 7.18. Curvas de acoplador del punto A para el ejemplo de disefio 3.

Sin embargo, para este ejemplo de disefio no es posible eliminar otro tipo de defecto. Una de las
curvas de bloqueo del mecanismo de Wanzer original si intersecta a la curva de acoplador del punto
A en los puntos 11 e Is. En estos puntos, el movimiento del mecanismo modificado de Wanzer se
interrumpira.

Continuando ahora con el analisis de las curvas de acoplador del punto P del tramel de Wanzer
presentada en la Fig. 7.19, se observa que los puntos P; estan ubicados sobre trayectorias diferentes,
y ademas existe una discontinuidad entre ellas. Esto estd asociado a las configuraciones de bloqueo
dadas por las intersecciones de las curvas de acoplador del punto A de la Fig. 7.18. De la Fig. 7.19
puede detectarse que el mecanismo de Wanzer original tiene defectos de orden, ramal y circuito.
Este ultimo es menos notable ya que los segmentos asociados a cada solucién 6; estan muy cerca,
por ejemplo, el punto Ps pertenece a la solucién 64, mientras que el punto Py y Pg pertenece a la
solucién 0s.
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— 4 |
1.0 o

Figura 7.19. Curvas de acoplador del punto P para el ejemplo de diseno 3.

El mapeo de los puntos P; sobre los rangos de solucién de 6 mostrado en la Fig. 7.20 ayuda a
confirmar la aparicion de los defectos de circuito. Hay zonas en donde estan los puntos P; que no
se solapan. Esto da la idea de que el mecanismo debe desensamblarse para pasar de los puntos Py,
Py, P3y Ps alos puntos P, Py, Ps y Px.

90°
120° 60°

150° 30°

=

210°

240°

270°

Figura 7.20. Mapeo de los puntos P; sobre las regiones de solucién del angulo 0 para el ejemplo de diseno 3.

Aunque el mecanismo modificado de Wanzer disenado para este ejemplo cumple con las poses
descritas, presenta problemas en el movimiento intermedio de éstas. Los defectos de circuito y
bloqueo hacen que sea inutilizable en un ambito préactico.
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7.5. Discusion de resultados.

Las soluciones a los sistemas de ecuaciones resultantes en cada ejemplo de disefio cumplen satis-
factoriamente sus requerimientos, sin embargo, en el caso de las ecuaciones de disenio del mecanismo
4R hay que enfatizar que no todos los resultados generan disenos factibles. La mayoria de las veces
el algoritmo de computo encontraba soluciones en las que los puntos R y S eran coincidentes, ha-
ciendo el mecanismo 4R inutilizable. El hecho de que las ecuaciones de diseno tengan parametros
libres ayuda a mitigar esta situaciéon y ademas ayuda a que el algoritmo pueda encontrar un mayor
numero de soluciones reales.

La posibilidad de tener parametros libres también afecta que tan exitoso es el proceso de rec-
tificacién del diseno. Como se vio en el ejemplo 3, la falta de pardmetros libres en la ecuacién de
disefio del mecanismo de Wanzer original limita la diversidad de resultados llegando a casos en los
que el mecanismo ain sufre algtin tipo de defecto.
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Capitulo 8

Conclusiones y trabajo futuro

En este capitulo se exponen los resultados finales de esta investigacién y las ideas para futuros
trabajos relacionados con el mecanismo de Wanzer.

8.1. Conclusiones.

Se presenta un conjunto de ecuaciones de sintesis para la generacién de movimiento nunca antes
desarrollado para el mecanismo que Richard Mott Wanzer usé originalmente en el siglo XIX. Las
caracteristicas matematicas de estas ecuaciones permiten ver que es un dispositivo generador de
movimiento muy limitado. Es posible sintetizar un mecanismo de este tipo para sélo tres poses y la
razén de esto es la restriccion que impone el par prisméatico que une el eslabén acoplador 4 con el
bloque deslizante 5 (Ver Fig. 2.1).

Con la nueva arquitectura cinemaéatica propuesta para el mecanismo de Wanzer se consigue
aumentar el nimero de poses a alcanzar a un maximo de ocho, resaltando que se mantiene un grado
de libertad. Esta variante del mecanismo se basa en la eliminacién del par prismatico que corresponde
a la corredera vertical del mecanismo, a la que luego se acopla una cadena cinematica 4R. Esta
adicién conlleva a solucionar también un problema de sintesis para la generacion de trayectoria, el
cual se resuelve con un nuevo conjunto de expresiones algebraicas que no involucra variables de tipo
angular que aumenten la complejidad del sistema de ecuaciones.

El analisis cinematico del mecanismo aqui planteado da origen a una alternativa grafica viable
para la rectificacién de su disefio. Por medio de las curvas de acoplador de los distintos lazos
cinematicos que lo conforman, fue posible detectar defectos de circuito, ramal y orden, aceptando
solo aquellos disenos libres de estas probleméticas. Atn cuando haya sido necesario recurrir a los
mapeos presentados en la Figuras 7.8, 7.14 y 7.20 para confirmar tal afirmacion.

Las identidades de Weiertrass y su capacidad para transformar ecuaciones trigonométricas en
polinomios tienen gran relevancia en la ecuacién de diseno del mecanismo de Wanzer. Aunque no es
un paso obligatorio en el proceso de encontrar sus raices, si permiten el uso de métodos alternativos
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de solucién algebraica como son las formulaciones de Dixon [16] o Bezout [14]; o facilitar la aplicacién
de métodos numéricos como el que usa el programa Bertini [38].

El uso de métodos vectoriales para la sintesis cinematica del mecanismo de Wanzer facilita la
obtencién de las ecuaciones de disefio. A pesar de que en los pasos finales del proceso de sintesis es
necesario trabajar con la forma escalar de las ecuaciones, desde el principio la forma matematica
de las restricciones geométricas del mecanismo se presenta de una forma clara y compacta haciendo
que sea facil de entender y de asociar con el comportamiento fisico del mecanismo.

Se espera que con los resultados obtenidos al desarrollar el presente proyecto de tesis, se haya
podido contribuir en la bisqueda de mecanismos planos con una mayor capacidad de alcanzar poses
sobre un plano.

8.2. Trabajo futuro.

Es posible extender el algoritmo de disefio mostrado en el Capitulo 7 para incluir la represen-
tacion 3D del mecanismo. Hasta este punto, la bisqueda de soluciones es automatica, en el sentido
de que el codigo escrito en MATLAB permite encontrar soluciones viables sin contar el proceso de
rectificacién del disefio. Automatizando la tarea de modelamiento 3D a través de la integracion con
SolidWorks o cualquier otro programa CAD seria posible obtener una herramienta computacional
que genere un disefio completamente libre de defectos del mecanismo de Wanzer modificado. S6-
lo seria necesario una interaccién del usuario al momento de ingresar los datos de las poses y la
cantidad de parametros libres acordes al nimero de poses especificadas.

El analisis del mecanismo modificado de Wanzer aun no incluye su comportamiento dinamico, el
cual involucra el estudio de las relaciones entre fuerzas y sus elementos inerciales. Esta nueva parte
del andlisis también puede incluir la comparacién de su rendimiento con otros mecanismos planos
usados en tareas de generaciéon de movimiento.
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