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PRESENTACION

LA INVENCION DEL FUTURO

Juan Villoro

N LIBRO CERRADO NO ES UNA OBRA DE ARTE; ES LA POSIBI-

lidad de una obra de arte: solo se convierte en hecho es-
tético al ser leido. Su destino depende de quienes se asoman
a sus paginas o, en tiempos mds recientes, de quienes reciben
sumensaje de luz en una pantalla.

Ningun libro inicia sus dias como un clésico. No hay ma-
nera de anticipar desde un principio si perdurard en el gusto
dela gente. Son loslectores los que deciden salvarlo del fuego
y el olvido. En forma asombrosa, ese fervor puede durar lo
suficiente para que un filésofo o un poeta sobreviva a la civi-
lizacién que le dio origen. Desde el siglo vii1 antes de Cristo,
Homero —o los muchos recitadores que asociamos con ese
nombre— no ha perdido vigencia. Su lengua se convirtié en
otray el mundo que vio antes de quedarse ciego dejo de exis-
tir, pero el desafio de Ulises sigue siendo el nuestro: en una
época de exilios y desplazados, donde las grandes ciudades
nos desconciertan con sus laberintos, ningun recorrido su-
pera al de volver a casa.

“El amor es eterno mientras dura”, escribi el poeta y le-
trista de bossa nova Vinicius de Moraes. Lo mismo sucede con
los clésicos. Hay obras que cautivan a varias generaciones y

11



12 Método acerca de los teoremas mecdnicos

mads tarde son relegadas al rincon de las bibliotecas que solo
disfrutan los ratones.

Resulta imposible saber durante cudnto tiempo un cldsico
estard vigente o en qué momento alcanzard ese rango. Cier-
tas historias comienzan sus dias como muestras de ingenio
y entretenimiento, pero estin destinadas a fundar una tra-
dicién todavia futura. El caso mds evidente es el Quijote. El
gran cervantista Francisco Rico hallamado la atencion sobre
un hecho singular: durante un par de siglos, los avatares del
Caballero de la Triste Figura fueron apreciados como un arte
mayor en Francia, Inglaterra y Alemania y solo mds tarde ad-
quirieron el mismo prestigio en Espana, donde la novela de
Cervantes habia sido leida como un divertimento popular.

Ningun escritor decide la forma en que perdura su trabajo.
Esa magia le corresponde a los lectores. Defoe no pensé que
seria recordado por Robinson Crusoey aposté a que la poste-
ridad leyera algunos de sus versos, del mismo modo en que
Cervantes crey6 sellar su pacto con la gloria con su dltima
obra, Los trabajos de Persiles y Segismunda, menos leida que el
Quijote. Ni Defoe ni Cervantes podian prever los gustos del
porvenir. Nadie es contempordneo de su futuro. Por eso Os-
car Wilde pudo decir con ironia: “Hasta ahora, la posteridad
no ha hecho nada por nosotros”.

Algunos autores han desarrollado brillantes estrategias para
definir la forma en que deben ser leidos, pero eso solo ataiie a
su presente. Pessoa juzgé que la tradicion lirica portuguesa era
demasiado pobre y decidi6 inventar a sus precursores a través
de las biografias imaginarias y las variadas obras de Alberto
Caeiro, Bernardo Soares, Ricardo Reis, Alvaro de Camposy
otros heterénimos destinados a dotarlo de una genealogia.
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Siel poeta portugués se adjudic6 unlinaje literario, Borges
transformo su contexto cultural para insertarse en él de ma-
nera conveniente. En una de sus clases de literatura, Ricardo
Piglia afirmé: “Borges construye una tradicion con sus lectu-
ras [...] No quiere ser leido desde una tradicién narrativa en
el interior de la cual sus textos no valgan nada. Si Borges es
leido desde Dostoievsky o desde Proust, no queda nada de él.
Como no quedé nada durante afos porque era, se decia, ‘al-
gebraico’, ‘cerebral’, en sus textos no habia ‘vida’. Esto quiere
decir que Borges hizo y construy6 toda una red de lecturas
—alguna vez habrd que hacer un seminario sobre él como
critico— hasta terminar por imponer el contexto dentro del
cual sus textos fueran leidos”.

Tanto Borges como Pessoa influyen en la valoracién que de
ellos hacen sus contempordneos; crean un modo propicio para
ser entendidos y valorados. Pero no aseguran su futuro. Eso les
corresponde alos desconocidos que los seguirdn leyendo o no.
Consciente de esto, Borges sefiala que un cldsico no es otra
cosa que un libro “que los hombres no han dejado morir”.

La historia de la cultura incluye la historia de su destruc-
cién. Esquilo escribi6 82 obras de las que se conservan siete;
se estima que Sofocles concluyé 123 piezas y también en su
caso solo disponemos de siete; conocemos 18 obras de las 92
que compuso Euripides (o 19, si se acepta su autoria de Reso).
Laincesante labor de las termitas, la humedad, los incendios,
los tiranos, las mudanzas, los robos y los fanatismos han aca-
bado con buena parte del acervo cultural. Pero nada es tan
frégil como el gusto.

Y pese a todo, Esopo, Virgilio, Apuleyo, Aristoételes, Ho-
racio, Arquimedes y otros autores resistentes llegan a noso-
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tros. Ninguno de ellos estuvo conforme con su tiempo. Silos
seguimos leyendo es porque no han dejado de manifestar su
rebeldia o, mejor aun, porque la seguimos necesitando y no
permitimos que desaparezca. Desde el presente, garantiza-
mos Su porvenir.

Los libros son mds significativos que los autores. Con el
tiempo, dicen cosas que pueden llegar a contradecir a quie-
nes los concibieron. Esto se debe a la cambiante manera en
que son leidos. Dostoievsky escribié Crimen y castigo para cri-
ticar a los anarquistas que tomaban el destino en sus manos
y no reconocian otro tribunal ético que su libre albedrio: “Si
Dios no existe, todo estd permitido”, opina Raskolnikov, el
inconforme que protagoniza la novela. Dostoievsky cuestio-
na el individualismo que puede llevar al crimen en aras de
ideales “superiores”. Leida muchos afios después, en los cafés
humeantes de Paris donde se fundaba el existencialismo, la
misma historia adquirié un valor distinto. Jean-Paul Sartre
encontrd en ella un desafio para la eleccién individual. Ras-
kolnikov piensa que el ser libre no debe rendirle cuentas a
Dios; Sartre estd de acuerdo con él, pero agrega que no por
ello todo estd permitido. La ética existencial consiste en ac-
tuar correctamente sin una coaccién externa. La actitud de
Raskolnikov, que para Dostoievsky solo se redime a través de
un castigo, representa para Sartre el inquietante reto de elegir.

La escritura no existirfa sin una nocién de futuro. Toda
historia se dirige hacia un desenlace: algo que no ha ocurri-
do, ocurrird. Ese horizonte determina la aventura de Ulises.
Alo largo de veinte anos se somete a tentaciones que podrian
desviar su travesia. Oye el seductor canto de las sirenas y pide
que lo amarren al mastil de su embarcacion para no abando-
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nar la ruta; rechaza el paraiso artificial de los lotos alucindge-
nos; repudia la pocién de Circe, fantdstica hechicera; llega al
Hades y dialoga con el profeta Tiresias; puede obtener la vida
eterna, pero prefiere seguir su inalterable destino. ;Por qué
se resiste a estos prodigios? Cuando enfrenta a los lotéfagos,
teme que la droga borre sus recuerdos. Desea atesorar lo ocu-
rrido para contarlo al volver a [taca, la isla de la que partié.
Su auténtica mision es el ndstos, el regreso. Italo Calvino co-
menta que Ulises no tiene miedo de olvidar el pasado, sino el
futuro, la historia que vive en tiempo real y que deberd contar.
Se arriesga en el presente para que su historia posterior exista.

Siglos mds tarde, ante el mismo mar, Platén dird que el
conocimiento es una forma del recuerdo. Etimol6gicamente,
“recordar” significa “volver a pasar por el corazén”. Ulises se
somete a sus tareas para que eso emocione después.

Cadaescritor vive su propia odisea. Emprende un viaje que
lo devolverd al punto de partida y espera, como el esforzado
Ulises (que los griegos llamaron Odiseo), que sus peripecias
tengan sentido en otro tiempo: “La memoria solo cuenta ver-
daderamente —paralos individuos, las colectividades, las civi-
lizaciones— siretine laimpronta del pasado y el proyecto del
futuro”, escribe Calvino.

Los autores que hemos convertido en clasicos proponen
un singular modo de leer que no se limita a sus libros, sino
que abarca la realidad circundante. Al levantar la vista de la
pégina, el mundo puede parecer katkiano o quijotesco. La li-
teratura expande su efecto hacia el entorno y modifica a quien
lalee. El maximo personaje de Platon es el lector platénico.

Hemos sido inventados por los clésicos y los defendemos
para que no olviden su futuro.~¢






PrOLOGO

ARQUIMEDES:
descubrimientos e influencia

Jests Gerardo Valdés Vizquez

Genios antes del nacimiento de Cristo

PARA HABLAR DE ARQUIMEDES, EMPECEMOS POR DESCRIBIR
como eralavidahace més de 2 000 afios, como erala cien-
cia y qué cientificos trabajan para el progreso de la humani-
dad antes del nacimiento de Cristo.

Enelsiglo m11a. C., Roma era toda una potencia, dominaba
por completo el mar mediterrdneo bajo su mando militar y
politico. Sin embargo, el dominio cientifico era por parte de
los griegos y su principal centro cultural y cientifico se en-
contraba en Alejandria, Egipto; en esa época, se construyo
la Biblioteca, lugar en el que se guardaban todos los aportes
cientificos y también lugar de ensenanza por excelencia.

Durante el llamado periodo de oro, sobresalen las tres fi-
guras de las matematicas de la antigiiedad: Euclides, Arqui-
medes y Apolonio. Otros personajes también importantes
fueron: Pitdgoras que destacé en el drea de las matemiticas;
HipOcrates en el drea de la medicina; Sdcrates en la filosofia;
Democrito, a quien se atribuye el descubrimiento del 4tomo;
y Eratostenes, quien calculé con gran precisién la circunfe-
rencia de la Tierra. Si hace mas de 2 000 afios ya se sabia que

17
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la tierra era redonda, ;como es que en la Edad Media se creia
que la tierra era plana y Cristobal Colén fue quien aseguré
que no lo era? En esa época, la ciencia, el arte y la filosofia de
los griegos era tan extraordinaria que solo existieron aporta-
ciones nuevas dos mil afios después.

En el afio 287 a.C. nacié Arquimedes. También conocido
como Arquimedes de Siracusa, debe sunombre ala ciudad que
lo vio nacer, en la actual Italia. Siracusa era una ciudad rica'y
poderosa con aproximadamente medio millén de habitantes
situada sobre la isla de Sicilia. Arquimedes fue ingeniero, in-
ventor, fisico, astronomo y matematico, era hijo de Fidias, as-
tronomo del Palacio Real. De su madre no se sabe mucho,
pero lo que si se sabe es que Arquimedes estaba vinculado ala
familia real de Siracusa, gobernada por el rey Hierén.

En algun momento de su juventud, Arquimedes viajé a
Alejandria para continuar con su formacién. Ahi se encon-
traba Euclides —el maestro por excelencia, quien se dedicé a
escribir lo que hoy en dia seria un libro de texto cientifico—,
se dice que Arquimedes no estudi6 directamente con él, sino
con sus discipulos Conon de Samos, Dositeo de Pelusa y Era-
tostenes de Cirene, este ultimo fue director de la Biblioteca.

El palimpsesto de Arquimedes

De acuerdo con el diccionario de la Real Academia Espaiola,
un palimpsesto es un “manuscrito antiguo que conserva hue-
llas de una escritura anterior la cual ha sido borrada” (2018).
En el ano 1906, el historiador danés J.L. Heiberg viajé a
Constantinopla y examiné un pergamino de piel de 174 pagi-
nas del siglo x111, cudl seria su sorpresa al percatarse de que se
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trataba de un palimpsesto, pues el pergamino contenia texto
que habia sido sobrescrito encima de otro de mayor antigiie-
dad. Elraspado dela tinta de un documento existente erauna
practica comun en la Edad Media, para reutilizar la vitela' en
un nuevo escrito, ya que esta era cara.

Las obras que se encontraron en el palimpsesto consistian
en diferentes tratados desconocidos de Arquimedes. Este per-
gamino habia pasado varios siglos en la biblioteca del monas-
terio del Santo Sepulcro en Constantinopla. En la década de
1920 fue vendida a un coleccionista privado. Afios después, fue
subastado en Nueva York en 1998 y adquirido por un compra-
dor anénimo porla cantidad de dos millones de d6lares. Enla
actualidad, el palimpsesto de Arquimedes se encuentra en el
Walters Art Museum en Baltimore, Maryland, en Estados Uni-
dos, donde ha pasado por diferentes pruebas de rayos X y luz
ultravioleta para descubrir el texto original. Los siete trata-
dos, de gran contribucién para la ciencia y la ingenieria, que
contiene el palimpsesto son:

1. Sobre los cuerpos flotantes

2. Medida del circulo

3. Sobre el equilibrio de los planos

4. Sobre las espirales

5. Sobre la esfera y el cilindro

6. Método acerca de los teoremas mecénicos

7. Stomachion (el rompecabezas geométrico mas antiguo que
se conoce)

! La vitela es una piel de vaca o ternera, adobada y muy pulida, la que sirve
para pintar o escribir sobre ella. (RAE, 2018).
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Eureka, lo he encontrado

Al terminar sus estudios en Alejandria, Arquimedes regresé
a Siracusa. Una vez ahi, fue llevado por su padre ante el rey
Hierdn, el cual le encomendd una tarea que requeriria de to-
dos los conocimientos del joven cientifico. Resulta que el rey
Hier6n habia mandado hacer una corona con el orfebre del
palacio, pero dudaba que fuera cien por ciento de oro sélido,
y temia que le hubieran mezclado algtn otro tipo de material
para robarle. Pero, ;c6mo podrian saber si la corona era de
oro sélido sin destruirla? Al preguntarle a Arquimedes si era
capaz de saber si su composicion era de oro puro, respondié
que necesitaba unos dias para averiguarlo.

Arquimedes y su padre sabian que si conocian el volumen
de la corona (unidades en metros ctbicos, por ejemplo), po-
drian saber cudl deberia de ser su peso exacto. Debido a que
el oro tiene un peso especifico (cuyas unidades son kilogra-
mo sobre metro ctibico), al multiplicar el volumen de la coro-
na por el peso especifico del oro obtendrian como resultado
el peso de esta. El problema principal era: ;cémo calcular el
volumen?, pues no se tenian instrumentos de medicion preci-
sos para objetos tan irregulares como una corona.

Ya que Arquimedes era un investigador innato, su mente
estaba siempre trabajando, a pesar de que podria encontrarse
haciendo otras actividades, no abandonaba nunca una idea.
Un dia asisti6 junto con su padre a los banos en tina de Sira-
cusa, mientras se disponia a disfrutar de un momento de re-
lajacién, not6 que al momento de introducirse en la bafiera el
agua se derramaba. Entonces observé que si se salia de la ba-
nera el agua bajaba de nivel, y si se volvia a meter, este volvia
a subir. En ese momento exclamé: jeureka!, cuyo significado
en espaiiol es: jlo he encontrado! Se cuenta que Arquimedes
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salié rdpidamente de la banera y corrié desnudo por toda la
ciudad hasta llegar a su casa. La idea que estaba en su mente
para resolver el problema de la corona era tan poderosa que
no podia darse el lujo de pensar en ninguna otra cosa, como
vestirse parair a casa.

Alllegar a su hogar, Arquimedes comenzé a experimentar
con un balde de agua hasta el tope, al cual introdujo diferen-
tes objetos. Dedujo que el volumen del agua desalojada era
igual al volumen de los objetos introducidos. De esta manera,
pudo calcular el volumen de la corona del rey Hierdn, para a
continuacién multiplicarlo por el peso del oro. Este peso de-
beria coincidir con el de la corona. Al no ser asi, Arquimedes
dedujo que la corona tenia mezclados otros minerales. El or-
febre, quien se encontraba ahi, se defendi6 de la acusacién di-
ciendo que lo que Arquimedes acababa de demostrar no era
cierto. Tal era la conviccidn cientifica de Arquimedes, que le
dijo al principe que podia cortar su mano si estaba equivoca-
do. Finalmente, para demostrar que tenia la razén, rompid
la corona de oro sélido y encontré que en su interior estaba
formada por otro material y solo estaba recubierta de oro. A
partir de ahi, se dieron cuenta de que la ciencia no era simple-
mente un pasatiempo abstracto, sino que podia aplicarse en
beneficio de la vida diaria.

Después de este episodio Arquimedes siguié investigado
con el agua hasta llegar a lo que hoy conocemos como Prin-
cipio de Arquimedes, dando inicio a una serie de descubri-
mientos y aportaciones en beneficio de la humanidad. El
Principio de Arquimedes afirma que todo cuerpo sumergido
en un fluido experimenta un empuje vertical y hacia arriba
igual al peso del fluido desalojado. Este resultado se encuen-
tra en su tratado Sobre los cuerpos flotantes.



22 Método acerca de los teoremas mecdnicos

La cuadratura del circulo

Arquimedes también se ocupé de calcular el valor de 7. En
ese entonces no se sabia la relacion entre la superficie de un
circulo con suradio, al cual decidié llamar . Arquimedes de-
sarroll6 un método utilizando cuadrados inscritos y circuns-
critos en un circulo, como se aprecia en la Figura 1.

Figura 1. Cuadratura del circulo

De acuerdo con la Figura 1, Arquimedes dedujo que el cua-
drado inscrito en el circulo (cuadrado dentro del circulo)
tenfa una superficie menor que la del circulo. Por otro lado,
también sabia que el cuadrado circunscrito en el circulo (cua-
drado fuera del circulo) tenia una superficie mayor que la del
circulo. Si sabemos que el radio del circulo es 7, entonces el
4rea del circulo serd mr2. Por otro lado, el drea del cuadrado
inscrito sera 2r2, asi como el area del cuadrado circunscrito
serd 4r%. De esta manera, Arquimedes dedujo que 2 < m < 4 si
se toma como referencia el cuadrado de la Figura 1.
Arquimedes continué con su método para determinar =, y
decidié aumentar el nimero de lados, como se aprecia en la Fi-
gura 2. De esta forma, la diferencia entre las dreas de los poligo-
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nos inscritos y circunscritos seria menor a medida que se au-
mente el nimero de lados, y el resultado de 7 seria mds exacto.

Figura 2. Poligonos de s y 6 lados

Con esta metodologia, Arquimedes llevé el Método Exhaus-
tivo (también conocido como Método de Exhaucién) a calcu-
lar que 3.14085 < 7 < 3.14286 en su tratado Medida del Circulo
utilizando poligonos inscritos y circunscritos de hasta 96 la-
dos. Previo a los trabajos de Arquimedes para la medida del
circulo, Antifonte de Atenas, quien habia nacido un par de si-
glos antes, traté de determinar el drea del circulo inscribien-
do el mayor nimero de pequenos tridngulos posible, hasta
que este se colmara. El trabajo de Arquimedes dio una mejor
aproximacion para el cdlculo de dreas de circulos.

Este método permiti6 a Isaac Newton y Gottfried Leibniz,
en el siglo xv11, unificar el cdlculo diferencial con el calculo
integral. Mds tarde, Bernard Bolzano, Augustin Louis Cau-
chy y Karl Weierstrass pudieron definir de manera rigurosa el
limite de una funcién. El mismo método exhaustivo es el pre-
cursor del concepto de la Sumatoria de Riemann, que permi-
te definir la integral de una funcién en un intervalo cerrado.
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Reduccién al absurdo

Arquimedes estableci6é un procedimiento que nombré doble
reduccidn al absurdo, la cual utilizaba cuando se encontraba
en medio de la demostracién de un tema complicado. Arqui-
medes sabia que para dos cantidades, A y B, solo era cierto
uno de los siguientes resultados:

1.A>B
2.A=B
3.A<B

El objetivo de Arquimedes era demostrar que A=B. Ya que
esta demostracion es demasiado complicada, opta por seguir
un camino alterno. Primero supone que A > B, y a partir de
ahi realiza todo un procedimiento matemdtico que lo lleva
a una contradiccioén. Posteriormente asume que A < B, tras
realizar un procedimiento similar al anterior, llega nueva-
mente a una contradiccién. Una vez eliminadas ambas posi-
bilidades, solo queda una y es que A =B, que es una manera
indirecta de encontrar la demostracién que buscaba.

El tornillo sin fin

Durante un tiempo en el que Arquimedes se traslado al valle
del Nilo, inventd el tornillo sin fin para elevar agua desde un
punto mas bajo hasta otro més alto. Esta mdquina, conocida
también como tornillo de Arquimedes, consiste en un torni-
llo helicoidal que estd rodeado de un tubo, como se aprecia en
la Figura 3.
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Figura 3. Tornillo de Arquimedes

El tornillo de Arquimedes es utilizado atin hoy en dia gracias
asugran versatilidad, ya que no solo sirve parabombear agua,
sino que es un invento capaz de bombear material sélido. Por
ejemplo, se utiliza mucho en plantas de tratamiento de aguas
residuales, drenajes, la industria de envasado de alimentos, y
en general, en cualquier sistema que contenga liquidos (in-
cluyendo particulas sélidas) que requieren ser elevados.

Lapolea y la palanca

Una de las mds grandes invenciones de Arquimedes es sin
dudala polea compuesta. Aunque existen vestigios de que la
polea era ya utilizada por los egipcios, ha podido demostrar-
se que se trata de una idea de Arquimedes. En nuestros dias,
las poleas son la parte fundamental de muchas maquinas que
podemos encontrar en numerosas piezas mecanicas. Por otro
lado, Arquimedes también realizé una justificacién riguro-
sa del funcionamiento de la palanca, considerada una de las
maquinas simples, la cual consta de una barra rigida que gira
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libremente alrededor de un punto de apoyo y permite multi-
plicar la fuerza aplicada a un objeto.

Con ambos descubrimientos, Arquimedes logré realizar
una gran proeza. El rey Hierén habia mandado construir un
gran barco, que result6 ser el mas grande de su tiempo. Sin
embargo, esta nave era tan grande que encallé, con la conse-
cuente pérdida de una gran inversion, el rey Hierén llamé a
Arquimedes, quien para resolver el problema se puso a cons-
truir una torre a la que estaba sujeta un sistema de poleas.
Estas, junto con palancas apoyadas en puntos estratégicos,
permitieron a Arquimedes poner la enorme nave nuevamen-
te a flote. La gente no podia creer lo que sus ojos vefan. Con
una sola mano, Arquimedes dio vuelta al sistema que con-
trolaba las poleas y de esta manera pudo levantar el barco.
Gracias a esta hazafa, se hizo de una enorme fama en todos
los territorios. También le debemos la célebre frase: “Denme
un punto de apoyo y moveré el mundo”.

Artefactos bélicos

En la época de Arquimedes, el Imperio romano trataba de
conquistar la ciudad de Cartago, (actual Tunez), y debido a
que Siracusa era su aliada, ambas fueron objeto de ataques
romanos. Hacia el afio 214 a.C. y bajo las érdenes del cénsul
romano Marco Claudio Marcelo,? se decide también con-
quistar Siracusa. En ese entonces, ya habian fallecido tanto el
rey Hierén, como su hijo, Hierén II. Asi que el comandante
delas fuerzas armadas dela ciudad solicité a Arquimedes que
le ayudara con la defensa de la misma.

% Marcelo fue un politico y militar romano, comandante del ejército, al cual
dirigié durante la Segunda Guerra Punica.
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Arquimedes ya habia trabajado en el perfeccionamiento
dela catapulta, la cual tenia ahora un poder de alcance mayor,
por el aumento en la tensién de las cuerdas proporcionada por
sus poleas compuestas; también creé la catapulta maltiple.
Estos inventos fueron puestos al servicio de la defensa de Sira-
cusa, los cuales evitaban que las tropas enemigas se acercaran
ala ciudad.

Otro invento usado en la defensa fue la llamada garra de
Arquimedes, que consistia en una enorme grda con un bra-
zo articulado movido a base de poleas compuestas y que en
un extremo tenia un gancho de metal. Su funcionamiento
consistia en posicionar el gancho por encima de las embarca-
ciones que se aproximaban a la muralla de la ciudad, después
el gancho se dejaba caer y mediante las poleas era recogido,
como si se tratara de un anzuelo, paralevantar el barco, lo que
a veces producia el hundimiento del mismo. En otras ocasio-
nes, simplemente los dejaba muy danados y emprendianla re-
tirada. En un documental del aio 2005 llamado Siiper armas
del mundo antiguo (Bada, Z. O.), se construyé una réplica de la
garra de Arquimedes y se concluyé que era un arma factible.

Entre los muchos inventos para la defensa de Siracusa,
Arquimedes pudo haber inventado el rayo de calor, el cual
estaba formado por espejos céncavos de gran tamaio, los
cuales concentraban en su foco los rayos solares. De esta ma-
nera, la luz solar se concentraba en los barcos enemigos con
la finalidad de incendiarlos. Sin embargo, la credibilidad de
esta arma ha sido objeto de debate desde la época del Renaci-
miento. René Descartes fue el primero en decir que el inven-
to no pudo haber cumplido con su objetivo. En la década de
1970, el Dr. Ioannis Sakkas de Grecia, realizé un experimento
usando 70 espejos cubiertos con una capa de cobre, los cuales
dirigi6 hacia una maqueta de madera de un barco romano a
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una distancia de 5o m. El barco ardi6 en pocos segundos des-
pués de que se le enfocaron con precision los rayos del sol, se
cree que la pintura que revestia la madera pudo haber ocasio-
nado la répida combustién.

En el 2006, el programa de television Cazadores de mitos
(Dowlearn, R.) repitié el experimento. A pesar de que bro-
taron llamas en el barco, categorizaron el invento de falso,
pues Siracusa mira hacia el Este, y la flota romana deberia ha-
ber atacado durante la manana para conseguir la médxima re-
flexién solar. Ademds, armas convencionales como flechas en
llamas o catapultas con fuego hubieran podido incendiar los
barcos cercanos de una manera mucho més efectiva y simple.

La muerte de Arquimedes

Los inventos de Arquimedes para la defensa de Siracusa im-
pidieron alosromanosrealizarla conquista dela ciudad como
se lo habian imaginado. Tanto era el temor hacia estos inven-
tos que solo bastaba que alguna viga se asomara por encima
de las murallas para que los romanos emprendieran la retira-
da. Al saber que los artefactos de guerra creados para la de-
fensa de la ciudad eran obra de Arquimedes, Marcelo ordend
que se mantuviera con vida a tan brillante genio cuando lo-
graran su objetivo, el cual ocurriria tarde o temprano.

Al no poder contra las armas de defensa, se decidi6 sitiar
la ciudad de Siracusa en el afio 214 a.C. por érdenes de Mar-
celo. Tuvieron que pasar dos afios para que la ciudad por fin
cayera en control de los romanos, en el aiio 212 a.C. Se cuen-
ta que Marcelo, al ver la grandeza y hermosura de la ciudad,
ordené que no se matara ni esclavizara a ningtn siracusano,
sin embargo, no pudo evitar verse afligido por la muerte del
inventor griego. Se dice que un soldado llegé a la casa de Ar-
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quimedes, quien se encontraba muy concentrado en la solu-
cién de un problema. El soldado le demandé que lo siguiera
para ser llevado ante Marcelo, Arquimedes le dijo que en ese
momento no lo haria, pues estaba resolviendo un problema
que no podia abandonar mientras no demostrara su solucién.
Esta respuesta ocasiond la ira del soldado, quien, con espada
desenvainada, le dio muerte.

El deseo expresado por Arquimedes fue que en su tumba se
grabaran una esferay un cilindro, pues en uno de sus mas gran-
des descubrimientos geométricos logré demostrar que el volu-
men de la esfera es igual a dos tercios del volumen del cilindro
circular circunscrito a ella, tal como aparece en la Figura 4.

—

v

Figura 4. Esfera y cilindro
de la tumba de Arquimedes

Meétodo de Arquimedes

Gracias al descubrimiento del palimpsesto de Arquimedes
en 1906, se logré recuperar la tinica copia de su obra denomi-
nada Método, en él se da en primer lugar una explicacion de
algunos problemas matemaiticos, y a continuacién propone
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un planteamiento que haga posible su demostracién. Tam-
bién se tratan métodos geométricos junto con métodos me-
cdnicos para encontrar propiedades métricas de édrea, volu-
menes y centros de gravedad mediante el uso del método de
la doble reduccién al absurdo y el método exhaustivo.

El Método de Arquimedes es una combinacion geométrica-
mecdnica que encierra procedimientos del andlisis infinite-
simal, con lo cual Arquimedes consigui6 resultados que hoy
se obtienen mediante el cilculo integral. Este procedimiento se
explica en detalle en una carta que dirigié Arquimedes a Era-
tdstenes en el cual reveld partes del proceso mental que utilizé
en sus descubrimientos y que se desconocian en sus escritos
cientificos anteriores.

Aqui se encuentran 11 lemas y 16 proposiciones, en algunas
delas cuales se obtiene el mismo resultado utilizando demos-
traciones geométricas.
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De Arquimedes a Eratdstenes:
METODO ACERCA DE LOS
TEOREMAS MECANICOS

Arquimedes a Erastostenes, jsalud!

T EESCRIBf, PRECEDENTEMENTE, ACERCA DE ALGUNOS TEO-
remas que encontré y te envié sus enunciados invitindo-
te a encontrar las demostraciones que yo, entonces, no te in-
dicaba. Los enunciados de esos teoremas eran los siguientes:
Del primero: Si en un prisma recto que tiene por base un pa-
ralelogramo se inscribe un cilindro que tiene sus bases sobre
dos paralelogramos opuestos y los lados sobre los otros planos
del prisma, y si por el centro del circulo base del cilindro y por
un lado del cuadrado de la cara opuesta se traza un plano, este
plano cortard un segmento del cilindro limitado por dos pla-
nosy la superficie del cilindro; esto es, por el plano secante, el
plano en que estd situada la base del cilindro y la superficie ci-
lindrica comprendida entre estos dos planos; el segmento asi
determinado del cilindro es la sexta parte de todo el prisma.
El enunciado del segundo era: Si en un cubo se inscribe un
cilindro que tenga sus bases sobre dos paralelogramos opues-
tos y su superficie tangente a los cuatro planos restantes, y en el
mismo cubo se inscribe otro cilindro con sus bases sobre otros
dos paralelogramos y su superficie tangente alos cuatro planos

33
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restantes, la figura envuelta por las superficies de los cilindros
y que estd en ambos, es igual a los dos tercios de todo el cubo.

Estos teoremas difieren de los descubiertos precedente-
mente; en efecto, en aquéllos comparébamos: en cuanto al
volumen, los conoides y los esferoides y sus segmentos con
conos y cilindros, y ninguno de ellos resulté ser igual a una
figura sélida limitada por planos; en cambio, las figuras que
ahora consideramos, comprendidas entre dos planos y super-
ficies cilindricas, resultan ser cada una igual a una figura soli-
dalimitada por planos.

He transcripto en este libro precisamente las demostracio-
nes de esos teoremas y te las envio.

Sabiéndote, como ya te lo he dicho, estudioso y maestro
excelente de filosofia y como sé que sabes apreciar, llegado el
caso, las investigaciones matematicas, he creido conveniente
exponerte por escrito e ilustrarte en este libro la particulari-
dad de un método, segtin el cual te serd posible captar ciertas
cuestiones matemdticas por medios mecanicos, lo cual, es-
toy convencido, de que serd util también para demostrar los
mismos teoremas. Yo mismo, algunas de las cosas que descu-
bri primero por via mecdnica, las demostré luego geométri-
camente, ya que la investigacion hecha por este método no
implica verdadera demostracion. Pero es mds fécil, una vez
adquirido por este método un cierto conocimiento de los
problemas, dar luego la demostracion, que buscarla sin nin-
gun conocimiento previo. Por estarazén, aun de los teoremas
mismos referentes al cono y a la pirdmide, que Eudoxo fue el
primero en demostrar, a saber: que el cono es la tercera parte
del cilindro, yla pirdmide, la tercera parte del prisma, que tie-
nen la misma base e igual altura, debe atribuirse un mérito
no pequeno a Demdcrito, que fue quien primero enuncid,
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aunque sin demostrarla, esta propiedad de las mencionadas
figuras. También a mi me ha ocurrido que el descubrimiento
delos teoremas que ahora publico, lo hice de modo similaral de
los anteriores. Y he querido exponerte por escrito el método
y publicarlo, primero, porque habiendo hablado antes de é],
no querria que se dijese que hablaba por hablar, y, después,
porque estoy convencido también de la utilidad que puede
aportar a la matemdtica. Pues supongo que algunos de mis
contemporaneos o sucesores podrdn encontrar, por este mé-
todo, otros teoremas que a mi no se me han ocurrido todavia.

Expongo, en primer lugar, el que fue también el primer re-
sultado que se me manifest6 por via mecdnica, es decir, que
“todo segmento de una seccién cono rectingulo es igual a
cuatro tercios del tridngulo que tenga la misma base e igual
altura”, y luego cada uno de los otros resultados obtenidos
con el mismo método. Al final del libro expondré las demos-
traciones geométricas de los teoremas cuyos enunciados te
comuniqué.

Lemas

1.Si de una magnitud se quita otra magnitud, y un mismo
punto es el centro de gravedad de la magnitud enteray de
la que se ha quitado, el mismo punto es centro de gravedad
también de la magnitud restante.

2.5i de una magnitud se quita otra magnitud, y la magnitud
entera y la que se ha quitado no tienen el mismo centro
de gravedad, el centro de gravedad de la magnitud restan-
te se encuentra en la prolongacién de la recta que une los
centros de gravedad de la magnitud entera y la magnitud
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quitada, a una distancia cuya relacién con la recta que une
los dichos centros de gravedad, es la misma que la del peso
de la magnitud quitada con el de la magnitud restante.

3.Si los centros de gravedad de tantas magnitudes como se
quiera se encuentran sobre una misma recta, el centro de
gravedad de la magnitud, suma de las magnitudes conside-
radas, estard también sobre la misma recta.

4.El centro de gravedad de una recta cualquiera es su punto
medio.

s.El centro de gravedad de un tridngulo es el punto en que se
cortan las rectas que unen los vértices del tridngulo con los
puntos medios de los lados.

6.El centro de gravedad de todo paralelogramo es el punto
en el cual convergen las diagonales.

7.El centro de gravedad de un circulo es el mismo centro del
circulo.

8.El centro de gravedad de todo cilindro es el punto medio
del eje.

9.El centro de gravedad de todo prisma es el punto medio
del eje.

10.El centro de gravedad de todo cono estd sobre el eje, en un
punto que lo divide de tal manera, que la parte hacia el vér-
tice sea el triple de la restante.

11.Utilizaré también este teorema:

Dadas tantas magnitudes como se quiera y otras magni-
tudes en igual numero, tales que las que ocupan el mismo
lugar, dos a dos, estén en la misma relacidn; si, ademads, to-
das o algunas de las primeras magnitudes tienen relaciones
cualesquiera con otras magnitudes y las segundas magni-
tudes estdn en las mismas relaciones con otras magnitudes,
entonces la suma de las primeras magnitudes es a la suma
de aquellas con las que fueron puestas en relacién, como
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la suma de las segundas es a la suma de aquellas con que
fueron puestas en relacion.

Proposicion I
[Area de un segmento parabélico]

Sea ABC un segmento comprendido entre la recta AC y la
seccion ABC de un cono rectangulo, dividase AC por la mi-
tad en D y tracense la recta DBE, paralela al didmetro, y las
rectas AB y BC.

Digo que el segmento ABC es cuatro tercios del tridngulo
ABC. Trécense por los puntos Ay C la recta AF paralela a
DBE y la CF tangente a la seccion; prolénguese CB hasta Ky
sea KH igual a CK. Considérese CH como una palanca con
punto de apoyo en el punto medio Ky seaMO unarecta cual-
quiera paralela a ED.

F
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X
P B
A O D C

Figura1
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Puesto que CBA es una seccién de un cono rectangulo y que
CF estangenteaella,y CD esuna ordenada, se tiene EB = BD,
como se ha demostrado enlos Elementos. Por lo mismo, y pues-
to que FA y MO son paralelas a la recta ED, tendremos tam-
bién que:

MN=NO y FK=KA,
y puesto que
CA:AO=MO: 0P
[lo cual se expone en un lema] y
CA:AO=CK:KN,
se tendr4, siendo también CK = KH:
KH:KN=MO:OP.

Ahorabien, puesto que el punto N es el centro de gravedad
de la recta MO, por ser MN =NO [Lema 4], si tomamos la
recta TG igual a OP y construimos TG con el centro de gra-
vedad en H, de modo que sea TH =HG, la recta THG equi-
librard a la MO, situada en su lugar, por estar HN dividida
(por el punto K) en partes inversamente proporcionales a los
pesos TG y MO; es decir, porque

HK:KN=MO:GT,

y por lo tanto K es el centro de gravedad de la suma de am-
bos pesos [Lema 3]. Analogamente, si en el tridngulo FAC se
trazan tantas paralelas como se quiera a ED, estas, permane-
ciendo en su lugar, equilibrardn a los segmentos intersecados
sobre ellos porla seccion y trasladados al punto H, de manera
que el centro de gravedad de unas y otros serd K.
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Ahora bien, las rectas trazadas en el tridngulo CFA com-
ponen el propio tridngulo y los segmentos rectilineos obte-
nidos en la seccién del mismo modo que PO componen el
segmento ABC; por lo tanto el tridngulo FAC, dejado en su
lugar, equilibrard, respecto del punto K, al segmento de la
seccion transportado hasta tener su centro de gravedad en H,
de manera que el centro de gravedad de la suma de ambos
serd el punto K.

Dividase ahora CK por X de manera que sea CK = 3KX;; el
punto X serd el centro de gravedad del tridngulo AFC, como
estd demostrado en el libro De el equilibrio.

Por tanto, puesto que el tridngulo FAC, permaneciendo en
su lugar, equilibra, respecto del punto K, al segmento BAC,
colocado con su centro de gravedad en H, y que X es el centro
de gravedad del tridngulo FAC, serd, por consiguiente:

AFC : segmento ABC colocado en H=HK: XK

Mas siendo
HK =3KX,
es también
FAC =3 segmento ABC.

Ademais:
FAC =4ABC,
pues es
FK=KAyAD=DC,
luego

segmento ABC =43 ABC.

En realidad, lo expresado no demuestra el resultado, pero
daala conclusién una cierta apariencia de verdad. Porlo cual,
nosotros, conscientes de que la conclusion no estd demostra-
da pero sospechando la verdadera, buscamos y encontramos
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su demostracién geométrica, que exponemos en su lugar y
que ya publicamos.

Proposicion 11
[Volumen de la esfera]

Toda esfera es cuatro veces mayor que el cono cuya base sea
igual al circulo mdximo de la esfera y cuya altura sea igual a
laradio de la esfera; a su vez, el cilindro cuya base sea igual al
circulo méximo de la esfera y cuya altura sea igual al didme-
tro de la esfera, serd vez y media la esfera.

Estas proposiciones se ilustran con este método asi: Su-
pongamos una esfera en la cual el circulo mdximo sea ABCD
y los didmetros AC y BD, perpendiculares entre si; supon-
gamos, en la esfera, descripto en torno del didmetro BD, el
circulo perpendicular al circulo ABCD, y sobre este circulo
perpendicular construyase un cono que tenga su vértice en el
punto A; prolongada la superficie [lateral] del cono, cértese
este con un plano que pase por C y sea paralelo a la base; la
seccion serd un circulo perpendicular a AC, de didmetro EF.

Partiendo de este circulo, describase un cilindro con eje
iguala AC, y sean EL y FG loslados del cilindro. Prolénguese
luego CAy construyase lalinea AH igual a ella; considérese CH
como una palanca con punto de apoyo en el punto medio A.

Trécese una recta MN paralela a BD que corte el circulo
ABCD enlos puntos O y P, el didmetro AC en S, larecta AE
enQylarecta AF enR. Levantese sobre la mismarecta MN un
plano perpendicular a AC; este plano cortard al cilindro segtin
un circulo de didmetro MNj ala esfera ABCD segtin un circu-
lo de didmetro OP y al cono segin un circulo de didmetro QR.
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Ahora bien, puesto que
rect. (CA, AS) =rect. (MS, SA),

por ser
AC =SM, AS = AS,
es
rect. (CA, AS) = cuad. AD = cuad. OS + cuad. SQ

por consiguiente

rect. (MS, SQ) = cuad. OS + cuad. SQ.

41
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Y puesto que
CA:AS=MS:SQ,
yes
CA=AH,
resulta que
HA:AS=MS:5Q=cuad. MS:
rect. (MS, SQ).

Pero se demostré que
rect. (MS, SA) = cuad. OS + cuad. SQ,
por tanto:
AH : AS = cuad. MS : (cuad. OS + cuad. SQ).
Por otra parte

cuad. MS : (cuad. OS + cuad. SQ) =
=cuad. MN : (cuad. OP + cuad. QR),

y como el cuadrado de MN es a la suma de los cuadrados de
OP y de QR, el circulo en el cilindro de didmetro MN es a
la suma del circulo en el cono de didmetro QR y del circulo
en la esfera de didmetro OP; por tanto: HA : AS = (circ. en el
cilindro) : (circ. en la esfera + circ. en el cono).

De ahi que el circulo que estd en el cilindro, permanecien-
do en su lugar, equilibrara, respecto del punto A, a los dos
circulos que tienen por didmetros OP y QR, trasladados y
colocados de manera que el centro de gravedad de cada uno
de ellos sea H.

Delamisma manera podrd demostrarse que sise traza en el
paralelogramo LF otrarecta paralela a EF y sobre ella se levan-
ta un plano perpendicular a AC, el circulo que se obtiene en
el cilindro, dejado en su lugar, equilibrard, respecto del pun-
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to A, a los dos circulos que se obtienen respectivamente, en
la esfera y en el cono, transportados y colocados de tal modo
sobre la palanca en el punto H, que el centro de gravedad de
ambos sea el punto H. Asi pues, llenados con tales circulos el
cilindro, la esfera y el cono; el cilindro permaneciendo en su
lugar, equilibrard, respecto del punto A, a la esfera y al cono
juntos, transportados y colocados sobre la palanca en el punto
H, de manera que el centro de gravedad de unay otro sea H.

Luego, dado que dichos sélidos se equilibran, respecto del
punto A, permaneciendo el cilindro con el centro de grave-
dad en Ky la esfera y el cono transportados, como se ha di-
cho, con el centro de gravedad en H, tendremos:

HA : AK = cilindro : (esfera + cono AEF).

Pero HA es doble de AK; luego es también cilindro = 2 (es-
fera + cono AEF), por tanto

3 cono AEF =2 esfera + 2 cono AEF.

Saquense los dos conos comunes; resulta que el cono solo, cuyo
tridngulo por el eje es AEF, esigual alas dos susodichas esferas.
Mas, como es EF =2 BD, se tiene:

cono AEF = 8 cono ABD;
por lo tanto
8 cono ABD =2 esfera.

Luego la esfera, cuyo circulo mdximo es ABCD, es el cua-
druple del cono cuyo vértice es el punto A y cuya base es el
circulo de didmetro BD perpendicular a AC.

Ahora bien, en el paralelogramo LF tricense, por los pun-
tos By D, lasrectas VBX y YDZ paralelas a AC y considérese
el cilindro que tiene por bases los circulos de didmetros VY
y XZ por eje AC.
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Puesto que
cilindro VZ = 2 cilindro VD

cilindro VD = 3 cono ABD,
como se ha demostrado en los Elementos, se deduce:

cilindro VZ = 6 cono ABD.

Como ya demostramos que la esfera que tiene por circulo
maximo ABCD es cuddruple del mismo cono ABD, resulta
que el cilindro es una vez y media la esfera; que eralo que ha-
bia que demostrar. Conociendo esto, es decir, que toda esfera
es cuatro veces el cono que tiene por base el circulo médximo
y cuya altura es igual al radio de la esfera, se me ocurrié que
la superficie de toda esfera seria cuatro veces el circulo méxi-
mo de la esfera, y como todo circulo es igual a un tridngulo
que tenga por base la circunferencia del circulo y por altura el
radio del circulo, supuse también que toda esfera serfaigual a
un cono que tuviera por base la superficie de la esfera y cuya
altura fuera igual al radio de la esfera.

Proposicion 111
[Volumen del elipsoide de revolucion]

Con el mismo método se puede ver también que el cilindro
cuya base esigual al circulo médximo de un esferoide y cuya al-
tura esigual al eje del esferoide, es una vez y media el esferoide.

Esto resultard evidente si se prueba que: si se corta un esfe-
roide con un plano que pase por el centro y sea perpendicular
al eje, la mitad del esferoide es el doble del cono que tenga
igual base e igual eje que el segmento.
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En efecto, considérese un esferoide y cérteselo con un
plano por el eje; sea la interseccion de este plano con la su-
perficie del esferoide la seccién de cono acutingulo ABCD,
de didmetros AC y BD y de centro en K. Sea, en el mismo
esferoide, el circulo de didmetro BD perpendicular a AC y
considérese el cono que tenga por base dicho circulo y por
vértice el punto A; prolénguese la superficie de este cono y
cortese con un plano por C paralelo a su base; la seccién serd
un circulo perpendicular a AC, de didmetro EF. Construya-
se, ademds, un cilindro que tenga por base el mismo circulo
de didmetro EF y por eje la recta AC; prolénguese la recta
AC, construyase AH=AC y considérese HC como una pa-
lanca cuyo punto de apoyo esté en el punto medio A.
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En el paralelogramo LF tricese una recta MN paralela a
EF y por MN levéntese un plano perpendicular a AC; este
plano cortard al cilindro segtn un circulo de didmetro MN,
al esferoide segun un circulo de didmetro OP y al cono segtn
un circulo de didmetro QR.

Ahora bien, como es

CA:AS=EA:AQ=MS:SQ.

y
CA=AH,

se deduce que
HA:AS=MS:SQ.

Por otra parte, como es
MS : SQ = cuad. MS : rect. (MS, SQ)
rect. (MS, SQ) = cuad. QS + cuad. SO.
En efecto, puesto que
rect. (AS, SC) : cuad. SO =rect. (AK, KC) :
cuad. KB = cuad. AK : cuad. KB,

ya que ambas relaciones son iguales a la relacion entre el lado
transverso y el lado recto, y puesto que

cuad. AK: cuad. KB = cuad. AS : cuad. SQ,
se obtendr4, permutando:
cuad. AS : rect. (AS, SC) = cuad. QS : cuad. SO.
Pero

cuad. AS : rect. (AS, SC) =
=cuad. SQ : rect. (SQ, QM),
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luego

rect. (SQ, QM) = cuad. OS.
Stimese a ambos miembros el cuadrado de QS; resulta:

rect. (MS, SQ) = cuad. QS + Cuad. SO,
luego
HA : AS = cuad. MS : (cuad. QS + cuad. SO).

Pero como el cuadrado de MS es a la suma de los cuadra-
dos de OS y de SQ, como el circulo en el cilindro, que tiene
por didmetro MN, es ala suma de los dos circulos que tienen
por didmetros a OP y QR; en consecuencia, respecto del pun-
to A, el circulo de didmetro MN, dejado en su lugar, equili-
brard a los dos circulos de didmetro OP y QR, trasladados y
colocados sobre la palanca en H, de modo que el centro de
gravedad de cada uno de ellos coincida con H. Ahora bien,
siendo H el centro de gravedad de ambos circulos traslada-
dos de didmetro OP y QR, y S el centro de gravedad del cir-
culo de didmetro MN, resulta:

HA : AS =circ. de didm. MN :
(circ. de didam. OP + circ. de didm. QR).

Del mismo modo se demostrard que si se traza en el para-
lelogramo LF otra recta paralela a EF y por ella se levanta un
plano perpendicular a AC, el circulo que se obtiene en el cilin-
dro, dejado en sulugar, equilibrard, respecto del punto A, alos
dos circulos que se obtienen respectivamente en el esferoide y
en el cono transportados al punto H de la palanca, de manera
que los centros de gravedad de ambos coincidan con H.

Asipues, llenados con tales circulos el cilindro, el esferoide
y el cono; el cilindro, dejado en su lugar, equilibrard, respecto
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del punto A, al esferoide y al cono trasladados y colocados
sobre la palabra en el punto H, de manera que los centros de
gravedad de uno y otro coincidan con H.

Ahora bien, K es el centro de gravedad del cilindro [Lema
8] y H es el centro de gravedad comun del esferoide y del
cono, tal como lo hemos establecido; por tanto:

HA : AK = cilindro : (esferoide + cono AEF),

pero
AH =2 AK; luego también:
cilindro = 2 (esferoide + cono AEF) =
=2 esferoide + 2 cono AEF.
Por otra parte:
cilindro = 3 cono AEF;
luego

3 cono AEF =2 cono AEF + 2 esferoide.
Si se restan los dos conos comunes, resulta:

cono AEF = 2 esferoide.
Pero
cono AEF = 8 cono ABD;
por lo tanto:
8 cono ABD =2 esferoide

Yy
4 cono ABD = esferoide.

Por tanto, el esferoide es el cuddruple del cono cuyo vérti-
ce es el punto A y cuya base es el circulo de didmetro BD per-
pendicular a AC; y la mitad del esferoide es el doble de dicho
cono. Tricense por los puntos By D, en el paralelogramo LF,
las rectas VX e YZ, paralelas a AC, y considérese el cilindro
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cuyas bases son los circulos que tienen por didmetros VY y
XZy cuyo eje eslarecta AC.
Ahora bien, puesto que

cilindro VZ = 2 cilindro VD,

por ser sus bases iguales y el eje del primero doble del eje del
segundo, puesto que el cilindro VD es triple del cono de vér-
tice A cuya base es el circulo de didmetro BD perpendicular
a AC, se tiene:

cilindro VZ = 6 cono ABD.

Pero se demostr6 que
4 cono ABD = esferoide.

Luego
cilindro VZ = 34 esferoide.

Que eralo que habia que demostrar.

Proposicion IV
[Volumen de un segmento
de paraboloide de revolucién]

Todo segmento de un conoide rectdngulo cortado por un pla-
no perpendicular al eje, es una vez y media el cono que tenga
la misma base y la misma altura que el segmento.

Esto puede verse por este método asi:

Sea un conoide rectingulo y cértese con un plano por
el eje; sea la interseccién de este plano con la superficie del
conoide la seccién de cono rectingulo ABC. Cérteselo, ade-
mads, con un segundo plano perpendicular al eje y sea BC la
interseccion comun de los dos planos. El eje del segmento sea
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DA; proléonguese DA hasta H, de modo que sea AH=DAYy
considérese DH como una palanca con punto de apoyo en el
punto medio A.

Seael circulo de didmetro BC, perpendicular a AB, la base
del segmento y considérese el cono que tiene por base el cir-
culo de didmetro BC y por vértice el punto A; sea, ademads,
un cilindro que tenga por base el circulo de didmetro BC y
por eje AD.
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En el paralelogramo EC trécese una recta MN paralela a BC,
y por MN levéntese un plano perpendicular a AD; este plano
cortara al cilindro segtin un circulo de didmetro MN y al seg-
mento de conoide rectangulo segtin un circulo de didmetro OP.

Ahorabien, puesto que BAC es una seccién de cono rectdn-
gulo, AD su didmetro y OS y BD son dos ordenadas, se tiene:
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DA : AS = cuad. BD : cuad. OS.
Pero es DA = AH (y BD = MS) ; por consiguiente:
HA : AS = cuad. MS : cuad. SO.

Por otra parte como el cuadrado de MS es al cuadrado SO,
como el circulo en el cilindro, que tiene por didmetro MN, es
al circulo en el segmento del conoide rectdngulo, que tiene
por didmetro OP;

HA : AS = circ. de didm. MN : circ. de didm. OP.

Quedando, pues, donde est4, el circulo de didmetro MN,
situado en el cilindro, equilibrard respecto del punto A al cir-
culo de didmetro PO, trasladado y colocado en el punto H
de la palanca, de manera que ese punto H serd su centro de
gravedad. Ademds, S serd el centro de gravedad del circulo
cuyo didmetro sea MN, y H lo sera del circulo de didmetro
PO, pero desplazado, y HA estard respecto de AS en relacion
inversa al circulo de didmetro MN respecto del circulo de
didmetro PO.

Del mismo modo se demostrard que si se traza en el pa-
ralelogramo EC otra recta paralela a BC y por ella se levanta
un plano perpendicular a AH, el circulo que se obtiene en
el cilindro, quedando en su lugar, equilibrard respecto del
punto A el circulo que se obtiene en el segmento del conoide
rectangulo trasladado sobre la palanca a H, de modo que su
centro de gravedad coincida con H.

Llenados, pues, el cilindro y el segmento del conoide rec-
tangulo, el cilindro, quedando en su lugar, equilibrard respec-
to del punto A al segmento del conoide rectingulo trasladado
y puesto sobre la palanca en H. Entonces, puesto que esas
magnitudes se equilibrardn respecto del punto A, y el centro
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de gravedad del cilindro es K, siendo K el punto medio de la
recta AD [Lema 8] y siendo H el centro de gravedad del seg-
mento trasladado, tendremos la proporcionalidad inversa:

HA : AK = cilindro : segmento.
Pero
HA=2AK;
por consiguiente:
cilindro = 2 segmento.

Por otra parte, el mismo cilindro es triple del cono que tie-
ne por base el circulo de didmetro BC y por vértice el punto
A.De donde se infiere que segmento = 32 cono ABC.

Proposicion V
[Centro de gravedad de un segmento
de paraboloide de revolucién]

El centro de gravedad del segmento de conoide rectangulo,
determinado por un plano perpendicular al eje, esta situado
sobre la recta que es eje del segmento, en el punto que divide
a dicha recta, de manera que la parte hacia el vértice sea el
doble de la otra parte.

Esto puede verse por el siguiente método:

Sea un segmento de conoide rectingulo determinado por
un plano perpendicular al eje; cortese ese segmento con un
segundo plano que pase por el eje y que corte la superficie se-
gun la seccion del cono rectingulo ABC; sea BC la intersec-
cién comun del plano que ha determinado el segmento y del
plano secante; sealarecta AD el eje del segmento y el didme-
tro de la seccién ABC. Sobre la prolongacién de AD témese
AH = AD y considérese DH como una palanca con punto de
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apoyo en el punto medio A. Sea, ademds, un cono inscripto
en el segmento que tenga por lados BA y AC y trécese en la
seccion de cono rectdngulo una recta OP paralela a BC que
interseque la seccién misma en los puntos O y P y los lados
del cono en los puntos Q y R.
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Ahora bien, puesto que en la seccién de cono rectdngulo las
rectas OS y BD son perpendiculares al didmetro, se tiene:

DA : AS = cuad. BD : cuad. OS.

Por otra parte,
DA:AS=BD:QS;

BD: QS = cuad. BD; rect. (BD, QS);
de donde:
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cuad. BD : cuad. OS = cuad. BD : rect. (BD, QS)

y por tanto:
cuad. OS =rect. (BD, QS).

Son, pues, proporcionales BD, SO y SQy por ello es
BD : QS = [rect. (BD, QS) : cuad. (QS)] = cuad. OS : cuad. SQ.

Pero
BD:QS=DA:AS=HA:AS,

y, por tanto, también:

HA : AS = cuad. OS : cuad. SQ.

Levéntense por OP un plano perpendicular a AD; este pla-
no cortard al segmento de conoide rectangulo segtn el circu-
lo de didmetro OP y al cono segtin el circulo de didmetro QR.

Y puesto que

HA : AS =cuad. OS : cuad. SQ

y
cuad. OS : cuad. SQ =circ. de didm. OP : circ. de didm. QR;

se inflere que
HA : AS = circ. de didm. OP : circ. de didm. QR.

Por esto, el circulo del didmetro OP, dejado en su lugar,
equilibrard, respecto del punto A, el circulo de didmetro QR
trasladado al punto H de la palanca, de modo que su centro
de gravedad coincida con H. Mas como el centro de gravedad
del circulo de didmetro OP, que permanece en su lugar, es S
[Lema 7] y el centro de gravedad del circulo de didmetro QR,
trasladado, es H, tendremos la proporcionalidad inversa:
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HA : AS = circ. de didm. OP : circ. de didm. QR;

por lo cuallos dos circulos, el de didmetro OP y el de didme-
tro QR se equilibrardn respecto del punto A.

Del mismo modo se podrd también demostrar que si se tra-
za en la seccion de cono rectdngulo otra recta paralelaa BCy
por ella selevanta un plano perpendicular a AD, el circulo que
se obtiene en el segmento del conoide rectingulo, permane-
ciendo en su lugar, equilibrar, respecto del punto A, al circu-
lo que se obtiene en el cono, trasladado y colocado en el punto
H de la palanca, de modo que su centro de gravedad sea H.

Llenados, pues, por tales circulos el segmento y el cono,
todos los circulos del segmento, permaneciendo en su lugar,
equilibrardn, respecto del punto A, a todos los circulos del
cono trasladados sobre la palanca a H, de modo que sus centros
de gravedad coincidan con H.

Por esto también el segmento del conoide rectangulo, per-
maneciendo en su lugar, equilibrard, respecto del punto A, al
cono trasladado y colocado sobre la palanca en H, de modo que
su centro de gravedad sea H.

Pero puesto que el centro de gravedad de ambas magnitu-
des reunidas en una sola es A, mientras que el centro de gra-
vedad del cono trasladado es H, se infiere [Lema 2] que el
centro de gravedad de la restante magnitud [es decir del seg-
mento] estard sobre larecta AH prolongada mis alla de A por
un segmento AK tal que

AH : AK = segmento : cono.
Pero es
Segmento = % (cono) [prop. IV];

por lo tanto es también:
HA =32 AK.
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Es decir, que el centro de gravedad del conoide rectdngulo
es el punto K, que divide a AD de manera tal que la parte ha-
cia el vértice del segmento sea doble de la parte restante.

Proposicion VI
[Centro de gravedad de un hemisferio]

El centro de gravedad de todo hemisferio estd situado sobre
la recta que es eje del mismo, en un punto que divide al eje de
manera que la parte del mismo hacia la superficie del hemis-
ferio estd con larestante enla mismarelacion que 5 estd con 3.
Dada una esfera cértese con un plano que pase por el cen-
tro, y sealainterseccion de este plano conla superficie el circu-
lo ABCD; sean AC y BD dos didmetros del circulo perpendi-
culares entre si; por BD levantese un plano perpendicular a
ACy constriiyase el cono que tenga por base el circulo de did-
metro BD, por vértice el punto A y por lados AB y AD. Pro-
lénguese CA y hiagase AH = CA, y considérese la recta HC
como una palanca con punto de apoyo en el punto medio A.
En el semicirculo BAD tricese una recta OP paralelaa BD
que interseque la semicircunferencia en los puntos O y P, los
lados del cono enlos puntos Q yR, ylarecta AD en el punto E.
Por OP levéntese un plano perpendicular a AE; este plano
cortard al hemisferio segun el circulo de didmetro OP y al
cono segun el circulo de didmetro QR.
Ahora bien, puesto que

AC : AE = cuad. OA : cuad. AE,

cuad. OA = cuad. AE + cuad. EO,
AE = EQ;



Arquimedes 57

N M
H C
(e}
B
Figura 6
se infiere:

AC : AE = (cuad. OE + cuad EQ) : cuad. EQ.
Por otra parte:
(cuad. OF + cuad EQ) : cuad EQ =
= (circ. de didm. OP + circ. de didm. QR) : circ. de diam. QR,

y
CA=AH,
luego,

HA : AE = (circ. de didm. OP + circ. de didm. QR) :
: circ. de didm. QR.

Por tanto, los dos circulos de didmetros OP y QR, perma-
neciendo en su lugar, equilibrardn, respecto del punto A, al
circulo de didmetro QR, trasladado y colocado en H de modo
que su centro de gravedad sea precisamente H.

Pero, puesto que el centro de gravedad de los dos circulos
de didmetro OP y QR, dejados en su lugar, es E [Lema 7] y el
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centro de gravedad del circulo de didmetro QR, trasladado,
es H, se tiene:

EA : AH = circ. de didam. QR :
: (circ. de didm. OP + circ. de diam QR ).

Del mismo modo, podra también demostrarse que, si se
traza en el semicirculo otra paralelaa BGD y por ella se levan-
taun plano perpendicular a AC, los dos circulos que se deter-
minan en el hemisferio y en el cono, quedando en su lugar,
equilibrardn, respecto del punto A, al circulo que se obtiene
en el cono, trasladado de modo que su centro de gravedad
coincida con el punto H de la palanca. Asi pues, llenados por
circulos el hemisferio y el cono, todos los circulos del hemis-
ferio y del cono, permaneciendo en su lugar, equilibraran,
respecto del punto A, a todos los circulos del cono traslada-
dos sobre la palanca de modo que sus centros de gravedad
coincidan con H.

[Ahora bien, suspéndase en H el cilindro (M + N), igual al
cono ABD y cértese con un plano perpendicular al eje de ma-
nera que el cilindro M solo equilibre, respecto del punto A, al
cono]. Témese sobre AG un punto V tal que sea AV=3VG; V
seré el centro de gravedad del cono [Lema 10.]

Tomese, luego, otro punto X tal que se tenga:

AG:AX=8:5
o sea:
XG:AX=3:5.

Puesto que el cilindro M equilibra, respecto del punto A,
al cono ABD, se tendra:

cilindroM : cono ABD =VA: HA=3%AG:2AG=3:8.
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Pero
cono ABD = cilindro (M + N),

luego

cilindro (M + N) : cilindroM = 8 : 3;
de donde

cilindro N : cilindro (M + N) =5:8,
es decir

cono ABD : cilindro N = AG : AX.

Y comola esfera es el cuddruple del cono que tiene por base
el circulo de didmetro de BD y por eje AGH [Proposicién 1]
[sera:
hemisferio : cono ABD =2:1=AH:AG,

hemisferio : cilindro N =AH : AX.

Por tanto el cilindro N, con centro de gravedad en H,
equilibra, respecto del punto A, al hemisferio.

Luego, el centro de gravedad del hemisferio es el punto X,
que divide al eje de manera que la parte hacia la superficie del
hemisferio estd con respecto a la puerta restante en la rela-
ciéonde Sa3].

Proposicion VII
[Volumen de un segmento esférico]

Con este método se puede ver que:

La relacién entre todo segmento esférico [de una sola
base] y el cono que tiene la misma base que el segmento y el
mismo eje es igual a la relacién entre la suma del radio de la
esfera yla altura del segmento suplementario.
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Sea una esfera y, en ella, el circulo mdximo ABCD vy los dié-
metros AC y TU, perpendiculares entre si; cortese la esfera
con un plano perpendicular a AC, que determine el segmen-
to [esférico] que tenga por base el circulo de didmetro BD y
sea G el punto de interseccién de BD con AC. Construyase el
cono que tiene por base el circulo de didmetro BD y por vérti-
ce el punto A. Constriyase luego un segundo cono que tenga
por base el circulo de didmetro TU y por vértice el mismo
punto A; prolénguese la superficie [lateral] de este segundo
cono y cértese con un plano que, pasando por BD, sea para-
lelo a su base; la seccidn seré el circulo de didmetro EF. En el
mismo plano, con centro en Gy radio igual a AC, constriya-
se el circulo de didmetro KL y considérese el cilindro que tie-
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ne por base ese circulo y por eje a AG. Prolénguese AC, mis
alld de C, un segmento CZ igual al radio de la esferay, méasalld
de A, un segmento AH =AC, y considérese CH como una
palanca cuyo punto de apoyo sea el punto medio A. En el pa-
ralelogramo IL trécese, pues, una recta MN paralelaa BD, y
por MN levantese un plano perpendicular a AC; este plano
intersecara al cilindro segun el circulo de didmetro MN, al
segmento de la esfera segtin el circulo de didmetro OP yal co-
no que tiene por base el circulo de didmetro EF y por vértice
el punto A, segun el circulo de didmetro QR.

Como en un caso precedente [Proposicién II], se demos-
trard que el circulo de didmetro MN, quedando en su lugar,
equilibrard, respecto del punto A, a los dos circulos de did-
metros PO y QR trasladados al punto H de la palanca, de ma-
nera que los centros de gravedad de ambos coincidan con H.

Y lo mismo ocurre para todo otro circulo.

Llenados pues, por circulos el cilindro, el cono y el seg-
mento de la esfera, el cilindro, permaneciendo en su lugar,
equilibrard al cono y al segmento de la esfera juntos, trasla-
dados y colocados de manera que sus centros de gravedad
coincidan ambos con H.

Cortese ahora AG en los puntos Vy X de modo que sea:

AX =XG, GV =1AG.

El punto X serd el centro de gravedad del cilindro, por ser
el punto medio del eje AG [Lema 8].

Dado que las magnitudes antedichas se equilibran respec-
to del punto A, se tendré:

Cilindro : (cono AEF + segmento de la esfera BAD) =
=HA:AX.
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Ademids, como es GA = 3GV, serd:

rect. (CG, GV) = Vs rect. (AG, GC).
Pero
rect. (AG, GC) = cuad. GB,

por tanto, también:
rect. (CG, GV) = Yscuad. BG.
[Por otra parte,
cuad. AG = 3 rect. (AG, GV)

y como es
AG:AX=AV:VG=2:1,
se tiene
cuad. AG = 3 rect. (AX, AV).

Ahora bien, puesto que
HA=KGyAG=GE,
se infiere que
cuad. HA : %5 cuad. AG = cilindro que tiene
por base al circulo de didmetro KL : cono AEF.

Pero
cuad. HA : Y5 cuad. AG = cuad. HA : rect. (AX, AV);

luego cuad. HA: rect. (AX, AV) = cilindro : cono AEF.]
Pero hemos demostrado que es también
HA : AX =cilindro : (segmento de la esfera ABD + cono AEF).

[Y como es
HA=AC=AV+VC,
serd
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cuad. HA : (rect. (AV, AX) + rect. (VC, AX)) =
= cilindro : (segmento ABD + cono AEF);

y por tanto,

cuad. HA : rect. (VC, AX) = cilindro : segmento.

Pero
cuad. HA : V5 cuad BG =cilindro : cono ABD =
=cuad. HA : rect. (CG, GV);

y por lo tanto
rect. (VC, AX) : rect. (CG, GV) =
segmento de la esfera ABD : cono ABD.

Ahora bien, siendo:

AG=2AX=AV+VG=3VG

VC=VG+GC=11AG+ GC,
sera:
rect. (VC, AX) =rect. (3AG, % VG +
+rect. (CG, 32 VG) =rect. (1LAC + CG, VG) =
=rect. (GZ, VG).

Luego, finalmente:

GZ : GC = segmento de la esfera ABD : cono ABD.]

Proposiciéon VIII
[Volumen de un segmento de elipsoide]

63

Mediante un procedimiento anilogo, con el mismo método,

se puede ver también que:
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La relacién entre el segmento de esferoide determinado
por un plano perpendicular al eje y el cono que tiene la mis-
ma base que el segmento y el mismo eje, es igual a la relacién
de la suma del semieje del esferoide mas el eje del segmento
suplementario y el eje de este segmento suplementario.

Proposicion IX
[Centro de gravedad de un segmento esférico]

Todo segmento esférico tiene su centro de gravedad sobre la
recta que es eje del segmento, dividida de tal manera que la par-
te hacia el vértice y la parte restante estén en la misma rela-
cion que la suma del eje del segmento y el cuddruple del eje
del segmento suplementario con la suma del eje del segmento
y el doble del eje del segmento suplementario.

Sea una esferay un plano que la corte determinando el seg-
mento [esférico] BAD y otro plano que pase por el centro y
corte ala esfera segtin el circulo ABDC] e interseque el plano
que ha determinado el segmento [esférico] segunlarecta BD.
Sea CA el didmetro perpendicular a BD, que corte a BD en
G, de modo que el eje del segmento con vértice en Asea AGy
GC resulta ser el eje del segmento suplementario.

Cortese larecta AG en X de manera que sea:

AX:XG=AG+4GC:AG+2CG.

X es el centro de gravedad el segmento con vértice en A.
Prolénguese también AC y tomese AH=AC, o sea CO
igual al radio de la esfera, y considérese CH como una palan-
ca con punto de apoyo en el punto medio A.
En el plano que determina el segmento describase un cir-
culo con centro en G y radio igual a AG y sobre este circulo
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constriyase un cono con vértice en A; sean AE y AF loslados
de ese cono.

Tracese luego una recta KL paralela a EF que coincida con
la superficie del segmento en los puntos Ky L, con los lados
del cono enlos puntos Ry Py conla recta AC en el punto Q.

Ahora bien, puesto que

AC : AQ =cuad. KA : cuad. AQ

cuad. KA = cuad. AQ + cuad. QK,
cuad. AQ = cuad QP.

y puesto que también es
cuad. AG = cuad. EG,
se infiere que

CA : AQ = (cuad. KQ + cuad QP) : cuad QP.
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Por otra parte

(cuad. KQ + cuad. QP) : cuad. QP =
= (circ. de didm. KL + 4rea de didm. PR) : circ. de didm. PR,

y
CA=AH;
resulta

HA : AQ = (circ. de diam. KL + circ. de didm. PR) :
: circ. de didm. PR.

Dado que también

circ. de didm. KL + circ. de didm PR : circ. de didm. PR =
=AH: QA

traslddase el circulo de didmetro PRy coldquese en el punto
H de la palanca de modo que su centro de gravedad sea H, y
entonces:

HAesa AQ

como el circulo de didmetro KL y el circulo de didmetro PR,
permaneciendo en su lugar, son al circulo de didmetro PR
trasladado y colocado de manera que su centro de gravedad
coincida con el punto H de la palanca y, por esto, el circulo
del segmento BAD y el del cono AEF equilibrard, respecto del
punto A, al circulo del cono AEF.

Asi también, andlogamente, todos los circulos situados en
el segmento BAD y todos los del cono AEF, quedando en su
lugar, equilibrardn, respecto del punto A, a todos los circu-
los del cono AEF, trasladados y colocados de manera que sus
centros de gravedad coincidan con el punto H de la palanca;
y, por esto también, el segmento de la esfera ABD y el cono
AEF, continuando en sulugar, equilibrardn, respecto del pun-
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to A, al cono AEF, trasladado y colocado de tal manera que
su centro de gravedad coincida con el punto H de la palanca.

Sea ahora el cilindro M + N igual al cono que tiene por
base el circulo de didmetro EF y por vértice el punto A, cér-
tese AG en V de tal manera que sea AG = 4VG; el punto V
serd el centro de gravedad del cono EAF, como ya lo hemos
establecido [Lema 10]. Cértese, ademis, el cilindro M + N
con un plano perpendicular a su eje, de modo que el cilindro
M [solo] equilibre al cono EAF.

Entonces, puesto que el cono EAF y el segmento ABD,
continuando en su lugar, equilibran al como EAF, traslada-
do y colocado de manera que su centro de gravedad coincida
con el punto H de la palanca; y puesto que el cilindro M +
N es igual al cono EAF y cada uno de los cilindros M y N
tiene el centro de gravedad en H y el cilindro M equilibra al
cono EAF, se infiere que el cilindro N equilibrard, respecto
del punto A, al segmento de la esfera.

Ahora bien, se tiene, como se ha establecido precedente-
mente [Proposiciéon VII]:

segmento de la esfera BAD : cono ABD = OG: GC.
Ademas:

cono BAD : cono EAF =
= circ. de didm. BD : circ. de didm. EF

y como el circulo es al circulo,
como el cuad. BG es al cuad. GE,

y también
cuad. BG =rect. (CG, GA);
cuad. GE = cuad. GA.
Luego,
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cono BAD : cono EAF = OG: GA.
Pero fue también demostrado que
cono BAD : segmento BAD = CG : GO;
por lo tanto
segmento BAD : cono EAF = OG : GA.
Ademds, puesto que
AX:XG=CA+4GC:AG+2GC,
invirtiendo, se tiene:
GX: XA=2CG+GA:4CG+GA,
y, componiendo,
GA:AX=6CG+2GA: GA+4GC.
Ademads, como salta ala vista:

GO =1%(6GC +2GA)

y

CV=1%(4GC + GA);
por lo tanto:

GA:AX=GO:CV,
y también

OG:GA=CV:XA.

Se demostr6 también que

OG : GA =segmento BAD : cono EAF,
luego
segmento BAD : cono EAF = CV: XA.



Arquimedes 69

Ahora bien, puesto que el cilindro M equilibra, respecto
del punto A, al cono EAF y el centro de gravedad del cilindro
es Hy el del cono es 'V, serd, en consecuencia:

cono EAF: cilindro M =HA : AV=CA: AV;
y siendo
cono EAF = cilindro (M + N),
se tiene:
cilindro (M + N) : cilindro N = CA : CV.
Ademais
cilindro (M + N) = cono EAF;
luego,
cono EAF : cilindroN=CA: CV=HA: CV.
Pero ya se demostrd que
segmento BAD : cono EAF = CV : XA;
luego también
segmento BAD : cilindro N =HA : AX.

Se demostr6 también que el segmento BAD equilibra al
cilindro N respecto del punto A, y que el centro de gravedad
del cilindro N es H; luego también el centro de gravedad del
segmento BAD serd el punto X.
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Proposicion X
[Centro de gravedad de un segmento
elipsoide de rotacion]

Con un procedimiento similar al precedente se puede ver tam-
bién que:

El centro de gravedad de todo segmento de esferoide se en-
cuentra sobre la recta que es eje del segmento, en un punto
que divide a dicha recta de modo que la parte de ella hacia el
vértice y la otra parte estén en la misma relacién que la suma
del eje del segmento més el cuddruple del eje del segmento su-
plementario, més el doble del eje del segmento suplementario.

Proposicion X1
[Volumen y centro de gravedad de un segmento
de hiperboloide de revolucién de dos hojas]

Con el mismo método se puede también ver que:

La relacién entre un segmento cualquiera de conoide ob-
tusdngulo y el cono que tiene la misma base y el mismo eje que
el segmento, es igual a la relacion entre la suma del eje del
segmento mds el triple de la recta agregada al eje y la suma
del eje del segmento mds el doble de la misma recta agregada.

El centro de gravedad de un segmento de conoide obtu-
sangulo se encuentra sobre su eje en un punto que divide a
este, de tal manera que la parte hacia el vértice y la otra parte
estén en la misma relacién que la suma del triple del eje més
ocho veces la recta agregada y la suma del mismo eje del co-
noide mds el cuddruple de la recta agregada.
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Muchas otras cosas de esta indole pueden ser examinadas
con este método, pero las dejaremos por considerar que el
método queda suficientemente explicado con los ejemplos
expuestos.

Proposicion XII
[Volumen de la ufia cilindrica.
Determinacién mecdnical

Con este método se puede ver que:

Sien un prisma recto de bases cuadradas se inscribe un ci-
lindro que tenga sus bases sobre los dos cuadrados opuestos y
la superficie lateral tangente a los otros cuatro paralelogramos
del prisma, y si por el centro del circulo base del cilindro y por
un lado del cuadrado opuesto se traza un plano, la figura de-
terminada por ese plano serd la sexta parte de todo el prisma.

Expuesto lo cual por este método pasaré a su demostra-
cion sirviéndome de consideraciones geométricas.

Considérese un prisma recto de bases cuadradas y el pris-
ma de un cilindro inscrito en la forma descrita. Cortese el
prisma con un plano que pase por el eje perpendicularmente
al plano que ha determinado el segmento del cilindro y seala
interseccion de este plano con el prisma circunscripto al ci-
lindro el paralelogramo AB, y sea la recta BC la interseccién
comun del plano que ha determinado el segmento del cilin-
dro y del plano trazado por el eje perpendicularmente a él.
Sea la recta CD el eje del prisma y del cilindro y sea EF la
perpendicular a CD en su punto medio.
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Por EF tricese un plano perpendicular a CD; este plano de-
terminard sobre el prisma un cuadrado y sobre el cilindro un
circulo; sea la interseccion con el prisma el cuadrado MN y
lainterseccién con el cilindro el circulo OPQR, el cual toque
los lados del cuadrado en los puntos O, P, Q y R.

Sea la recta KL la interseccion del plano que ha determi-
nado el segmento cilindrico con el plano construido por EF
perpendicularmente al eje del cilindro; esta recta estara divi-
dida en partes iguales por la recta QHO.

Trécese, en el semicirculo PQR, unarecta ST, perpendicu-
lar a QX, y por ST levantese un plano perpendiculara OQy
prolénguese a ambos lados del plano que contiene al circulo
OPQR.

Ese plano intersecard al semicilindro, que tiene por base al
semicirculo PQRy poraltura al eje del prisma, segin un para-
lelogramo que tendrd un lado igual a ST y el otro igual al lado
del cilindro; se intersecara también el segmento del cilindro
segun un paralelogramo con unlado iguala ST y el otro igual
aNU, siendo NU una recta trazada en el paralelogramo DE,
paralela a BZ, cuya distancia a ésta es El igual a QX.
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Ahora bien, puesto que EC es un paralelogramo y NIy HC
son paralelas cortadas por las rectas EH y CB, se tiene:

EH:HI=ZC:CN=BZ:UN.

Pero BZ es a UN como el paralelogramo determinado en
el semicilindro es al paralelogramo determinado en el seg-
mento del cilindro, ya que ambos paralelogramos tienen un
lado igual a ST y, ademas:

EH = HQ, IH = XH y QH = HO;
luego

OH : HX = paralelogramo en el semicilindro :
paralelogramo en el segmento del cilindro.

Considérese el paralelogramo del segmento cilindrico
trasladado y colocado en O, de modo que su centro de grave-
dad sea O, y supongase que QO es una palanca con un punto
de apoyo en su punto medio H.

Entonces el paralelogramo del semicilindro, quedando en
su lugar, equilibrard al paralelogramo del segmento del ci-
lindro trasladado y colocado en el punto O de la palanca, de
modo que su centro de gravedad sea O.

Y puesto que el centro de gravedad del paralelogramo del
semicilindro es X [Lema 6] y el centro de gravedad del pa-
ralelogramo del segmento del cilindro trasladado es O, y la
relacién entre OH y HX es igual a la relacién entre el para-
lelogramo cuyo centro de gravedad hemos establecido que
estd en X y el paralelogramo cuyo centro de gravedad hemos
dicho que estd en O; se infiere que: el paralelogramo que tie-
ne el centro de gravedad en X equilibrar, respecto del punto
H, al paralelogramo cuyo centro de gravedad es O.
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Del mismo modo, se demostrard también que si en el se-
micirculo PQR se traza otra recta perpendicular a QH y por
ella se levanta un plano perpendicular a QH y este plano se
prolonga a uno y a otro lado del plano que contiene al circu-
lo OPQR, el paralelogramo determinado en el semicilindro,
quedando en su lugar, equilibrard, respecto del punto H, al
paralelogramo determinado en el segmento cilindrico tras-
ladado y colocado en el punto O, de modo que su centro de
gravedad coincida con O.

Luego, todos los paralelogramos del semicilindro, perma-
neciendo en sulugar, equilibrardn, respecto del punto H, a to-
dos los paralelogramos del segmento del cilindro trasladados
y colocados sobre la palanca en el punto O; por consiguien-
te, también el semicilindro, dejado en su lugar, equilibrars,
respecto del punto H, al segmento del cilindro trasladado y
colocado en el punto O de la palanca, de modo que su centro
de gravedad coincida con O.

Proposicion X111
[Segmento cilindrico]

Considérese nuevamente el paralelogramo MN, perpendicu-
lar al eje, y el circulo OPQR; tricense las rectas HM y HG y
por ellas levantese dos planos perpendiculares al plano en el
que estd el semicirculo PQR y prolénguese esos dos planos a
ambos lados.

De este modo se formara un prisma que tendra la base igual
al tridngulo HMG vy la altura igual al eje del cilindro. Ese pris-
ma es la cuarta parte del prisma entero que envuelve al cilindro.

En el semicirculo PQR y en el cuadrado MN trécense las
dos rectas KL y TU, equidistantes de QO, las cuales corta-



Arquimedes 75

rén la periferia del semicirculo PQR en los puntos Ky T, el
didmetro PR en los puntos S y F, y las rectas HG y HM en los
puntos Xy V.
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Por KL y TU levéntense dos planos perpendiculares a PRy
prolonguense de ambas partes del plano que contiene al cir-
culo OPQR. Uno de estos planos intersecard al semicilindro
que tiene por base al semicirculo PQR y una altura igual a la
del cilindro, segtin un paralelogramo que tendrd uno de sus
lados igual a KS y el otro igual al eje del cilindro; intersecard
también al prisma HGM segun un paralelogramo, uno de cu-
yoslados serd igual a LX y el otro igual al eje. Porla misma ra-
z6n, en el mismo semicilindro se tendra otro paralelogramo
con un lado igual a TF y el otro lado igual al eje del cilindro,
y en el prisma HGM se tendra otro paralelogramo, uno de
cuyos lados serdiguala UV y el otrolo serd al eje del cilindro.

[Siendo los centros de gravedad de los rectdngulos que tie-
nen las bases iguales a SKy FT, respectivamente, los puntos
medios de las rectas SKy FT, el centro de gravedad de los dos
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juntos serd el punto A}, en el cual la recta que une los centros
de gravedad de ambos recténgulos cortaa HQ [Lema 3].

Por la misma razdn, el centro de gravedad de los dos rec-
tangulos juntos que tienen las bases igualesa KLy UV, serd el
punto B, en el cual se encuentran la recta que une los puntos
medios de las rectas KLy UV ylarecta OH.

Entonces se tiene:

(rect. SK + rect. TF) : (rect. XL + rect. UV) =SK: LX =
=SK: SR = cuad. SK: rect. (SR, SK) =
=rect. (SR, SP) : rect. (SR, SK) =SP : SK =
—(SR+2SH):SK = (LX + 2XS) : SK =
= (4ALX +XS): %4 SK=B'H: A'H.

Luego, la suma de los rectingulos que tienen las bases
igualesa SKya TF ylasuma delos rectédngulos que tienen las
basesigualesa LX ya UV se equilibran respecto del punto H.

Lo mismo vale también para cualquier otro rectdngulo
que esté determinado de igual modo en el semicilindro y en
el prisma triangular.

Por tanto, también el semicilindro y el prisma GHM, que
se llenan con dichos rectdngulos, se equilibran respecto del
punto H.

Pero el semicilindro equilibra, respecto del punto H, al
segmento cilindrico trasladado a O,y es HO = QH; de donde
resulta que el segmento cilindrico, colocado en Q, equilibra-
rd al prisma GHM, dejado en su lugar.

Ahora bien, el centro de gravedad del prisma esté sobre la
recta OH, en un punto tal que su distancia a H sea el doble de
su distanciaa O [lemas 9, 5]; luego:

segmento cilindrico : prisma GHM =
=250H:QH=2:3.



Arquimedes 77

Mas como el prisma GHM es la cuarta parte de todo el
prisma AB, se infiere que

segmento cilindrico : prisma AB =
=2:12=1:6.

Por tanto, el segmento cilindrico es la sexta parte de todo
el prisma circunscrito al cilindro.]

Proposicion XIV
[Otra determinacién del volumen
de la ufia cilindrica]

Seaun prismarecto de bases cuadradasy sea una de sus bases
el cuadrado ABCD. Inscribase en el prisma un cilindro cuya
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Figura 11
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base sea el circulo EFGH, tangente a los lados del cuadrado
ABCD enlos puntos E, F, G y H. Por el centro de este circulo
y por el lado del cuadrado opuesto a ABCD, correspondiente
a CD, trécese un plano; este plano separara del prisma otro
prisma que serd la cuarta parte del prisma entero y que esta-
rd comprendido entre tres paralelogramos y dos tridngulos
opuestos entre si.

En el semicirculo EFG inscribase una seccion de cono rec-
tangulo que pase por los puntos G y E y tenga como eje a FK.
En el paralelogramo DG tricese unarecta MN paralela a KF;
esta recta cortard a la periferia del semicirculo por O yala
seccion de cono rectangulo L.

Entonces, como es evidente:

rect. (MN, NL) = cuad. NF;
y por tanto
MN: NL = cuad. KG : cuad. LS.

Por MN levantese un plano perpendicular a EG; este pla-
no cortard al prisma ya sacado del prisma entero, segiin un
tridangulo rectdngulo en el cual uno de loslados que determi-
na el dngulo recto serd MN, el otro la recta situada en el plano
que pasa por CD (perpendicular al plano ABCD) perpendi-
culara CD en N eigual al eje del cilindro, y estando situadala
hipotenusa en el mismo plano secante. El mismo plano corta-
rd el segmento del cilindro determinado por el plano trazado
por EG y por el lado del cuadrado opuesto a CD segtin un
tridngulo rectdngulo, uno de cuyos catetos serd MO, el otro
larecta dela superficie cilindrica perpendicular en O al plano
KN ylahipotenusa estara situada en el mismo plano secante.

Por consiguiente, puesto que es evidente que

rect. (MN, ML) = cuad. MO,
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se tendrd, como en el caso precedente:
MN : ML = cuad. MN : cuad. MO.

Pero el tridngulo del prisma construido sobre MN es al
tridngulo del segmento cilindrico construido sobre MO como
el cuadrado de MN es al cuadrado de MO; por lo tanto:

tridangulo del prisma :
tridngulo del segmento del cilindro = MN : ML.

Del mismo modo, se demostrara también que si se traza en
el paralelogramo circunscrito a la seccién de cono rectdngu-
lo otrarecta paralela a KF, y por estarecta se levanta un plano
perpendicular a EG, se tendra que el tridngulo determinado
en el prisma es al tridngulo determinado en el segmento del
cilindro como la paralela a KF situada en el paralelogramo
DG esalaparte de ella comprendida entre la seccién de cono
rectaingulo EGF y el didmetro EG.

Asi pues, llenado el paralelogramo DG por rectas parale-
las a KF y el segmento comprendido entre la seccién de cono
rectangulo y el didmetro con las partes de dichas paralelas
intersecadas por el propio segmento, se tendra que todos los
tridngulos del prisma estardn con todos los tridngulos del
segmento del cilindro en la misma relacién en que todas las
rectas del paralelogramo estdn con todas las rectas compren-
didas entre la seccién del cono rectangulo y el didmetro EG.

Pero el prisma estd compuesto por todos los tridangulos
que estdn en el prisma, el segmento de cilindro estd com-
puesto por todos los tridngulos que estdn en el segmento
mismo, el paralelogramo DG estd compuesto por todas las
rectas paralelas a KF que estdn en el propio paralelogramo, y
el segmento de la seccion de cono rectangulo estd compuesto
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por todas las rectas (paralelas a KF) comprendidas entre la
seccion y EG; luego:

prisma : segmento del cilindro =
= paralelogramo DG : segmento EFG

comprendido entre la seccién del cono rectdngulo y el did-
metro EG.
Pero, como fue demostrado en escritos precedentes:

paralelogramo DG = 32segmento EFG
luego también:
prisma = 32segmento del cilindro.
Por consiguiente:
15 segmento del cilindro = 3 prisma.
Por otra parte,
14 prisma = Y12 prisma total

cirscunscrito al cilindro, ya que el cono es cuatro veces ma-
yor que el otro, por tanto:

15 segmento del cilindro = Y12 prisma total.
Luego

segmento del cilindro = ¥ prisma total.
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Proposicion XV
[Demostracion geométrica de la Proposicién XI1]

Seaun prisma recto de bases cuadradas, una de las cuales sea
el cuadrado ABCD. Inscribase en el prisma un cilindro cuya
base sea el circulo EFG, tangente a los lados del cuadrado en
los puntos E, F, G y H, y cuyo centro sea el punto K. Por el
didmetro EG [y por el lado del cuadrado opuesto correspon-
diente a CD tracese un plano]. Este plano separa del prisma
total un prisma, y del cilindro, un segmento de cilindro.

Digo que se puede demostrar que ese segmento separado
del cilindro por el plano construido en la forma indicada, es
la sexta parte del prisma total.

Demostraré, ante todo, que se podrd inscribir en el segmen-
to separado del cilindro un sélido y circunscribirle otro, com-
puestos ambos por prismas de igual altura y bases triangulares
semejantes, tales que el sélido circunscrito supere el inscrito
en una magnitud menor que cualquiera preestablecida.

Dividase el didmetro EG del semicirculo EFG sucesiva-
mente en dos partes iguales y por los puntos de divisién tré-
cense paralelas a KF; por los puntos en que éstas cortan ala
semicircunferencia tracense paralelas a EG, y prolonguense
estas de ambos lados hasta que corten alas dos més proximas
paralelas a KF. Por estas paralelas tricense dos planos per-
pendiculares al plano del semicirculo.

Estos planos determinardn prismas inscritos y circunscri-
tos al segmento del cilindro, que tendrdn la misma altura y
por bases tridngulos rectingulos con un cateto sobre para-
lelas a KF.
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Contintese la division de la recta EG en partes iguales has-
ta que los dos prismas circunscritos, que tienen la arista co-
mun en KF, sean menores que una magnitud cualquiera dada:
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Figura 12

Entonces, la diferencia entre el solido prismatico circunscrito
al segmento cilindricoy el solido inscrito serd también menor
que la magnitud dada. Tal diferencia, en efecto, es igual a la
suma de los dos prismas circunscritos que tienen la arista co-
mun en KF, puesto que a todo otro prisma de figura circuns-
crita corresponde un prisma equivalente de la figura inscrita.

Tracese ahora, en el semicirculo, la seccién de cono rec-
tangulo EFG y por los puntos en que ella es cortada por las
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rectas paralelas a FK, trdcense paralelas a EG; se tendrdn dos
figuras compuestas de paralelogramos: una circunscrita a la
seccion de cono rectidngulo y la otra inscrita, de las cuales
aquélla excede a esta en la suma de los dos paralelogramos
que tienen la base comtn en KF, y cada uno de tales parale-
logramos corresponde a una de las figuras sélidas de prisma
antes citadas.

Siel segmento separado del cilindro no fuese igual ala sex-
ta parte del prisma total, como hemos supuesto, seria mayor
o menor que ella.

Supongamos, primero, que pueda ser mayor; en tal caso el
prisma parcial determinado por el plano secante oblicuo serd
menor que 32 del segmento del cilindro.

Inscribase en ese segmento de cilindro una figura sélida y
circunscribase otra, de la misma manera antes explicada, ta-
les que la figura circunscrita supere a la inscrita en una mag-
nitud menor que cualquier magnitud dada.

Sea MN una de las rectas paralelas a KF trazada en el pa-
ralelogramo DG; sea ML la parte de tal recta comprendida
entre la seccion de cono rectingulo EFG y el didmetro EG y
MO la parte comprendida entre EG y la circunferencia.

Hemos demostrado [Proposicién XVI] que un plano per-
pendicular al paralelogramo DG, trazado por MN, corta al
prisma parcial y al segmento de cilindro segtn dos tridangulos
tales que: tridngulo del prisma parcial:

tridngulo del segmento de cilindro = MN : ML.

Por esto también el prisma del prisma parcial que tiene por
aristaa MN es al prisma del s6lido inscrito en el segmento del
cilindro que tiene por aristaa MO como MN es a ML.

Pero, por otra parte, el paralelogramo del paralelogramo
DG que tiene por lado a MN es el paralelogramo inscrito en
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la seccién del cono rectdngulo que tiene porlado a ML como
MN esa ML.
Resulta, pues, que:

la suma de los prismas que componen al prisma parcial es
a la suma de los prismas que componen al sélido inscrito
en el segmento cilindrico como la suma de los paralelogra-
mos que componen el paralelogramo DG es a la suma de
los paralelogramos que componen la figura inscrita en el
segmento de la seccién [Lema 11], luego: el prisma deter-
minado por el plano oblicuo es ala figura inscrita en el seg-
mento de cilindro como el paralelogramo DG es ala figura
inscrita en el segmento de la seccién de cono rectangulo.

Ahora bien, puesto que el prisma determinado por el plano
oblicuo es menor que los 32 del segmento de cilindro y este
supera ala figura en élinscrita por una magnitud més pequena
que cualquier magnitud dada, serd también el prisma [parcial]
determinado por el plano oblicuo, menor que los 32 del sélido
inscrito en el segmento cilindrico. Pero ya hemos demostrado
que el prisma [parcial] determinado por el plano oblicuo es a
la figura inscrita en el segmento cilindrico como el paralelo-
gramo DG es a la suma de los paralelogramos inscritos en el
segmento comprendido entre la seccidén de cono rectingulo y
larecta EG; luego el paralelogramo DG es menor que los 32 de
la suma de los paralelogramos inscritos en el segmento com-
prendido entre la seccién de cono recténgulo ylarecta EG.
Pero esto es imposible, pues ya hemos demostrado que el
paralelogramo DG es igual alos 3/ del segmento comprendido
entre la seccién de cono rectdngulo ylarecta EG. Luego, el seg-
mento cilindrico no es mayor que la sexta parte del prisma total.
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[Supongamos, en segundo lugar, que pueda ser menor; en
tal caso el prisma [parcial] determinado por el plano oblicuo
serd mayor que los 3 del segmento cilindrico.

Es posible inscribir y circunscribir, en el segmento cilin-
drico, solidos prismaticos tales que el prisma parcial resulte
también mayor que los 32 del sélido circunscrito al segmento
cilindrico. Considerando ahora la figura sélida circunscrita
al segmento cilindrico y la figura circunscrita al segmento
de la seccién y razonando como antes, se demostrard que la
suma de los prismas componentes del prisma determinado
por el plano oblicuo es a la suma de los prismas que compo-
nen el solido circunscrito al segmento del cilindro como la
suma de los paralelogramos que componen el paralelogramo
DG es alasuma delos paralelogramos que componen la figu-
ra circunscrita al segmento de la seccién comprendido entre
esaseccidn ylarecta EG; es decir, que el prisma determinado
por el plano oblicuo es al sélido circunscrito al segmento del
cilindro como el paralelogramo DG es a la figura circunscrita
del segmento de la seccién comprendida entre la seccién y la
recta EG.

Pero el prisma determinado por el plano oblicuo es ma-
yor que los 32 del sélido circunscrito al segmento del cilindro
[luego también el paralelogramo DG serd mayor que los 32
de la figura circunscrita en el segmento de la seccion de cono
rectangulo comprendido entre esa seccién y la recta EG.

Pero esto es imposible, ya que hemos demostrado que el
paralelogramo DG es igual a los 3/ del mismo segmento de
la seccién. Por tanto, el segmento del cilindro no es menor
tampoco que la sexta parte del prisma total.

No pudiendo, pues, ser ni mayor ni menor que la sexta par-
te del prisma total, es necesario que [el segmento cilindrico]
seaigual a la sexta parte de dicho prisma].
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Figura 13
Proposicion XVI

[Volumen del sélido comuin a dos cilindros
inscritos en un cubo. Deduccién mecdnica]

Si en un cubo se inscribe un cilindro que tenga las bases so-
bre dos cuadrados opuestos y la superficie lateral tangente a
las otras cuatro caras, y si, en el mismo cubo, se inscribe luego
otro cilindro que tenga las bases sobre otros dos cuadrados y
la superficie lateral tangente a las caras restantes, el solido li-
mitado por las superficies de los dos cilindros y comun a ellos
esigual alos %5 de todo el cubo.
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Sea un cubo y en él dos cilindros inscritos en el modo an-
tedicho.

Por el centro K del cubo construyase un plano perpendi-
cular a dos caras opuestas. Este plano cortara al cubo segtn
el cuadrado VXYZ, al cilindro cuyo eje es perpendicular al
plano segun el circulo ABCD y al otro cilindro segun el mis-
mo cuadrado VXYZ.

Sean ACyBD dos didmetros del circulo perpendiculares en-
tre si. Por BD constriyase un plano perpendicular al cuadrado
VXYZ; este plano cortard al cubo segtin un cuadrado perpen-
dicular al cuadrado VXYZ, cuyo centro es el mismo punto K.

Imaginese la pirdmide con vértice en A que tiene por base
este cuadrado perpendicular. Prolénguese la superficie late-
ral de esta pirdmide y cértesela con un plano que, pasando
por C, sea paralelo a su base; la seccidn serd un cuadrado
perpendicular a AC, de lado EF doble de BD. Sobre este ulti-
mo cuadrado construyase un paralelepipedo que tenga el eje
igual a AC; el rectaingulo EFLG serd su seccion con el plano
que, pasando por K, es perpendicular a su base.

Prolénguese luego CA yhagase AH=ACy considérese CH
como una palanca con punto de apoyo en el punto medio A.

Trécese en el paralelogramo EF una recta MN paralela a
BD que cortara al circulo ABCD en los puntos O y P, al did-
metro ACen S,alarectaAEenQyalarectaAFenR.

Levéntese sobre la misma recta MN un plano perpendi-
culara AC.

Este plano cortara al paralelepipedo EFLG segtin un cua-
drado deladoiguala MN, ala pirimide AEF segtin un cuadra-
do de lado igual a QR y al sélido comtn a los dos cilindros
segin un cuadrado cuyo lado es igual a OP.

Ahora bien (ver Proposicién I1, demostracién):
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rect. (MS, SQ) = cuad. OS + cuad. SQ;

y puesto que es
HA:AS=MS:SQ,

se tendra que
HA : AS = cuad. MN : (cuad. OP + cuad. QR).

Por tanto el cuadrado de lado MN, contenido en el parale-
lepipedo, permaneciendo en su lugar, equilibrard, respecto del
punto A, a los dos cuadrados de la pirdmide y el s6lido, cuyos
lados son iguales a OP y a QR, trasladados y colocados de ma-
nera que los centros de gravedad de ambos coincidan con H.

Lo andlogo ocurre con todos los otros cuadrados que se
obtengan con los planos perpendiculares a AC.

Por tanto, el paralelepipedo, dejado en su lugar, equilibra-
r4, respecto del punto A, al sélido comun, a los dos cilindros
y ala pirdamide AEF, trasladados ambos hasta hacer coincidir
sus centros de gravedad con H.

Ahora bien, el centro de gravedad del paralelepipedo es K
[Lema 9] luego:

HA : AK = paralelepipedo : (sélido + pirdmide),
es decir
2 : 1 = paralelepipedo : ( sélido + Y3 paralelepipedo).
En consecuencia:

2 solido + %4 paralelepipedo = paralelepipedo
o sea
sélido = Y paralelepipedo = %5 cubo.
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