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Prodlogo

Este trabajo es un compendio de algunos de los resultados principales de la
teoria métrica del punto fijo, entre ellos: el teorema de contracciéon de Banach, el
teorema de Kirk y los teoremas de Brouwer y de Schauder. La teoria del punto
fijo es una de las herramientas mas poderosas de la matemdtica moderna. Es
una mezcla de analisis, topologia y geometria, y sus resultados pueden ser apli-
cados en campos como la fisica, economia, teoria de juegos, biologia, quimica,
etcétera. En 1886, Poincaré fue uno de los primeros en trabajar en este campo.
Mss tarde, en 1912 Brouwer probd teoremas de punto fijo para el cuadrado, la
esfera y sus contrapartes en n-dimensiones. Mientras tanto, en 1920 aparecio el
principio de contraccién de Banach, el cual fue considerado uno de los princi-
pios fundamentales del andlisis funcional. En 1930, el teorema de Brouwer fue
extendido por Schauder a espacios de Banach. Mas tarde, en 1965 Kirk probd
su teorema para mapeos N0 expansivos.

Este trabajo estd dividido en cuatro capitulos. En el primer capitulo damos
resultados y definiciones que se usaran a lo largo de la tesis. En la seccién 1.1
se introducen los preliminares. En la subseccion 1.1.1 introducimos notacién y
resultados generales que serdan usados mas adelante. En la seccién 1.1.2 damos
una breve introduccion a la topologia débil, junto a unos resultados que seran
de ayuda para la lectura de esta tesis. FEn la seccién 1.2 damos una introduccion
breve a la teoria del punto fijo, que es el tema principal de esta tesis. Indicamos
cudl es su objeto de estudio y para qué sirve.

En el capitulo 2 enunciamos el teorema de contraccién de Banach, el cual
dio inicio a la teoria del punto fijo en espacios métricos. Dicho teorema, a pesar
de parecer muy sencillo es un resultado muy 1til, por lo que es una herramienta
muy popular para resolver problemas de existencia de puntos fijos en analisis.
Una de las aplicaciones més conocidas del teorema de contraccién de Banach es
la solucion del problema de valor inicial de Cauchy, la cual mostramos es este
capitulo. También introducimos la propiedad del punto fijo (PPF) en espacios
de Banach.

Uno de los resultados que veremos en el capitulo 2 es que, en un espacio de
Banach X, los subconjuntos no vacios, convexos y compactos tienen la propiedad
del punto fijo. Sin embargo, la compacidad en un espacio de Banach suele ser
una propiedad muy fuerte, por lo que es deseable sustituir esta hipdtesis por una
menos restrictiva, por ejemplo la compacidad débil. En el capitulo 3 veremos
que si K es un subconjunto con estructura normal (concepto que definiremos
en este capitulo), w—compacto, no vacio y convexo de un espacio de Banach,



entonces K tiene la propiedad del punto fijo. El resultado anterior es conocido
como el teorema de Kirk, y como ya mencionamos, fue probado en 1965. Para
probar el teorema de Kirk estudiamos antes varias propiedades de los conjuntos
con estructura normal.

En el capitulo 4 estudiamos los teoremas de Brouwer y de Schauder. Para
ello, en la seccién 4.1 desarrollamos la teoria del grado en R”, la cual senala la
existencia de una funcién d, definida en el conjunto

{f:Q — Z| f es continua, Q C R™ es abierto y acotado, y y € R™\ f(9Q)},

tal que d(f,,y) nos da informacién sobre las soluciones en  de la ecuacién
f(z) = y. Cabe destacar que en este trabajo estudiaremos la teoria del grado
de manera puramente analitica, y no topolégica. Ademas de utilizar la teoria
del grado en R™ para probar los teoremas de Brouwer y de Schauder, como
otro ejemplo de su utilidad, mostramos el teorema del erizo. En la seccién 4.2
probamos algunas propiedades del grado que son de utilidad para probar el teo-
rema de Brouwer, y finalmente demostramos el teorema de Schauder. También
probamos el teorema de Perron-Frobenius como una aplicacion del teorema de
Brouwer.



Agradecimientos

A mi familia que siempre me ha apoyado cuando lo he requerido.

A mi asesor de tesis, el Dr. Fernando Nunez Medina, por su paciencia du-
rante este proceso y por todo lo que me ensené durante el mismo y a lo largo
de la licenciatura.

Al CIMAT y la Universidad de Guanajuato por los apoyos que recibi durante
la licenciatura.

A todas aquellas personas que me impartieron clases, de quienes aprendi,
con quienes me diverti y quienes me guiaron, porque soy quien soy gracias a
todas aquellas experiencias.

Al proyecto SEP-Conacyt 243722, ”Propiedad de Punto fijo en espacios de
Banach”.



Capitulo 1

Introduccion

1.1 Preliminares

En esta seccién veremos los preliminares necesarios para entender los resul-
tados de esta tesis, asi como la notacién que se empleara en la misma.

1.1.1 Notacion, definiciones y algunos resultados

Sea (X, d) un espacio métrico. Dados x € X y r > 0, denotamos la bola
abierta con centro en = y radio r como B,.(x). Ademds, si X es un espacio
normado, B, denotara la bola abierta con centro en 0 y radio 7.

Los espacios vectoriales considerados en este trabajo seran reales. Sean X
un espacio vectorial de sucesiones y € X. Dado i € N denotaremos por (z);
la i-ésima coordenada de z.

Antes de enunciar el lema siguiente, recordemos el concepto de didmetro de
un conjunto.

Definicién 1 (Didmetro de un conjunto) Sea X un subconjunto acotado
de un espacio normado. Definimos el didmetro de X, denotado por diam(X),
como

diam(X) = sup{||u — v|| : u,v € X}.

Definicién 2 (Conjunto convexo) Sea A un subconjunto de un espacio vec-
torial. Decimos que A es convexo si para todo z,y € Ay A € [0,1],

Az + (1 - Ny € A
Lema 3 Sean X un espacio de normado y A C X. Entonces

(1) diam(A) = diam(A); -
(2) Si A es convexo entonces A es convexo.

Demostracién (1) Es claro que diam(A) < diam(A). Sean z,y € A. En-
tonces existen (z,) y (y.) en A tales que x,, = x y ¥, — y. Notemos que



[|zn, — ynl| < diam(A) para todo n € N,
de donde

e = yll = lim [l — | < diam(A).
Asf diam(A) < diam(A) y en consecuencia diam(A) = diam(A).

(2) Sean 2,y € Ay A € [0,1]. Tomemos (x,,) y (y,) en A tales que z,, — 'y
Yn — y. Como x,,,y, € A para todon € Ny A es convexo, Az, + (1 — Ny, € A
para todo n € N, de donde

Az + (1= Ay = lim Az, + (1 - Ny, € 4,
n—oo
que es lo que queriamos demostrar. Wl

Definicién 4 Sean X un espacio de Banach y A C X. Denotaremos por
conv(A) (respectivamente conv(A)) a la interseccién de todos los subconjuntos
convexos (respectivamente convexos y cerrados) de X que contienen a A.

Lema 5 Sean X un espacio vectorial y A C X. Entonces
n n
conv(A) = {Zaixi in € N,Zai =lLo;>0yz; € Aji= 1,...,n}.
i=1 i=1

Demostracién Para simplificar la notacién, para cada n € N definamos

n n
Cn = {Zamizai =l >0ym €A i= 13"'5”}

i=1 =1

n n
C = {ZaiwilnGN,ZO@:l,%ZO}’l’i eA,i:l,...,n}.

i=1 i=1

Notemos que C' = UZO:I C,,. Para probar que C C conv(A), probaremos que
para todo B subconjunto convexo de X con A C B, se tiene que C' C B. Sea
pues B un subconjunto convexo de X que contiene a A. Probaremos por in-
duccién que C,, C B, y en consecuencia se tendra que C' C B.

El resultado es claro para n = 1. Supongamos que para m se tiene el
resultado. Sea c € C),4+1. Entonces

m+1 m—+1
c= Z a;x;, donde a; > 0, Z a;=lr, € Aji=1,...m—+ 1.

=1 i=1

Notemos que

m—41 m
c= E QiT; = E Qi%i + Q1 Tm+1
i=1 i=1
m
Qg
= (1 - amt1) E T + Q1T 1
1- Am41

i=1



Por hipétesis, > 2y, € By como T,+1 € B, por convexidad de B,

=1 1—amy1

¢ € B. Por lo tanto C' C conv(A).

Por otro lado, para ver que conv(A) C C, notemos que A C C'y por lo tanto
conv(A) C conv(C), por lo que basta probar que C es convexo. Sean ¢,c € C.
Entonces

n ’I'L,
/ i
c= E oz y ¢ = E T,
i=1 i=1
con

n
@i >0,y ai=la€Ai=1..n

i=1

n/
’ o / . ’
o >0, E o =1z, e Aji=1,...,n"
i=1

Notemos que si ¢ € [0, 1], entonces

/
n

tc+(1—t)c’:tZaixi—I—(l—t)Za;x;

i=1 i=1
n n’
= Z toyz; + Z(l —t)alz,
i=1 i=1
donde
n 'rL,
Yt + Y (I—t)af=t+(1—t)=1
i=1 i=1
Por lo tanto tc+ (1 —t)c’ € C y C es convexo. B

Lema 6 Sean X un espacio de Banach y A C X no vacio y acotado. Entonces

(1) diam(A) = diam(conv(A));
(2) diam(A) = diam(conv(A)).

Demostraciéon (1) Recordemos que
A C conv(A),
por lo cual
diam(A) < diam(conv(A)).

Definamos la funcién f, : X — R como f,(y) = || — y||. Es claro que f,(y) =
fy(z). Notemos que siy,z € X y A € [0,1],
foeQy+ (1= X)2) = |lz — Ay + (1 = A)2)|
=Mz —y) + (1 =)z = 2)l
S Mz =yl + 1 = M|z — =],



de donde
feQy+ (1= N)2) < AMfa(y) + (1= A) fu(2). (L.1)

En general, si E:L:l Ai =1, )\ €10,1], z; € X parai = 1,...,n, entonces

j%§¥m>§iWhm) (12)

Probaremos ahora que diam(A) > diam(conv(A)). Sean | = diam(A) y z,y €
conv(A). Existen entonces N1, No € N tales que

Ny Na
r=> amiyy=> By
i=1 i=1
con x;,y; € Ay oy, 5; € [0,1] con ZjV:ll o = Zf\fl B; = 1. Notemos que

llz =yl = fa(y)
N3
= J%(Zﬁjyj)
j=1

N2
<> Bifalyy)
=1
JN2 .
- Zﬁjfyj (Zai%) (por (1.2))
j=1 i=1
JNQ N1
< Z Bj Z Qi fy; ()
Jj=1 i=1

No

Ny
< Z ,Bj Z Olil = l,
j=1 i=1
de donde diam(conv(A)) < diam(A) y por lo tanto diam(conv(A)) = diam(A).

(2) Por el inciso (1) del lema 3 se tiene lo buscado. W

Acontinuacién recordaremos el criterio M de Weierstrass, el cual usaremos
en la proposicién siguiente.

Teorema 7 (Criterio M de Weierstrass) Sea { f,,} una sucesién de funciones
real-valuadas definidas en un espacio normado X y supongamos que

|fu(z)| < M, z€ X,n€N.

&) . . o0
Entonces >~ | fn converge uniformemente en X si )~ M, converge.

Sean (X,d) un espacio métrico,b A C X y € X. Recordemos que la
distancia del punto z al conjunto A se define como

d(z,A) = inf{d(z,y) : y € A}.



La proposicién siguiente nos serd de utilidad mas adelante para probar que
dada una funcién continua definida en un subconjunto compacto de R", existe
una funcién de clase C*° tan “cercana” a ella como se requiera.

Proposicién 8 Sean A C R" no vacio y compacto, {a',a?, ...} un subconjunto
denso de Ay f: A— R"™ continua. Entonces la funcién f : R®™ — R™ dada por

f(z) six € A,

~ —1 oo

0= (Sra) Lrei) sioga
i=1 i=1
define una extensién continua de f, donde

o —d'l

©i () = max {2 - ‘d(:c,A)’O} para z ¢ A.

Demostracion Notemos que como A es compacto, entonces dicho conjunto
{a',a?, ...} denso en A existe. Claramente cada funcién ¢; : R™\A — R estd
bien definida ya que d (z, A) # 0 para « ¢ A, y ademds es continua. Veremos
ahora que la funcién f estd bien definida. Como d(z, A) < HJ: —a’ | , se tiene
que 0 < ¢; < 1 para toda ¢ € N. Luego por el criterio M de Weierstrass con
M; = 27" la serie Y oo, 27%p; () converge uniformemente en R™\A. Adem4s,
como la funcién f es continua y A es compacto, existe M € N tal que |f(a)| < M
para todo a € A, de donde nuevamente por el criterio M de Weierstrass la

serie Y721 27%p; (z) f (a’) converge uniformemente en R™\A. Por lo tanto, la

funcién f estd bien definida y ademds f “ es continua por estar definida
R”I,

como producto de funciones continuas. Por definicién f es extension de f.
Resta probar que f es continua. Sea xy € R™. Si 2y € R™\ A, puesto que R™\ A

es abierto y ﬂ es continua, entonces f es continua en xy. Supongamos
R™\ A

ahora que xzg € A. Sea ¢ > 0. Como f}A es continua, existe d > 0 tal que si
x € AN Bs (x0) , entonces

Hf@ - f@o)H = [If (z) = f (z0)]| <e.

Notemos que @; (x) = 0si 2d (z, A) < Ha: - aiH - Asi, si z € (R"\A)N Bs,4 (20),
entonces ¢; (z) = 0 para toda i tal que a’ ¢ Bs (79), pues para tales = e i,

, A by _ o
|z —a*|| > ||zo — a’|| — [l — o] 2571 > 5 > 2|z — o] > 2d (z, A).

Por simplicidad definamos
27"p; (z)
221 27 (z) ’

Asi, para z ¢ A, f(m) =32 i () f (ai) . Notemos que para toda i € Ny
x ¢ A se tiene que

P (x) = x¢ A ieN.

0<ti(z) <1y Y wi(x)=1.
=1



Luego, si € (R"\A) N Bs/4 (70) , entonces

\Vm—ﬂmW{

S0 (@) [ (a) — £ (20)]
=1

sZ%@Wﬂﬂ—ﬂmH

A
™

Por lo que hemos probado, si x € Bs/4 (7o) , entonces Hf(:c) — f(zo)H <e. Asf

f es continua en zo. B

Definicién 9 (Propiedad de la interseccién finita) Sea X un conjunto.
Se dice que una coleccién € de subconjuntos de X satisface la propiedad de la
interseccién finita si para toda subcoleccién finita

{C1, Co, ..., Cr}
de €, la interseccién N}, C; es no vacia.
La demostracién del siguiente resultado se puede encontrar en [9].
Teorema 10 Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es compacto si y sélo
si para toda coleccién € de conjuntos cerrados en X con la propiedad de la in-

terseccion finita, la interseccion NoeeC' de todos los elementos de € es no vacia.

Antes de enunciar el siguiente resultado es necesario introducir la siguiente
notacion.

Definicién 11 Sean E C R™ abierto, f: F - R™ yz € E.

(a) Si existe una transformacién lineal A : R™ — R™ tal

iy W@+ h) = f(z) = AR| _
h=s0 [|1]]

0,

decimos que f es diferenciable en z y escribimos f'(z) = A.
(b) Al determinante del operador lineal f’(z) se le llama jacobiano de f en
x, y se denota como J¢(x) = det f'(x).

Definicién 12 Sean E C R™ abierto y f : E — R™ una funcién. Sean
{e1,..,en} v {u1, ..., un} las bases estdndar de R™ y R™ respectivamente. Las
componentes de f son las funciones reales fi, ..., f,, definidas como

fi(xz) = f(z) - u; para z € E.

Por simplicidad en ocasiones escribiremos de manera més simple 9; f; en vez de

Definicién 13 Sean 2 un subconjunto abierto de R™ y k € N.

10



(a) Denotamos por C(€2,R™) al conjunto de funciones f : Q& — R™ que son
continuas.

(b) Denotamos por C*(£2,R™) al conjunto de funciones f : Q — R™ cuyas
funciones componentes tienen derivadas parciales continuas hasta el orden k.

(c) Denotaremos por 6k(Q, R™) al conjunto de funciones continuas f : Q —
R™ tales que f € C*(Q,R™).

(d) Definimos C>®(Q,R™) y C" (2, R™) como la interseccién de todos los
CHQ,R™) y 6k(Q,Rm) respectivamente.

Para simplificar la notacién, si n = m, denotaremos a C(€2,R™) por C(£),
a Ck(Q,R™) por C*(Q), etcétera.

Ahora enunciaremos los teoremas de la funcién inversa, cambio de variable y
Arzeld-Ascoli, los cuales usaremos en el capitulo 4, y pueden encontrarse en [11].

Teorema 14 (de la funcién inversa) Sean  abierto en R", f € C1(Q) y
Jr(xo) # 0 para algin z¢ € . Entonces existe una vecindad U de z( tal que
f |U es un homeomorfismo sobre una vecindad de f(zg).

Recordemos que el soporte de una funcién f : R® — R es la cerradura del
conjunto de todos los puntos z € R™ en los que f(x) # 0.

Teorema 15 (de cambio de variable) Sean £ C R™ un conjunto abierto y
T € CY(E) un mapeo inyectivo tal que Jr(x) # 0 para todo # € E. Si f es una
funcién continua en R™ con soporte compacto en T'(F), entonces

fly)dy = / F(T(2))|Jr(2)|dz.
R™ R

Las siguientes dos definiciones nos ayudaran a enunciar el teorema de Arzeld-
Ascoli.

Definicién 16 Sea {f,} una sucesién de funciones reales definidas en un con-
junto E.

(a) Decimos que {f,} es acotada puntualmente en E si la sucesién {f,(z)}
es acotada para todo x € FE, esto es, si existe una funcién ¢ en E con valores
reales tal que

|fn(@)| < é(z) (xe E;n=1,2,3,..).

(b) Decimos que {f,,} es uniformemente acotada en E si existe un ntmero
M tal que

[fn(@)| <M (x € E,n=1,2,3,...).

Definicién 17 (Equicontinuidad) Sea § una familia de funciones comple-
jas definida en un subconjunto E de un espacio métrico. Diremos que § es
equicontinua si para cada £ > 0, existe § > 0 tal que

[f(z) = fy)l <esizy € E dx,y) <oy fEF

11



Teorema 18 (Arzeli-Ascoli) Sean X un espacio métrico, K C X compacto y
{fn} una sucesién en C'(K,R). Si {f,} es puntualmente acotada y equicontinua
entonces

(a) {fn} es uniformemente acotada;
(b) {f.} tiene una subsucesién que converge uniformemente.

La siguiente proposicién nos serd de utilidad en la seccién de la unicidad del
grado en R™, y puede encontrarsse en [1].

Proposicién 19 Sean 2 C R™ abierto, f € C?(Q) y d;;(z) el cofactor de 8](;7;1)

en J¢(x), es decir, (—1)**7 veces el determinante obtenido de J¢(z) cancelando
el j-ésimo renglén y la i-ésima columna. Entonces,

m =0paraj=1,..,n.
(9%‘1‘

i=1

Demostraciéon Fijemos 1 < j < n y para 1 < k < n denotemos por f;, a la
columna

(akfl(x)a "'7akfj—1(x)78kfj+1(x)a 78kfn(x))T

Entonces

dij(x) = (_1)i+j det(fxm'”v fxi—17fzi7fxi+17 ceny fzn)a

donde la tilde indica que se omite la columna senalada. Notemos que, de la
férmula de Leibniz para el determinante,

Oudij(@) = 0, (=)' Y (Sgnlo) [[ 0w ful@))]

oeb, 1=1,l#4

= (=1)" Z Sgn(a)@i[ H 6alfl(x)}
ceb, 1=1,1#i

= (Y Sgn(@) (Y Befu@) ] Gndile)
oeP, k=1,k#i 1=1,1#4,l#k

= (=0 3 (D Sgn@)00e i) [ 0fi@)
k=1,k#i oech, 1=1,1#4,l#k

= (=1 " det(fu o fars o frrrs Oifars Fanpns o Fon):
k=1,k#i

donde P, denota el conjunto de todas las permutaciones de los nimeros 1,2, ...,
i—1,i4+1,...,n, Sgn(o) es la signatura de o y o; denota la posicién del niimero
l en la permutacion o. Para 1 < i < k < n, definamos

Cki = det(aifwmfw17~-~7fww "'7fl‘k) >f1n)

it = Aet(Tp far s forsoos foys o Jans oos far)-

12



Notemos que como f € C?(f), ¢ix = cki, y como el determinante cambia de
signo si intercambiamos dos columnas consecutivas, entonces

n

(=)™ 0idij(x) = > det(fey s frrr oo Sary)

k=1 ki
=D (DMl + > (1) e
k< k>
n
= > (=D Mymicks,
k=1,ki

donde vi; = 1 para k < i,y vk, = —1 para k > i. Entonces

(=17 0idig(x) = Y (=1 e =0,

i=1 i,k=1,k#1

pues en la ultima suma aparece el inverso aditivo de cada sumando. B

1.1.2 La topologia débil

Una de las primeras cosas que notamos al comenzar a trabajar con espacios
normados de dimensién arbitraria (no necesariamente finita) es la reduccién
de subconjuntos compactos del espacio en cuestion. Uno de los ejemplos més
clasicos al respecto es que en un espacio de Banach de dimensién infinita X,
la bola cerrada unitaria Bx no es compacta. Con el fin de tener una mayor
cantidad de conjuntos compactos consideraremos una topologia distinta para
X, la cual, al tener una menor cantidad de abiertos acepta una mayor cantidad
de compactos que la topologia inducida por la norma de X. Tal topologia es la
llamada topologia débil, la cual definieremos a continuacién. La demostracion
de los resultados siguientes puede encontrarse en [7].

Definicién 20 (Topologia débil) Sean X un espacio de Banach y X* su
espacio dual. La topologia débil es la topologia generada por la base que consiste
de los conjuntos

B(zo, f1, 0 fnse) ={z € X i |fi(x —x0)| <e,i=1,..,n},
donde g € X, f1,....,fn € X*, neNye>0.

La topologia débil es la minima topologia que hace continuos a los elementos
de X*. Denotaremos la topologia débil de X como 7,,, mientras que la topologia
inducida por la norma de X la denotaremos por 7j.|. Escribiremos w-abierto
para indicar que un conjunto es abierto con respecto a la topologia débil. De
manera andloga con w-compacto, w-continuo, etcétera.

Como consecuencia del teorema de Hahn Banach, dado =z € X con = # 0,

existe f € X* tal que f(z) # 0. En consecuencia la topologia débil es Hausdorft,
y como ya comentamos, 7, C T||.||-

13



Definicién 21 Sea X un espacio de Banach.

(a) Diremos que A C X es débilmente acotado (w-acotado) si para toda
feX* f(A) es acotado.

(b) Diremos que una sucesién (x,) en X es débilmente convergente (w-
convergente) a € X si para toda f € X* la sucesién (f(x,)) es con-
vergente a f(x).

Teorema 22 Sean X un espacio de Banach y A C X. Entonces A es acotado
siy s6lo si A es w-acotado.

Teorema 23 (Mazur) Sean X un espacio de Banach y A C X. Si A es w-
cerrado, entonces A es cerrado. Si A es convexo y cerrado, entonces es w-cerrado.

1.2 ;Qué es la teoria del punto fijo?

En esta seccién veremos una breve introduccién a la teoria del punto fijo en
espacios métricos, en particular en espacios de Banach.

Es natural hacernos dos preguntas, ;qué es la teoria del punto fijo?, y,
jpara qué sirve? Para responder estas preguntas comencemos con la definicién
de punto fijo.

Definicién 24 Sean X un conjunto y f : X — X una funcién. Se dice que
2z € X es un punto fijo de f si se cumple que f(x) = .

Sabiendo ahora lo que es un punto fijo, podemos dar una respuesta a la
primer pregunta. La teoria del punto fijo consiste en buscar propiedades sobre
un conjunto X y una familia de funciones § de X en X para asi poder asegurar
la existencia de algin punto fijo para cualquier f € §.

Ahora, jpara qué sirve la teoria del punto fijo? Como todos sabemos, mu-
chos problemas que se encuentran en las llamadas ciencias exactas y en otras
areas del conocimiento podemos plantearlos de forma matemaética. Por tal mo-
tivo, es comun el buscar resolver una ecuacién o sistema de ecuaciones de la
forma f(z) =0, donde f: X — X es una fucncién y X es un espacio vectorial.
Consideremos a la funcién g : X — X definida como g(z) = f(x) 4+ x. Notemos
que z es solucién de la ecuacién f(z) = 0 si y s6lo si 2 es un punto fijo de la
funcién g. De esta forma, pasamos de buscar un cero para f a buscar un punto
fijo de la funcién g. Si bien puede que el replanteamiento de buscar un punto fijo
en lugar de un cero de una funcién no parezca cambiar realmente el problema,
el cambiar nuestro punto de vista sobre el problema hace que nos resulte méas
natural utilizar una gran cantidad de herramientas, de las cuales disponemos
gracias a la teoria del punto fijo.

Debido al replanteamiento anterior, la teoria del punto fijo nos permite dar

respuesta a una gran cantidad de problemas que pueden surgir de manera na-
tural en muchas areas del conocimiento, siendo una de las razones por las que

14



resulta ser tan importante.

Como comentamos anteriormente, la teoria del punto fijo consiste en deter-
minar qué propiedades sobre un conjunto X y una familia de funciones § de X
en X aseguran la existencia de algin punto fijo para cualquier f en §. Si nos
restringimos al caso en que el conjunto X es un espacio topoldgico y la familia
§ es el conjunto de todas las funciones continuas de X en X, entonces hablamos
de la teoria topoldgica del punto fijo. En particular, si X es un espacio métrico
hablamos de la teoria métrica del punto fijo. Como comentamos en el prélogo
de este trabajo, los pilares de la teoria métrica del punto fijo son los teoremas de
Brouwer, Schauder, Banach, y Kirk. En los capitulos siguientes estudiaremos
estos teoremas y algunas de sus consecuencias, ademas de proporcionar algunas
de sus aplicaciones.
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Capitulo 2

El teorema de contracciéon
de Banach y la propiedad
del punto fijo en espacios

métricos

En su tesis doctoral (1920, publicada en 1922), el matemético polaco Stefan
Banach establecié un importante teorema de punto fijo conocido como Teorema
de Contraccion de Banach, el cual es uno de los resultados mas importantes en
analisis y considerado el inicio de la teoria del punto fijo en espacios métricos.
El teorema de contracciéon de Banach fue primeramente enunciado y probado
por Banach para las llamadas funciones contractivas en espacios vectoriales nor-
mados y completos, nombrados ahora espacios de Banach. Los resultados de
este capitulo pueden encontrarse en [3].

Definicién 25 Sean (M, d) un espacio métricoy T : M — M. Se dice que T
es de Lipschitz si existe k£ > 0 tal que

d(Tz,Ty) < kd(z,y), z,y € M.
El menor k£ que cumple con lo anterior es llamado constante de Lipschitz de T'. A
las funciones con constante de Lipschitz menor a 1 les llamaremos contracciones.
Lema 26 Sean (M,d) un espacio métrico y T,S : M — M funciones de Lips-
chitz. Entonces
E(T o S) < Ek(T)k(S).

Demostraciéon Dados =, y € M,

d((T 0 S)x, (T o S)y) = d(T(Sx), T(Sy))
< K(T)d(S(z), S(y))
< k(T)k(S)d(s,y),



por lo tanto k(T o S) < k(T)k(S). &

Notemos que dados (M, d) un espacio métricoy T': M — M una funcién de
Lipschitz, del lema anterior se tiene que k(T™) < (k(T))™, donde T™ representa
la n-ésima iterada de T, por lo cual T™ es de Lipschitz para todo n € N.

Es momento de enunciar y demostrar el teorema de contraccién de Banach.

Teorema 27 (de contraccién de Banach) Sean (M, d) un espacio métrico,
no vacio y completo y T': M — M una contraccion. Entonces T tiene un tnico
punto fijo z € M y ademdas lim T"xy = z para todo xzg € M.

n— oo

Demostracién Sean k la constante de Lipschitz de T'y xg € M. Definamos la
sucesién (x,) como x,, = T™xg, n > 0. Entonces, dados n,p € N,

A(Tp, Tpyp) = d(T"wo, T"Pag)
=d(T"xo, T"(TPx))
< k(T")d(wo, T"x0)
< k"(d(zo, Txo) + d(Txo, T?x0) + ... + d(TP  ao, TPx0))
<E"(1+k+ ... + kPN d(wo, To)

1—kP
- k"( — )d(mo,TxO).
Como k < 1, la sucesién (z,) es de Cauchy, y puesto que M es completo,
entonces converge, digamos a un punto z. Por lo tanto, por la continuidad de
T,
z= lim z, = lim T"zg = lim T" 2o = T( lim T"zy) = T=.
n—o00 n— 00 n— o0 n—oo

Asi, z es un punto fijo de T'. Por tltimo, supongamos que existe z € (M, d) otro
punto fijo de T'. Entonces d(z, z) = d(Tz,Tz) < kd(z, z), por lo cual d(z, z) =0
y en consecuencia x = z. Por lo tanto z es el tnico punto fijo de 7. W

Una de las aplicaciones més conocidas del teorema de contraccion de Ba-
nach es la solucién al problema de valor inicial de Cauchy sobre la existencia y
unicidad de ecuaciones diferenciales. Dicho ejemplo refleja la importancia del
teorema de contraccién de Banach, siendo el problema de valor inicial de Cauchy
uno de los problemas més importantes en el drea de ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 28: Sea f(t,x) una funcién continua real-valuada definida para t €
[0,T], y « € R. El problema de valor inicial de Cauchy consiste en encontrar
una funcién z continuamente diferenciable en [0,7T] que satisfaga la siguiente
ecuacion diferencial

{x’(t) = f(t,z(t),t € [0,T}; (2.1)

x(0) = ¢&.

El teorema de existencia y unicidad nos dice que si f es de Lipschitz con respecto
a x, es decir, si existe L > 0 tal que para todo z,y € R,

|f(t,$)—f(t,y)| §L|x—y|,t€ [O,T}, (2‘2)
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entonces la solucién (2.1) existe y es tnica. Supongamos que z(t) cumple las
hipétesis del problema de Cauchy (2.1) y que f cumple (2.2). Integrando ambos
lados de (2.1), y utilizando que x(0) = £ obtenemos

x(t) =¢ —|—/O f(s,z(s))ds. (2.3)

Reciprocamente si xz(t) satisface (2.3), entonces es solucién al problema de
Cauchy (2.1). Por lo tanto, resolver el problema (2.1) es equivalente a resolver
la ecuacién (2.3). Consideremos el espacio C[0,T] de las funciones continuas
real-valuadas dotado de la norma del supremo

I1f1] = sup {[f(D)]},
0<t<T

para f € C[0,T]. El espacio C[0,T] es un espacio de Banach, y por lo tanto es
un espacio métrico completo. Definamos la funcién Fz como

(Fz)(t) = €+ [ f(s,2(s))ds.

Es claro que Fz € C[0,T], por lo cual F : C[0,T] — C[0,T]. Notemos que z(t)
es solucién de (2.3) y en consecuencia de (2.1) si y sélo si z(t) es un punto fijo
F. Notemos que para todo z,y € C[0,T],

t

|(F2)(t) — (Fy) ()| = ; f(s,a(s))ds — ; f(s,y(s))ds

< / 1£(5,5(5)) — £(5,(s))Ids
< / Lia(s) - y(s)lds

< Ltz —yl|.
Se sigue que
|[Fz = Fy|| < LT|lx — yl],

es decir, k(F) < LT. Mediante un procedimiento anédlogo al anterior se tiene
que, dada ¢ € [0, T7,

(F2)(t) — (F2y)(1)] = / £(s, (Fa)(s))ds — / F(s, (Fy)(s))ds

< / (s, (F2)(s)) — F(s, (Fy)(s))ds
0

< / LI(Fz)(s) — (Fy)(s)|ds

§L/0 Lsl||z — y||ds

Lt)?
< T ey,
Por lo tanto,
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LT)?
|F22 — F2y|| < CI )z — g,

de donde k(F?) < @ Procediendo de manera andloga obtenemos que para

toda n € N, k(F") < (LTu)n~ Como lim LT.)H = 0, existe ng € N tal que
n: n— 00 n:
o . .,
% < 1, es decir, F™ es una contraccion. Por lo tanto, por el teorema de

punto fijo de Banach, F™ tiene un unico punto fijo, digamos xy. Asi, como
xo = F™ (x9), aplicando F a la igualdad anterior tenemos que

F(xo) = F(F" (20)) = F" (F(x0)),

de donde F'(xg) también es punto fijo de F™. Por lo tanto, como F™ es una
contraccién, F(xzg) = xg, de donde zy es un punto fijo de F. Ademds, si yo es
un punto fijo de F, también lo es de F™°, y como probamos que F™ tiene un
dnico punto fijo al cual llamamos x(, entonces xg = yg. Por lo tanto, F' tiene
un tnico punto fijo, es decir, (2.1) tiene una solucién tinica. W

Una vez que hemos probado la existencia de un punto fijo para contraccio-
nes definidas en espacios métricos completos, es natural preguntarnos qué es lo
que ocurre con funciones de constante de Lipschitz & = 1. Para enfrentar este
problema, en lugar de considerar espacios métricos, consideraremos espacios de
Banach, esto es porque los espacios de Banach tienen estructura que los espacios
métricos en general no tienen, pero aun asi, los espacios de Banach siguen siendo
suficientemente generales como para que los resultados obtenidos sean de interés.

La siguiente definicién resulta de considerar funciones con constante de Lip-
schitz igual a 1 cuando la métrica en cuestion es inducida por la norma de un
espacio de Banach.

Definicién 29 Sean X un espacio de Banach, K C X y T : K — K. Diremos
que T es una funcién no expansiva si para todo x,y € K,

[Tz — Tyl < ||z —yll.

Sean X un espacio de Banach, K C X no vacio y T : K — una funcién no
expansiva. Si K es convexo y compacto, veremos méas adelante en el corolario 35
o en el teorema de Schauder (ver capitulo 4) que T tiene un punto fijo. Por otra
parte, si T es una contraccién y K es cerrado, por el teorema de contraccion
de Banach sabemos que T tiene un tinico punto fijo. Los ejemplos siguientes
muestran que si K no es convexo o no es cerrado o no es acotado, entonces T
puede no tener puntos fijos.

Ejemplo 30: Sea f : (0,1] — (0,1] definida como f(x) = /2. Notemos que la
funcién f es no expansiva, pero de tener un punto fijo, éste satisfaria la ecuacion
x = z/2, cuya tdnica solucién es x = 0, que no se encuentra en el dominio de f.
Por lo tanto f no tiene puntos fijos.

Ejemplo 31: Consideremos la funcién f : S* — S! dada por f(z) = —a.

Claramente f es no expansiva, pero el tnico punto que satisface la ecuacion
x = —x es el 0, que no se encuentra en S*. Por lo tanto f no tiene puntos fijos.
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Ejemplo 32: Sea f : R — R dada por f(z) = x + 1. Notemos que f es no
expansiva, pero que no existe solucién para la ecuacién x = x + 1. Por lo tanto
f no tiene puntos fijos.

Los ejemplos anteriores senalan que si el dominio de una funcién no expan-
siva f es no convexo, no cerrado o no acotado, no podemos asegurar la existencia
de un punto fijo para f. Por lo anterior, restringiremos nuestra bisqueda de
puntos fijos a funciones no expansivas definidas en subconjuntos no vacios, con-
vexos, cerrados y acotados de un espacio de Banach. En consecuencia damos la
siguiente definicién.

Definicién 33 Sean X un espacio de Banach y K C X no vacio, convexo,
cerrado y acotado.

(a) Diremos que K tiene la propiedad del punto fijo (PPF) si toda funcién
no expansiva de K en K tiene al menos un punto fijo.

(b) Diremos que X tiene la propiedad del punto fijo (PPF) si cada K C X
no vacio, cerrado, convexo y acotado tiene la PPF.

El siguiente lema nos habla de la existencia de puntos “casi fijos” para fun-
ciones no expansivas.

Lema 34 Sean X un espacio de Banach, K C X no vacio, convexo, cerrado y
acotado y T : K — K no expansivo. Entonces

inf{||x —Tz||: x € K} =0.

Demostracion Sean z € K y € € (0,1). Definimos el mapeo T, : K — K por
T.(x) = ez + (1 — e)Tz. Notemos que el mapeo anterior estd bien definido por
la convexidad de K. Ahora, dados z,y € K se tiene que

ITe(2) = Te()ll = llez + (1 —&)Tw —ez — (1 — &)Ty||
= (1= 9)|Tz - Tyl
<@ =e)ffz —yll-

Asi, T, es una contraccién y existe x. punto fijo de T.. Entonces

l|[ve = Txe|| = ||Tewe — T
=|lez+ (1 —&)Txe — Tx||
= |lez — eTz||
=¢llz — Tz
< e diamK.

Como K es acotado su didmetro es finito, y puesto que € € (0,1) fue arbitrario
obtenemos que inf{||z —Tz||: 2 € K} =0. &

A continuacién veremos algunas consecuencias del lema anterior.
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Corolario 35 Sean X un espacio de Banach y K C X no vacio y convexo. Si
K es compacto entonces K tiene la PPF.

Demostracién Sea K compacto. Por el lema anterior inf{||z — Tx|| : z €
K} =0. Como K es compacto este {nfimo se alcanza, digamos, en y € K. Asi,
|ly — Ty|| = 0, es decir, y es un punto fijo de T, por lo que K tiene la PPF. B

Corolario 36 Sea X un espacio de Banach. Si X es de dimensién finita en-
tonces X tiene la PPF.

Demostracién Sea K C X no vacio, convexo, cerrado y acotado. Como X es
de dimensién finita, K es compacto, por lo que el corolario anterior nos asegura
que K tiene la PPF. Por lo tanto, X tiene la PPF. B

En el siguiente ejemplo veremos que si K es no vacio, convexo y cerrado,
mas no compacto, puede que no tenga la PPF.

Ejemplo 37: Consideremos el espacio de las sucesiones reales convergentes a
0, (co, || ||oo), ¥ definamos T : B, — B, como

T(Z’l,{EQ, ) = (1,1’1,!172, )

Notemos que B, es no vacio, convexo, cerrado y acotado. Ademds, T es no
expansiva puesto que si z = (z1,%2,...),y = (Y1, Y2, ...) € Be,, entonces

HT'T - TyHOO = |‘(17x1a$2’ ) - (1’y17y27 )HOO
=[(0, 21 —y1, 72 — y2, )00

= sup{|z; — yil}
ieN
= H((Etha ) - (ylay27 )Hoo
= |l = ylloo-
Por otro lado, Tz = x implica que 1 = z; = x3 = ..., pero (1,1,...) ¢ B,,. Por

lo tanto 7" no tiene puntos fijos y B, no tiene la PPF.
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Capitulo 3

El teorema de Kirk

En el capitulo anterior vimos que en un espacio de Banach X, los conjuntos
no vacios, convexos y compactos tienen la PPF. En general la compacidad en
un espacio de Banach es una condicién demasiado fuerte, por lo cual, surgio la
necesidad de buscar condiciones més débiles que impliquen la PPF. Por ejemplo,
aparecié la pregunta siguiente: ;los conjuntos no vacios, convexos y w-compactos
tienen la PPF? Durante mucho tiempo no se tuvo una respuesta a esta pregunta
hasta que en 1981 D. E. Alspach la respondid negativamente, mostrando un sub-
conjunto no vacio convexo y w-compacto de L'[0, 1] sin la PPF.

El problema de determinar condiciones para un conjunto K (o para el es-
pacio X que contiene a K) que siempre aseguren que K tiene la PPF para
funciones no expansivas tiene su origen en 4 articulos, los cuales aparecieron
en 1965. En el primero de ellos (Browder, 1965), F. Browder probé que un
conjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado K C X tiene la PPF si X es
un espacio de Hilbert. Casi inmediatamente, ambos Browder (1965) y Goéhde
(1965) probaron que lo mismo es cierto si X pertenece a la mucho mas amplia
clase de espacios “uniformemente convexos”, de los cuales no hablaremos en
este trabajo. Al mismo tiempo, Kirk (1965) observé que la presencia de una
propiedad geométrica llamada ”estructura normal” garantiza que K C X no
vacio, convexo, cerrado y acotado tiene la PPF si X es reflexivo. El concepto de
estructura normal fue introducido en 1948 por Brodskii y Milman para estudiar
puntos fijos de isometrias, y es una propiedad presente en todos los espacios uni-
formemente convexos. Los resultados de este capitulo pueden encontrarse en [3].

En esta seccion, como su nombre lo indica, estudiaremos el teorema de Kirk,
para lo cual comenzaremos con algunas definiciones.

Definicién 38 Sean X un espacio normado, D, H C X y u € X. Definimos el
radio de D respecto a u, el radio y el centro de Chebyshev de D respecto a H
denotados por r,, (D), rg (D) y Cg (D) respectivamente, como

ru(D) =sup{||u — z|| : « € D},
(D) =inf{r,(D):u e H},
(D) ={u€e H:r,(D)=rg(D)},

r

H
CH
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y recordemos que el didmetro de D lo denotamos por diam(D) y se define como

diam(D) =sup{||u —v|| : u,v € D}
=sup{r,(D) : u € D}.

Para entender mejor las definiciones anteriores notemos el significado geomé-
trico que tienen. El ndmero r, (D) representa el radio minimo que puede tener
una bola con centro en u y que contenga a D. El ntimero rg (D) representa el
radio minimo que puede tener una bola que contiene a D con centro en un punto
arbitrario de H y Cy (D) es el conjunto de puntos en H tales que el radio de
D respecto a ellos es menor o igual que el radio de D respecto a cualquier otro
punto de H. Por tltimo, como ya sabemos, diam(D) es la distancia méxima a
la que pueden estar dos elementos en D.

Por simplicidad se denotara por (D) a rp(D) y por C(D) a Cp(D). Note-
mos que

r(D) = inf{ry(D) : uw € D} <1y (D) < sup{ry(D) : v € D} = diam(D).

Definicién 39 Sean X un espacio normado, D C X y w € D. Diremos que u
es un punto diametral de D si r, (D) = diam(D). Si u es diametral para todo
wen D (ie. r(D) = diam(D)) diremos que D es un conjunto diametral.

Para comprender mejor el concepto de conjunto diametral veamos un par de
ejemplos.

Ejemplo 40: La bola unitaria Bx de un espacio de Banach X # {0} es un
conjunto no diametral, ya que r(Bx) =1 < 2 = diam(Bx).

Ejemplo 41: La esfera unitaria Sx de un espacio de Banach X es claramente
un conjunto diametral.

El ejemplo 40 induce a pensar que todo subconjunto no vacio, convexo, ce-
rrado y acotado de un espacio de Banach es no diametral. Como muestra el
siguiente ejemplo, esto no es cierto en general.

Ejemplo 42: En C]0,1], el espacio de las funciones continuas de [0,1] a R,
definimos

M ={feC0,1]:0=f(0) < f(t) < f(1) = 1,t € [0, 1]}.

Notemos que todo elemento de M tiene norma 1, y por lo tanto M es acotado.
Para ver que M es cerrado, sea f € C[0, 1] un punto de acumulacién de M. Asi,
para todo € > 0 existe g € M tal que g # f y

1f = gllec = sup{|f(z) —g(z)| : z € [0,1]} <e.
Ahora sea § > 0. Notemos que si f(0) = J, se tiene que para todo h € M,
Ilf = hllos = [£(0) = h(0)] = 0.

Por lo tanto f no es punto de acumulacién de M. En consecuencia f(0) = 0.
Andlogamente concluimos que f(1) = 1. Por otro lado, si f(tg) = 1+ ¢ para
algtin ty € (0, 1), entonces para toda h € M se tendria que
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I1f = hlloo = [f(t0) = h(to)| = 4.

Asi, nuevamente f no seria punto de acumulacién de M. Analogamente f no es
punto de acumulacién de M si f(tg) = — para algin to € (0,1). Por lo tanto,
para todo t € (0,1), 0 < f(t) <1y asi f € M, de donde M es cerrado. Veamos
ahora que M es convexo. Sean f,g € M y A € [0,1]. Notemos que si ¢t € [0,1],
(Af 4+ A =XNg)(t) = AF(t) + (1 = Ag(t)
S A+ (1 =XNg(1)
=1
=Af+ 1 =X2g)(1)
y ademas
(Af 4+ (1 =N)g)(t) = Af(t) + (1= Ng(t)
2 Af(0) + (1= X)g(0)
=0
= (Af + (1= X)g)(0).
Asi Af + (1 — XN)g € M y por lo tanto M es convexo. Finalmente veremos que

M es diametral, es decir (M) = diam(M). Notemos que diam(M) = 1, ya que
si definimos f1, fo como

3, si0<t<1/3
fi(t) = .
1,si1/3<t<1

0, si0<t<2/3
fa(t) = .
3(t—2/3), si2/3 <t <1,
tenemos que
1=1f1(1/2) = f2(1/2)| < ||fi = folle < [1—-0] =1,
de donde como fi, fo € M, diam(M) > 1. Por otro lado, dadas f1, fo € M,
lf1 = felloo = sup{[f1(z) — fo(@)| : 2 € [0,1]} < [1 - O] = 1.

Asi, diam(M) = 1. Resta probar que (M) = 1. Procediendo por contradiccién
supongamos que (M) < 1. Entonces existen f € M y ¢ € (0,1) tales que
rp(M)=1—¢e. Como f es continua, por el teorema del valor intermedio existe
to € (0,1) tal que f(tp) = 5. Sea g dada por

t
® {t, Si0<t<t
g(t) =4 to

1, sitg <t <1.
Notemos que g € M y ademés

I1f = glles = 1£(to
—1-

~

—g(to)]

N ™
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re(M)>1-5,

lo cual es una contradiccién a la hipdtesis de que 7¢(M) = 1 —e. Por lo tanto,
el conjunto M es no vacio, convexo, cerrado, acotado y diametral, que es lo que
buscabamos.

Para enunciar y probar el teorema de Kirk, introducimos a continuacién el
concepto de estructura normal.

Definicién 43 (Estructura Normal) Sean X un espacio de Banachy D C X
convexo. Diremos que D tiene estructura normal (NS por sus siglas en inglés)
si cada subconjunto acotado y convexo S C D con diamS > 0 contiene a un
punto no diametral, es decir r(S) < diamsS.

Dicho de otra manera, si X es un espacio de Banach y D C X tiene estruc-
tura normal, no pueden haber subconjuntos convexos, acotados y diametrales
con didmetro positivo en D.

El siguiente concepto nos permite dar una caracterizacion de la estructura
normal, la cual se debe nuevamente a Brodskii y Milman.

Definicién 44 Sean X un espacio de Banach y (x,) una sucesién acotada en
X. Diremos que (z,) es diametral si no es eventualmente constante y

nhﬁnolo d(xpy1,conv({z1, ..., xn})) = diam({zn}52q).

Lema 45 Sean X un espacio de Banach y (z,) una sucesién diametral en X.

Entonces toda subsucesién de (z,,) es diametral.

Demostraciéon Sea (x,, ) una subsucesién de (x,). Puesto que (z,) es diame-
tral, se tiene que

diam{z,} = kli_>nolo d(Zny > conv{xy, T2, .. Tn,, —1})
< kl;rr;o d(Znyy > cONV{Tn, Trg,y ooy Ty })
< diam{x,, }
< diam{x,}.

Por (3.1) se tiene que (z,, ) no es eventualmente constante y que

lim d(@p,,,,conv{zn,, Tny, ..., Tn, }) = diam{xy, }.

k—o0

Por lo tanto z,, es diametral. B

Ahora veremos la caracterizacién antes mencionada de la estructura normal
en términos de las sucesiones diametrales.

Lema 46 Sean X un espacio de Banach y K C X convexo y acotado. Entonces
K tiene estructura normal si y sélo si no contiene sucesiones diametrales.
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Demostraciéon Supongamos que K tiene estructura normal. Sea (z,) una
sucesién acotada y no eventualmente constante y definamos S = conv({z, 52 ;).
Como K tiene estructura normal, existe u € S no diametral, es decir, r,(5) <
diam(S). Como u € S, existe m tal que u € conv({z1, z3...,Tm }), de donde
para n > m se tiene que

d(xpt1,conv({z1, T2, T })) < d(Tpt1,u) < 1y(S).
Asi,

limsup d(zn 41, conv({z1, 22..., 2n})) < ruls)
n—oo

< diam(S).

Por (1) del lema 6 tenemos que diam(S) = diam({z,}>,), por lo cual (z,)
no es una sucesion diametral. Probaremos ahora la implicacién contraria por
contrapositiva. Supongamos que S C K es un conjunto diametral convexo con
d = diam(S) > 0y sean ¢ € (0,d) y #1 € S. Notemos que como S es convexo,
dada (y) sucesién en S se tiene que para todo n, »..' | % € S. Dado que
S es diametral, existe x5 € S tal que ||z; — x2|| > d — €, y nuevamente por
convexidad y por ser S diametral, existe z3 € S tal que |[£E22 — z5]| > d — 5.
Asi, inductivamente podemos definir una sucesién (z,,) tal que

n
"y
[y — Tni1|| > d — 5%, donde y,, = EZ

i=1

Sea ahora x € conv(z1,...,x,) con & = > o oz cona; >0y > a; = 1.
S — . — =z oLl e

DleﬁnamycL)s o = T‘ax{al, ...,lan}ay notemos, que y, = = + Yoici(n — ),

> (s -2y =1y - — 2 > 0. Asi, por construccién tenemos que

g
d— ﬁ < ||yn _xn-‘rl”

n

T "1 o; 1 1 o
RN Chr S Crad B TRt ) EH

i= i=1
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QL’_‘
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|

8

g

+
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/N
SR

|
3
212
~—

5

|

8

3

+

=

1 1
— ||z — pya|| + (1 - —)d.
nao na

IN

Asi, despejando ||x — z,,41]| de la expresién anterior tenemos que

d> ||z —zpp|

>na(d= 5 - (1= 22)4)

Ex
:df—
n
9
>d——.
n

Como z € conv({x1,...,xn}) ¥ € € (0,d) fueron arbitrarios, entonces

li_>m d(l‘n+1,00nv({$l7 7xn})) =d,
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y (1) del lema 6 se tiene que (z,) es diametral. Por lo tanto, si K no posee
sucesiones diametrales, entonces tiene estructura normal. H

Corolario 47 Sean X un espacio de Banach y K C X convexo y compacto.
Entonces K tiene estructura normal.

Demostracién Supongamos que K no tiene estructura normal. Entonces existe
una sucesién diametral (2,,) en K. Como K es compacto existe una subsucesién
convergente (x,, ). Notemos que d := diam({z,}22;) > 0, ya que no es una
sucesion constante. Ademds, como (z,, ) es convergente también es de Cauchy,
por lo que dado € > 0 existe kg tal que si k > kg entonces

||xnk+1 - xnk” <e&.

Asi, dado € > 0, para k suficientemente grande se tiene que

d(xnkﬂ,conv({xnl, R xnk})) S d(x’ﬂkJrU {x’ﬂla (S ank})
<eg,

de donde

lim d(2y,,,,conv({zn,,...,Tn,})) =0 < d.

k—o0
Por lo tanto, (z,, ) no es diametral, y por el lema 45, (z,,) tampoco es diametral,
lo cual es una contradiccién. W

Corolario 48 Sea X un espacio de Banach. Si X es de dimension finita, en-
tonces X tiene estructura normal.

Demostracién Sea K C X convexo, acotado y con diam(K) > 0. Como X
es de dimensién finita, K es compacto, y asi, por el corolario anterior, K tiene
estructura normal. Luego, como K C K, todo subconjunto acotado y convexo
de didmetro positivo de K es también subconjunto de K, y por la estructura
normal de K, dicho conjunto tiene un punto no diametral. Por lo tanto, K
también tiene estructura normal. Asi, X tiene estructura normal. H

Ejemplo 49: Como vimos en el ejemplo 42, el espacio C[0, 1] tiene un sub-
conjunto M, el cual es no vacio, acotado, convexo, cerrado y diametral, con
diam(M) > 0. Por lo tanto, C[0, 1] no tiene estructura normal.

Las definiciones siguientes nos permitiran enunciar algunos lemas que nos
serviran para probar el teorema de Kirk.

Definicién 50 Sean K un conjunto, 7' : K — K una funcién y D C K. Dire-
mos que D es T—invariante si T(D) C D.

Definicién 51 Sean K un subconjunto de un espacio de Banach, T : K — K
una funcién y D C K no vacio, convexo, cerrado y T—invariante. Diremos
que D es T—invariante minimal si no contiene subconjuntos propios no vacios,
convexos, cerrados y T —invariantes.
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Como veremos en el siguiente lema, si K es no vacio, convexo y w-compacto,
entonces podemos garantizar la existencia de un conjunto 7T'—invariante mini-
mal.

Lema 52 Sean X un espacio de Banach y K C X no vacio, w-compacto y
convexo. Entonces para todo mapeo T : K — K existe D C K tal que D es
T—invariante minimal.

Demostracion Consideremos la familia € de todos los subconjuntos de K que
son no vacios, convexos, cerrados y T —invariantes. Sea < el orden en () dado
por el inverso de la inclusidn, es decir, dados K1, Ko € Q, K1 < Ky si K1 D Ko.
Como K es w—compacto por el teorema de Mazur, se tiene que todo elemento
de Q es w-compacto, luego por el teorema 10, todo subconjunto totalmente orde-
nado {E;};cr en € tiene interseccién no vacia, la cual ademds es T—invariante.
Asi, al ser E = N E; no vacio, convexo y cerrado, se sigue que E € Q. Luego,
por la definicién de (£2, <), lo anterior es equivalente a que cada subconjunto
totalmente ordenado en 2 tenga una cota superior. Asi, por el lema de Zorn, ex-
iste D € ©Q maximal. Dicho D € Q es T'—invariante y al ser maximal en (£, <),
no tiene subconjuntos propios T'—invariantes. Por lo tanto, D es T'—invariante
minimal. l

Antes de probar el teorema de Kirk es necesario demostrar los siguientes dos
lemas.

Lema 53 Sean X un espacio de Banach y D C X un subconjunto T'—invariante
minimal. Entonces D = convT' (D).

Demostracién Primero notemos que convT'(D) es no vacio, convexo y cerrado.
Ahora, como T(D) C D y D es convexo y cerrado se sigue que

convT' (D) C eonuv(D) = D.
Entonces, convT (D) es T—invariante ya que
T(econvT (D)) C T(D) C convT' (D).
Asi, de la minimalidad de D se tiene que D = convT (D). B

Lema 54 Sean X un espacio de Banach y K C X no vacio, convexo y cerra-
do. Entonces el centro de K, C(K), es cerrado y convexo. Si ademds K es

w—compacto, entonces C(K) # ().

Demostracién Definamos C,,(K) para n € N como
Co(K)={ue K :r,(K)<r(K)+ 1},

y notemos que
1
Cn(K) ={u € K : sup{|ju — =[|} <r(K)+ —},
reEK n

de donde los subconjuntos C,,(K) son convexos y cerrados. Por lo tanto
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CK)={ueK: sug{”u—m“} <r(K)}= ﬂ Cn(K)
re neN

también es convexo y cerrado. Por ultimo, si K es w—compacto, toda familia de
subconjuntos w—cerrados en K con la propiedad de la interseccién finita tiene in-
terseccién no vacfa, en particular {C), (K) }nen, de donde C(K) = NpenCr(K) #
g. m

Finalmente tenemos lo necesario para demostrar el teorema de Kirk, el cual
es uno de los teoremas mas importantes en la teoria del punto fijo.

Teorema 55 (Kirk) Sean X un espacio de Banach y K C X no vacio, convexo,
w—compacto y con estructura normal. Entonces K tiene la PPF.

Demostracion Sea T': K — K un mapeo no expansivo. Por el lema 52 existe
D C K invariante minimal y por el lema 53 conv(T(D)) = D. Como D C K es
cerrado y convexo y K es w—compacto, D también es w—compacto. Asi, por
el lema 54, C(D) # 0. Sea u € C(D), es decir, r,, (D) = r(D). Como T es no

expansivo
ITu = Tol| < |lu— || <r(D)
para todo v € D, de donde
T(D) C B(Tu,r(D)).
Asi,
D =conv(T(D)) € B(Tu,r(D)),

por lo que r7, (D) < (D) y por lo tanto r7,(D) = r(D). Como u € D fue
arbitrario, esto prueba que C(D) es T—invariante, y por la minimalidad de D
se tiene que C(D) = D, por lo que D es diametral, lo cual sélo es posible si
D = {u}, ya que K tiene estructura normal. Por lo tanto Tu = u, de donde u
es un punto fijode 7. A

Como un corolario del teorema de Kirk podemos ver una demostracién al-
ternativa del corolario 35.

Corolario 56 (Prueba alternativa de corolario 35) Sean X un espacio de
Banach y K C X no vacio y convexo. Si K es compacto entonces K tiene la
PPF.

Demostracion Por el corolario 47, si K es compacto entonces tiene estructura
normal y ademads, también es w-compacto, entonces, por el teorema de Kirk, K
tiene la PPF. W

Cabe senalar en este momento que para poder utilizar el teorema de Kirk es
necesario conocer espacios o conjuntos con estructura normal. Sabemos hasta
ahora que los subconjuntos convexos y compactos de un espacio de Banach
tienen estructura normal, y en consecuencia que los espacios de Banach de di-
mension finita también la tienen. Existen condiciones o criterios que garantizan
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la existencia de estructura normal en subconjuntos convexos de espacios de Ba-
nach. Para un estudio detallado al respecto (véase [5]). S6lo por mostrar un
ejemplo, veremos que los espacios de Banach uniformemente convexos, entre
ellos los espacios de Hilbert y los espacios LP (1 < p < 00), tienen estructura
normal.

Definicién 57 Sea X un espacio de Banach.

(a) Diremos que X es estrictamente convexo si ||z|,||ly|]] <1y ||z —y|| >0
implican que [|ZF2|| < 1.

(b) Diremos que X es uniformemente convexo si para toda ¢ > 0, existe
§ > 0 tal que si ||z||,||y|| < 1y ||z — y|| > e, entonces || ZFL|| <1 4.

Proposiciéon 58 Sea X un espacio de Banach. Si X es uniformemente convexo,
entonces X tiene estructura normal.

Demostracién Supongamos que X no tiene estructura normal. Entonces existe
S C X acotado, convexo, diametral y con didmetro positivo. Sean x,y € S con
x # y y definamos u = %"y Tomemos € = % > 0. Como u es diametral,

existe una sucesién (u,) en S tal que

limy, o0 ||, — u|| = diam(S).
Para cada n € N definamos v, = z2ts vy wy = dlyﬁu("s) Ast, [|va], |wa]] <1
Y |lvn —wy|| = ||ﬁz(’s)|| = 2e¢ > e. Por otra parte,
lim,, o0 ||vn+2wn || = limy, 00 ||le::(7fg) I|=1

Por lo tanto X no es uniformemente convexo. H.
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Capitulo 4

Los Teoremas de Brouwer y
de Schauder

Como ya mencionamos en el prélogo, en 1912 Brouwer probé su teorema
de punto fijo para el cuadrado, para la bola, y posteriormente para sus contra-
partes de n-dimensiones. Mds tarde, en 1930 Schauder extendié dicho teorema
a subconjuntos convexos y compactos de espacios de Banach.

En este capitulo enunciaremos y probaremos los teoremas de Brouwer y
Schauder. Para ello nos introduciremos brevemente a la teoria del grado, la
cual resultard de gran utilidad.

4.1 Teoria del grado en R”

En esta seccién nos interesa estudiar ecuaciones de la forma f(z) = y, donde
f:Q CR® - R” es una funcién continua, 2 C R™ es abierto y acotado y y
es un punto en R™. Primero que nada queremos saber cuando una tal ecuacion
tiene una solucién, y si la tiene, queremos saber si es Unica o no. También nos
interesa saber de qué manera estdn distribuidas las soluciones en 2, si las hay.
Una vez que tenemos informacién sobre una ecuaciéon en particular, queremos
también saber si las soluciones se mantienen o cambian drasticamente si cam-
biamos f y y de “cierta” forma.

Estos problemas, debido a su generalidad, son bastante complicados. Para
tener mas herramientas a la mano, en particular la compacidad en R™, supon-
dremos también que f estd definida en Q. Por otra parte, esta nueva suposicién
abre la posibilidad de tener soluciones de la ecuacién f(z) =y en Q\Q = 90
(la dltima igualdad de conjuntos se cumple pues  es abierto). Para evitar
esto ultimo y asegurar que, de existir, las soluciones de la ecuacién f(x) =y se
encuentran en {2, supondremos ademéds que y ¢ f(99).

Para resolver los problemas anteriores nos gustaria contar con una funcién d
que asigne a la terna (f,€,y) un entero que represente el nimero de soluciones
en ) de la ecuacién f(x) = y. Supongamos por un momento que tal funcién d
existe. Si I:Q — Q es la funcién identidad y y € Q, entonces la funcién d debe
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de cumplir que
(d1) d(1,2,y) = 1.

Respecto a la distribucién de las soluciones, si {21 y {22 son subconjuntos
abiertos y ajenos de Q tales que y ¢ f(Q\(£2:U€2)), entonces 02; C O\ (21U0Q,),
de donde y ¢ R™\ f(09;),j = 1,2. Asi, la funcién d debe de cumplir que

(d2) d(f,Q,y) = d(f7017y) + d(f’ QQ’y)'

Finalmente, si la ecuacién f(z) = y tiene una solucién y podemos deformar
”continuamente” la funcién f a una funcién g de manera que en ningin paso
de la deformacion se obtengan soluciones en la frontera de €2, nos gustaria que
la funcién d cumpla la siguiente condicién.

(d3) d(f,Q,y) = d(g,2y).

Como veremos en las préximas secciones, existe una tnica funcién

d:{(f,Q,y) : Q C R" abierto y acotado, f : 2 — R" continua,
y € R"\f(00)} — Z,

llamada el grado topoldgico o el grado de Brouwer o simplemente el grado
(en R™) que cumple las condiciones (d1), (d2) y (d3). Ademés, bajo ciertas
condiciones, d(f,(2,y) representa el nimero de soluciones en  de la ecuacién

flz)=y.

Como comentamos anteriormente, el grado topoldgico nos serda de bastante
utilidad para demostrar el teorema de Brouwer, que es uno de los teoremas més
importantes que veremos en este capitulo, y como ya se menciond, es uno de los
pilares de la teoria del punto fijo. La mayoria de los resultados de esta secciéon
pueden ser encontrados en [1].

Una de las primeras personas en estudiar la teoria del grado en R™ de ma-
nera puramente analitica fue Mitio Nagumo en 1950 (véase [8]). En esta tesis
estudiaremos la teoria del grado en R™ desde este mismo enfoque.

De aqui en adelante, a menos que se indique lo contrario, €2 serd un subcon-
junto no vacio, abierto y acotado de R”.

La siguiente definicién la usaremos a lo largo de este capitulo.

Definicién 59 Sean f € C1(Q) y € Q. Diremos que x es un punto critico
de f si Jg(x) = 0. Definimos también S¢(Q) = {& € Q : Js(z) = 0}, y lo
denotaremos por Sy cuando € sea claro por el contexto. Ademds, diremos que
un punto y € R™ es un valor regular de f : Q@ — R™ si f~1(y) N Sp() =0y
valor singular de otra manera.

De la definicién anterior notemos que y es un valor regular de f si y sélo si

y € f(Sp()°.
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4.1.1 Unicidad del grado en R"

En esta seccion y en la proxima probaremos que existe una tnica funcién

d:{(f,Q,y) : Q C R" abierto y acotado, f : 2 — R" continua,
y € RM\f(ON)} — Z,

que satisface las propiedades siguientes,

(d1) d(I,9,y) = 1, para toda y € €, donde I es la funcién identidad en Q.

(d2) d(f,Q,y) = d(f,Q,y) +d(f,Qa,y) para Qy,Qy C Q abiertos y
disjuntos tales que y ¢ f(Q\(Q1 U Qa)).

(d3) d(h(t,-),Q,y(t)) es independiente de ¢ € [0,1], donde h : [0, 1]xQ — R"®
y v :[0,1] = R™ son continuas y y(t) ¢ h(t,0Q), para todo t € [0, 1].

Como comentamos anteriormente, la funcién que satisface estas propiedades
es conocida como el grado topoldgico o el grado de Brouwer o simplemente el
grado (en R™). Al valor d(f,,y) le llamaremos el grado de f respecto a Q y y.

En esta secciéon supondremos que el grado existe y nos dedicaremos a pro-
bar su unicidad, para lo cual procederemos por etapas. Primero se mostrara
que para probar la unicidad del grado para funciones en C(f), es suficiente la
unicidad del grado para funciones en C~ (). Posteriormente se mostrars que
nos basta la unicidad del grado para funciones en 600((2) y valores regulares y
finalmente que sélo requerimos la unicidad del grado para funciones lineales y
valores regulares. Al final de la seccién se probara que, efectivamente, el grado

es unico. En la proxima seccion se probara la existencia del grado.
Comenzaremos con el siguiente lema.

Lema 60 Dada o > 0 definamos ¢, : R® — R de la manera siguiente. Para
a = 1 definimos

1 .
cexp(— ) szl <1,
aw={ si e > 1,

donde ¢ € R es tal que [,, ¢1(x)dr =1,y para o > 0 definimos

Po(r) = a "1 (z/).

Entonces, para todo a > 0, ¢, € C°°(R") y tiene soporte en B,. M4s atn,

/n Yolz)ds = 1.

Demostracién Probaremos primero que ¢, € C*(R"™), para lo cual basta
probar que la funcién ¢, es de clase C*°. Notemos que ¢1(z) = cf(1 — [|z|[?),
donde f : R — R es la funcién definida por f(t) = exp(—1/t),sit > 0y f(t) =0,
sit < 0. Asi, para probar que ¢ es clase C'*° basta mostrar que f es clase C'*.
Notemos que para x # 0 las derivadas de cualquier orden de f existen en x, ya
que f es constante en (—o0,0). Por otro lado, como —1/t es de clase C*° en
(0,00) y la funcién exponencial es de clase C* en R, por la regla de la cadena
se tiene que f es de clase C en (0,00). Por lo que resta probar que existen
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las derivadas de cualquier orden de f en 0. Para ello, primero probaremos por
induccién que si t € (0,00), () esta dada por

FE() = pr(1/t) exp(=1/1),
para algin polinomio pi. Para k = 1 se tiene que
f'(t) = pr(1/t) exp(=1/1),

donde p;(t) = t?. Supongamos ahora que f*)(t) = pi(1/t) exp(—1/t) para
algin polinomio pi. Puesto que

FOHD (t) = PO exp(—1/1),
obtenemos que f**1(t) = ppy1(1/t) exp(—1/t), donde
Prr1(t) = (pr(t) — PL(6)2,

que es lo que buscdbamos. Notemos también que, como la funcién exponencial
crece mas rapido que cualquier polinomio, lim;_,o+ f (k)(t) = 0. Ademas es claro
que lim,_,q- ) (t) = 0. Usaremos estos hechos méas adelante.

Nuevamente por medio de inducciéon probaremos que las derivadas de f de
cualquier orden en 0 existen y son todas 0. Como caso base veremos que f'(0)
existe y f/(0) = 0. Notemos que

. ()= fO) . f(h)
hlg](r)h h B hlgng “h
. exp(=1/h)
B hlgng h
=0
IO
h—0— h ’

ya que la funcién exponencial crece méas rdpido que cualquier polinomio. Por
lo tanto, f'(0) existe y f'(0) = 0. Supongamos ahora que f*)(0) existe y
f®)(0) = 0. Calculemos nuevamente las derivadas laterales. Anteriormente
vimos que f)(z) = 0si 2 € (—00,0) y £ (x) — 0 cuando x — 0. Asf,

IOEIGIC NN ACID)

li =
e h hoot R
o pe(/B) exp(-1/h)
h—0t h
_ o pe(/R)
= i 2GE oot
-0
L fPm) - 9
h—0— h ’

va que la funcién exponencial crece més rapido que cualquier polinomio. Por lo
tanto, f+1(0) existe y fT1(0) = 0, que es lo que querfamos demostrar. Por
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lo tanto, la funcién f es de clase C*°.

A continuacién veremos que fR" @o(z)dr =1y B, es el soporte de ¢, para
toda a > 0. Para ver que B, es el soporte de ©Yq recordemos que @, () =
a "1 (z/a) para todo x € R™ y o > 0. Asi,

Pa (x) =0
si y sélo si
a”"pi(z/a) =0,

lo cual por la definicién de ¢; ocurre si y sdlo si ||z/al[ > 1, lo cual ocurre si y
s6lo si ||z[| > a. Por lo tanto, el soporte de ¢, es B,. Por otro lado, notemos
que, como B, es el soporte de ¢,

/n Yalz)dz :/B vo(z)dx

-/ o1 () da.

Por el teorema de cambio de variable con g : R — R" definida como g(x) = ax
se tiene que

/ of”gol(x/a)dm:/B a "o (z). a"dx

e 1

:/B p1(x)dx
1. 1

Por lo tanto [, ¢o(z)dz =1. R
A las funciones del lema anterior se les comoce como funciones “suavizantes”.

Proposicién 61 Sean K C R"™ compacto, f € C(K) y € > 0. Entonces existe
una funcién g € C*°(R"™) tal que ||f(z) — g(z)|| < e en K.

Demostracion Por la proposicién 8 existe una extension continua f a R™ de
la funcién f. Definamos ahora

fa(x) = - f(&)palz —€)dE,

para x € R™ y a > 0, donde las ¢, son las funciones suavizantes del lema
anterior. Notemos que como las funciones suavizantes ¢, son de clase C*°
para todo a > 0, entonces f, también es de clase C°° para toda a > 0. A
continuaciéon veremos que f, — f uniformemente en K cuando o — 0. Para
ello, notemos que, si a > 0,

falz) = f(@) = | f()palf — ) — f(2)palf — x)dE

R™

- / (F(&) — F())pal€ — x)de.
Ba(x)
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Luego, puesto que f es uniformemente continua en K, dado £ > 0 existe og > 0
tal que para todo 2z € K, 0 < a < aq se tiene que ||f(z) — f(y)|| < ¢ si
llz — y|| < @, de donde

et

||fa(x)—f(ff)\|§/ )Ilf(f)—f(x)\lsoa(f—w)df

=E£.

Asi, concluimos que, como f es una extensién de f, f, — f uniformemente en
K. Por lo tanto g = f, satisface lo deseado para « suficientemente pequena.

Antes de continuar veamos la siguiente definicion.

Definicién 62 Sean X y Y espacios normadosy f : X — Y continua y acotada.
Definimos la norma de f, || f||c como

flloc = sup [f(2)]].
reX

Proposicién 63 La unicidad del grado para funciones en C™(Q) implica la
unicidad del grado para funciones en C().

Demostracion Supongamos que el grado es Unico para funciones en C™. Sea
d' una funcién que cumple (d1), (d2) y (d3). Consideremos una funcién f €
C(Q), y ¢ f(09) y definamos a = d(y, £(92)) > 0. Por la proposicién anterior,
existe g € C (Q) tal que ||f —g|oo < . Notemos que la funcién h : [0,1] x Q —
R™ definida como h(t,z) = (1 —t)f(z) + tg(x) es continua. Si z € I, se tiene
que ||f(x) — y|| > a, de donde

At x) — yll = [[(1 = ) f(x) + tg(x) — yll
2 [|f (@) = yll = tllf(z) — g(@)]|
Za—|[f—9lle
> 0.

Asf, por (d3) se tiene que d(f,Q,y) = d(g,Qy) y d'(f,Q,y) = d'(g,2,y).
Entonces por la unicidad del grado en c~ () se tiene que

d(f,(Ly) = d(g,Q7y) = dl(.g,Q’y) = d,(f»Q7y)
De la arbitrariedad de f y y se concluye que d =d’. B

Como mencionamos anteriormente, nos basta probar la unicidad del grado
-~ z z z .
en C () con valores regulares y ¢ f(99). Este serd nuestro préximo paso.

Proposicién 64 Sean f € ' () y y ¢ f(02) un valor regular de f. Entonces
el conjunto de soluciones de la ecuacién y = f(z) es finito.

Demostracion Supongamos que el conjunto de soluciones de la ecuacién y =
f(z) es infinito. Sea (x,)22; una sucesién de soluciones distintas de la ecuacién
y = f(z). Como (2 es compacto, entonces (r,,)5°; tiene una subsucesién con-
vergente (xnk)kzl, digamos a zg € Q. Puesto que f es continua, entonces xg
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también es solucién de la ecuacién y = f(z). Notemos que zo ¢ 90, ya que
y ¢ f(09). Entonces xg € Q. Como y es un valor regular, por definicién
Y y)NSs(Q) =0,y asi zg ¢ S¢(Q), por lo cual J¢(zq) # 0. Por el teorema de
la funcién inversa existe una vecindad Uy de xg tal que f es un homeomorfismo
entre Uy y una vecindad de y, lo cual es una contradiccion, pues xg es el limite
de una sucesién de soluciones distintas de la ecuacién y = f(z). B

La siguiente proposicién implicara que si f € C1(Q), entonces toda bola
abierta de R™ contiene valores regulares de f.

Teorema 65 (de Sard) Sean 2 C R™ abierto y f € C'(Q2). Entonces
tn(f(S¢)) =0, donde p,, denota la medida n-dimensional de Lebesgue.

Demostracién Como €2 C R™ es abierto, puede ser escrito como una unién nu-
merable de cubos abiertos, digamos, 2 = U;c1@Q);, los cuales ademéas pueden ser
elegidos de manera que @; C . Asi, es suficiente probar que u, (f(S¢(Q))) =0
para un cubo abierto @ tal que @ C ©Q, ya que f(S;(Q)) = Uier f(SF(Q:)).
Sean pues () un cubo abierto contenido en 2 tal que su cerradura estd con-
tenida en Q y o la longitud lateral de ). Por la continuidad uniforme de f’ en
Q, dado ¢ > 0 existe m € N tal que ||f/(z) — f/(Z)|| <  para todo z,Z € Q con
[|lz — z|| < v/no/m. Ademds, podemos tomar m € N tal que /ng/m < g. Sea
§ = /no/m. Notemos que

f@) = f@ — F'@) (@ ~7) = [ (f'@+ (e~ 7)) - ['@)(z - D)dt.

Asi, usando la desigualdad del tridngulo para integrales obtenemos que para
toda z,T € Q con ||z — || < 4,

1 () — 7@~ <x—x||<H/ P+ ile ~ ) - /') o - 7|
g/o IS @+t =) = @) - |l — 7]t

<el|lz — 7|

Puesto que g es la longitud lateral de @, podemos descomponer a Q en Q*, ..., Q™"
cubos de longitud lateral o/m. El didmetro de cada Q* es entonces §. Por la
desigualdad anterior para x, T € Q" se tiene que

f(@) = f@) + f'(@)(z — 7) + R(z,7), (4.1)
donde ||R(z,Z)|| < &§. Ahora notemos que si Q¥ N Sy = ) para todo k €
{1,...,m™}, habremos acabado, por lo que supondremos que Q* N St # 0 para
algin k € {1,..,m"}. Sea T € Q¥ N Sy. Definamos 4 = f/(7), @k =QF—-7y
gly) = f(T+y)— f(T) paray € Q*. Entonces por (4.1) tenemos que

9(y) = Ay + R(y) (4.2)
con R(y) = R@+y,7) y ||Ry)|| = |R(T + y,7)|| < &b en Q*. Ahora, como
T € Sy, se tiene que det A = 0, de donde A(Q¥) estd contenido en un subespacio
n — 1-dimensional de R™. Asi, existe un vector b' € R™ tal que ||b!|| = 1y
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(2,b') = > | z;b} = 0 para todo z € A(Q"). Sea y € Q*. Extendiendo {bll} a
una base ortonormal {b,...,b"} de R™, se tiene que g(y) = Y i, (g(y),b)b’, y
por la ecuacién (4.2) se tiene que

|(9(9),b1)] = |(R(y), b")| < [|R()| - [1b"]] < b (4.3)
y como y,0 € Q% y diam(QF) = §, se tiene que ||y|| < 4, de donde

[(9(y),b)| < AL - llyl] + [ R)I] < [|A]l6 + 6, (4.4)
para i = 2,...,n, donde ||A|| = ||(as;)|| = (szzl a?j)%. Entonces, por (4.3)

y (4.4) se tiene que f(QF) = f(T) + g(QF) estd contenido en una n-caja Jj
alrededor de f(Z) de manera que

pn(Ji) = (2(||Al0 +6))" 7" - 266 = 2"(||A]| + )"~ "eb™. (4.5)

Notemos que @ es un compacto, por lo que f’ estd acotada en @, por, _digamos,
¢ > 0. En particular se tiene que ||A|| < ¢, ya que A = f/(T) y T € Q, por lo
cual de (4.5) se tiene que

pn (Ji) < 2% (e + )" Ledn.

Como
f(55(Q)) C Uniquns; @0 (Qk N Sr(Q))
C Uk:uns; (@20 (Qr)
C Ur:Quns;(@#0Jk
y

Z Mn(Jk) <m". 2”(C+E)n_1€5n _ 2”(0—&-5)’”_1(\/7;@)”5,
k:QrNSy(Q)#0

por la arbitrariedad de € > 0, f(S¢(Q)) tiene medida cero. W

Corolario 66 Si f € C'(Q), entonces toda bola abierta en R™ contiene valores
regulares de f.

Demostracién Sea B una bola abierta en R”. Como p,,(B) > 0y pn f(Sf) =0,
existe y € BN f(Sf)°. Asiy € By y es un valor regular de f (recordemos que
f(S§)¢ es el conjunto de valores regulares de f). W

A continuacién veremos que dada f € C(Q) y y ¢ f(09), entonces existe
una vecindad de y en la cual d(f,2,-) es constante.

Proposicién 67 Sean f € C(Q) y y ¢ f(99). Entonces existe o > 0 tal que
d(f, Q1) = d(f,Q,y) para todo y; € Ba(y).

Demostracién Definamos a = d(y, f(92)). Es claro que B, (y) N f(9Q) = 0,

por lo cual, si 413 € B,(y), por la propiedad (d3) utilizando h(t,z) = f(z) y
y(t) =ty + (1 — t)y1 obtenemos que
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d(fa Qv yl) = d(fv Qa y)
para todo y; € B,(y). B

Del corolario 66 y de la proposiciéon 67 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 68 Sean f € C1(Q) y y ¢ f(092). Entonces existe y' valor regular
de f tal que

a(f,Q,y) = d(f, 0 y").
Demostracion Por la proposicién 67, existe o > 0 tal que

d(fa Q7y1) - d(f7 Qay) para todo Y1 € Ba(y)

Por otra parte, por el corolario 66 sabemos que B, (y) contiene valores regulares
de f. A

De la proposicién 63 y del corolario 68 resulta que para probar la unicidad
del grado es suficiente probar la unicidad del grado para funciones en C" ()
y valores regulares, por lo que de ahora en adelante, salvo que se indique lo
contrario, supondremos que f € C~ (Q) y y & f(OQ) U f(S;) = f(IQU Sy).

Proposicién 69 Sean f € C (Q) yy ¢ f(02US). Entonces podemos escribir
el grado de f en y como

k

d(f,9Q,y) = d(f,Usy),

i=1

donde las U; son vecindades disjuntas de las preimagenes de y, y Z =0.
0
Demostracién Usando (d2) con ; = Qy Qo = () se tiene que

d(faQ7y) = d(fvglay) + d(fa Qg,y)
=d(f,Q,y) +d(f,0,y),

de donde d(f, 0,y) = 0. Por otro lado, si £ es un subconjunto abierto de Q) tal
que y € f(Q\Q1) y Q2 = 0, entonces nuevamente por (d2) se tiene que

d(f,Q,y) = d(faﬂlay) + d(fa QQ;y)

=d(f,,y) +0. (46)

Recordemos que como y es un valor regular, entonces por la proposiciéon 64
f~1(y) es finito. Si f~1(y) = 0, al tomar ©; = @ en (4.6), se tiene que
d(f,Q,y) = d(f,0,y) = 0. En caso de que f~!(y) = {=!, 2%, ...,2*}, podemos
escoger vecindades disjuntas U; de z° y, nuevamente de (d2), obtenemos

k

i=1
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A continuacién probaremos que podemos expresar cada d(f,U;,y) de la
proposicién anterior como

d(f7 Uia y) = d(f/(ﬂil), BT,O),

donde r > 0 es arbitrario, y en consecuencia, para probar la unicidad del grado
serd suficiente probar que d(A, B,.,0) se obtiene de manera tnica si A es una
funcién lineal con detrerminante no nulo.

Antes de continuar introduciremos la siguiente notacién que resulta de util-
idad cuando se comparan funciones al momento de tomar ciertos limites.

Notacién 70 (o de Landau) Sean f,g : R® — R. Decimos que g = o(f)
cuando = — p si existe r > 0 tal que f no se anula en B, (p)\{p} vy

9()

lim =—~ =0.

a=p f(x)
Proposicién 71 Sean f, U; y 2° como en la proposicién anterior. Entonces

d(f, Us,y) = d(f'(z"), B, 0),

donde r > 0 es arbitrario.

Demostracién Sea A = f'(z%) y notemos que, por el teorema de Taylor,
fx)=y+ A(x —2") + o(||z — 2'||), cuando ||z — 2'|| — 0. (4.7

Como y es un valor regular de f, se tiene que det A # 0, por lo cual A~! existe
y obtenemos que, si z € R™,

Il = A7 Az
<147 (14,
es decir, existe un ¢ > 0 tal que ||Az|| > ¢]||z||, para todo z € R™. Por lo cual si
g(t) =ty y h(t,z) = tf(z) + (1 — t)A(z — 2*), por (4.7) se tiene que
1h(t,2) = 5(t)l| = [JA(z — 2') +t - o(| |z — 2" ||
2 clle — '] — of[|lz — 2'[])
>0,

para todo t € [0,1] y ||z — || < & con § > 0 suficientemente pequefio. Entonces
y(t) ¢ h(t,09), y en consecuencia, por (d3) se tiene que

d(f, Bs(z"),y) = d(A — Ax", Bs(z"),0). (4.8)

Como z° es la tinica solucién a Az — Az® = 0, si Bs(x') C B, para algtn r > 0,
entonces 0 ¢ (A(-) — Az?)(B,\Bs(z")). Por lo cual, por (d2) resulta que

d(A — Az, Bs(2"),0) = d(A — A", B,.,0). (4.9)

Por otra parte, podemos suponer que § > 0 también cumple que Bs(x?) C U;, y
puesto que z* es la unica solucién en U; de la ecuacién f(z) = y, entonces por
(d2) obtenemos que
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Luego, si definimos h(t, z) = Az — tAz’, se tiene que h(t,z) # 0 en [0,1] x 0B,
de donde (d3) y las ecuaciones (4.10), (4.8) y (4.9) implican que

d(f, Ui, y) = d(f'(z"), By,0).

Finalmente, por (d2), » > 0 puede ser arbitrario. B

Como comentamos anteriormente, para probar la unicidad del grado, lo inico
que resta probar es que el grado es unico para funciones lineales con determi-
nante no nulo, lo que demostraremos viendo que, si A es una transformacién
lineal con det A # 0, entonces

d(A, B,,0) = Sgn(det A).

Para probar lo mencionado, utilizaremos un par de resultados de algebra lineal.
La siguiente definicién y proposcién pueden ser consultados en [10]

Definiciéon 72 Si A es una matriz de n X n con entradas en un campo K, su
polinomio caracteristico es

Py(x) = det(z] — A),

donde I es la matriz identidad de n x n.

Proposicién 73 Sean A = [a;;] una matriz de n x n con entradas en un campo
K,y Pa(z) =[], (z — o;) su polinomio caracteristico. Entonces

i=1

tr(A) = Zai y det(4) = Hai.

Proposiciéon 74 Sean A una matriz real con det A # 0, Aq,..., Ay, los val-
ores propios negativos de A y ay,...,a,, sus multiplicidades como ceros de
det(A — AI), suponiendo que tiene dichos valores propios. Entonces R™ es la
suma directa de dos subespacios, N y M, tales que,

(a) N y M son invariantes bajo A.
(b) A|N tiene sélo los valores propios A1, ..., Am ¥ A‘M no tiene valores
propios negativos.

(c) dim(N) = ay.
k=1

Antes de continuar enunciaremos la definicién de homotopia, que nos serd
de utilidad en la proposicién siguiente.

Definicién 75 Sean X,Y espacios topoldgicos y f,g : X — Y funciones
continuas. Decimos que f es homotdpica a g si existe una funcién continua
F:X x[0,1] = Y tal que F(z,0) = f(z) y F(z,1) = g(x). A una funcién F
que satisface lo anterior se le llama homotopia.

Proposiciéon 76 Si A : R® — R™ es una transformacién lineal invertible y
r > 0, entonces
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d(A, B,,0) = Sgn(det(A)).

Demostracién Sean Aq, ...\, los valores propios negativos de A y aq, ..., am,
sus multiplicidades como ceros de det(A — AI), suponiendo que tiene dichos
valores propios. Sean N y M como en la proposicién anterior. Expresemos

det(A — ) IO =20 T = w)?
k=1 j=m+1
Entonces si a = Zak = dim(N),
k=1

det A = H|/\k|a’“ H ;.

Jj=m+1

Notemos que como A es una transformacién lineal real, si 4t = a4 b es un valor
propio de A con b # 0, entonces & = a — ib también es valor propio de A, y
upi = a? + b% > 0. Por lo tanto

ﬁ g’ > 0.

j=m+1

Asi, como |Ag| > 0 para k € {1,..,m}, Sgn(det A) = (—1)®. Puesto que
det(A — A) =0 siy s6lo si A es un valor propio de A, entonces se tiene que

det(tA+ (1 —)I) =0

si y solo si ( Y <0 es un valor propio de A. Por lo tanto, si A no tiene valores
propios negatwos se tiene que det(tA+ (1 —¢)I) # 0 en [0, 1]. Entonces si A no
tiene valores propios negativos, usando h(t,xz) = tAz + (1 — t)x, obtenemos que
0 ¢ h(t,0B,) y en consecuencia de (d3) y de (d1) obtenemos que

d(A, B,,0) =d(I,B,,0) = 1= Sgn(det A).

Supongamos ahora que A tiene valores propios negativos, es decir, considerare-
mos el caso en que N # {0}. Denotemos por  a B,. Examinaremos este caso
a través de tres pasos.

Paso 1 Supongamos que a« = dim N es par, digamos que a = 2p. Como
R™ = N @ M, todo z € R” tiene una unica expresion como z = Piz + Pz,
con Prx € Ny Pobx € M,donde P, : R*" - N Po=1—P; : R® — M son
proyecciones lineales. Por la proposicién 74, podemos descomponer la matriz
A como A = AP, + AP, ya que A(N) C Ny A(M) C M. Probaremos que
h(t,z) = tAx + (1 — t)(—=Pix + Pax) # 0 en [0,1] x 9Q. Tomemos (t,z) €
[0,1] x 9. Notemos que h(0,z) = 0 implica que Pyx = Psz, de donde Pix =
Pyz € NN M = {0}, por lo cual x = 0. Por otro lado, si h(¢,z) =0 con ¢ # 0,
entonces

APiz=t"'(1-t)Plx e Ny APyx = —t7 (1 —t)Pyz € M.
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Por (b) de la proposicién anterior se tiene que AP; sélo tiene valores propios
negativos, de donde AP;x no puede ser un multiplo positivo de Pyx. Por otro
lado, AP; sélo tiene valores propios positivos, de donde AP»z no puede ser un
miltiplo negativo de Pz, en consecuencia Pix = Pox = 0, lo cual implica que
x = 0. Por lo tanto, h(t,z) # 0 en [0, 1] x 9, de donde (d3) implica

d(A,Q,0) =d(—P; + P»,9Q,0). (4.11)
Consideremos la matriz
B 0 1
-1 0 )
y notemos que B2=_] , donde I es la matriz identidad. Definamos a B como

la matriz de a X @ que tiene p veces la matriz B en su diagonal y 0 en los demas
registros. Entonces B2 = —I|y. Definamos h;(t,z) homotopfa de —P; + P> a
BP; + P, como

hi (t, J)) = t(BP1$ + PQJ,‘) + (1 — t)(—Pla: + PQJ,‘).
Veremos que 0 ¢ hi([0,1],09). Sea (t,z) € [0,1] x 9Q. Notemos que, en
términos de sus componentes, hi(t,2) = 0 si y sélo si

t(BPiz)+ (1 —t)(—Pix) =0y Pyx =0, (4.12)

ya que Py y P, son proyecciones en subespacios cuya interseccién es {0}. Su-
pongamos que h(t,z) = 0 con ¢t # 0. De la primera igualdad de (4.12) resulta
que

BPx = (%)Plzm

lo cual no es posible, pues B sélo tiene valores propios complejos no reales. Por
otro lado notemos que

h(0,2) = =Pz + P,z =0

siy s6lo si Pix = 0y Pexr = 0, lo cual implica que « = 0, lo cual es una
contradiccién. Asi, 0 ¢ hy(]0,1],09). Definamos ahora hs(t, 2) homotopia de
BP,+ P> al =P + P, como

ho(t,z) = tlz + (1 — t)(BPix + Pox)
Similarmente a hj, se tiene que 0 ¢ ho([0,1],09). Asi, por (d3) usando hy y
he y por (4.11),
d(Aa Q,O) = d(_Pl + P27 Q’ O)
=d(1,9,0)=1
= (=1)% = (—=1)* = Sgn(det A).
Paso 2 Supongamos ahora que @« = dim N = 2p + 1 para algin p > 0.

Entonces descompongamos N = N; @ Nz, con dimN; = 1y dim Ny = 2p,
con sus respectivas proyecciones Q1 : N = N1 y Q2 = I|N —Q1: N — Ns.

Entonces P, = élPl +©2P1, y como en el primer paso, encontramos homotopias
indicadas por “—” tales que
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A= -Pi+P— —é1P1+Bé2P1+P2 — —élpl +@2P1+P2~
Entonces, si definimos Q7 = élPl v Qo = égPl + P,, se tiene que
d(Av Qa O) = d(_Ql + QZ, Qv 0)

Notemos que Q1 y Q2 = I — @, son las proyecciones de la descomposiciéon R™ =
N1®(No@M). Aligual que en el Paso 1, z = 0 es el tinico cero de —Q1+Q2, esto
porque —Q12 + Q22 = 0 siy sélo si Qrz = Q22 € Ny N (N2 ® M) = {0} por ser
R™ suma directa de N1 y (No@®M). Por lo tanto, por (d2), podemos reemplazar
a) = Br.end(—Q1+Q2,,0) por cualquier conjunto abierto y acotado que con-
tenga a x = 0 sin cambiar d, por ejemplo, por el cilindro (B, N Ny) + ET, donde
B, = B, N (N2 @® M). Veremos ahora que el problema ha sido reducido esencial-
mente a una dimensién. Dados 2y, C N; abierto y acotado y ¢ : TM — N
continua con 0 ¢ g(9y, ), definamos d(g, A, ,0) = d((goQ1)+Q2, Uy, +B,, 0).
Asi, (d1), (d2) y (d3) implican

d1) d(I,9,,0) = 1, cuando 0 € Qy,, donde I es la funcién identidad en
QN17

672) c?(g,QNl,O) = ~(g,91,0) +c?(g,§22,0) para 1,8 C Qy, abiertos y dis-
juntos tales que 0 ¢ g(Qn, \(21 U Qs)),

y

d3) d(h(t,-),Qn,,0) es constante en [0,1], si h : [0,1] x Qn, — Ny, es con-
tinua y 0 ¢ h([0,1] x 9Qn, ),

pues, si 0 € Qu,, por (d1) se tiene que
J(Iv QN170) = d((I o Ql) +Q2, 0N, + ET? 0)

=d(Q1 + Qa2,Qn, + B,,0)
=d(I,Qn, + B,,0) = 1.

Por otra parte, por (d2),

d(g,n,,0) = d((g 0 Q1) + Q2, U, + B;,0)
=d((go Q1)+ Q2,% + B,,0) + d((g 0 Q1) + Q2,0 + B,,0) (por (d2))

= (9791u0)+d(979270)7
y por (d3),
J(h(tv : )7QN170) = d((h(t» ) o Ql) + QQ?QNl + ET,O),

que es constante en [0, 1]. Sea Qy, C N; un subconjunto abierto y acotado con
0 € Qpn,. Como

d(in + QQ} Qv O) = d(le + Q2a QNl + BT7 O)
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d(_Ql + QQ; QNl + Bf‘v O) = J(—IIN“QN“O),
tenemos que probar que
d(—I|n,,Qn,,0) = —1 = (—1)2P*1 = Sgn(det A).

Como (Jl) es el tnico célculo concreto que tenemos, es natural buscar una
funcién g y conjuntos abiertos y disjuntos Q1,2 C Qpn,, con 0 ¢ g(Qn, \ (1 U
Q5)), tales que, Eiv(g,QNl,O) =0, g|Ql es homotdpico a —I|Ql y g|92 es ho-
motépico a I|Qz, ya que de esta manera, de (d2) y (d3) se obtendra que

d(~1|y,,92n,,0) = —d(I] \ , Qn,,0) = —1.
Efectivamente, de (d2) tendremos que
0 = d(g,91,0) + d(g,92,0)
y de (d3) tendremos que

d(g,2,0) = d(~1 . ,0)

d(g,Q,0) = d(I| ,©1,0) =1
concluyendo que
d(—1|y , Qn;,0) = =d(I] y,, n;, 0) = —1.
En el siguiente paso encontraremos una funcién g y conjuntos {24,y C Qn,

para realizar el calculo anterior.

Paso final Como dimN; = 1, existe un e € R™ con |le|]| = 1 tal que
N; = {Xe: X € R}. Consideremos los subconjuntos

Ay, ={de: A e (-2,2)}, Qr={de: A€ (-2,0)} y Q2 ={Xe: X €(0,2)},
y las funciones g : Ny — Ny y h:[0,1] x Qn, — N; definidas como
g0he) = (Al = De y h(t, Ae) = £ — 2)e +e.

Notemos que h(0,Ae) = ey h(1,Ae) = g(Ae). Veremos que estos son los con-
juntos y la funcién que buscdbamos en el paso anterior.

Notemos que J(e,QNl,O) = 0, ya que la preimagen de 0 bajo la funcién
constante e es vacfa. Ademds, si e € 90y, , entonces |A| = 2, por lo que, en
este caso, h(t,z) = e # 0 en [0, 1] x 9Qy,. Notemos también que g(0) = —e #

0. Teniendo en cuenta estas observaciones, por (d3) aplicada a h y por (d2)
respectivamente se tiene que

(6 QN17 )
= d(g, 2, ,0)

= d(g7ﬂl7 ) + g(9792u0)
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Ahora notemos que g‘Ql(/\e) = —(A + 1)e tiene como 1nico cero a —e € £}y C
Qp,. Definamos hy : [0,1] x Qn, — Ni como hq(t,Ae) = —Xe — te. Como
g= —I|N1 —een )y —I|N1 — e no se anula en Qy, \Q1, usando (d2) y (d3)
con hy se tiene que

d(g,0,0) = d(~1I|y, —,,0)
=d( I|N e, n,,0)
=d( IyN,QNl, 0).

Por un argumento andlogo, definiendo s : [0, 1] x Qn, — Ny como hy(t, Ae) =
Ae — te, usando (d3) con ho obtenemos que d(g,QQ,O = d I|N1,QN1,O) 1,

de donde J(71|N1 ,Qn,,0) = —1, que es lo que querfamos probar. B

Hemos probado entonces que d(A4,Q,0) = Sgn(det(A)) para transforma-
ciones lineales invertibles, lo que, como se comenté anteriormente, era lo que
faltaba para probar la unicidad del grado, es decir, demostramos el siguiente
teorema.

Teorema 77 Sea
M = {(f,9,y) : Q@ C R™ abierto y acotado, f € C(Q) y y € R*\ f(0)}.

Entonces existe a lo mds una funcién d : M — Z con las propiedades (d1), (d2)
y (d3). Més ain, estas propiedades implican que d(A,Q,0) = Sgn(det A) para
transformaciones lineales A con det A # 0y 0 € Q.

Ya probamos la unicidad del grado en R", pero eso de poco nos sirve sin
saber que dicha funcién existe. Eso es lo que probaremos en la siguiente seccién.

4.1.2 Existencia del grado en R"

En la seccién anterior vimos que a lo mas existe una funcién d que cumple
(d1), (d2) y (d3), restringiéndonos al caso més simple, siendo este el grado
para funciones lineales. Ademds, vimos cémo calcular el grado para funciones
lineales invertibles. Comencemos ahora con la siguiente definicién, la cual esta
motivada por los resultados obtenidos en la seccién anterior, en particular por
las proposiciones 69, 71 y 76.

Definicién 78 Sean 2 C R™ abierto y acotado, f € ¢ (Q) yy € R™\ f(OQUSY).
Entonces definimos

a(f,Q,y) Z Sgan (4.13)

zef-1

donde Z =0.

0
Algo que podria parecer problemético sobre la definicién anterior es el re-
querir que y ¢ f(Sf), es decir que y sea un valor regular de f. En la seccién
anterior probamos que el conjunto f(S) tiene medida cero, y en consecuencia
es irrelevante para fines de integracién, por lo que, para eliminar la hipétesis de
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que y es un valor regular de f, reemplazaremos ) Sgn.Jy(x) por una integral
mas manejable.

Proposicién 79 Sean f, Q y y como en la definicién anterior y (¢¢)eso las fun-

ciones suavizantes introducidas en la seccién anterior. Entonces existe
g0 = ¢eo(y, f) > 0 tal que
A7) = | eelfle) =)o), (4.14)
Q

para 0 < € < gg.

Demostracién Por la proposicién 64 sabemos que f~1(y) es un conjunto finito.
Notemos que si f~1(y) = (), entonces para € Q y € > 0 suficientemente

pequertio se tiene que H@ | > 1, de donde . (f(z)—y) = 0, y en consecuen-
cia se cumple (4.14). Veamos entonces el caso en que f~1(y) = {z!,...,2™}.
Puesto que y es como en la definicién anterior, por el teorema de la funcién
inversa, existen bolas disjuntas B,(z") tales que f | B, (ai) ©5 U0 homeomorfismo

sobre una vecindad V; de y. Por otra parte, como f € C1(2), entonces Jy es con-
tinuo en €2, por lo cual podemos suponer también que SgnJs(z) = SgnJys(z*)
en By(z'). Sean B,.(y) C N",V; y U; = B,(z") N f~(B,(y)). Entonces
|| f(z)—y|| > ren Q\U™,U;, dedonde e < ryx ¢ U2, U; implica H@H > 1.
Luego, si ¢ ¢ U™ U; y € < r, se tiene que ¢-(f(z) —y) = 0. En consecuencia,
si € < r se tiene que

m

/Q oo (f () — ) Ip(@)dz =S / oo (f(2) - y) 5 (2)de

i=1 Ui
m

Por otra parte, puesto que
Ui = (flg, @) " (Br(y))

y f|BQ(zi) homeomorfismo sobre V;, entonces f(U;) = B, (y). Asi, f(U;)—y = B,

y ademds Jy(z) = Jy_,(x), por lo que el teorema de cambio de variable implica
que

/ e (F(@) — )| gy (@)]da = / pe(x)de = 1,
U; B,

para ¢ < 7. (Notemos que como ¢ < 7, entonces sop(¢.) C B, C B,). De lo
anterior se sigue el resultado con ¢g = 5. W

El siguiente paso es eliminar en la definicién 78 la hipétesis de que y ¢ f(Sy).
Supongamos que f € 52(9) vy ¢ f(99), no necesariamente un valor regular
de f. Sea a = d(y, f(09)) y supongamos que y*,y? € B,(y) son dos valores
regulares de f. Tales valores regulares de f existen por el corolario 66. Ademés
sea & = a — max{||y’ —y|| : i = 1,2}. Por la proposicién anterior podemos
encontrar € < J tal que

A(f,Q,y) = / oo (f(2) — )T (x)de, (4.15)
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para i = 1,2. Mas adelante probaremos que estas integrales son iguales, lo cual
justifica la siguiente definicion.

Definicién 80 Sean Q2 C R" abierto y acotado, f € C(Q) vy ¢ f(99).
Definimos

d(f,Qy) = d(f,Qyh),

donde y! es cualquier valor regular de f tal que |[y* — y|| < d(y, f(OQ)) ¥y
d(f,Q,y') esta dado por la definicién 78.

Tenemos todo listo para probar que las integrales de (4.15) son iguales y en
consecuencia para probar el siguiente lema.

Lema 81 Sean f € 62(9) yy ¢ f(O2). Sea o = d(y, f(02)). Entonces

d(fagvyl) = d(fagvyZ)

para todo par y*, y? de valores regulares de f en B,(y).

Demostraciéon Para x € R" definamos
1
wiw) = | [ pele =t 41068 - at] 6 - 7).
0
Notemos que si o(t) =z — y* + t(y' — y?), entonces
Foc(w—y' + " —y?) =D () (¥ — v
i=1

Por lo tanto,

de donde por el teorema fundamental del calculo,
div(w(x)) = p-(x — y*) — pe(z — y'). (4.16)
Recordemos que sopp. = Be, por lo cual, si ||z — (y* —t(y' —y?))|| > ¢, entonces

w(z) = 0, de donde sop(w) C B,(y), donde r = a — (6 — €). Esto en particular
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implica que f(9Q) N sop(w) = . Ahora probaremos que esto tltimo implica la
existencia de una funcién v € C1(R") tal que sop(v) C Qy

(@=(f(2) = y*) = pe(f(x) — y"))Jy(z) = div(v(z)) en Q, (4.17)

de lo cual se seguird el resultado, pues si @ = [—a, a]™ es un hipercubo tal que
Q) C @, se tendra que

d(f,Q.y°) — d(f. Q%) = /Q divv(z)dz

/divv( )dx
— Z/ / ( 67}2 )dxldxlldxlﬂdxn
—a —a —a 81‘1

’

pues QNIQ = 0 y sop(v) C Q. Para mostrar la existencia de la funcion
v, definamos su i-ésima componente como v;(z) = 37, w;(f(x))di;(x) en Q
(donde wj es la j-ésima componente de w y d;; es como en la proposicién 19) y
vi(x) =0 en R™M\Q, para i = 1,...,n. Como sop(w) C B,(y) C Ba(y), entonces
v(z) =0, si x € 9N. Asi sop(v) C Q. Ademds, por regla de la cadena tenemos

que

I
Ms

81U1($) w4 (f( (9 dz] + Zdw ( )))

<.
Il
—

(4.18)

Il

w; (f(x))didij (x Zdu 2)Ohw; (f(2))0; fu(@).

J,k=1

<
I
—

Notemos que Y ., di;j(2)8; fy(x) = J¢(z), cuando j = k, ya que es precisamente
la definicién del determinante por cofactores de la matriz jacobiana. Por otro
lado, si j # k, >, dij(x)0; fx(x) resulta ser el determinante de la matriz que
se obtiene de Jy(x) al sustituir el j-ésimo renglén por el k-ésimo renglén. Como
los renglones j y k tal matriz son iguales, entonces su determinante es cero. Por
lo tanto,

Zdij(x)aifk(»"ﬂ) = Gy (z), (4.19)

donde §;, es la delta de Kronecker. Asi, por (4.18), por (4.19) y por la proposicién
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19 se tiene que

divv(x) = Z divi()
_Z Zd” 8kw] 8fk +Zzw3 6dw( )

lekl i=1 j=1

= Z 3kw] ]ka —|—ZZwJ 8du( )

k,j=1 j=11i=1

= [ X 0wn(F@))]J5 (@) + Y wy(F(@) Y dudy ()
k=1 j=1 i=1

= | 2 w7 (@)] Iy ()
k=1

= [divw(f(x))]J5(x),

lo cual por (4.16) es precisamente la igualdad (4.17). W

Como ultimo paso resta probar que el grado de la definicién 80 es el mismo
.. =2 . s
para toda funcién de clase C”(Q) suficientemente cercana a una funcién con-
tinua dada. Para este fin, usaremos un caso especial del teorema de la funcién
implicita.

Teorema 82 Sea h : R x 2 — R" continuamente diferenciable tal que
h(to,z0) = 0y Ju(te,)(®0) # 0 para algin (to,z9) € R x Q. Entonces exis-
ten un intervalo (ty — r,tp + ), una bola Bs(xo) C © y una funcién continua
x: (to —r,to + 1) = Bs(xo) tal que x(tg) = zo y z(t) es la tnica solucién en
Bs(xo) de h(t,x) = 0.

Probaremos entonces la siguiente proposicién.

Proposicién 83 Sean f € 62(9) yy & f(0). Entonces, para g € 62((2)
existe un § = §(f,y,g) > 0 tal que

d(f +tg,Qy) =d(f,Q,y) (4.20)
para |t| < 6.

Demostracién Sea g € éz(ﬂ). Supongamos primero que y es un valor regular
de f. El caso en que f~'(y) = 0 es claro, ya que dada z € Q, puesto que
limy o f(z) + tg(z) = f(x) # y, se tiene que f(z) + tg(x) # y en  para |t|
suficientemente pequetio, y en consecuencia ambos miembros de (4.20) son cero.
Supongamos ahora que f~!(y) = {z!,...,2™} y Js(2*) # 0 para i = 1,...m
Sean f; = f +tgy h(t,r) = fi(x) —y. Tenemos que h(0,2') =0y Jh(oﬁ,)(x") =
Jy(z') # 0. Por el teorema anterior, podemos encontrar un intervalo (—7;,7;),
bolas disjuntas B, (z%) en Q y funciones continuas z% : (—r;,r;) — By, (z")
tales que z'(0) = 2z’ y 2°(t) es la tnica solucién de h(t,z) en B,,(z%). Sean
r = min{ry,..,rnm}t y ¢ = min{g,...,0m}. En consecencia, si t € (—r,r) y
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definimos V' = U2, B,(x;) se tiene que

[NV ={zeQ: filz) =y}nV
={r€Q: f(z) +tg(z) =y} NV
={z€Q:h(t,z)=0}NV
= {z'(t),...,2"(t)}.

Podemos ademas escoger ¢ de manera que

SgnJ;(x) = SgnJy(z*) en B,y(a"). (4.21)

Como ||f(z) — y|| > B en Q\V para algin 3 > 0, entonces, si + € Q\V y
[t| < 8o = min{r, B||g||>L}, al notar que

1fe = flloo = [Itglloo
< Bllgllz! gl
=P
obtenemos que ||f(z) — y|| = [|ft = flloo > 0, de donde
(@) = yll = [[fe(2) — f(2) + f(z) =yl
= [|(f(z) = y) = (f(z) = fu(2))]]
> [[f (@) = yll = [lf (z) = fe(2)]]

> 0.
Por lo tanto, si |t| < 6o = min{r, B||g||='} obtenemos que f; '(y) NQ\V =0y

en consecuencia que
i) = 1), 2™ () (4.22)
Finalmente, como J¢, (x) es continua con respecto a t y , existe § < dy tal que
| s, (z) — J¢(2)| < min{|J¢(2)] : z € V} (4.23)

para [t| < § y 2 € V (notemos que como el minimo anterior se alcanza en algin
punto de V, de (4.21) se tiene que tal minimo no es cero). Entonces, si |t| < 4,
de (4.23) tenemos que

SgnJy, ((t)) = SgnJy(2'(t))
y de (4.21) resulta que
SgnJy, (2 (t)) = SgnJ;(2'(t)) = SgnJy(a*),

de donde, usando la definicién 78 y (4.22) obtenemos que d(f:, 2, y) = d(f,Q,y)
para |t| < 6.

Antes de continuar, notemos que por (4.22) y (4.21) se tiene que y ¢ f(Sy,),
si [t| < do. Asi, se ha obtenido que si y es un valor regular de f, entonces y es
un valor regular de f; si [¢| es suficientemente pequeno.
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Por 1ltimo, supongamos que y no es un valor regular de f. Escojamos
entonces un valor regular de f, digamos yo € B, /3(y), donde a = d(y, f(99)).
Por el paso anterior podemos tomar dy > 0 tal que

d(ft, 2, 90) = d(f,2,90) = d(f,,y) (4.24)

para [t| < Jp (recordemos que la ultima igualdad se da por el lema 81). Sea
§ = min{do, 1||g/|5 a}. Notemos que si z € 99,

llyo — f(@)|] = llyo —y +y — f(z)]|
> ly = f(@)I = [ly — yol|

- «
o — —
3
2c
> —.
- 3

Por otro lado, si |t < 4,

1fe = flloe = [Itglloo

1

< 3 llgll allgll

ol D wl

Asi, siz € 00y [t| < 4,

lyo = fe()ll = llyo — f (@) + f(2) = fi(@)]|
> lyo = f(@)] = [[fe(2) = f()]]

S ¢
3"
y entonces 0 < ||yo — y|| < /3 < d(yo, f:(00)). Asi, yo ¢ f1(0Q), y como yo es
un valor regular de f; para |t| < d, entonces por la definicién 80 y por (4.24) se
tiene que

d(fta Q7 y) = d(fta Qv yO)
= d(f,2,y)

para |t| <¢6. W

La proposicién anterior nos dice entonces que el grado es una funcién cons-
tante en todos los mapeos de clase 62(9) suficientemente ”cercanos” a una
funcién continua dada. En efecto, sean f € C(Q), y ¢ f(0Q) y a = d(y, f(0Q)).
Consideremos dos funciones g, § € 62(9) tales que ||g— flloo < @y [|[§— flloo <
a. Sean h(t,z) = g(x) + t(g(x) — g(z)) y ¢(t) = d(h(t,-),Q,y) para t € R. Sea
to un punto arbitrario de [0, 1]. Como h(t,x) = h(to,x) + (t — to)(g(x) — g(z)),
la proposicién anterior nos dice que p(t) es constante en una vecindad de .
Como [0, 1] es compacto y conexo, entonces existen ti,...,t, € [0,1] y vecin-
dades V1, ..., Vi, de tq, ..., t,, respectivamente tales que {V;}2, es una cubierta
de [0,1], V;N V11 # @ parai=1,...m— 1,y ©(t) es constante en cada V;. Asi
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© es constante en [0, 1], y en consecuencia, d(g,Q,y) = d(g,Q,y). Asi, podemos
dar la siguiente definicion.

Definicién 84 (El grado en R") Sean f € C(Q) y y € R"\f(09Q). Defin-

imos d(f,Q,y) = d(g9,9Q,y), donde g € éQ(Q) es cualquier funcién tal que
llg — flloo < d(y, f(O)) y d(g,Q,y) estd dada por la definicién 80.

Ahora veremos que, efectivamente, el grado construido en esta seccién cumple
las propiedades (d1) a (d3) senaladas al inicio de esta seccién.

Proposicion 85 El grado en R™ cumple con las siguientes propiedades.

(d1) d(I,9Q,y) =1, para toda y € Q, donde I es la funcién identidad en §2.

(d2) d(f,Q,y) = d(f7 Qq,y)+d(f,Qs,y) para Q,Qy C Q abiertos y disjun-
tos tales que y ¢ f(ﬁ\(Ql U Q2)).

(d3) d(h(t,-),Q,y(t)) es independiente de t € [0,1], donde h : [0,1]xQ — R"

y : [0,1] — R™ son continuas y y(t) ¢ h(t,09), para todo ¢ € [0, 1].

Demostraciéon (d1) Por la definicién 78 tenemos que

d(1,9,y) = Sgn(det(I))
=1.

(d2) Sean (f,€Q,y) en el domino de d y tomemos €21 y (22 subconjuntos
abiertos y disjuntos de 2 tales que y ¢ f(Q\(2; UQ3)). Tomemos N > 2 tal
que

& min{d(y, f(O)), d(y, F(922))} < d(y, /(99)).

Como O\ (2, UQy) es compacto, entonces f(Q\(2; UQy)) es compacto. Puesto
que y ¢ f(Q\(Q1 U Qy)), entonces A := d(y, f(Q\(Q UQ3))) > 0. Por la
proposicién 61 existe g € C*°(R") tal que

||f(x) ( )H <¥ mln{d(ya (an)), d(ya f(aQQ))7 )‘}a
para x € €2, asi por la definiciéon 84
d(f,,y) = d(g, 2 y).
Existe M € N tal que

27 mind(y, g(9921)), d(y, g(9Q2)) < d(y, g(o)).

Por el corolario 66 existe y' valor regular de g tal que

lly — y'|| < 2 min{d(y, g()), d(y, g(822)), A}.

Luego por la definicién 80,
d(g,,y) = d(g, 2 y").

Sabemos que dada = € 2 se tiene que || f(z)—g(z)|| < 3. Luego como |[y—y'|| <
%, resulta que

g yh) N (Q\(Q U Q) = 0. (4.25)
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Por la definicién 78, teniendo en cuenta (4.25), resulta que

d(g, %y )= Y. SgnJs(x)

z€g—1(yh)

= Z SgnJy(z) + Z SgnJs(x)
zeg~!(y!)N zeg™! (y')NQ2

+ Z SgnJy(z)

zeg~ (y)N(Q\(1UQ2))

= > SgnJp@)+ Y. Sgnls(x)

ze€g~1(yH)N z€g~1(yh)NQ2

=d(g, 0, y") +d(g, 0, y").
Six e Q CQ, entonces
17(2) = gl <« < dy, F(00)).
Luego, por la definicién 84,
d(f,Q,y) = d(g, 0, y).

Por otra parte, como ||y — y!|| < w < d(y,g(9(1))), entonces por la
definicién 80,

d(g, Q,y) = d(g, . y").
Asi,
d(f,Q,y) = d(g, Q,y) = d(g,Q,y").
Andlogamente obtenemos que
d(f,Q2,y) = d(g,Q2,y) = d(g, 22, y").
Asi,
d(f,Q,y) = d(f,,y) +d(f,Q2,y).

(d3) Probaremos primero lo siguiente.

(a) Sean f : Q — R"yy: [0,1] — R" funciones continuas tales que y(t) ¢ f(9Q)
para todo t € [0,1]. Entonces d(f,,y(t)) es independiente de t € [0, 1].

(b) Sea h : [0,1] x Q2 — R™ una funcién continua tal que y ¢ h(t,0) para todo
t € [0,1]. Entonces d(h(t,-),,y) es independiente de ¢ € [0, 1].

Probaremos primero (a). Dada t € [0, 1], definamos

u(t) = d(y(t), f(99)).

Como y es continua, entonces u es continua. Puesto que [0,1] es compacto,
existe p € [0,1] tal que u(p) = min{u(t) : t € [0,1]}. Puesto que y(p) ¢ f(99Q),
entonces u(p) > 0, y asi,

n := min{d(y(t), f(ON)) : t € [0,1]} = u(p) > 0.
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Por la proposicién 61, existe g € C*°(R™) tal que ||f(z) — g(z)|] < n en Q.
Luego, por la definicién 84,

d(f,Q2,y(t)) = d(g,Q,y(t)),t € [0,1].
Dada t € [0, 1], definamos

v(t) = d(y(t), 9(0%)).
Como en el caso de la funcién u, se tiene que
v :=min{d(y(t), g(0Q)) : t € [0,1]} = min{wv(t) : t € [0,1]} > 0.

Notemos que como [0, 1] es compacto y conexo, y([0, 1]) también lo es, de donde
existen m € Ny ¢y, ..., t,, € [0, 1] tales que

y([0,1]) € U B(y(t:),7) (4.26)

B(y(ti),v) N B(y(tit1),7) # 0,

i = 1,....,m — 1. Por el corolario 66, existen valores regulares de g, digamos
yti € B(y(t;),vy) N B(y(tiz1),7), parai = 1,....m — 1. Asi, por la definicién 80,

d(g, Q, yti) = d(.g, Q, y(ti+1)) = d(97 Q, ytHl )’ (4'27)

parai=1,...,m — 1. Por otra parte, de (4.26) resulta que dado t € [0, 1], existe
jeA{1,2,...,m—1} tal que y(¢) € B(y(t;), ), y en consecuencia por la definicién
80,

d(g,Q,y(t)) = d(g,2,y"). (4.28)
De (4.27) y de (4.28) obtenemos que d(g, 2, y(t)) es independiente de t € [0, 1],
y en consecuencia d(f,Q,y(t)) también.

Probemos ahora (b). Como [0, 1] x 9§ es compacto y h es continua, entonces
h(]0,1] x 9Q) es compacto. Puesto que y ¢ h(t, Q) para todo ¢ € [0, 1], entonces
y ¢ h([0,1] x 09Q). Asi,

n = d(y, h([0,1] x 98)) > 0.
Puesto que h es continua y su dominio es compacto, entonces h es uniformemente

continua. Asi, existe 0 > 0 tal quessi (¢, ), (r,y) € [0,1]x0Qy ||(t,x)—(r, y)|| <
4, entonces

h(t,2) = h(r.y)]| < 2.

Tomemos una particién {to, ..., t,, ; de [0,1] tal que |t; —t;41] < 0,i=1,..m—1.
Por la proposicién 61, existe g; € C°°(R™) tal que ||h(t;, ) —gi(z)|| < 3 parax €
Q. Para cada i € 0,1,2,...,m — 1 tomemos un punto arbitrario p* € [t;,t;11].
Como

10", %) = gi(@)|l < [|h(p", ) = h(ts, 2)l| + [|~(ti, ) — gi()|



1A (p', ) — gis1(2)]| < |[R(P", ) = Btiz1, )] + |[A(tiz1, 2) — gisa (2)]]
no.n
< 7
=575
=1
< d(y, h(t,09)),

de la definicién 84 obtenemos que

d(h(p',-), Q,y) = d(g;,Q2,y) (4.29)

De (4.29) y de (4.30) resulta que

d(ng7y) :d(gz+17ﬂ7y)72207177m_ 1. (431)

De la arbitrariedad de p® € [t;, t;11] para i = 0,1,2,...,m — 1, de (4.29) y de
(4.31) obtenemos que d(h(t,-),Q,y) es independiente de ¢ € [0, 1].

Finalmente, de (a) y de (b) obtenemos que para t € [0, 1],

d(h(t’ ')’ Q, y(t)) = d(h(oa ')7 Q, y(t)) = d(h(07 ')a Q, y(O)),
de lo cual obtenemos (d3). W

Antes de continuar, recordemos que si f € 61((2) yy ¢ f(02) es un valor
regular de f, entonces d(f, <, y) estd dado por la férmula (4.21). En consecuen-
cia, en este caso, d(f,,y) es la suma de las soluciones de la ecuacién y = f(x)
con jacobiano positivo menos la suma de las soluciones de la ecuacién y = f(x)
con jacobiano negativo. En particular si Jy(x) tiene el mismo signo para toda
x € f~Y(y), entonces |d(fQ,y)| es el nimero de ceros de la ecuacién y = f(z).
Esta es la razén por la cual, en ocaciones especiales, al grado topolégico se le
llama el nimero de ceros de f.

Previo a utilizar la teoria del grado para probar el teorema de Brouwer,
veamos una aplicacion de la teoria del grado en R™. Podemos comprender el
siguiente teorema de la siguiente manera: si tomamos un erizo, no importa cémo
lo peinemos, siempre habra alguna piia ortogonal al erizo.

Teorema 86 (del erizo) Sean ) C R™ abierto y acotado con 0 € Q y
f 080 = R™\{0} continua. Supongamos también que n es impar. Entonces
existen z € 0 y A # 0 tales que f(z) = A\x.

Demostracién Por la proposicién 8 podemos suponer que f € C(2). Como n
es impar, se sigue de la definicién 84, més especificamente de la férmula (4.13),
que

d(-1,9,0) = SgnJ_;(0) = (-1)" = —1.
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Consideremos los casos, d(f,2,0) = =1y d(f,,0) # —1.

Supongamos que d(f,Q,0) = —1. Como d(f,,0) # d(I,,0), (d3) implica
que la homotopia h(t,z) = (1 —t)f(x)+tz debe tener un cero (tg, zo) € (0,1) x
0 (pues h(0,-) y h(1,-) no son cero en df2). Entonces, despejando f obtenemos
que

flao) = —to(1 —to) ™20,

que es lo que buscabamos.

Supongamos ahora que d(f,2,0) # —1. Al realizar un proceso andlogo al
anterior con h(t,z) = (1—t)f(x)—tx, concluimos que existe (tg, zo) € (0,1)xIN
tal que

f(z0) = to(1 — to) o,

que es lo que queriamos demostrar.

4.2 Los teoremas de Brouwer y de Schauder

El teorema de Brouwer nos dice que si D C R™ es un conjunto no vacio,
compacto y convexo y f : D — D es continua entonces f tiene un punto fijo.
El teorema de Brouwer es uno de los pilares de la teoria de punto fijo y ha
motivado el estudio de diversas areas de las matematicas. Al igual que otros
teoremas de punto fijo, el teorema de Brouwer juega un papel importante en las
matematicas y en otras areas del conocimiento debido a sus aplicaciones.

En esta seccién utilizaremos la teoria del grado en R™ para poder demostrar
el teorema de Brouwer. También enunciaremos y probaremos el teorema de
Schauder, el cual es una generalizacion del teorema de Brouwer. Los resultados
de esta seccién pueden ser encontrados en [1], salvo el teorema de Schauder, el
cual se encuentra en [2].

Comencemos recordando las propiedades que definen al grado en R™.
Propiedades del grado en R"

Recordemos que en las secciones anteriores se probé la existencia y unicidad
de una funcién

d:{(f,Q,y) : Q C R" abierto y acotado, f : Q2 — R" continua,
y e R f(ON)} — Z,

llamada el grado en R™, que cumple las propiedades (d1), (d2) y (d3) siguien-
tes.

(d1) d(I,9Q,y) = 1, para toda y € 2, donde I es la funcién identidad en €.

y)
(d2) d(f,Q,y) = d(f,Q,y) +d(f,Q2,y) para Q1,Qz C 2 abiertos y disjun-
tos tales que y ¢ f(Q\(Q1 U Q2)).
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(d3) d(h(t,-),Q,y(t)) es independiente de t € [0,1], donde h : [0,1]xQ — R"
y v :[0,1] — R™ son continuas y y(t) ¢ h(t,00), para todo t € [0, 1].

Las propiedades (d1)—(d3) son las propiedades bésicas del grado d. En la
proposicién siguiente veremos propiedades del grado resultantes de estas.

Proposicién 87 (Otras propiedades del grado en R")

(d4) d(f,Qy) =0si f1y) =0.
(d5) d(-,9Q,y) es constante en {g € C(2) : ||f — g||co < 7}, donde
r = o(y, f(0Q)).
(d5.1) d(f,5,-) es constante en B,(y) C R™ donde r = o(y, f(0)). Més
atn, d(f,€,-) es constante en cada componente conexa de R™\ f(99).
(d6) d(f,Q2,y) = d(g,%y) si f|,q = 9|sq- B
(d7) d(f,Q,y) = d(f,1,y) para todo ; C Q abierto tal que y ¢ f(Q2\Q1).

Demostracién (d4) La prueba de esta afirmacién se encuentra en la de-
mostracién de la proposicién 69.

(d5) Esto se probé en la demostracién de la proposicién 63.

(d5.1) Sea (f,€,y1) en el dominio de d. Notemos que si y2 € B,(y1),
donde r = o(y1, f(09)), usando (d3) con y(t) = ty; + (1 — t)ys, se tiene que
d(f,Q,y1) = d(f,Q,y2). Para la segunda parte recordemos que € es abierto y
acotado, por lo que © es compacto. Ademés, como O C  es cerrado, también
es compacto y por lo tanto f(0€2) es cerrado, de donde R™\ f(99) es abierto.
Asi, las componentes conexas de R™\ f(9€2) son abiertas, y por lo tanto arco-
conexas. Luego, dada una componente conexa C' de R™\ f(99), y y1,y2 € C,
existe una curva continua « en C tal que «(0) = y; y a(l) = yo, de donde
usando (d3) se tiene lo deseado.

(d6) Sean (f,9Q,4) vy (9,92,y) en el dominio de d y supongamos que f|aq =
glaq. Consideremos la homotopia h dada por

h(t,z) =tf(z)+ (1 —t)g(x).

Como y ¢ f(0Q2) = ¢g(0f), entonces y ¢ h(t,0)) para todo t € [0, 1], pues si
y = h(t,p) para algunos t € [0,1] y p € 0N, entonces

y=nh(t,p) =tf(p) + (1 -t)g(p) =tf(p) + (1 =) f(p) = f(p) € £(09),

lo cual no es posible. Por (d3) aplicada a h obtenemos lo afirmado.

(d7) Sean (f,Q,y) y (f,Q1,y) en el dominio de d con ; C (2 abierto tal
que y ¢ f(Q\Q1) y definamos Qy = Q\Qy. Como y ¢ f(9Q) y y ¢ f(9h),
entonces y ¢ f(Q\(2; UQs)). Por hipdtesis y ¢ f(Q\Q1), de donde y ¢ f(Qs)
y por lo tanto por (d4) d(f,Qs,y) = 0. Asi, de (d2) se tiene que

d(fagvy) = d(f7ﬂlay) + d(f’ Qg,y)
- d(faﬂlay)a
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que es lo que querfamos demostrar. B
Finalmente estamos preparados para probar el teorema de Brouwer.

Teorema 88 (Brouwer) Sean D C R"™ un subconjunto no vacio, compacto,
convexo y f : D — D continua. Entonces f tiene un punto fijo. Lo anterior es
cierto si D es homeomorfo a un subconjunto convexo y compacto de R™.

Demostracién Comenzaremos suponiendo que D = B,.(0) para algin » > 0. Si
f tiene algin punto fijo en 9D habremos terminado, por lo que supongamos que
no es asi. Definamos h : [0,1] x D — R™ dada por h(t,x) = x —tf(x). Notemos
que h es una homotopia entre I e I — f, donde I es la funcién identidad en D.
Asi, si (t,z) € [0,1) x 9D,

1At )] = l2]| = ¢l f (@)l = r =t f(@)]| = r(1 = 1) > 0.

Ademds, por hipétesis, f(x) # x en dD. Por lo tanto, 0 ¢ h(]0,1] x D). Asi,
por (d3) se tiene que

d(I -/ BT(O)7O) = d(L Br(0)70)a
y por (d1),
d(I -/ BT(O),O) = d(Ia BT(O),O) =1,

lo cual por (d4) nos dice que existe = € B,-(0) tal que (I — f)(x) =0, es decir,
f tiene un punto fijo en B,.(0).

Supongamos ahora que D es un subconjunto no vacio, compacto y convexo
de R™. Por la proposicién 8 existe una extension continua f : R® — R" de f
dada por,

flx) sizeD

~ o] —1 oo
=1 (T2iew) Seriw@ra) sogn
i=1 i=1
donde {a',a?,...} es un conjunto denso y numerable en D y
@i(z) = max{2 — df%};),O} para = ¢ D.

Sea m € N y definamos fm : R™ — R™ como

f(x) sizxeD
~ 0 siz¢ Dy A(m,z) =0
fm(x) = Uil ) )
A(m,a) S 27 (@) fla’) siaw ¢ Dy A(m,z) £0,
i=1
donde

A(m,x) = Z 27 ().
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Sea x € D¢ Puesto que {a',a?, ...} es denso en D, existe i € N tal que
¥i,(z) > 0. En consecuencia, si m > ig, se tiene que fm(z) es una combinacién
convexa de los vectores f(al), ..., f(a™), por lo cual fn(z) € conv(D) = D.
Ademas, haciendo m — oo se tiene que fm — f, y como D es cerrado y con-

vexo, f(R™) C conv(D) = D. Sea r > 0 tal que D C B,. Como f(B,) C D, la

restriccién ﬂ : B, — B, tiene un punto fijo, el cual se encuentra en D. Por
B

lo tanto, f tiene un punto fijo en D.

Por tltimo supongamos que D = h(Dy), con Dy convexo y compacto y h
homeomorfismo. Entonces la funcién h=! fh : Dy — Dy tiene un punto fijo 2
por lo que acabamos de probar, y asi, f tiene a h(xzg) como punto fijo, que es
lo que se queria demostrar. ll

Ahora veremos un corolario del teorema de Brouwer, el cual nos ayudard a
demostrar el teorema de Schauder.

Corolario 89 Sean W un espacio normado real de dimensién n, D C W con-
vexo, compacto y no vacioy f : D — D continua. Entonces f tiene un punto fijo.

Demostracién Notemos que W es isomorfo a R™, por lo que existe una trans-
formacién lineal T : W — R™ biyectiva. Definamos D = T(D) y f = TfT~'.
Asi, f: D — D es continua por ser una composicion de funciones continuas y D
es convexo y compacto, ya que es imagen de un conjunto convexo y compacto
bajo una transformacién lineal. Entonces, por el teorema de Brouwer f tiene
un punto fijo en D, digamos xg. Asi

o = flwo) = TH(T o),
luego
T~ 'wy = f(T o),
de donde T~ 1'zy € D es un punto fijo de f. B

El teorema de Brouwer fue extendido a espacios de Banach por Schauder en
1930. A continuacién enunciaremos dicha extensién.

Teorema 90 (Schauder) Sean X un subconjunto no vacio y convexo de un
espacio de Banach, Y C X compacto y no vacio y f : X — Y continua. En-
tonces f tiene un punto fijo.

Demostracién Sea € > 0. Consideremos la cubierta abierta de Y dada por
{B:(y) : y € Y}. Como Y es compacto existen {yi,...,yn} tales que {B.(y;) :
it =1,...,n} es también cubierta de Y. Definamos

Xe = conv{yr, ..., yn},

el cual es un conjunto convexo. ComoY C X y X es convexo, entonces X, C X.
Ahora mapearemos Y en X, mediante una funciéon continua P. : Y C X — X,
tal que P-(y) aproxima a vy, es decir, tal que

[|P-(y) — y|| < e para todo y € Y.
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Para construir P- construiremos n funciones continuas 6; tales que
n
O:(y) >0y ZGZ(y) =1 paratodoy €Y.
i=1

Comencemos definiendo para i =1,...,n,

fo0 s ||lyi —yll > e,
sz(y>_{ e—|lyi —yll sillyi—yll <e.

Notemos que cada ¢; es continua y por construccion de las y;, dada y € Y existe
i tal que ||ly; — y|| < e, de donde ¢;(y) > 0 para dicha y € Y. Ahora definamos
s(y) = Yi_, ¢i(y) y notemos que por lo anterior s(y) > 0 para toda y € Y.
Luego definamos 6;(y) = i"'(gly))
que para todo i = 1,...,n, y € Y, 0;(y) > 0y >, 6;(y) = 1. Finalmente,

definimos P-. como

,para ¢ = 1,...,n y para todo y € Y. Notemos

P.(y) = 01 (y)y1 + 02(y)y2 + ... + 00 (y)yn, para today € Y.

Asi, P. : Y — X, es una funcién continua. Ademds, por construccion, si
lly — vil| > €, entonces 0;(y) = 0, de donde

1Py =yl = Zey@i—y)H
=1

91‘ €
=1

<

=e.
Ahora consideremos la funcién f. : X. — X, definida como f.(z) = P.(f(x)).

Por el corolario 89, f. tiene un punto fijo z. € X.. Consideremos una sucesion

decreciente (£,,)5°_; con &, > 0 para todom € Ny con lim &, =0. Como Y
m— 00

es compacto y f: X — Y, entonces (g,,) tiene una subsucesioén ¢,,, tal que la
sucesion (f(we,, )) converge, digamos, a y* € Y. Por simplicidad supongamos
que (g,,) es dicha subsucesién. Como

Te, = fen(e,) = Pz, (f(2e,,)),
si definimos y., = f(z.,,), entonces podemos expresar
Te = Yeu T Pz (Yer) = Yeu)-

Puesto que ||P.,, (y) — y|| < em para todo y € Y, obtenemos que z.,, — y*,
y como f es continua, y* = lim f(z., ) = f(y"), que es lo que queriamos de-
n—oo

mostrar. Hl

Ahora veremos una aplicacién del teorema de Brouwer en &lgebra lineal.
Teorema 91 (Perron-Frobenius) Sea A = (a;;) una matriz de n x n tal que
a;; > 0 para todo %, j. Entonces existen A > 0y z = (21, ...,2,) # 0 tales que
x; > 0 para cada ¢ y Az = Axz. En otras palabras, A tiene un eigenvector no

negativo asociado a un eigenvalor no negativo.

Demostracion Para probar este resultado sea
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D = {z € R";x; > 0 para todo i y le =1}
i1

Si Az = 0 para algin € D entonces ya acabamos con A = 0. Si Az # 0 para
todo z € D, entonces Y, (Az); > 0, para todo z € D. Definamos f : D — R™
€omo

F@) = sitmm

la cual es una funcién continua en D. Ademds f(D) C D, ya que a;; > 0 para
todo 7, j, y por hipétesis Az no se anula en D. Por el teorema de Brouwer, f tiene
un punto fijo, es decir, un z¢ € D tal que Azg = Azg, con A=Y (Azg);. W

Para terminar esta seccién veremos un ejemplo (véase [2]) del uso del teorema
de Schauder en la solucién de ecuaciones integrales. A diferencia del problema
de valor inicial de Cauchy, el cual se resolvié mostrando que cierto operador es
una contraccion, en este ejemplo lo importante serd mostrar que cierto opera-
dor continuo manda la bola unitaria B del espacio C[0,1] en un subconjunto
compacto de B.

Ejemplo 92 Probaremos que la siguiente ecuacién integral

1
x(t) :/ e % cos(Tx(s))ds, (4.32)
0
para t € [0, 1], tiene solucién en el espacio C[0, 1].

Sea B = {z € C[0,1] : ||z]|oc < 1} la bola unitaria de C|0,1]. Si z € C]0, 1]
y t € [0,1] definimos

entonces y € C[0,1] y

1
ly(t)| = ‘/ e % cos(Tx(s))ds
0
1
§/ e 5tds
0
<1

Asi, y € B. Definamos f : B — B como

1
f(x)(t):/o e %" cos(Tz(s))ds.

Probaremos que f es continua. Tomemos entonces (z,) una sucesién en B
convergente en C[0,1], digamos a x € B. Como z, — z uniformemente en
[0,1], entonces cos(7x,) — cos(7z) uniformemente en [0, 1], luego, dado € > 0
existe N € N tal que sin > N, || cos(7zy,) —cos(72)||s < €. Entonces, sin > N
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y t €[0,1],
|f(zn) () — f(2)(®)| = ’/0 e " cos(Tw,(s))ds —/0 e *'cos(Tx(s))ds
1
< /O =] cos(Tzn(5)) — cos(Tx(s))|ds

1
< / e Steds
0

<e.

Como la desigualdad anterior no depende de ¢t € [0,1], entonces ||f(zn) —
f(z)||loc = 0, de donde f es continua. Para poder usar el teorema de Schauder
resta probar que f(B) es compacto. Para esto veremos que dada una sucesién
(yn) en f(B), esta tiene una subsucesién convergente. Para ello utilizaremos el
teorema de Arzeld-Ascoli. Primero notemos que la sucesién (y,) es uniforme-
mente acotada, ya que |y, (t)] < 1 para todo t € [0, 1]. Para ver que la sucesion
(yn) es equicontinua, sean r, t, s € [0, 1] y sin pérdida de generalidad supongamos
que r < t. Por el teorema de valor medio existe ¢ € (r,t) tal que

—sr __ efst‘ — |Seisc| . |t _ ,,,|

< slt—r|.

le

ds

n(®) =01 < | e e

< / st —r|ds
0

— —7rl.
2

Como el lado derecho de la tultima desigualdad tiende a 0 cuando ¢ — 7 y es
independiente de n, la sucesiéon (y,,) es equicontinua. Por lo tanto, el teorema de
Arzela-Ascoli dice que (y,,) tiene una subsucesién que converge uniformemente.
Como (y,) fue arbitraria, f(B) es compacto. Por lo tanto, por el teorema de
Schauder, f tiene un punto fijo, es decir, la ecuacién (4.32) tiene una solucién.

63



Bibliografia

[1]

[10]

[11]

K. Deimling, Nonlinear Functional Analysis, Gesamthochschule Pader-
born, Springer-Verlag, 1980.

J. N. Franklin, Methods of Mathematical Economics: Linear and Nonlinear
Programming, Fized-Point Theorems, California Institute of Technology
Pasadena, California, 2002.

K. Goebel & W. A. Kirk, Topics in metric fized point theory, Cambridge
University Press, Cambridge, 1990.

J. L. Hernédndez Barradas, La propiedad de punto fijo en sumas directas de
espacios de Banach, tesis de licenciatura, Universidad de Guanajuato, 2015.

W. A. Kirk & B. Sims, Handbook of metric fixed point theory, KLUWER
ACADEMIC PUBLISHERS, 2001

A. McLennan, Advanced Fized Point Theory for Economics, Springer, 2014.

R. E. Megginson, An introduction to Banach Space Theory, Springer, 1998.

Mitio Nagumo, A Theory of Degree of Mapping Based on Infinitesimal
Analysis American Journal of Mathematics Vol. 73, No. 3, 1951

J. A. Munkres, TOPOLOGY A First Course, Massachusetts Institute of
Technology.

JOSEPH J. ROTMAN, A FIRST COURSE IN ABSTRACT ALGEBRA.
University of Illinois at Urbana-Champaign, Third Edition, PRENTICE
HALL, Upper Saddle River, New Jersey 07458, 2005

W. Rudin, Principios de andlisis matemdtico, 1980.

64



