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... and the unseen is proved by
the seen,
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Capitulo

Introduccion

El panorama de las observaciones cosmoldgicas actuales establece firme-
mente que el universo es homogéneo e isétropo a escalas mayores a 100 Mpc
y que ha desarrollado inhomogeneidades (grandes estructuras) a escalas mas
pequenas mientras se expande de acuerdo a la ley de Hubble. Ademas, que bajo
la mira del modelo estandar de la cosmologia, llamado ACDM (por sus siglas
en inglés, Lambda Cold Dark Matter), el contenido total del universo se com-
pone principalmente de materia oscura (DM) con un aproximado del 25% y
presion p,, ~ 0, y de energia oscura (DE) con un aproximado de 70% y presion
pa =~ —pa- El modelo ACDM del universo, ha enmarcado sorprendentemente
estos hechos permitiendo describir con un alto grado de precision el universo
observado [3, 67].

Con la métrica FRW, la dindmica del universo homogéneo queda determi-
nada por las ecuaciones de Friedmann, que abordaremos mas adelante, mien-
tras que para el universo inhomogéneo, descrito por la métrica FRW pertur-
bada (una aproximacién perturbativa alrededor del fondo FRW), queda de-
terminada por las ecuaciones para perturbaciones cosmoldgicas, que también
abordaremos. Sin embargo, a pesar del éxito del modelo ACDM, la puerta a
distintas especulaciones respecto a la naturaleza de la gravedad o de los com-
ponentes oscuros del universo queda abierta para presentar alternativas, im-
pulsados por la falta de pruebas experimentales no gravitacionales y problemas
relacionados con la constante cosmolégica A, como lo son la discrepancia entre
el valor observado de A y su prediccién desde la mecanica cuantica [42], o la
discrepancia entre distintos conjuntos de datos sobre el valor de Hy [1, 60, 61],
entre otras problematicas de caracter experimental y tedrico. Bajo este impe-
tu, una amplia variedad de modelos de DE y DM se han propuesto para dar
cuenta de la aceleracion cosmica y de la formacion de las grandes estructuras,
entre otros fendmenos, asi como también han surgido un amplio espacio de
parametros dependientes de cada modelo.

Con el objeto de abarcar en una sola teoria a una gran variedad de modelos
de DE/DM y la atin més variada cantidad de pardmetros, se ha propuesto una
Teoria de Campo Efectiva (EFT por sus siglas en inglés, Effective Field Theory)
para perturbaciones cosmoldgicas que cumpla con este objetivo. Siguiendo el
marco general de la EFT desarrollada para modelos inflacionarios de un solo
campo escalar (véase [69, 19]), la idea de aplicarla a DE fue primero puesta en



Formalismo EFT aplicado al sector oscuro del universo

marcha en el contexto de Quintaescencia (véase [21]), después fue extendida a
su forma mas general, que abarca modelos como k-escencia, Horndeski, f(R),
Brans-Dicke, etc, (véase [33]).

En esencia, EFT aplicada a DE/DM consiste en construir la acciéon més
general posible en norma unitaria®, con el fin de escribir la variedad de modelos
de DE/DM en términos de operadores geométricos y funciones del tiempo (un
conjunto de constantes de acoplamiento), tal que la accién toma la forma

M2 M4 -3
= / d4x\/—_g[ 2* FOR — A(t) — c(t)g™ + —22<t) (6g™)* — _m12(t) K™
| 72 2 2 =
2 2 2 2 2
Ao y gt
22( )R“R (t)? 1,9%°8,5% ... | + S, (1.1)

donde S,,(g,.) es el sector de la accién referente a los campos de materia, R
es el escalar de Ricci, 6™ es la perturbacion de ¢*°, §K,;, dR;;, 0K, 6R, son
la perturbaciones de operadores geométricos ADM y sus contracciones, y M?
es una constante. Ademas, dado que parte del propdsito de nuestro estudio es
presentar ecuaciones tanto del fondo FRW como de las perturbaciones cosmo-
logicas, es necesario especificar a priori las funciones efectivas relacionadas al
fondo FRW para describir posteriormente perturbaciones cosmologicas. Enten-
deremos que las ecuaciones dindmicas asi obtenidas deben ser muy proximas
a las ya conocidas del modelo ACDM en los casos limites.

En el presente estudio, desarrollaremos las ecuaciones modificadas de Fried-
mann en términos de las funciones efectivas y centraremos nuestra atencién
en el conjunto de operadores y funciones que engloban el modelo més general
de campo escalar sin derivadas de orden superior en las ecuaciones de mo-
vimiento, el modelo Horndeski, para obtener las ecuaciones dinamicas para
perturbaciones. Este conjunto de ecuaciones permite establecer enlaces con las
observaciones y distinguir posibles desviaciones a la Relatividad General (GR),
es decir Gravedad Modificada (MG), a través de pardmetros efectivos ¢, Geg y
v, relacionados con observables directos independientes del modelo. A su vez,
es posible definir fluidos efectivos peg que jueguen el papel de DE o DM y que
contribuyen al tensor de energia momento como

G =Ty + Tpy, (1.2)
donde T /‘jlf,f representa los componentes efectivos, con lo que es posible parame-
trizar DE/DM como un fluido efectivo en términos de las funciones efectivas.

Como ya mencionamos, el formalismo EFT permite tratar un espectro de
modelos de DE/DM basados en la adicién de un grado de libertad escalar
en la accion. Por ejemplo, es posible englobar teorias como Gravedad Hora-
va que violan la simetria de Lorentz [44], entre otros modelos presentes en
la literatura. Se espera que estas teorias sean enfrentadas con los resultados
observacionales de experimentos como Dark Energy Spectroscopic Instrument

'La norma unitaria consiste en aquella eleccién de norma en la que la perturbacién de
campo escalar d¢ se anula.

2 Capitulo 1



Formalismo EFT aplicado al sector oscuro del universo

(DESI) [2], Weak Lensing (WL), Supernova Ia (SNla), Baryon Acoustic Os-
cillations (BAO) [24], etc. Esto permitird precisar el modelo ACDM o bien
apuntar a uno de los modelos enmarcados en EFT (poniendo cotas sobre los
parametros efectivos). Enseguida presentamos en el Cuadro (1.1) algunos de
los mapeos esenciales en EFT.

Los capitulos se desarrollaran como sigue: en el capitulo 2 se presentard el
formalismo esencial de EFT y las herramientas geométricas que usaremos a
los largo de los capitulos restantes; en este apartado presentamos la foliacion
ADM del espacio tiempo, los operadores geométricos que le representan y como
elegir su papel en la expansion efectiva del lagrangiano, la definicién de la nor-
ma unitaria y finalmente, la accion efectiva y el lenguaje EFT de las funciones
efectivas; en el capitulo 3 desarrollamos las ecuaciones dinamicas para el fondo
FRW y obtenemos la ecuacién dinamica para el grado de libertad escalar adi-
cional; también calculamos explicitamente (siguiendo el truco de Stickelberg)
las ecuaciones dindmicas para el campo escalar y las perturbaciones escalares
de la métrica; en el capitulo 4 presentamos algunas consideraciones sobre las
ecuaciones dindmicas sobre el fondo FRW vy el tratamiento de DM/DE como
fluidos efectivos, y exponemos en sintesis el modelo de GDM de materia oscura
y c¢cémo se inscribe en el modelo EFT; finalmente presentamos conclusiones y
perspectivas a futuro en el capitulo 5.

Capitulo 1 3
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Cuadro 1.1: Una lista de operadores requeridos para describir diferentes modelos escalar-tensoriales. 1/v” se refiere al hecho de que existe

una versién minimamente (1) y otra no-minimamente acoplada (v') a la métrica (tabla extraida de [15]).
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Capitulo

Formalismo de Teoria de Campo
Efectiva

En el presente capitulo desarrollamos el formalismo Arnowitt-Deser-Misner
(ADM) en el que se escribe la EFT y exploramos las definiciones y operadores
geométricos que le representan [70, 63, 55, 65, 4]. Presentamos la definicién de
la norma unitaria y las ventajas de trabajar en la misma, asi como también
discriminamos entre operadores que nos seran de utilidad al pensar en una
expansion efectiva del lagrangiano para tratar la dindmica de perturbaciones
lineales [58]. Exploramos como caracterizar el fondo FRW y las perturbaciones
[68]. Desarrollamos como ejemplo de operacién las ecuaciones para el fondo
FRW en ausencia de campos de materia [36]. Y finalmente, obtenemos las
relaciones entre notaciones existentes en la literatura a través de un diccionario
de funciones efectivas del lenguaje EFT [68].

2.1 Introducciéon

A la vista de los recientes descubrimientos en el campo de la cosmologia
(e.g. la aceleraciéon cosmica), grandes esfuerzos se dan en el area que apuntan
a modelar estos fenémenos asi como entender sus fundamentos teéricos. El
Modelo Estandar de la Cosmologia establece que el Universo ha sufrido una
tasa de expansion acelerada dos veces: una durante los momentos primordiales
y altas energias, y otra etapa de expansion que todavia estd en marcha. A su
vez, la evolucion del universo ha dado lugar a la formaciéon de grandes estruc-
turas e inhomogeneidades. Afrontar el estudio de estas etapas interrogando la
naturaleza misma de la gravedad parece un camino natural de especulacion
explorando las bases de la GR.

Lo anterior puede lograrse bajo el potente formalismo de la EFT con un
Grado de Libertad (DoF) escalar extra, basado en la descripcion de las per-
turbaciones cosmoldgicas a través de funciones dependientes del tiempo que
parametrizan posibles desviaciones a GR o de una constante cosmoldgica Aqg.
Discrepancias en las observaciones al nivel del fondo FRW motivan esta explo-
racion, a pesar de ser sorprendentemente descriptiva la GR detras del modelo
ACDM.

El formalismo de la EFT para Inflacion/DE puede suscribirse dentro de
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la fenomenologia de DM, de tal manera que permita describir un espectro de
modelos de DM como campo escalar a la manera de posible Modificacién a
GR o como modelo que parametriza su tensor de energia momento de manera
efectiva.

A partir de una accién general en términos de operadores geométricos,
dejando inalterados los difeomorfismos espaciales mientras se rompen las tras-
laciones temporales, naturalmente obtenemos este conjunto de funciones de-
pendientes del tiempo en términos de las cuales expresar nuestras ecuaciones
dindmicas para DE/MG/DM. De esta manera, la forma de la accién general a
explorar esta dada por

S = /d4x£(gm,,qb) —|—/d4x£m, (2.1)

donde £ = \/—gL es el lagrangiano del sector gravitacional de la accién, ¢ el
DoF adicional escalar y L, es la densidad langrangiana del sector material.
En términos de las simetrias requeridas y de los operadores geométricos que
las cumplen, la accién (2.1) se denomina la accion efectiva (EFT action).

Fijando la libertad de norma a través de la norma unitaria que consiste,
en esencia, en hacer la coordenada temporal proporcional al campo escalar,
las fluctuaciones del campo escalar d¢ desaparecen de la accion efectiva, facili-
tado los desarrollos matematicos posteriores. Asi, un gran cuerpo de modelos
DE/MG/DE de campo escalar-tensorial se condensan en un formalismo inde-
pendiente del modelo a través de una variedad de operadores geométricos y
funciones dependientes del tiempo.

Profundizando en lo anterior, enunciemos brevemente uno de los mas im-
portantes teoremas dentro del esquema de GR: el llamado teorema de Lovelock
(véase, [20]). Para enunciarlo consideremos que el tensor métrico en cuatro di-
mensiones g, (1, v =0,1,2,3) es el Gnico campo involucrado en la accién, es
decir, que podemos escribir

S = /d%/l(gw,). (2.2)

Consideremos ademas que esta accion contiene a lo mas derivadas de segun-
do orden y que se satisface el criterio de localidad!, tal que extremando con
respecto a la métrica (0.5 = 0) obtenemos la expresién de Euler-Lagrange

d d
BiL] = oL oL _oc | (2.3)
dz? | 0Gu,,  dz? \ 0guw px 09,
y la ecuacion de Euler-Lagrange E*[L] = 0. Entonces el teorema establece

que:

IEsto significa que no existen términos en el lagrangiano acoplando ¢(Z,t) directamente
a ¢(y,t) para T # ¥, para algin campo ¢. De Quantum Field Theory notas de clase David
Tong

6 Capitulo 2
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Teorema de Lovelock: La tinica expresion de Euler-Lagrange que puede
ser obtenida en un espacio 4-dimensional de una densidad escalar de la forma

L= L(gw) es

1
EM = ay/—g {RW — ég’“’R} + A/ —gg"", (2.4)

donde o y A son constantes, y R,, y R son el tensor y el escalar de Ricci,
respectivamente.

En otras palabras el teorema senala que si se desea crear una teoria gra-
vitatoria en una variedad Riemanniana a partir de un principio de minima
accién que unicamente involucre el tensor métrico y sus derivadas, entonces
las tinicas ecuaciones de campo posibles a lo mas de segundo orden en deriva-
das son las ecuaciones de Einstein y/o una constante cosmolégica, (véase para
més detalle [20], seccién 2.4 o [42] apéndice B). Esto direcciona los esfuerzos al
momento de teorizar modificaciones a GR a partir de una accién que depen-
da del tensor métrico. Si construimos una teoria de la gravedad basada en la
métrica que proporcione como resultado ecuaciones de campo distintas de las
de Einstein, debemos romper como minimo alguno de los siguientes puntos:
1) adicionar campos, ademas del tensor métrico, ya sean escalares, vectoriales
o tensoriales, 2) considerar derivadas de orden superior en las ecuaciones de
campo, 3) considerar un espacio con mas de cuatro dimensiones, 4) abandonar
la propiedad de localidad, 5) derivar las ecuaciones de campo por otros medios
distintos a la variacion de la accién. En el presente trabajo consideraremos
solamente la primera de las posibles rupturas a GR, adicionando a la accién
(2.1) un campo escalar ¢ que pudiera estar minimamente o no-minimamente
acoplado a la métrica g,,,.

A diferencia de la aplicacién de EFT a inflacion, en la accién efectiva (2.1)
consideraremos la presencia de un sector de materia S,,. Asumiremos la validez
del Principio de Equivalencia Débil (WEP), tal que los campos de materia
presentes v, se encuentren universalmente acoplados a la métrica g,,, tal
que Sy [guvs ¥ml, es decir que los campos de materia solo interactian con la
gravedad a través de g,,. Con esto la accién quedara escrita en términos del
marco de Jordan?.

2.2 Formalismo ADM

Las ecuaciones de Einstein estan escritas de tal forma que el espacio y el
tiempo son tratados en iguales condiciones. Este trato de las coordenadas espa-
ciales y temporales dificulta el estudio de la «evolucién» del campo gravitacio-
nal en el «tiempo». Sin embargo si separamos los roles del espacio y el tiempo,
de alguna manera nos sera posible describir estd evolucion. Esta formulacion
de la GR es conocida como formulacion 3+1. Para introducir los conceptos

2El marco de Einstein es asi llamado porque las ecuaciones de Einstein para la métrica
conforme g, = f(A)guv, toman su forma convencional. Por otro lado el marco de Jordan es
el marco original con métrica g,,,, ([18]).

Capitulo 2 7
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fundamentales de este formalismo consideremos el espacio-tiempo globalmen-
te hiperbdlico con métrica asociada g, precisando, un espacio-tiempo glo-
balmente hiperbdlico no posee curvas termporaloides® cerradas, en el resente
formalismo 3+1 se asume que los espacio-tiempos con significado fisico presen-
tan estas caracteristicas. Podemos foliar totalmente en cortes tridimensionales
este espacio-tiempo de tal manera que cada rebanada tridimensional es de tipo
espacio. Asi, es posible asignar a cada foliacién el valor de un pardmetro ¢, que
haga a la vez de funcion universal del tiempo. Si consideramos la region entre
dos hipersuperficies, es decir ¥; y ;1 4, es util hacer las siguientes distinciones
para efectuar una foliacién: 1) la métrica asociada a las hiperfuperficies espa-
cialoides h;; (7,7 = 1,2,3) que permite la medida de la distancia propia en las
hipersuperficies (di* = h;jdz'daz?), 2) el tiempo propio (o “lapso” de tiempo)
medido por un observador Euleriano, es decir, el lapso de tiempo entre ambas
hipersuperficies medido por un observador moviéndose a lo largo de la direc-
cién normal a las hipersuperficies, dado como dr = N(t,z")dt, con N(t,x")
conocida como la funcion lapso, y 3) la velocidad relativa entre el observador
Euleriano y las lineas de las coordenadas espaciales constantes para este mismo
observador Euleriano, z}, , = «} — N'(t,27)dt, donde N*(t,27) es el vector de
cambio.

Notemos que el lapso N y el vector de cambio N? son funciones libremente
especificables que llevan informacién acerca de nuestra eleccion de coordena-
das, son nuestras funciones de norma. Considerando el teorema de pitagoras
en el 4-espacio, podemos escribir

ds® = gi;(da’ + N'dt)(da? + N’dt) — (Ndt)*. (2.5)
En términos de estas funciones la métrica del espacio-tiempo g, (N, N*, h; ;)

toma la forma , i
—N*“+ NFN, N;
Guv = ( N F h ) 5 (26)

J 1j

Y su inversa:

w [—1/N? Nt/N? 97
g = Nj/N2 hz’j_NiNj/N2 . ()
Retomando, necesitamos que ninguna de las rebanadas espaciales se in-
tersecten (dado que a cada rebanada 3-dimensional ¥, queremos asignar un
tnico valor de ¢, en relacion uno a uno), de tal manera que podemos pensar
en la evolucion del sistema como el cambio que se da en estas hipersuperfi-
cies mientras evoluciona el parametro ¢t y de esta forma cubrir por completo
el espacio-tiempo. Entonces, dependiendo de la forma en que rebanemos el
espacio-tiempo, es posible considerar la métrica tridimensional h;;(t) como una
variable dindmica. Con estos elementos es posible pegar las hipersuperficies pa-
ra dejar completamente determinada la foliacion. Ahora, para reconstruir la
accion efectiva en funcién de las variables h;;, N* y N, debemos reexpresar
el escalar de curvatura R y el invariante de volumen /—gdx* en términos de

estas variables. Se sigue de (2.6) que

v—g = Nvh, (2.8)

3Curvas que siguen un vector tipo-tiempo que cumple con N V*VY < 0. Por otro lado
un vector tipo-espacio cumple con 7, V#V* < 0. Un vector nulo satisface 7, V*V" = 0.

8 Capitulo 2
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donde g y h son los determinantes de las métricas g,, y h;; respectivamente.
Podemos ver lo anterior si realizamos la descomposicién

| =NZ4+ N*N, N, ‘1 N ‘—N2 0

1 0
Nj hij 0 1 0 hij j 1

B

‘ = —N?h.
(2.9)

Para lograr el propésito de reexpresar el escalar de curvatura R, debemos
estudiar la forma en que las hipersuperficies heredan la estructura del espacio-
tiempo, asi como la forma particular en que encajan al darse el corte de las
rebanadas del 4-espacio. En este punto es de fundamental importancia defi-
nir la curvatura estrinseca K;j y la curvatura intrinseca R;; = g% Ri; = R,
que desarrollaremos en el siguiente apartado. Antes de estudiar estos objetos,
debemos definir un vector que sea normal a las hipersupercicies, es decir, un
vector normal unitario n, con = 0,1,2,3.

Ahora, dado que la hipersupeficie ¥; es definida como una superficie de
nivel de ¢, la uno-forma V,t es normal a 3, (véase ([70], pag. 33). A su vez,
V.t es tipo-tiempo si ¥, es espacialoide, entonces V,t define la tnica direccién
normal a ;. Con lo anterior podemos definir el vector unitario dado por

n, = — (=V,tv*) "2V 8, (2.10)

donde n,n* = —1 si ¥; es tipo espacio. Se sigue de la definicién de la funcién
lapso (vease ([70]), pag. 41) que

N = (=V,tvr) 12, (2.11)
Con lo anterior podemos escribir el vector unitario en su forma covariante como
n, = (—N,0,0,0). (2.12)

Usando (2.7) para subir y bajar indices n* = ¢g"“n,,, obtenemos
n® = [(1/N), —(N*/N)]. (2.13)

Por dltimo, agregaremos que en norma unitaria n, es ortogonal a las superficies
de campo escalar constante con lo que se satisface que n, o 9,¢.

2.2.1 Curvatura intrinseca y extrinseca

Si la métrica inducida en ¥, es decir h;;, es métrica compatible V ,h*" = 0
y la conexién es libre de torsién (vease, [18], Seccién 3.2), entonces llamamos
curvatura intrinseca de las hipersuperficies al tensor de Riemman Rklij asocia-
do con X; y hyj.

Por otro lado, la curvatura extrinseca esta asociada con la manera en que
estas hipersuperficies estan inmersas en el espacio-tiempo cuatrodimensional,
(véase [4], pag. 68). Estd curvatura estd asociada a los cambios que sufre el
vector normal n, cuando es paralelamente transportado de un punto a otro
sobre la hipersuperficie. Recordemos que la métrica inducida coincide con el
operador de proyeccion sobre las hipersuperficies tal que

h/()!ﬁ — Oéﬁ — 6045 + nanﬁ. (214)

Capitulo 2 9



Formalismo EFT aplicado al sector oscuro del universo

Con lo anterior podemos definir el tensor de curvatura extrinseca como una
medida del cambio que sufre el vector normal al ser paralelamente transportado
de un punto en la hipersuperficie a otro, tal que

K, = —PyVan, = —(Vyun, +n,m*Van,), (2.15)

es decir, la componente puv de la curvatura extrinseca es igual a la proyeccion
en la direccién p de la derivada covariante del vector normal en la direccion v
(salvo el signo). Dado que K, es un tensor puramente espacial, significa que
n*K,, = n"K,, = 0. También se puede mostrar que este tensor es simétrico
K,, = K,,. Ahora, si definimos a, = n>‘nl,; A, que referiremos como término de
aceleracion, podemos reexpresar (2.15) como

K, =ny, +nya,. (2.16)
Trabajemos con la expresion de la aceleracion a,, vector ortogonal a n, y
tangente a ;. Este puede ser expresado en términos del gradiente espacial de
la funcién lapso (véase [70], pag. 62). Usando el hecho de que n, = —Nt,, =
(—=N,0,0,0), V, Vot =V, V,t, b = §4+n#n, (es decir, el proyector ortogonal
sobre ¥;), escribimos

1 —1
Ga = WVuna =~V (NVat) = nan VN + Nn'V, (W)

1 1 1
= Nnan“V#N —nt'Van, + Nvan“nu = N(Va +non*V,N)
1 1
= N((sg +nen*)V,N = Nhgqu =V,InN, (2.17)
donde en la segunda linea hemos considerado n#n, = —1y n*V,n, = 0,

ademas que la derivada covariante que aparece al final es respecto a h*. Ob-
servamos que si N es solamente una funciéon de ¢ entonces la aceleracion se
anula. En esencia la 4-aceleracién es el gradiente en (3, hf;) del logaritmo de
la funcién lapso. Como el gradiente espacial es siempre tangente a >; entonces
se sigue que n*a, = 0.

Podemos reescribir K;;, para i, j = 1,2, 3, considerando que n, = (=N, 0,0,0)
tal que (2.16) se escribe como
K’ij = Ny + Ny = N5 = @-ni — Ffjnu = F%N (218)

Trabajemos ahora los simbolos de Christoffel que para métricas compatibles
que se escriben como

L s (09ys | Ogsp  Ogyp
o _ g — 2.1
8= 99 (8:55 T T o ) (2.19)

En particular para la métrica g, dada en (2.6), tenemos que

1
Y. = 5gOA (0;9xi + 0igxj — Orgij)

1 1
= 5900 (090i + 0i90; — 009ij) + 59% (09K + 0igrj — Ogij)
1-1 1 Nk

5 (@hm + @hk] — 8khij) (2.20)
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con lo que Kj; se escribe como
11

Kij =355 (=0;Nj — 9;N; + Oohij + N*0;hi; + N*0;hy; — N¥Oxhyj) .
(2.21)
Si consideramos que
1
IE N, = éNkhukh“’“ (0;hui + Oihy; — Ohij) (2.22)

y usamos la derivada covariante 3-dimensional con respecto a h;j, V;N; =
8Z-N;3) — I} Ny, (2.21) se expresa como

1
Ky = ﬁ(athij — ViN; — V;N;). (2.23)

Esta tltima ecuacién expresa al tensor de curvatura extrinseca K;; como una
cantidad covariante que involucra una derivada temporal de la métrica tri-
dimensional h;;. La curvatura extrinseca Kj;; estd directamente relacionada
con el cambio en el tiempo de la métrica espacial h;;. Finalmente, el escalar
de curvatura extrinseca resulta ser la derivada covariante del vector normal
unitario

K =V"n,. (2.24)

2.2.2 Accion Relatividad General ADM

El escalar cuatrodimensional de Ricci que aparece en la accion de Einstein-
Hilbert puede ser reexpresado en términos del escalar de curvatura intrinseco
)R, el tensor de curvatura extrinseco K;; y su contraccion K, el vector normal
unitario n, y el vector de aceleracién a,, (puede verse esta demostraciéon en [65])
como

R=CR+ K, K" — K>+ 2V,(n"V,n" — n'V,n"). (2.25)
Con lo anterior, estamos ahora en posicién de reescribir el principio variacional
que da lugar a las ecuaciones de campo de Einstein. La accién del campo
gravitacional sin constante cosmoldgica esta dada por

M2
Spr = /d%«/—nglR, (2.26)
que se puede reexpresar como

. M2
Spalhi, N, N'] = / d4x\/ﬁNTpl {(3)1% + K, K" — K*

+2V,(n"V, n' —ntV, n")|. (2.27)

Con lo anterior hemos reescrito la accion para GR en el formalismo ADM, sin
considerar ain algiin modelo con un componente escalar adicional. Podemos
reexpresar lo anterior como

Sg = SEH = /d4f13\/ —gL(N, KZ],R”,K) (228)

Notemos que la accién anterior es automaticamente invariante bajo difeomor-
fismos espaciales que corresponden a un cambio de coordenadas espaciales. En
realidad es invariante ante difeomorfismos completos.
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2.3 Norma unitaria

Como ya mencionamos, la norma unitaria corresponde a la eleccién de la
base en la cual la perturbacion del campo escalar d¢ se anula. Este grado de
libertad extra consiste de un campo escalar ¢(t, T), tal que su descomposicién
perturbativa alrededor de un universo FRW es tal que

o(t,Z) = o(t) + do(t, ©), (2.29)

donde Z es el conjunto de las coordenadas espaciales, ¢(t) es el valor del campo
escalar al nivel del fondo FRW y d¢(t, &) su perturbacién. La norma unitaria
consiste entonces en aquella eleccion de coordenadas en las que d¢p = 0 se
anula, es decir, ¢(t,¥) = ¢(t). De lo anterior se sigue que la coordenada tem-
poral se puede escribir en términos del campo escalar ¢ = #(¢) (si consideramos
que ¢ es una funcién monétona del tiempo). Si esto se efectia ¢ define una
«rebanaday de tiempo (¢ =constante) y por tanto las hipersuperficies de tiem-
po constante coincidiran con las hipersuperficies del campo escalar constante.
La supresion de las perturbaciones del campo escalar efectuada por la norma
unitaria implicard que la acciéon no se escriba explicitamente en términos del
campo, sino que éste ultimo se dara implicitamente en los elementos de la mé-
trica, es decir, la accion quedara solamente escrita en términos de la métrica y
cantidades geométricas. Consideremos como ejemplo la expresion (2.10), que
en la norma unitaria cumple con

50
n, = — %ud (2.30)

—(09 V=™

donde (9¢)* = ¢"9,¢9,¢, y que en formalismo ADM se reduce a la expre-
sion (2.12). Con esto el gradiente del campo escalar es esencialmente de tipo
tiempo. También, debido a que la invarianza bajo traslaciones temporales se
rompe, los coeficientes que acompanan a los operadores en la acciéon podran
depender del tiempo. Como se escribe en [36], ya que la dindmica de ¢ ha
sido «comida» por la métrica, el lagrangiano mas genérico posible queda en
términos de las perturbaciones de la métrica alrededor de las soluciones del
fondo FRW, que son a su vez compatibles con la preservacién de las simetrias
de los difemorfismos 3-dimensionales.

Otra de las conveniencias al elegir trabajar el formalismo 3 + 1 y la norma
unitaria es que permite considerar un nimero arbitrario de derivadas espa-
ciales. Lo anterior es especialmente ttil al estudiar teorias que requieren un
orden superior en derivadas espaciales (explorando sistematicamente el espacio
de derivadas espaciales de orden superior considerando invariantes geométricos
sobre las hipersuperficies ¢ = constantes), por ejemplo, el modelo Horava [44].

La métrica del fondo homogéneo e isétropo de Friedmann-Robertson-Walker
(FRW) estd dada por ds* = —dt? + a*(t)dz?, con término de curvatura espa-
cial nula. Por otro lado, considerando solamente el sector escalar de la métrica
perturbada FRW, dejando de lado las componentes vectorial y tensorial de
la descomposicion de la métrica (para mas detalle sobre esta descomposicién
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véase [53]),la métrica general perturbada estard dada por
ds? = —e*Adi?* + 20ppda’dt + a®(t) (%8 + Fij)da'da?, (2.31)

donde a(t) es el factor de escala, A, v, ( y E son los componentes escalares, y
E;; = (0;0;—(1/3)6;;0*)E. Bajo las transformaciones t — t+dt y ' — z'+0'z,
las perturbaciones del campo escalar ¢ y E transforman como

5 — 8¢ = 6¢ — ¢pdt, E — E — iz, (2.32)

con lo que la norma unitaria consiste en hacer d¢ = 0 (es decir, 6t = (d¢p/ bo),
fijando t) y £ = 0 (véase para més detalle sobre transformaciones de norma
(véase [10], pag. 84).

Para finalizar este apartado, es util ejemplificar como en la norma unita-
ria la lagrangiana queda determinada por cantidades geométricas invariantes
bajo difeomorfismos espaciales y funciones dependientes del tiempo. Para ello
observemos el caso de un campo escalar candnico ¢, cuyo término cinético en
norma unitaria queda determinado como

1 1
—§(a¢)2 = —59‘“’3M¢&,¢ — —c(t)g", (2.33)

donde ¢(t) = ¢/2. Como observaremos méas adelante, la funcién ¢(t) puede ser
reexpresada en términos de cantidades que caracterizan el fondo homogéneo
como la presién o la densidad de energia.

2.3.1 Operadores

La accién EFT sera construida usando una aproximacién perturbativa de
tal manera que cada operador que aparece en el funcional puede ser expandido
a un orden arbitrario en perturbaciones (e.g. A(t,z%) = A(t)+JA(t, %), donde
A es el valor del operador sobre el fondo homogéneo y 6 A es la perturbacién a
orden lineal). En el contexto cosmologico, permaneceremos a orden lineal en
perturbaciones, lo que conducira a que el lagrangiano esté escrito en términos,
a lo méas, de orden cuadrético en perturbaciones (e.g. truncaremos expresiones
como VAN K? hasta O(2) en (2.27)). Un gran ntimero de operadores y combi-
naciones pueden ser considerados bajo estos aspectos, si ademés consideramos
un nimero arbitrario de derivadas espaciales actuando sobre las cantidades
perturbadas. Sin embargo, sobre este ultimo punto, notemos que derivadas
espaciales de orden superior actuando sobre un operador, lo vuelve menos im-
portante a grandes escalas. Con estas caracteristicas, la accion EFT estara
dominada por perturbaciones a lo més de segundo orden y derivadas espacia-
les a lo mas de orden cuadratico. En el presente apartado, nos proponemos
seleccionar aquellas combinaciones de operadores geométricos que apareceran
en la accién efectiva con el fin de codificar los modelos DE/MG/DM maés rele-
vantes, a grandes escalas o bajas energia.

Recordemos algunos de estos operadores y sus principales aspectos. Prime-
ro, ya que n*K,, = 0, la curvatura extrinseca es una cantidad caracterizada
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solamente sobre la hipersuperficie ¥;, por lo que bien podriamos restringir los
indices de Kjj, a los espaciales 4,7 = 1,2,3. Por otro lado la geometria de

2¢ puede ser caracterizada por el tensor de Ricci 3-dimensional R, = (3)R,w
asociado con la métrica h,,. La relacion entre el escalar de Ricci 3-dimensional
R vy el escalar de Ricci 4-dimensional R, esta dada por

R=R+ K, K" — K*+2(Kn" — a").,, (2.34)
donde K = K}, es la traza del tensor de curvatura extrinseca. En suma, con-
tando estos operadores, la accion S, = [ d*zL para el sector de la gravedad en
formalismo ADM dependera de la funcién lapso IV, los operadores geométricos
K,, y R, y sus contracciones. Estas contracciones son

K=K", (2.35a)
S =K, K", (2.35D)
R =R", (2.35¢)
Z=RR"™. (2.35d)
La accién mas general entonces toma la forma:
S, = / d*r/—gL(N,K,S, R, Z;t) (2.36)

Una forma atin méas general del lagrangiano escrito en el formalismo ADM se
expresa como

L= L(N7 R787K7Z7u7Zla227a17a27a37054aa57t)a (237)
donde

Zl = 8[128’73, Zg = 8iRjk8iRjk, o] = aiai, Qg = aiazai,
U=R, K", as= ROa', ay = a;0*(9%a"), as = 0*Ro;a’. (2.38)

El lagrangiano (2.37) permite describir teorfas de la gravedad de hasta sexto
orden en derivadas espaciales. Sin embargo, como hemos anotado anterior-
mente, limitaremos nuestro estudio al lagrangiano de la forma (2.36). En este
tltimo, no hemos considerado dependencia de i = R, K*” en la accién (2.36)
dado que, como se muestra en el Apéndice A de [36], lleva a términos seme-
jantes ya expresados en el lagrangiano con coeficientes ligeramente diferentes,
AP R EK = (A(1)/2)PRK + (A(t)/2N)®R + teminos de frontera. Tam-
poco hemos considerado escalares que son la combinacion de tres o mas ten-
sores (ej. K /\uK k,K"\) porque éstos pueden ser reexpresados en términos de
combinaciones de (2.35) y correcciones que son como minimo de orden cubi-
co en perturbaciones. Tampoco incluimos dependencia de la cantidad escalar
N = NN, usando el vector de cambio en (2.5) ya que este término no aparece
inclusive en la méas general de las teorias escalar-tensoriales con ecuaciones de
movimiento de segundo orden. Por igual, términos como h**9,¢"9,¢*°, no se-
ran considerados, aunque son de relevancia, por ejemplo, para modelos de DE
con violacion de simetria de Lorentz. Finalmente, no hemos considerado tam-
poco combinaciones del tensor de Riemann tales como R, R*"*?, porque en
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tres dimensiones el tensor de Riemann puede ser reexpresado en términos del
tensor y el escalar de Ricci. Recordemos que en la accién (2.36), la dependen-
cia temporal esta explicitamente incluida debido a que en la norma unitaria
ésta se encuentra directamente relacionada al campo escalar como ¢ = ¢().
El campo ¢ entra en las ecuaciones de movimiento a través de las derivadas
parciales Ly = OyL y Lyny = 0°L/ON? (véase como ejemplo el modelo para
k-esencia en la seccién 3.5). Lo anterior es claro si consideramos que en norma
unitaria X = ¢""0,00,¢ = —N ~2¢2 entonces, la dependencia de ¢ y X puede
ser interpretada como la dependencia de N y t apareciendo en la accién (2.36)
(véase, [44]).

2.4 Caracterizacion del fondo
Friedmann-Robertson-Walker

El fondo homogéneo e isétropo en donde las perturbaciones cosmologicas
evolucionan, queda caracterizado por la métrica FRW con curvatura nula ky =
0 cuyo elemento de linea estad determinado por

ds® = —dt* + a*(t)d;;dx"da? (2.39)

donde a(t) es el factor de escala y t es el tiempo cdsmico en coordenadas
coméviles. En términos de la métrica FRW tenemos que h;; = hi; = a*(t)d;; v
V,;N" = V,;N’ =0, de tal modo que (2.23) se puede escribir como

donde H = a/(Na) y N es el valor de la funcién lapso al nivel del fondo FRW.

Contrayendo K;; se sigue que

(2.40)

IRl

K = Hhy;h" = 3H, (2.41)
y de (2.35b) se sigue también que
S = K"YK;; = H*hy;h" = 3H*. (2.42)

De forma analoga resulta

R;LV - 07 (243&)
R=Z=0. (2.43b)

Recordemos que para calcular (2.43a) hemos considerado el tensor de Ricci
3-dimensional asociado a la métrica h;; = a®(t)dij. Las perturbaciones de estos
operadores geométricos (es decir, e.g. 6K;; = K;; + §K;;) alrededor del fondo
FRW se escriben como

SK*, = K", — Hh",, (2.44a)
6K = K — 3H, (2.44b)
68 =8 — 3H? = 2HSK + §K",6K",,. (2.44c)
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En la dltima relacién hemos usado el hecho de que 68 = (K, + 6K, ) (K" +
SK*) — 3H?. Observemos ademas que R y Z se anulan sobre el fondo, por
tanto estos seran considerados solo como perturbaciones tal que

donde ;R y 2R son perturbaciones de primer y segundo orden de R. El
término 02 = dR*,0R", es ya inicamente de segundo orden.
[gualmente, tras un célculo directo, al nivel del fondo FRW escribimos (2.8)

o V=g = Na3(t). (2.46)

2.5 Accidon efectiva

Si expandemos en serie de Taylor el lagrangiano dado en (2.36) hasta se-
gundo orden resulta

L= L+ Ly6N + LgbK + Lsd6S + Lr0R + Lz0Z +
L(ON 2 + 0K 2 + 682 + R + 0Z.2)° I, (2.47)

donde los subindices en la lagrangiana L indican derivadas parciales respecto
a la cantidad senialada (e.g. Ly = 0y L). Usando las expresiones (2.44), (2.45)
y 02 = 6R*,6R", podemos reescribir términos como LxdK + LsdS, tal que

LK + Ls6S = Li(K — 3H) + Ls(2HSK + 6K*,6K",,)
— LxK —3HLx +2HLsK — 6H?Ls + Ls6 K", 0K",,. (2.48)

Ahora si definimos la cantidad
F =Lkg+2HLs, (2.49)

podemos reescribir (2.48) como
LigdK + LséS = FK —3HF + LsdK",0K",,. (2.50)

Usando la relacién K = V,n#, ecuacion (2.24), el primer término en la relacién
anterior resulta en

/ diz/—gFK = / d*z/—gV " F. (2.51)
Integrando por partes ([ f(V-A)dV = — [ A-(Vf)dV + ¢ fA-da), despre-

ciando los términos de frontera y usado (2.13) valuado en el fondo FRW (es
decir, cuando N; = 0), podemos escribir

/d4x\/—gn“vu}": —/d4x\/—g§. (2.52)

Si ademas perturbamos la funcion lapso N hasta orden lineal, podemos escribir
N = N 4+ 6N, con lo que, si expandimos hasta segundo orden el término
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N~1 = (N +dN)~! que aparece en (2.52), podemos escribir finalmente (2.48)
como

LxdK + LsdS = —F —3HF + FON + LsdK*,0K", — FON?,  (2.53)

en donde hemos considerado que N = 1. Con lo anterior podemos identificar
el orden cero y el primer orden en perturbaciones en nuestra expansion del
lagrangiano (2.36), tal que
Ly=L—F—3HF, (2.54)
Ly = (F+ Ly)ON + Lroi R, (2.55)

donde en (2.55) hemos usado la expresion (2.45). Ahora, si consideramos las
siguientes definiciones

A=4H2Lss + 4H Lsg + Lk, (2.56a)
B= QHLSN + LKN7 (256b)

y usamos las relaciones (2.44), (2.45) y 02 = dRIORY, podemos escribir la
parte cuadratica* del lagrangiano como

1 . 1
Ly = §(5K2 + LsoK",0K", + (iLNN - -7:) ON? + §LRR(51R2 + BOKON

+ CSK&R + LyrONS R + Lz0Z + LrdyR. (2.57)

Para escribir las densidades lagrangianas respectivas a cada uno de los ante-
riores lagrangianos, es decir Ly, L1, Lo, debemos expandir /—g perturbativa-
mente, tal que

V=g = NV = (N +6N)(Vh+ 6vVh) ~ Na® + a*6N + Novh,  (2.58)

donde 6/—=¢ = 0vVh + a®*6N (haciendo N = 1). Con lo que las respectivas
densidades lagrangianas hasta segundo orden en perturbaciones se escriben
como

Lo=d® (E —F- 3Hf> : (2.59)

L1 =a® (L+ Ly = 3HF)ON + (L= F = 3HF) 6V + a’Lady R, (2.60)

Ly = 5@{(./7%— LN)5N+LR(51R:|

1
+ d [(LN + (1/2)Ly)ON? + LrdsR + S ASK?

+ BOKON +COKHR + (LNR + LR)(5N51R

+ %LRR61R2 + Ls0K",6K", + Lz0R",0R"). (2.61)

4Por parte cuadrdtica del lagrangiano hacemos referencia el grupo de términos que forman
parte del lagrangiano total cuyo orden de potencia es cuadratico en perturbaciones, e.g., §N2.
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2.6 Caracterizacion del universo inhomogeneo

Recordando la métrica perturbada (2.31) y la métrica ADM (2.5), podemos
establecer directamente las relaciones goo = —N? + N'N; = —e?4, go; = N; =
Ob y gij = hij = +a?(t)(e*6;; + E;;). En norma unitaria donde £ = 0 y
0¢ = 0, podemos escribir las relaciones siguientes:

N' =699, (2.62a)
hij = a2(t)e2<5ij, (262b)
5vV'h = 3a°C. (2.62¢)

Calculemos ahora, dadas las relaciones anteriores, la perturbacion del tensor
de curvatura R;;, donde R;; = R;; +0R;;. Sabemos que el tensor de curvatura
estd dado en términos de los simbolos de Christoffel como

kr+ ij

GV Ry; = 0pI%, — 0, + T, I, — X I, (2.63)
En términos de (2.62b) los simbolos de Christoffel se escriben como
1 1
Ty = h™ (O + 0ihig — Ohig) = 0?5 (20;C0% + 20iC0x; — 203(0i5)
(2.64)

Usando h¥ = a=2e7%6% que hemos derivado de (2.68), la expresién anterior
se escribe a nivel perturbativo como

Th = (9,C08 + 0,Co% — 0°¢oyy) (2.65)

TF. = (9:CoF + OpCSF — 0FConi) = 30, (2.66)
con lo que
0Rij = 0,0;C + 0;0:¢ — 0x0* (615 — 30;0,¢ + 9,C0;¢ — 6;5(9C)*
= —(6;;0°C + 0;0;C) + 9;C0;¢ — 6;(0C). (2.67)
donde 92¢ = 9,0 = 322, 8*/d(x")?. A partir de (2.67) podemos calcular
51R = hlj(sR” = —(1_26_2<(5ij<(5ij82§ -+ 81834") = —a_2482§. (268)

Un procedimiento analogo pero a segundo orden en perturbaciones nos permite
escribir

6 R = —2a 2[(0¢)* — 4¢9*C). (2.69)
Por otro lado, a partir de

1

donde V;N; = O;N; — Fijk es la derivada covariante con respecto a h;j,
tenemos que
1
Kij — W (8t(a262<6ji) — aiNj — @-Ni + FZN;C + F?ZNIC) .
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Usando en esta ultima, la expansion N~! = 1 — §N, podemos expresar final-
mente

0K = W0k = (( — HON)Y; — 558" (0N + 0;Ni), (2.71)

donde hemos despreciado los términos cuadraticos en perturbaciones (e.g.
Fijk). Recordemos que go; = N; = 0;¢, con lo que la contraccion de los
indices en (2.71) da como resultado

5K = §I6K! =3 (g‘ - H5N> - %a%. (2.72)

2.7 Ecuaciones dinamicas del fondo FRW

Para el fondo FRW hemos asumido la métrica FRW escrita en la forma
ADM como o
ds® = —N?dt* + a®(t)6; da"da? (2.73)

con la cual hemos podido caracterizar cantidades escalares como K, R, S,
etc. En estos términos hemos escrito la forma de las densidades lagrangianas
a orden cero, orden lineal y orden cuadratico en las perturbaciones dadas por
(2.59), (2.60) y (2.61) respectivamente. Ahora, si variamos la accién (2.36)
expandida a orden lineal en perturbaciones con respecto a la funciéon lapso N
y el factor de escala a(t), podemos expresar

551 = /dtd$3£1

= /dtdx3 {a3(L + Ly —3HF)ON +3a*(L — F — 3HF)da|, (2.74)

donde hemos considerado que §vh = 9,(a*)da(t) = 3a25a, y hemos eliminado
el término a®Lzd;R por tratarse de una derivada total. De (2.74) se siguen
directamente las ecuaciones dinamicas

L+Ly—-3HF=0, (2.75a)
L—F—-3HF=0. (2.75b)

Notamos de inmediato que (2.59) es idéntico a cero. Restando las relaciones
anteriores, podemos escribir

Ly +F=0. (2.76)

Dos de estas tres ecuaciones describen la dinamica cosmolégica sobre el fondo
FRW.

2.8 Lenguaje EFT

Introduciremos ahora el lenguaje EFT propuesto en [36, 37] para simplificar
las expresiones lagrangianas dadas en (2.54), (2.55) y (2.57). En este lenguaje
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la accion expandida hasta orden cuadratico en las perturbaciones puede ser
escrita en los siguientes términos

M2

4 —3
%(@00)2_%5[((5900 25[(2

/d4x\/_

B A A
LKV, 6K+ “1R5 00 4 5R5K+ SR+ ZRRY, | (277)

donde g% = —(1/N?), M, es una constante, y los coeficientes f, A, c, M, ...
son funciones que dependen del tiempo, llamadas funciones efectivas. Notemos
que R es el 4-dimensional escalar de Ricci que puede ser escrito en términos
de cantidades 3-dimensionales como recordamos de (2.34). Examinemos en
primer lugar cémo se escriben las ecuaciones (2.54) y (2.55) en este lenguaje.
Unicamente los tres primeros términos en (2.77) contribuyen a L, Ly vy F,
y de esta forma a las ecuaciones dindmicas del fondo FRW. Usando (2.34)
reexpresamos el primer término en (2.77) como

M2 M

(fR + S — fK?* +2f(Kn" — a");,), (2.78)

(recordemos que R = ®Ry S = K KM, Integrando el tltimo término por
partes como hicimos en (2.51)-(2.52) resulta

2/d4x\/—gK(nfL —al,) = —2/d4x\/—gKn“Vuf—i—2/d4x\/—gKa“Vuf
= —2/d4x\/—gK%, (2.79)
(recordemos que n® = 1/N y a = 0) con lo que podemos escribir

M2 e = (fR+ S — [K* — 2f‘%) At (280)

N2

Finalmente usando N = 1 + 0N, R = /R + R, K = 3H?> + 0K, S =
3H? + 2HSK + 6K*,6K",,, expandiendo 1/N, 1/N? hasta orden lineal en
ON e integrando por partes los términos con K = V*#n, (como ejemplo

[ d*zy/=ga(t)dK = [ d*zy/=ga(t)(K —3H) = [d*z/—g(—a&—3Ha+dadN))

podemos comparar con (2.54) y (2.55) ha,sta orden lineal y escribir

L—F—3HF = M)BfH>+2fH+2fH+f)+c—A, (2.81)
F+Ly = MXfH-2fH - f)—2¢, (2.82)

LR(51R ==

(2.83)
donde hemos resuelto el término con K? como
_ / B/ =g(2f K)(1 — N) = / dar/=G(—2f K + 2f (3H + SK)5N)
= /d4a:\/—_g(2f — 2f6N + 6fHON).
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Con las relaciones anteriores y usando las ecuaciones para el fondo FRW (2.75),
podemos expresar ¢ y A como

c+A = 3MX(fH*+ fH), (2.84)
A—c = M(2fH+3fH*+2fH + f). (2.85)

Recordemos que estas expresiones las hemos calculado en ausencia de materia.
En el siguiente capitulo se consideraran estas ecuaciones en presencia de mate-
ria. Por otro lado, si queremos estudiar las perturbaciones, debemos expandir
(2.77) hasta segundo orden de forma analoga a lo anteriormente realizado. De
esta manera obtenemos

L=Mf+2Hf+2Hf+3H?f)—A+c
+ [M2(—f + Hf — 2H f) —2c]6N+M73f51R

207 ; : 475 A72 M M3 2
+[MZ(f—Hf+2Hf)+3c+ 2M;]6N* — 7f+7 oK
27 -3 ms 2 M
M? M? A A
+ ( f - 73> SK",6K", + ?151722 + ?2573“”572”“, (2.86)
donde hemos considerado la expansion
—1
g = ~5 = "1+ 20N - 30N + ...~ =1+ d6¢", (2.87)

en la que §g°° = 25N de tal forma que (6g°)% = 4(6N)?, y a su vez hemos usado
el hecho de que Z = R, 0R*. Ahora, comparando los términos cuadraticos
de (2.86) con aquellos en la expresién (2.57) se sigue que

1 M2, M3
2H2L$S+2HL3K+§LKK:—( *f+_2)a

2 2
ME NI
LS:( f__3)7

2 2
1 . L L L1 A
§LNN —F ) =M (f—Hf+2Hf)+ 3c+ 2M,], QLRR =5
2HLsy + Ly = (Mff—m?),
m A M?

Finalmente es sencillo encontrar, después de combinar algunas de las relaciones
anteriores, que las funciones EF'T se escriben como

1
M; = Z(ZLN —+ LNN — 20),

M3 = 2Lg — Ly — 2H Lsy,

M3 = —2Lg — Lgx — 4HLsx — 4H?Lss,

M3 =2Lg — 2Ls, yi} = Lyg,

2Lx
M2

*

ms =2Lgr +4HLsgr, M = Lrr, Ao =2Lz, [ =

. (2.88)
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Para encontrar My hemos usado la relacién (2.82). Las expresiones en (2.88)
son una especie de diccionario que relaciona las funciones efectivas de la accién
en (2.77) y aquellas que aparecen en el lagrangiano (2.47).
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Capitulo

Teoria efectiva de campo aplicada a
energia oscura

En el presente capitulo aplicamos el formalismo EFT expuesto en el Ca-
pitulo 2 a DE/MG. Obtenemos las ecuaciones del fondo FRW en presencia
de materia y una ecuacién de estado para un componente efectivo de DE
(ppr = werper) (68, 37]. Escribimos también una ecuaciéon dindmica para
caracterizar la evolucion del DoF escalar adicional y la velocidad del sonido
que caracteriza su propagacion [36, 68, 58, 15]. Estudiamos brevemente mo-
dos tensoriales, correlacionamos su velocidad de propagaciéon con los modos
escalares y observamos las condiciones para la estabilidad de la teoria. Descri-
bimos brevemente la base «, base fenomenoldgica en términos de las funciones
efectivas [33, 12]. Obtenemos a su vez las ecuaciones dindmicas para el campo
escalar ¢ (con ayuda del truco de Stickelberg) y las perturbaciones escalares de
la métrica @, ¥, f y « [58, 36]. Finalmente, con estas ecuaciones a disposicion
podemos establecer la conexién entre las funciones fenomenolégicas Geg(k, t),
v(k,t) y 3(k,t), denominadas constante de Newton efectiva, pardmetro de des-
lizamiento gravitacional y parametro de defleccion de la luz, respectivamente,
y las funciones efectivas [68, 36, 58, 37, 15].

3.1 Ecuaciones para el fondo FRW en presen-
cia de materia

Estudiemos ahora las ecuaciones dinamicas del fondo FRW en presencia de
materia (CDM, bariones, fotones, etc). Derivemos estas ecuaciones a partir de
la variacion de la accion

S = /d4x\/—_gL+/d4x/Jm(gW,wi), (3.1)

donde L,, es la densidad lagrangiana asociada a los campos de materia ;.
Recordemos que el DoF extra (el campo escalar ¢) puede jugar el papel de
responsable de la expansion acelerada en la época final de la evolucién del
universo o de ser el responsable de los efectos de la materia oscura para la
formacién de estructuras, dependiendo de en que contexto nos situemos. Asu-
miremos también que la materia no esta acoplada al campo escalar ¢ y que
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estd minimamente acoplada a la métrica g,,. El tensor de energia momento a
nivel del fondo FRW esta caracterizado por

T# = g'u/\T)\l/ = (pm +pm)u/’l’uy — pmaff, (32)

donde p,, ¥ pm, son la densidad de energia y la presion propias, ademas, para un
observador cémovil, su velocidad caracteristica estd dada por u® =1y u! = 0.
A su vez (3.2) satisface la ecuacion de continuidad, p,, + 3H (pm + pm) = 0.
La variacion de la parte de la accién correspondiente al sector de materia
con respecto a la funcién lapso N y el factor de escala a(t) se escribe como

1
8Sm = 3 / da/=gT" 8, = / d*za® (pth — 3pm%a) : (3.3)

donde hemos considerado dgoy = 20N y dg;; = 2a 'dad;;. De la expresion
anterior y en conjunto con las ecuaciones (2.75) que corresponden a la varia-
cién de L, en (3.1), se siguen directamente la primera y segunda ecuacién de
Friedmann:

L—F—3HF = —p,. (3.4b)
Restando a (3.4a) la relacién (3.4b) obtenemos también F + Ly = pp, + Dy
Si trabajamos en el lenguaje EFT, recordando las relaciones (2.81), (2.82) y
(2.83), tenemos que

M2(f+2Hf +2Hf +3H%f) —A+c=L—F —3HF = —p,,  (3.50)
M2(—f+ Hf —2Hf) —2c = F + Ly = pom + Pm- (3.5b)

Sumando (3.5b) a (3.5a) y multiplicando por —1 obtenemos,
A+c=3M2(fH*+ fH) — pm. (3.6)
De forma andloga es sencillo obtener
A—c=M*2fH +3fH*+2fH + f) + pp. (3.7)
Derivando (3.6), usando la ecuacién de continuidad para el fondo FRW
pm + 3H (pm + pm) = 0, (3.8)
y la relacién (3.7), podemos escribir
A+ ¢+ 6He=3M2f(2H? + H). (3.9)

Observemos que las ecuaciones dindmicas para el fondo homogéneo (las ecua-
ciones de Friedmann modificadas) quedan determinadas por las funciones efec-
tivas f(t), A(t) y ¢(t), ademas del parametro de Hubble H(t) y de las densida-
des de energia y presion p,, y pm. Si quisiéramos recuperar las ecuaciones de
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Friedmann para GR, basta considerar los pardmetros c = A =0y f =1, tal
que de (3.6) y (3.7), resulta

H? = %, (3.10a)
—3M?(2H + 3H?) = +3pp, (3.10D)
— H+ H? = %7 (3.10¢)

donde si comparamos con la forma canonica de las ecuaciones de Friedmann

tenemos que M? = (87G)~!. Observemos que si en la constante M2 hubiésemos
absorbido un valor libre de la funcién f(t), tal que M? = M2 f(t), podriamos
situarnos en un marco donde G = G(t), es decir, donde G es considerada como
una funcién del tiempo o, por decirlo de otra manera, como un parametro
de gravitacién efectivo; ahora, si en (3.6) y (3.7) despejamos p,, ¥ —pm, v a
su vez sumamos los términos 3M, H? y M2(2H + 3H?) podemos definir las
cantidades

ppr =c+ A+ 3H* (M} — M2f) —3M?fH, (3.11a)
per =c— A — (2H + 3H*) (M2 — M2f) + M?2Hf + f), (3.11b)

donde Mgl puede actuar por ejemplo como Mgl = M?2f(t). Las relaciones
(3.11), por la transitividad del pardmetro efectivo Mgl, seran consideradas
como cantidades efectivas de densidad de energia y presién para DE (o DM,
segin sea el caso). Tras una breve manipulacién, es posible escribir

3MYH? = ppr + pm (3.12a)
M2 (2H + 3H?) = —ppr — P (3.12b)

Derivando (3.12a), considerando Mg = M? = constante, y usando la relacién
de continuidad para el fondo FRW (3.8), encontramos que se cumple una
ecuacién andloga a la ecuacion de continuidad para los componentes efectivos
dada por

per — 3H(ppr + ppr) = 0. (3.13)

La relaciéon anterior nos indica que el componente oscuro satisface la ecuacion
de continuidad en su forma estandar, ya sea que estemos situados en un con-
texto donde ¢ juega un papal como DM o DE. Podemos definir también una
ecuaciéon de estado para DE (pgr = werprr) tal que

__ PEF — PEF T PEF _ 20_2H(M51_M3f)_M3<Hf—f)
WER = 1+

PEF ¢+ A+ 3H2(M2 — M2f) — 3M2fH

(3.14)
donde hemos usado la suma de las expresiones (3.11). Como ejemplo inme-
diato consideremos GR maés una constante cosmologica A(0) = Ay, tal caso
corresponde a la eleccion de las funciones c(t) = 0, My, = M,y f(t) = 1,
con lo que, a partir de (3.14), recuperamos la ecuacién de estado wpp = —1,
caracteristica del modelo ACDM.
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3.2 Ecuaciones dinamicas para perturbaciones

Obtengamos ahora las ecuaciones dinamicas para las perturbaciones a par-
tir de la densidad lagrangina en (2.61) usando las expresiones (2.62c), (2.67)-
(2.69), (2.72) y desarrollando hasta orden cuadratico. Con estos términos la
densidad lagrangiana a orden cuadratico en perturbaciones se escribe como

1
Lo = a3{§(2LN + Lyy +9AH? — 6BH + 6LsH?)SN?

2¢ 82C

_BA+ 2L3)§8% 120g% + (§A + 3L3) &4 2Ly (ag)

donde hemos usado la relacién Ly +F = 0, que obtenemos usando (2.75), para
eliminar el primer término en (2.61). Ahora, variando la acciéon S = [ d*zL,
con respecto a IN y 0*), y definiendo W = B — 3AH — 2LsH se siguen
directamente las ecuaciones

2Ly + Lyny — 6HW — 9H?> A — 6H*Ls|6N

0%y ¢
W+ 8WE 4 ABHC ~ L — La) 7 =0, (3.16)
2 2
WGN + (3A + 2Ls)C — (A+ st)a—w _ 4c% —0. (317)

que corresponden a las constricciones hamiltonianasy de momento, respectiva-
mente. Con el objeto de obtener ecuaciones dinamicas que a lo méas contengan
derivadas de segundo orden (puesto que a orden lineal en perturbaciones de-
rivadas superiores no contribuyen significativamente), es necesario considerar
que los tres tltimos términos en (3.15) se anulan, para lo cual se debe cumplir
que

A+2Ls =4H*Lss +4HLsk + Ly +2Ls = 0, (3.18a)
C=2HLsg + Lgr =0, (3.18Db)
4Lrr +3Lz =0, (3.180)

y por tanto, derivadas espaciales de grado superior estan ausentes de las
ecuaciones dindmicas. Usando las expresiones A = —M2f — M2, C = ms/2,
Lz = X\2/2 y Lrr = A1, podemos escribir las condiciones (3.18) en términos
de las funciones EFT como

_ _ 3
ms =0, M;+M;=0, 4\ + EAQ =0. (3.19)
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Con lo que el lagrangiano EFT més general el cual no genera derivadas de
orden superior en las ecuaciones lineales para las perturbaciones, es

M2 M§<t)(5goo)2 m3()5K(5 00

I = At 00
L R - a0 — ety + 22
— m2(t)(6K? — SKMSKH) + m2( ) sR3g™. (3.20)
donde mj = m?, m? = L(MZ — M%) y m3 = p?. Ahora, dadas las condiciones

(3.19), se sigue de la ecuacién (3.17), que
—(BA+2Ls)C  4LsC

ON = = = D( 3.21
W BraHL, °° (3:21)
donde AL
S
= 3.22
B+ 4HLs ( )
A su vez, usando la expresién anterior en (3.16), reescribimos
0? . o2
w —3C+[2LN—|—LNN—6HB—12H2L |D —LM—f (3.23)
S a

Si usamos estds expresiones en la densidad lagrangiana (3.15) obtenemos una
expresion de la forma

Lo = c1(t)C? + co(t)COPC + e3(t)(9C)?, (3.24)
donde las funciones dependientes del tiempo ¢(t); 25 estan dadas por
1
c1(t) = 5a?’(LNN +2Ly —6HB — 12H?Ls)D?, (3.25)
ca(t) = —4Ma, (3.26)
c3(t) = 2Lga’. (3.27)

Observemos que integrando por partes, el segundo término en (3.24) se puede
escribir como?

/ Ao/ =ges(1)CO°C = / 0 =gér(1) (00)? /2. (3.25)

Lo que nos lleva finalmente a una expresion de la forma

a’ ;¢
Lo = > |: CC<2+£8<8C( ) :| , (329)
donde
Ly =a*(Lyny +2Ly — 6HB —12H”Ls)D?, (3.30)
1d
=4 |Lp — —— 31
Lo,coc [ R adt(a/\/l)] (3.31)

IPara obtener esta expresién hemos considerado que co(92¢ = O [czé 0uCl—ca (3“{ )Ouc —
(8“02)6(%( , donde eliminando el término de derivada total y haciendo d*co = 0, resulta
(0% = —cy (8“@1)8%. Por otro lado (d/dt)[c2] = c2[0¢)? —&—2@6@8,@. Con lo que finalmente
conseguimos la expresion (3.28).
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Variando la accién (3.29) con respecto a la perturbacion de curvatura ( tal
que, a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange (0L2/0¢)—0,(0L2/0(0,()) =
0, podemos escribir

0 (0L, ) ( 0L )
—— == -0 =0, 3.32
7 (56) -2 (o 532
con lo que finalmente obtenemos la ecuaciéon dindmica para (:
d (a® ‘9 a’ 9
i (5£¢¢C ) + Eﬁaicaica ¢=0. (3.33)

Esta es la ecuaciéon de movimiento de segundo orden con un solo grado de
libertad. Reforcemos el hecho de que, satisfechas las condiciones (3.18), la
teoria gravitacional que surja de la accién (2.36), no involucrarda derivadas
de orden superior en la ecuaciones dindmicas para perturbaciones lineales.
Notemos también, como se observa en [36], que para conseguir estabilidad
clasica y cudntica (es decir, evitar la presencia de fantasmas que explicaremos
mas adelante) se requiere que el término de energia cinética en el lagrangiano
sea positivo, es decir, que L > 0. Por otro lado, la velocidad del sonido de
las fluctuaciones esta caracterizada mediante el cociente
o Lococ  (M+HM — Lg)(B+6HLs)*

_ _ . 3.34
Cs L Ls[3B? 4+ 4Ls(2Ly + Lyn)] .

Por otra parte observemos que podemos reescribir (3.21) en términos de len-
guaje EFT como

¢ B Mf-mj

SN =——° donde ap = _
H1+ag) MY T 4HLs ~ 2HM2f

(3.35)

Lo que expresa el hecho de que ap juega el papel de desviacion de la expresion
estandar dado por GR 6N = /H. Cuando ap # 0, parte del término cinético
de las fluctuaciones viene del término J KJN en la accién (2.61), es decir, de la
mezcla cinética entre los grados de libertad escalares y gravitacionales. Como
ya anotamos anteriormente, este fenémeno es conocido como kinetic brading.

3.2.1 Modos tensoriales

Analicemos brevemente el comportamiento de las perturbaciones tensoria-
les. La métrica 3-dimensional, incluyendo modos tensoriales, puede ser expre-
sada como

~ ~ 1 ~
hij = CLQGZChij, hij = (Sij + %’j + 5%1")/]'[, deth = 1, (336)
donde 7;; es un tensor sin traza y sin divergencia tal que v; = 0;v;; = 0.
Ahora, dado que los modos tensoriales se desacoplan de los modos escalares a

orden lineal, podemos sustituir (3.36) en la accién con la densidad lagrangiana
(2.61) y hacer nulas las perturbaciones escalares. Usando el hecho de que

1 . 3 ) 1 o
5, ¥ R = = (7”(92%3' + Zak%jawk - iak%j8]7m)a (3.37)
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y de que, dada la relacién (2.23),

. L.
§K;j = o Vi = 0K} = Z%?"Q’ §K =0, (3.38)
donde hemos hecho N = 1, podemos escribir la accién a segundo orden para
perturbaciones tensoriales tal que

g 3 L
%= / d'za’[Lsd K0 KY + Lrd;R] = / Ay [Ls’y;-jz — 5 (@)*)

2

(3.39)
después de haber integrado por partes un par de veces. Observemos el hecho
de que podemos recuperar lo que se obtiene en GR cuando Ls = Lg = M2/2,

lo que sugiere definir la masa efectiva de Planck M como M? = 2Ls. Podemos
entonces reescribir la expresiéon anterior como

M2 ) C2
Sy = /d4xa3? [%2] — a—g(&g%j)ﬂ ) (3‘40)
donde velocidad del sonido de los modos tensoriales se define como
L
Z==2E (3.41)

3.2.2 Base «

Una parametrizacion adicional con un caracter mas fenomenoldgico, se da
en la parametrizaciéon denominada «. En términos de esta base de funciones
las propiedades fisicas del sistema pueden ser descritas con mayor precision.
En términos de estd parametrizacion, la accion efectiva a orden cuadratico se
escribe como

2
S = /dx:gdtagMT [6K",6K", — 6K* + (14 ar)(02R + 5 RI(VR/a®))
+ axgH*6N? + 4HapdNSK + (1+ ay)0iRON], (3.42)

donde M? = M?2f + 2m2. A partir de esta accién, cualquier modificaciéon de
interés a GR queda determinada por cinco funciones dependientes del tiempo, a
saber, las funciones ag, ay, ak, ar y ays. Sin embargo se requiere la adicion de
mas funciones para describir modificaciones con derivadas espaciales de ordenes
superiores. Por otro lado, estas funciones presentan la cualidad de describir
més claramente efectos fisicos, siendo la accién (3.42) una aproximaciéon mas
fenomenoldgica. En términos de las funciones efectivas en (2.77), la base « se
escribe como

M2f —m? om? . 2¢ + 4 M
Ogp=—. = —— = C; — O = ——F—-
DY 3V Y A 7 E) VE R

2u? — m? M2f +2(mi) 1 dlnM?
oy = i MEf A 2(my) 1dln (3.43)

M2 M M2H T H dt

donde M? es la masa de Planck efectiva y ¢; es la velocidad de propagacion
de los modos tensoriales (o bien de las ondas gravitacionales). Si, por ejem-
plo, quisiéramos pasar a la lagrangiana (3.20) a partir a la lagrangiana en
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(3.42), debemos recordar que /—g = a* + a*SN + 6v/h, y usar la relacién
R = K;;K7 — K>+ R (donde hemos eliminado el término de derivada total en
(2.34)) para recuperar el término M2 f(¢) R. Observemos que «;(t) caracteriza
la evolucién de la masa efectiva de Planck. Esta masa efectiva conduce a modi-
ficar el crecimiento de estructuras e introduce esfuerzo anisotrépico al sistema.
Por otro lado, apg, conocida como braiding function, describe la mezcla entre
la métrica y el campo escalar ¢ (DE/DM/MG), toma lugar de importancia en
los términos cinéticos y la velocidad de propagacién del los modos escalares.
A su vez, ay, llamada kineticity, es un término puramente cinético, afecta la
velocidad de propagaciéon del campo escalar ¢; grandes valores de esta funciéon
suprimen la velocidad del sonido de perturbaciones escalares. También, ar,
llamada tensor speed excess, describe las desviaciones a la velocidad de propa-
gacién de las ondas gravitacionales del valor de la velocidad de la luz (GR).
Finalmente, ap, caracteriza las desviaciones respecto a las teorias Horndeski,
contribuye a la velocidad de propagacion del campo escalar y acopla el campo
gravitacional a la velocidad de la materia. Para mas detalle, véase [33, 37].

3.3 Condiciones de estabilidad

Retomemos unas notas sobre las posibles inestabilidades del sistema. Tales
inestabilidades pueden darse como fantasmas, gradientes e inestabilidades ta-
quionicas. Estas inestabilidades estan relacionadas con la evolucion del grado
de libertad extra ¢, o bien, si existen campos de materia involucrados, estos
pueden conducir también a condiciones de inestabilidad. Las inestabilidades
presentadas como fantasmas, corresponden a tener modos con energia cinética
negativa. En el caso de que la energia cinética fuera negativa la energia del
vacio seria inestable para la produccién espontéanea de particulas. Cuando so-
lamente tratamos con un campo escalar (en nuestro caso de estudio ¢) este
inconveniente es regulado demandando un término positivo para la energia
cinética.

Las inestabilidades de gradiente o inestabilidades Laplacianas ocurren cuan-
do los grados de libertad se propagan con velocidades de sonido negativas, es
decir, cuando ¢ < 0y ¢ < 0. Estas senalan la presencia de crecimientos
exponenciales. Para evitar estas inestabilidades, se debe demandar que estas
velocidades cumplan con ¢ > 0 y ¢ > 0. Por tltimo, las inestabilidades
taquionicas o inestabilidades de Jeans, aparecen cuando los grados de liber-
tad tienes masas cuadradas negativas, que en particular, surgen cuando las
perturbaciones no son computadas alrededor del verdadero vacio de la teoria.
Centrandonos en los resultados precedentes, observamos que la estabilidad en
EFT equivale a demandar, para los modos tensoriales, que se cumpla con

M?>0— Ls >0, (3.44)
lo cual asegura la ausencia de fantasmas y
Z>0—=Lg>0—=1+ap>0, (3.45)

que evita inestabilidades de gradientes. Para los modos escalares, la ausencia
de fantasmas e inestabilidades Laplacianas estd asegurada mediante las con-
diciones ¢ > 0y Lie > 0, respectivamente. En otros términos, se debe de
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cumplir con

Lococ (M+HM — Lp)(B+6HLs)?

5 1C0iC L

_ _ >0 3.46
Cs L Ls[3B° + 4Ls(2Ly + Lyy)] .

L }(Lyy+2Ly —6HB —12H?Ls)D* > 0. (3.47)

&=a
Finalmente, notemos que las condiciones para la ausencia de fantasmas e ines-
tabilidad de gradientes no dependen de la eleccion de norma.

3.4 Evolucién de las perturbaciones cosmolé-
gicas

Nos interesa ahora encontrar la forma de las ecuaciones dindmicas para las
perturbaciones escalares de la métrica g,, y del campo ¢ que aparecen impli-
citamente en la accién (2.77). Recordemos que esta tltima ha sido formulada
en norma unitaria, util desde un punto de vista tedérico para identificar los
operadores principales que influyen en la formacién de las grandes estructuras,
pero no es conveniente para estudiar separadamente la evolucion del campo
escalar y de las perturbaciones de la métrica. Aunado a esto, recordemos que
en presencia de materia, ésta tltima se encuentra acoplada minimamente a la
métrica g,,, tal que S = [ d*zL,+ S,,[9,,]. Recordemos también que el campo
escalar extra permanece oculto en los elementos de la métrica a través de N, t.
Para lograr nuestro objetivo, primero debemos restaurar la covariancia general
de la acciéon y escribirla en un sistema genérico de coordenadas. Con este fin,
debemos desarrollar el cambio de coordenada

t—=t=t+n(t7), ' =i =2, (3.48)

donde 7 describe las fluctuaciones del grado de libertad escalar, es decir, ¢.
Este mecanismo de restauracion es denominado el truco Stiickelberg, con lo que
la invariancia temporal es restaurada. En estas nuevas coordenadas, estamos en
libertad de elegir una norma diferente a la norma unitaria y trabajar con otra
métrica FRW linealmente perturbada distinta a (2.31), para ello trabajemos
con la métrica

ds® = —(1 4 2®)dt* + 20,adtdz’ + a®(t)[(1 — 2¥)d;; + 2x4;)da'da?,  (3.49)

donde x;; es un tensor sin traza y estd dado en términos de la perturbacion es-
calar 3, como y;; = (0;0;,— %51-]-02) B,y ®, ¥y «ason funciones escalares. Usando
este procedimiento, las funciones que dependen explicitamente del tiempo en
(3.20) se pueden reexpresar como

f&) = f(t+w(z")), (3.50)

que tras expandir en serie de Taylor en 7 se escriben como
. 1.
fit+m) = fO+ fr+ §f7r2 + ...

c(t + ) = c(t) +é(t) + ()T + %é(t)wQ + o) (3.51)
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etc. Estas funciones seran expandidas alrededor de los valores del fondo FRW.
Para los términos que ya se encuentran a segundo orden en la acciéon, no
realizaremos su expansion. El escalar de Ricci R que ya es invariante bajo
difeomorfismos, no presentara contribuciones de w. Por otro lado, siguiendo
las reglas de transformacion de tensores, el término g% transforma como

oy Q) ot + )

py 00 o - . 00 00 -2 —2¢ij o A
Oh o 9 21 +270g " +20;mg" — 7" +a” 6V Oymo;m,

donde hemos usado g% = —1 + §¢%°, g% = a=26%, y ademés hemos permane-
cido a orden cuadratico en perturbaciones. Ahora recordemos la definicién del
vector normal unitario en (2.10), tal que

ny— Ot (3.52)

£/ —g“”f)“tcf)yt'

Cuando efectuamos la transformacion (3.48) en la expresién anterior, realizan-
do la transformacion vectorial, tenemos que

ozt Ou(t + ) ot 9,7+ O,m

=27 = 9 —— . (3.53)
0" [goon (i + mdpi +m) O\ ge0,0058 — 2
Expandiendo el denominador en 7 y usando (3.52) obtenemos
O
my = G (L =) + ). (3.54)

Para facilidad, escribamos las transformaciones en conjunto (para mas detalle,
véase [15])

9" — g% = 27 4 276¢™ + 20;mg™ — 7 4+ a=26Y w0y, (3.55a)

5Kz’j — (SKU — Hﬂ'hij — 6’2-8]%, (355b)

0K — 6K — 3Hnm — a~20%m, (3.55¢)

’R,ij — Rij + H(E)zaﬂr -+ 5ij82ﬂ'>, (355d)
4

R— R+ ;H@Qm (3.55¢)

Con estas relaciones, podemos reescribir la lagrangiana (2.77) hasta orden
cuadrético, de tal manera que las fluctuaciones del campo escalar se encuentren
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presentes, esto se da como

:/\/_—g[M?ff(tﬂ)R—A(Hn)

. 1 .
—c(t+ ) (—1 +0g% — 27 + 270g™ + 20,mg" — 7 + ga’waﬂ

ME(t)
2
_mit)

2

72 ) i\ 2
- M3(@) (5K“+3H7r+ 0,0 w)
2 a a?

Ve, 8 9
3(t){((5K;+H7r(5;—l—aza ”) <5K5+H7rag+@;”)

a?

+ (6g% — 27)?

(6% — ‘)<5K“+3H +aa )

+ (0K§)? +2 <5Ké — %8%) (6K? + Haﬂr)]

2 z
+ “17@(5900 27) (m + 4Haa )

7 A
+ %R(SK + 1732

)\IR”R”} + S (3.56)

En términos de la métrica perturbada (3.49) los elementos del tensor métrico
son:

goo = —€**, goi = O, gi; = a*(t)[(1 — 2W)dy; + 2x4)
g0 = =72 g% = 9a, g¥ = a2(t)[(1 + 20)6Y — 2xY]. (3.57)

Si expresamos g, como g, = Guv + Yuw, donde g, es la métrica del fondo
homogéneo y 7,, es la perturbacion, entonces podemos escribir en general

\/_—\/_< + - iv“”vuy+%(vﬁ)2)+0(h3)a (3.58)

donde g, g son los determinantes de g,, y g, respectivamente. Calculemos,
con ayuda de (3.58), la expresion para \/det(g;; = h;j). Sea h;; = ﬁ,-j +0h;; =
a?(t)6;; — 2a2(t)Wé;; + 2a2(t)xi;, donde hy; = a*(t)dy; v 0hyj = —2a2(t)W6;; +
2a*(t)xi;, entonces

) 1 1 . 1
donde
ShY = h'96h;; = —6W + 2x§ — 1202 + 8Wx} — 4x7 45, (3.60)
Sh'6hy; = —12W% — 4\ + 8Ux}, (3.61)
(8h%)? = 3602 — 24U} + dxix), (3.62)
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con lo que podemos escribir

3 y 1. .
Vh = d® (1 — 30 +\F + 5\112 — X — Uk + §x}x§-> . (3.63)
Ahora, recordemos que en el formalismo ADM podemos escribir, v/—g = NV,
tal que

V=9 = (1+6N) (VI + 6vVh)

:a3(1+®— 5@2) (1 —3\IJ+XZ+ 5\112 — X" Xij — \PX£+§X]'X]')

3 ij I
:a3<1—3\11+x§+§\112—xﬂxij—\IIX§+§XJ-X]-+<I>—3\IJ<I>+<I>X§

_ 1@2)7 (3.64)
2

donde si usamos (2.87), identificamos que JN = & — (1/2)®2. Por otro lado,
con la métrica (3.57), podemos también calcular la variedad de cantidades
geométricas que nos interesan n,, K,,, (3)Rij, etc. Los simbolos de Christoffel
asociados a esta métrica, hasta orden lineal, estan dados por

ry, = o, (3.65a)
ng = 8]@ + adﬁjoz, (365b)
Ly = a 2220 +a?0'a = a ?0'a + a0, (3.65¢)
Iy, = HSL — We! + X, (3.65d)
F?j = a’0ije >V T (H — U) + ainj + 2aay;; — 0;0;a (3.65e)

= addij — 2&@5”\11 + 2@@){@‘ + GQXij — CLQ\PéZ’j — &@a — 2@@&(51‘]‘,

Con lo que podemos calcular el escalar de Ricci a orden cuadratico en pertur-
baciones, eligiendo la norma newtoniana (o = 5 = 0), tal que

R=6e"2*(2H? + H — HD — 4HV + dVU 4 202 — )
—2a72*[0%® — 20°V + (0;®)* — 0,90V + (0, ¥)?]. (3.66)

A partir de (2.30) y (3.57), podemos calcular una expresion para el vector
normal a las hipersuperficies ¥;, tal que

)

1 @

n, = — = —),0€ . 3.67

M — 00 1O ( )
\Yam')

Con estas cantidades podemos encontrar la expresién para el tensor de curvatu-

ra extrinseca en norma newtoniana a orden lineal en perturbaciones, siguiendo

el hecho de que

Kij = hiVin; = b (=6,0e®0,® + I'};e®)
= G25Z'j€72‘117q)(H — \Ij) + azxij + 2&&)@] — @-@a,
= €_¢’(H — qf)hw + a2Xij + QGéLXij — 82-(9]-04

= a%6;;(H — ¥ — H® — 2HV). (3.68)
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donde, h* = 6%, v hemos calculado la derivada covariante de n; con respecto a
la métrica h;;. Con (3.68), el escalar de curvatura extrinseca a orden lineal se
sigue directamente como

K =h"K; =3H — 3(¥ + HD). (3.69)

de lo cual concluimos que 6K = —3(¥ + H®).
A su vez el tensor de Ricci 3-dimensional se expresa como

(3)Rij = 818]\11 + 61-]02\1/ + 8;@)(? + &ﬁjxf — aQXZ‘j. (370)

De lo anterior se deriva, usando (3.57), y permaneciendo a orden lineal en
perturbaciones, que

G Ra? = —49” (—qf — %aw) : (3.71)

Con estas cantidades geométricas colocadas en (3.56) y expandiendo hasta
orden cuadratico en perturbaciones, la accién se escribira en términos de las
fluctuaciones escalares ®, U, 3, a y w. Podemos variar esta accién asi reescrita
con respecto al campo escalar m y posteriormente fijar la norma Newtoniana
(a = B = 0) en las ecuaciones derivadas para asi obtener la ecuacién dindmica
de orden lineal para m. De forma analoga podemos obtener las ecuaciones
correspondientes a las ecuaciones lineales de Einstein variando con respecto a
los elementos escalares de la métrica.

Ahora, con el objeto de no incluir términos que contengan derivadas de
orden superior en las ecuaciones, debemos trabajar con el lagrangiano (3.20).
Las actuales observaciones cosmoldgicas restringen el valor de la mayoria de
los parametros en la teoria efectiva; por ejemplo si asumimos que las ondas
gravitacionales se propagan a la velocidad de la luz, como siguieren las obser-
vaciones [8, 22, 29], entonces debemos imponer que m? = 0, que equivale a
ar = 0. De la misma manera, al restringirnos al modelo Horndeski tenemos
que ay = 0, con lo que m3 = m3. Recordemos que mj = m3, m3 = +(M35—M3)
y m3 = p?, que reduce la accién (3.56) a la expresion:

M F(t)R - M) — clt)g®

S:/d4x\/—_g[

M. m3
+ %(5900)2 — 73(15)5[(5900] + Sm[guw)

:/\/—_g[MTff(t~l—7r)R—A(t+7r)

) 1 .
—c(t+m) (—1 +0g% — 27 + 2769 + 20,mg" — 7% + 58%@%)

M;(t)

+ T((Sgoo - 27'1')2
m3 t . . 810%
— %(5900 — 27) <5ij +3Hm + o ) } + S g (3.72)

Esta tltima es la misma accién con la que se trabaja en [38] (ec. 66) para
obtener la ecuaciones lineales para perturbaciones en la norma Newtoniana.
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Por otro lado, la parte de la acciéon correspondiente al sector de materia que
describe las diversas especies cosmolégicas (DM, bariones, fotones, etc.) se
encuentra en el término S,,. La descomposicién del tensor de energia momento?
podemos escribirla como

T(? = —(Pm +6pm), (3.73a)
T‘]O — (ﬁm + pm)(ajv + aja> = _GQTga (373b)
T' = 85+ opn+ 1T, (3.730)

donde II} = (0°9; — (1/3)6;0%)I1, I es el componente escalar del esfuerzo
anisotrépico y en general se satisface con I = 0, v*II,, = 0 y II§ = IIY = 0.
Desarrollemos primero las ecuaciones dinamicas para el campo escalar .
Para llevar cierto orden en el desarrollo de los calculos, analicemos separada-
mente los operadores en la expresion (3.72). Expandamos hasta segundo orden
en 7 el primer término usando (3.66), (3.51), y (3.64) en la norma newtoniana,
tal que, hasta segundo orden en perturbaciones obtenemos

V=g

M? M? :
*fOR=a"—fr| —6HD
2 2
— 24H® — 60 — 2a720°® + 2(2)a"20°V + 6(—20)(2H* + H)

M,
—==7
2 2
Ahora variemos con respecto a 7w usando la expresion
oLt d oL
or  dar 0(0,m)

Tras un calculo directo, obtenemos

+ a*6(2H? + H) + (M2/2)[6 fna®(2H? + H)(—3¥ + ®)] = £V,

=084y (3.74)

a>M2f[-3H® — 12HY — 30 — a~20°® + 2a720°V — 60(2H* + H)
+30(2H? + H)| + M? fra®3(2H + H) = 85}, (3.75)
Realizamos un procedimiento idéntico para los términos A(t)y/—g, M3 (6g*° —

27)%/—=g v —c(t)g"y/—g (considerado My, m3 = constante), de los cuales,
después de variar con respecto a m, obtenemos

@®[BUA — A® — Ax] = 65,

a®[3¢U + 18H eV + 6¢¥ + 6Hed + éd + 2cd — 6Herr — 267 — 2cit
— 6Hér — ém — 2a72¢0*n] = 05,

4a* My [(® — %) + BH(® — #)] = 3570,

También, para variar el término —(m3/2)d K g% usamos la ecuacion de Euler-
Lagrange

oL d 0L d d( oL )207 (3.76)

o dar (0, ) * dzt dxv \ 0(0,0,)

2Tensor simétrico de rango (0,2) que nos dice todo lo que necesitamos saber acerca de
los aspectos de la energia del sistema: densidad de energia, presion, esfuerzo, etc. (véase [18],
seccién 1.9)
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con lo que obtenemos

. . . . o2
mia®[6H® + 30 + 3HS + 3Hr + 2H—]
a

2 2
. o
+3m3a®H[3H® + 3V + 3H7 — al] - 8—m§a3 = 657).

CL2 CL2 my
Por tltimo, usando la expresién (3.9) para remover algunos términos con A
y A, y sumando las ecuaciones anteriores, construimos la ecuacién dinamica
para el campo escalar m, como
Ee® + E3® + EgV + By U + EgV + B, + Eait + Eyit

kQ
+—(EQ® + EPV + EPr) =0, (3.77)
a

donde
Ep = 12¢ 4 2¢ + 3m3(3H? + 2H) — 6M2f(2H + H?) + 12HMj,

Ey = 2c+4My + 3H(m3 — M2 f),
Ey = 3[6cH + ¢+ A — 3M2f(2H? + H)],
By = 3[2c + 3Hm3 — 4HM?f],
Ey = 3(m3 — MZ2f),
E,=—[6Hc+3M*(H+4HH)f — 9HHm3 — 3m3H,
E; = —2[3H(c + 2My) + ¢,
Bz = —2(c+ 2M3),
By = —[m} - M2f),
E® = —[2¢+ Hm3).
Una vez establecida la ecuacién dinamica para el campo 7, podemos obtener
bajo el mismo principio las ecuaciones dindmicas de Einstein, variando res-
pecto a los elementos escalares de la métrica W, &, o y 5. Sin embargo, para
facilitar los cdlculos, variemos la accion (3.72) de la siguiente forma: variemos
separadamente los primeros tres términos (como enseguida referiremos), y los
restantes términos (M;)/2)(6g°°)? y (m3/2)0K5g” en forma idéntica a como

hicimos para obtener la ecuacién para el campo 7. Desarrollemos primero la
parte de la accion que referiremos como

Sip = / d*z/=gf(t)R. (3.78)

Para variar esta accién, hagamoslo de forma andaloga al variar la acciéon ordi-
naria de Einstein-Hilbert, considerando perturbaciones de la métrica, tal que,
g — g + g Después de variar con respecto a la métrica (véase para mas
detalle [18], pdg. 182), obtenemos

1
055 = / /=g (1) [(Rﬂv - QRW) 5" + V4V (g, 69"

—V,V, 069", (3.79)
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Ahora, integrando por partes los tltimos dos términos, dos veces, y descartando
los términos de frontera, obtenemos,

3Sm = [ dav=glf (G + 9u 00 (0) - VTS O™, (350)
donde G, es el tensor de Einstein, y [ es el operador dalambertiano dado por

Of = g""V,u0,f = (1/V=9)0u(v=90" [))- (3.81)

donde V,,, representa la derivada covariante con respecto a la métrica (3.57).
Ahora, la variacién con respecto a los términos c(t)g® = c(t)d)009"" y A, se
da como

Sun = [ [ V=A-c0000) 4 0Vl ~ )
= [atev=gor | -eapa) + (o) ( - ctonate - ) |,

donde hemos usado dv/—g = —(1/2)y/—gg,,0¢"". Sumando los resultados an-
teriores, tenemos que los primeros tres términos en (3.72) contribuyen a las
ecuaciones de Einstein como

(fGu — V.0, f + g OF)M?Z + (cg™ + N) g, — 2(;5252 =T, (3.82)

Observemos que el operador M, afecta tinicamente a la componente (00) apor-

tando los términos 4M;(® — ), mientras que el operador m3 contribuye a la

accion (3.72) con la densidad lagrangiana
L3 =mia® [30W + 30°H — 3Hn® — da *0Prw — 3U7t — 3H#® + 3Hrm
+ a7 0% — Pali — P)]. (3.83)

Finalmente, necesitamos escribir las componentes del tensor de Einstein en
norma newtoniana a orden lineal, tal que

Goo = 3H* — 6HV + 24720, (3.84a)
Gi; = —d*[3H? + 2H]0y; + 0*(® — V)65 + 9,0;(¥ — D)

+ a®[2H(® + 30) + 20 + 2(® + U)(3H? + 2H)]6;;, (3.84b)
Goi = 20;(V + H®), (3.84c)

y escribir en la misma norma la expresién para el dalambertiano (3.81), tal
que

Of =—f —3Hf +a20*f +3fU +6HfD®+ df +20f, (3.85)

donde hemos desarrollado Of = ¢*[0,(0, f) — I';,,(0af)], usando los simbo-
los de Christoffel en (3.65). Con la suma de lo anterior, contamos con las
herramientas suficientes para desarrollar las ecuaciones lineales de Einsten.
Comencemos por la componente (00), tal que

(fGOO — Vanf + g()on)Mf + (Cgoo + A)goo —2c= T00~ (386)
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Considerando las expresiones (3.51), (3.55a), (3.57), (3.84a) y (3.85), reescri-

bimos lo anterior como
M2|(f + fm)[3BH? — 6HY + 2a20%V] — f + b

+ (=1 =20)[—f —3H(f + fr+ f7) +a 2f*n +3fU +3HfD + Of + 20 ]

+[(c+ém) (=1 420 — 270) + A + Ax|(—1 — 2®) — 2¢ — 2¢m = Ty + 6To.
(3.87)

Reorganizando la expresion anterior, integrando por partes tal que ¢ = —7c,
escribimos la ecuacién (00) como

{[3fH2+3Hf]M3 —c—A}

+ M? [2f(a282\11 —3HW) +3f(—V + H*r + Hir — (¢ 20°1/3)) + 3H fr

—2crt — (¢ + A) — 20D + AMF (D — 7)

+m3 {3(\11 + H®) —3Hn — a %P7 + 3H(® — 7)| = {pm} + 0To0,  (3.88)
donde hemos ya agregado los términos resultantes de variar (3.83) con respec-
to a ® y las contribuciones del operador M. Los términos entre {}, hacen

referencia a los valores del fondo FRW que se anulan segin la ecuacion (3.6).
Resolvamos ahora la componente de traza (i = j), tal que

donde, 4S5 representa la variacion de la accién [ d*zL,;s con respecto a U.
3

Reescribamos la ecuacién (3.89) usando las expresiones (3.84b), (3.85), (3.57)
y (3.55a), de tal forma que

M? Kf + fﬂ) ( — (3a*)[3H? + 2H] + 30*(® — W) 4+ 9*(U — ®)

+ (3a®)[2H (D + 3) + 20 4 2(® + V)(3H? + 2H)]) —O*f+TYf
+3a2((—f—3Hf+3f\if+6Hf<I>+<i>f+2<I>f)(1 p +a2f627r>]
+ (3a®)(—c4+ A+ 2¥(c — A) + 7(A — &) + 2¢(P — 7))

— (3a®)m3 [cb — i+ 3H(® —7)| =Ty + 6T (3.90)

donde T}, f=3a*(H—¥—2HV —2H®)f. Reescribamos la expresién anterior
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COo1mo

{Mf(—f(3H2 +2H) — f—2Hf) —c+ A}

+ M? {Qf[\'l'f + HO +3HU + (3H? + 2H)(® + U) + 9*(® — ¥)/(3a?)]

+ flp+20 + 4H (U + ®) — (3H? 4 2H )7 + 28%7/(3a?)] — 2H (fr) — (fr)"
+2f'(<1>+\11)] +2¢(® —71) —2U(A —¢) + (A — &) —m3[® — 7 + 3H (D — 7))

= {pm} + (6T;1/3a%), (3.91)

donde 6T}; = (0py, + 2¥p,,)3a?, y donde una vez mas las expresiones entre {}
hacen referencia a la ecuacion del fondo FRW (3.7). Para la componente sin
traza (i # j), procedemos de forma idéntica, usando (3.82) y (3.84b), tal que

MGy~ Vady(f + ) = M@0, ~ 36,07 (¥ — @) — fr] = 0T,
(3.92)

donde sélo hay términos a nivel perturbativo y 67;; = II;;. Procedemos de la
misma forma para la componente (0i) de las ecuaciones de Einstein, tal que,
usando (3.84c) y variando (3.83) con respecto a «, obtenemos

M (fGos — Vodif) + Ses =MZ[2f0,( + H®) — fom — foir + f0,9
+ fHOT] + m3o*(® — 7)) = 6Ty, (3.93)
donde hemos calculado V(0; f) = 0o(0; f) —I';(0,.f) usando (3.65), y una vez
méas s6lo hay términos a nivel perturbativo, ademdas 67Ty, = —(pm + Pm)Oiv.

Finalmente, podemos usar las expresiones del fondo FRW para reexpresar las
ecuaciones (00) y (i = j). Estas expresiones del fondo FRW son

3fH*M? = pm + prr, (3.94a)
2fM?H = —(pm + per + Pm + PEF), (3.94b)
2= M*(—f + Hf) + (per + per), (3.94c)

2N = (f + 5H )M} + (per — pEF), (3.94d)
A+é46He=3M2f(2H? + H), (3.94e)
A—é=Mf+2Hf +2H]] — pur (3.94f)

que hemos derivado de (3.11) y (3.12), con M = M? f. Con estas expresiones

podemos hacer las siguientes sustituciones en la ecuacion (3.88),

—2AD — —[(f + 5HYM? + (pm — prr)]®,
—20m® — —2[3fM,H? — ppr|®,

y escribir finalmente

M? {Qf(wa%p —3HV — 3H%®) — f(3(V + H®) + 3H7 + 2H(d — 7)
— (a720%1)) — f(® — 7)| + (per + per)(® — 7+ 3HT) + 4My(® — 7)

+m3 {3(\11 + H®) — 3H7n — a 20°n + 3H(® — 7)| = Spp, (3.95)
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donde hemos usado el hecho de que 6Ty = dp,, + 20, P v hemos integrado por
partes dos veces. De manera analoga trabajamos la ecuacion (i = 7), haciendo
las siguientes sustituciones

—2U(A —¢) — W[—-2f — 4H f + 2ppr],
(3H® + 2H)UM? — —(py + pur) VM. f,

en (3.91), y usando (3.94), finalmente obtenemos
M?|2f[0 + HD + 3HV + (3H? + 2H)® + 0*(® — ¥)/(3a?)

+ f[2(9 + HO) + (& — #) + 3H(® — 1) — 3H1 + 20%1/(3a%)] + f(® — 7)
—pp+ (pp +pp)(® —7) —m3 (D — 74+ 3H(D — 7)) = Opmm, (3.96)

donde hemos usado el hecho de que 07T = dp,, + 2¥p,,.

Por tltimo, hagamos un par de anotaciones sobre los operadores (§¢g°)2
y 0Kdg”. El operador g% generalmente surge al escribir alguna teoria cova-
riante en el formalismo EFT, por ejemplo, modelos que involucran términos
del tipo f(X) donde X o ¢g"'V 0V, ¢, tales como k-esencia. De igual manera
el término 0 K aparece a menudo al escribir teorias covariantes en el formalis-
mo EFT, por ejemplo, surge de términos como el llamado kinetic braiding de
la forma G(¢, (V¢)?)dé. En la siguiente seccién desarrollaremos brevemente
estos ejemplos y como estos modelos especificos de energia oscura entran en el
formalismo EFT que hemos desarrollado hasta ahora.

3.5 Mapeo con modelos de energia oscura

Escribamos como ejemplo un par de modelos de energia obscura, inscritos
en el lenguaje EFT. Consideremos el modelo de campo escalar dado por el
lagrangiano

M2
L= TPZR + P(¢, X), (3.97)

donde P es una funcién arbitraria con respecto a ¢ y X. Este modelo es
denominado k-escencia. Usando la relacion (2.34), despreciado el término de
divergencia total, se sigue que

M2
L= TM(R +8 - K + P(¢, X), (3.98)

donde, recordemos, X = —N “262. Al nivel del fondo FRW, tenemos que L =
(M3 /2)(R+8=K?)+P(¢, X) = 3MyH*+ P, Ly = 0x P(¢, X)(On(=N7?%)) =
20°Px y F = L, +2HLs = —2M} H, donde hemos usado las expresiones pa-
ra el fondo FRW (2.41), (2.42 ) y (2.43). Con estds ultimas expresiones, las
ecuaciones para el fondo homogéneo (2.75) se leen como
3M2H? = —2Px¢* — P, (3.99)
M2H = ¢*Px. (3.100)
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Tomando la derivada temporal de (3.99) y usando (3.100), obtenemos la ecua-
cion dinamica para el campo
d

. 1 ..
3p 12 L L 3p
= <a Pyé ) +5a*P = 0. (3.101)

Podemos reescribir la expresién anterior, usando el hecho de que P = Py, y

escribir 4 (a3PXq3> + 2a*P, = 0. Cuando P = —X /2 — V(¢), obtenemos la

ecuacion dindmica

Gb+3HG+V,=0. (3.102)

Este ltimo caso representa el modelo estandar de quintaescencia. Para f(t) =
1, este modelo esta contenido en los primeros tres términos de la accién (3.20).
En norma unitaria su lagrangiano puede ser reescrito como

1 1.
2 (00) = V(6) = —5E (16" V(1) (3.103)
el cual es reproducido en (3.20) notando que 2¢(t) = Py 2A=2V(t). Explore-

mos ahora brevemente otro modelo, denominado gravedad f(R). Consideremos
la accién para gravedad f(R) tal que

M2
Sy = /d4x\/—97pl[R + f(R)], (3.104)
donde f(R) es una funcién general del escalar de Ricci 4-dimensional R, (vease

[64]). Expandimos esta accién alrededor del valor de R al nivel del fondo FRW,
R, de tal manera que

5= [ @ev=a 20+ SRR+ FR) ~ Rin(R), (3109

donde fr = Orf. Usando una vez mas la relacién de Gauss-Codazzi (2.34),
escribimos

M? _
5= [ atev=iy" [ﬂ  F(R)R + K K7 — K? 4 2(Knt — a);,]
FIR) = Rial)|
que tras integrar por partes como hicimos en la expresién (2.79), obtenemos
4 Mgl > 2 2 2 2 R
Sy = /d x\/—gT 1+ fr(R))[R+S - K] + NfRK+ f(R) — Rfr(R)|.

Por ltimo, comparando con (3.20), podemos hacer el siguiente mapeo con el
formalismo EFT:

_ M?%2 _
f(t) =1+ fr(R), At) = TPZf(R) — Rfr(R), (3.106)
donde el resto de coeficientes ¢, My, ... = 0. Finalmente, consideremos el modelo

escalar-tensorial de energia oscura con ecuaciones de movimiento de segundo
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orden, denominado modelo Horndeski [35]. Este modelo es descrito por la
accion S = [ d*z\/=gL, con el lagrangiano

L=) L, (3.107)

=2
donde
L2 = Gg(gb, X), (3108&)
Ly = G3(¢, X)U, (3.108b)
Ly = G4, X)R — 2G4 (¢, X)[(O0)? — ¢ .y, (3.108c)
Ls = G5(¢, X)G o™
1 ) I
+ 5Gox (9, X)(00)" = 3(00) 06" +204u6"79",].  (3.108d)

En las expresiones anteriores, G;(i = 2,3,4,5) son funciones en términos del
campo escalar ¢ y su energia cinetica X = ¢""0,¢0,¢ con derivadas parciales
Gix = 0G,;/0X y Gy = 0G;/0¢, R es el escalar de Ricci cuatrodimensional
y G es el tensor de Einstein. El lagrangiano (3.107) cubre una variedad de
modelos gravitacionales. Observemos, por ejemplo, que el modelo de k-esencia
es caracterizado mediante las funciones Gy = P(¢, X), G = 0, G4 = M} /2
y G5 = 0. Notemos de inmediato que el modelo canénico de quintaescencia
queda enmarcado eligiendo a su vez Gy = —X /2 — V(¢). Notemos también,
que el modelo de gravedad f(R) que ya hemos descrito anteriormente queda
enmarcado con las funciones Gy = —(M2/2)(Rfr — f), G5 =0, G4 = $ M2 fr
y G5 = 0. Finalmente, como ejemplo, expresemos [1p y Lo en términos de las
variables ADM. Recordemos que en norma unitaria, el vector normal unitario
ortogonal a las hipersuperficies ¢ es dado por

1

’I’LM = —’)/QSW s Y= ﬁ (3109)

tomando la derivada covariante de (3.109) y usando (2.16), tenemos que

1 2
G = = (K = 1) + %X;mw. (3.110)

De tal forma que, tomando la traza de la expresion anterior, escribimos

1 67X,
O¢p = ——K —.
¢ vy + 2X

(3.111)

Por otra parte, Ly depende de N a través de la energia cinética del campo
como X(N) = —¢?/N?, es decir, G5(¢, X(N)), con lo que podemos escribir la
relacion

Loy = 2¢°Goyx, (3.112)

que hemos valuado al nivel de fondo FRW. Un diccionario bastante completo
entre las funciones EFT y las funciones Horndeski esta dado en Seccion 6 de

[68].
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3.6 Modificaciones a la gravedad

Con el fin de establecer una conexion entre el modelo y el universo observa-
ble, exploremos funciones fenomenoldgicas que establecen posibles pruebas a
gravedad modificada o energia oscura. Estas pruebas pueden estar relacionadas
al fondo FRW a través del pardmetro de Hubble H(t) o a la ecuacién de estado
wpg, 0 estar relacionadas a las propiedades de aglomeracién del universo a
través de los potenciales gravitacionales, la densidad de energia o el espectro
de potencias de las fluctuaciones. Considerando la evolucién del universo inho-
mogeneo, trataremos tres funciones que actiian como parametros relacionando
teoria y observacién, es decir, las funciones fenomenolégicas Geg(k, t), v(k,t) y
Y (k,t), denominadas constante de Newton efectiva, pardmetro de deslizamien-
to gravitacional y parametro de defleccion de la luz, respectivamente. Geg(k, t)
caracteriza modificaciones respecto a las propiedades de agrupamiento de la
materia, y se define en el espacio de fourier a través de la ecuacion de Pois-
son. X(k, t), describe modificaciones a la gravedad respecto a como viaja la luz
sobre distancias cosmoldgicas, y se define a través del potencial de Weyl como

a2

(¥ + &) = —87X(k, t)pmAmﬁ. (3.113)
Con el objetivo de conseguir estéds funciones deduzcamos la ecuaciones de Pois-
son, usando las ecuaciones de Einstein. Escribamos las componentes (00) y (07)

en la forma siguiente

2 :
2M: f (E\If +3HU + 3H2<I>) = —8pm + T, (3.114)
M fE[H® + U] = (pn + pr)v + TY(@). (3.115)

donde hemos sintetizado en T} @ y TiO(Q) los términos restantes que aparecen
en (3.93) y (3.95), respectivamente. Sustituyendo la segunda de estas ecuacio-
nes en la primera, obtenemos la ecuacion de Poisson en la forma

9 k2 3H
H
A4 TV 3k 0@ (3.117)
donde hemos definido la cantidad
3H
PmA = 0p,, + T(pm + pm)v. (3.118)

Estudiemos ahora las ecuaciones de movimiento bajo la aprozimacion cuasies-
tatica que consiste esencialmente en considerar que las derivadas temporales de
las perturbaciones son pequenas comparadas con con las derivadas espaciales,
y que se cumple con la condicién k/aH > 1, es decir, consideramos solamente
modos que estan dentro del horizonte. En adiciéon, asumiremos que el conte-
nido de materia no presenta esfuerzo anisotropico, es decir, II = 0. Con estas
aproximaciones, la ecuacién de Poisson que escribimos anteriormente toma la
forma

2
. a
QM2 — (M2f +m3)m = —ﬁpmA, (3.119)
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la componente (i # j) de las ecuaciones de Einstein, la ecuacién (3.92), se
escribe como

F(T — @) — fr=0. (3.120)

y la ecuacion de movimiento para 7 se vuelve

Z—zcﬁw +(CP0+ P+ CPr) =0, (3.121)
que explicitamente se ve como

— M2 fU — (m3 — M2f)® — [2¢ + Hmi]w

+ [~6cH 4+ 3m3(3HH + H) — 3M?(H + 4HH)f]Z—Z7T = 0.

Estas ecuaciones pueden ser combinadas en una ecuaciéon matricial de la forma

Ay 0 A, v — % DA
By Bg B g 0 : (3.122)
C\y Cq; OW + Z—zcﬁg ™ 0

donde A, son los coeficientes en la ecuacién de Poisson, B, son los coeficientes
en la ecuacién de estrés anisotropico (i # j) y C, son los coeficientes de
la ecuacién de movimiento de 7. Denotando esta matriz como M, podemos
invertir el resultado anterior para obtener

v (M a2
Q| =—([Mh ﬁpmA- (3.123)
™ (M5

Con este resultado podemos finalmente calcular la constante Newtoniana efec-
tiva y el parametro de deslizamiento gravitacional, definidos como

(12

= —4nGen(k, 1) 15 P, (3.124)

U = y(k, 1) . (3.125)

Dada la matriz M, estas funciones efectivas estan dadas por

1

Ge(k,t) = E[Mfl]m
. 1 Bﬂ'C\If - B\I’Cﬂ' - B\DCT('2Z_§
4™ Ay(BoCr + B@sz—z — B:Cs) + Az(ByCo — BsCy)
(3.126)
/g -1 BsCy — BxCgp + BoCro%
v(k,t) = — = [Mfl]“ = @ 1 Dalmye (3.127)
q) [M ]12 Bﬂ'C\I’ - B\Ifcﬂ' - B\I/CWZZ_Z

Considerando solamente el caso cuando f = f(t), y el resto de las funciones
efectivas son nulas, c = A = M} = m3 = 0, y definiendo M? = (3/2)M2f(H +
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AHH) = M,2fR© /4, después de breve dlgebra, la expresion (3.126) toma la

forma .
11 M2 f?

Gk, t) = — R . 3.128

b= 2MZ f ( 4M2fg—2+3f2M3> (3.128)

Recuperamos relatividad general cuando f = 1, en cuyo caso, Geg = 1/(472M?) =
G n. El pardmetro de deslizamiento gravitacional toma la forma

fM?
(M2f + M2f%)

Aht) =1 (3.129)

Para GR tenemos que v = 1. Finalmente, el parametro de defeccién de la luz
Y(k,t) se relaciona a Geg y 7, mediante la ecuacién

S(k,t) = —Geﬁ;k’ ')

(1+~(k,t)). (3.130)
Para GR se cumple 3(k, t) = 1. Observemos que asumir alguna de las funciones
efectivas (por ejemplo ¢(t)) diferente de cero, vuelve més complejas las expre-
siones anteriores. Notemos también que los numeradores y denominadores de
los pardmetros efectivos son polinomios de a?/k%. Por tltimo, es destacable
mencionar que hay parametros que no modifican las expresiones anteriores,
por ejemplo, A(t) y My(t) (en el limite cuasiestatico).
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Capitulo I

Teoria Efectiva de un componente
cosmologico de Energia Oscura y
Materia Oscura

En el presente capitulo exploramos varios aspectos de la dinamica del fondo
FRW (e.g algunas transformaciones simétricas). Ademaés, a nivel perturbativo
trabajamos con las definiciones de fluidos efectivos de DM y DE enmarca-
dos el formalismo EFT (baséndonos principalmente en [37]). Presentamos una
ecuacion de fluido efectiva con término de fuente, exploramos los modelos de
ACDM y Materia Oscura Generalizada (GDM) y cémo pueden inscribirse den-
tro del formalismo EFT. Centramos nuestra atencién en caracterizar GDM y
obtener sus ecuaciones dinamicas, para después reescribirlas en términos de
las funciones efectivas y comparar las distintas parametrizaciones.

4.1 Consideraciones sobre el fondo FRW

Como ya mencionamos en la seccién (2.8), los tnicos términos en la accién
efectiva (2.77) que contribuyen a la dindmica del fondo FRW son los primeros
tres términos ((M2/2)fR, cg®™ y A). Observemos que, mientras las funciones
c(t) y A(t) tienes unidades de energia a la cuarta potencia, la funcién f(t) es
adimensional. Por lo tanto, con el fin de trabajar con funciones adimensionales
podemos definir las cantidades ¢(t) = MZc(t) y A(t) = M2A(t), con lo que la
accion efectiva se expresa como

S = /d4x\/—_gMT*2 [f(t)R — 2M?Zc(t) — 2MZA(t)]. (4.1)

En términos de estas definiciones (tras una sustitucion inmediata en las rela-
ciones (3.5)) las ecuaciones dindmicas del fondo FRW se escriben como

M>(f+2Hf +2Hf +3H*f) — A+ &= —ppn, (4.2a)
M2(—f+ Hf —2H f) — 2¢ = pp + Pm. (4.2b)
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Tras reordenar, las ecuaciones anteriores se pueden expresar como

SM2fH? — M*c+ A —3M2Hf) = p,, (4.3a)

—2MZ2fH — M!2c+ M72(f — Hf)] = pm + D (4.3b)

Observemos que con la finalidad de que al menos uno de los términos a la
derecha de las ecuaciones (4.3) sean de magnitud comparable a los valores

actuales al nivel del fondo FRW y asi contribuir a las observaciones, debe
satisfacer alguna de las siguientes relaciones

2
SMZfH? ~ —Mlc — — ~ (-) : (4.4)

fo _Ho Ao (H0>2

~ Y 4.5
M*f(] M*’ fO M* ( )

Como ya hemos notado, son tres las funciones que determinan la evolucion del
fondo FRW, a decir, f(t), c(t) y A(t), y son solo dos las ecuaciones indepen-
dientes que determinan su dindmica, (4.3). Esto permite la libertad de elegir
un nimero infinito de posibles elecciones para alguna de las tres funciones que
a su vez sea compatible con la evolucion del fondo FRW. Contemplando esto,
consideremos la transformacion simétrica de f(t) dada por

f=rf+g (4.6)

donde g = ¢(t) es una funcién arbitraria del tiempo. A su vez, observemos que
la transformacion de simetria de c¢(t) que deja invariante la relacion (4.3b),

dado (4.6), debe ser de la formal

1
SWE

i=c Gg—Hg+2Hg| . (4.7)
Andlogamente para la relaciéon que resulta de multiplicar (4.3a) y sumarle
(4.3b), la transformacién de simetria que le deja invariante, dado que se cumple
(4.6), estéa dada por

A=A [g 4 5HG+ 2Hg] . (4.8)

HSYVE

Analicemos ahora el caso en que f = 1 es decir, cuando g = 1 — f. Con esta
transformacién, podemos caracterizar la evolucion del fondo FRW mediante
las funciones

c=c+

ST —f+Hf+20(1- 7)), (4.92)

A=A+

ST [—f—5Hf+2(H+3H2)(1 —f)}. (4.9b)

!Denotando [f] el conjunto de los términos que que contienen la funcién f, la ecuacion

(4.3b) se escribe como —c—[f] = pm+pPm. Con la transformacion (4.6) resulta —c—[f]+[g] =
Pm + Pm- De donde se sigue que ¢ = ¢ — [g] para que la ecuacién permanezca simétrica.
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Observemos que cuando f = 1 tenemos que é = ¢ y A = A. Sustituyendo las
expresiones para A y ¢ en las ecuaciones (4.3) se sigue de inmediato que

—2MAE — 2M*H = poy + P, (4.10a)
3M2H? — MA(&+ M) = pp. (4.10b)
Derivando (4.10b) y multiplicando (4.10a) por —3H obtenemos
6M2H + 6M>HH = —3H (pp, + D), (4.11a)
6M2HIT — MA(E+ A) = pm. (4.11b)

Finalmente, usando la ecuacion de continuidad (3.8) y reexpresando la deri-

vada temporal en términos del nimero de e-folds N = Ina, tal que d/dt =
H(d/(dIna)), podemos escribir

¢+ N +6c¢(lna)=0— A= —& —6¢(Ina). (4.12)

donde las tildes indican derivadas con respecto a Ina. Integrando la expresion
anterior nos permite expresar A(t) como

Ina

[]\(ln a’)}lnao = [¢(In a')]iﬁzo - 6/d(ln a)é(Ina’)

Ina

= ¢y — ¢(Ina) — 6/ d(Ina’)e, (4.13)
Inag
donde ag es el factor de escala valuado en el tiempo presente ty. Notemos
que la funcién A(N) ha quedado en términos de ¢, dejando solamente una
funcion independiente para caracterizar la evolucién del fondo FRW. Usando
esta forma de A en la ecuacién (4.10b) se sigue directamente que

Ina
3M?H?*(Ina) — M} [Ao + ¢ —6 / d(In a/)é] = P (4.14)
In ag
Si en la expresion anterior, hacemos a = ag observemos que /~\0+5o = M 2(3H3—
pmoM?), donde las cantidades con subindice cero indican que estdn valuadas
en el tiempo presente ¢y con lo que a(ty) = ag. Considerando lo anterior pode-
mos escribir la ecuacién (4.13) como

Ina
A= M2(3HZ — ppmoM;?) — &(Ina) — 6 / d(Ina)e. (4.15)
Inag
También, de la ecuacién (4.10b) podemos expresar el pardmetro de Hubble
como

Ina
2 _ Pm 2 Pmo 2 N~
H*(Ina) = 3002 + (Hy — 3M*2) — 2M /1 d(Ina’)e. (4.16)
De lo anterior podemos destacar que el pardametro de Hubble (pardmetro que
caracteriza la evolucién del fondo FRW) depende de los valores de la densidad
de materia actual y de la funcién ¢. De otro modo, la funcién ¢ puede ser
expresada en términos del parametro de Hubble y la densidad de energia como

nag

1 d p
¢ = " _ H?|. 4.1
“ T 2M2d(lna) [3Mf } (4.17)
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Cuando ¢ = 0 tenemos de (4.13) que A = Ay, es decir, el caso de una constante
cosmoldgica, ademds, podemos reescribir (4.16) como

Pm Pmo
H*(Ina) = et (Hg — 3M2> : (4.18)

donde si comparamos con las ecuaciones para el fondo FRW en GR con una
constante cosmoldgica (H* = 87G/3)p,, + (A/3)) podemos relacionar

]\:JN\O:B(H(?—:Z%). (4.19)

4.2 Energia Oscura como un componente flui-
do

Como observamos en la seccion (3.1), dadas las definiciones (3.11), podemos
considerar que el grado de libertad extra generado a través de la adicion del
campo escalar m se comporta como fluido efectivo que cumple con la ecuacién
de continuidad (3.13). Si este componente fluido cumple con una ecuacién de
estado de la forma ppgr = w(a)ppr, con wpg(a) dada por (3.14), podemos
reescribir las relaciones (3.11) para f(a) =1 (el modelo que recupera GR) tal
que

1 1

¢=5lppp +wla)pprl, A= glopr —w(a)ppsl, (4.20)

donde hemos considerado ]\/[5 = M?2. Como ya mencionamos anteriormente,

para el caso en que f = f =1 las funciones ¢ y A cumplen con é = ¢y A = A.
Si consideramos en la relacién anterior una ecuacién de estado de la forma
Ppg = —ppE donde w = —1, es claro que recobramos el modelo de GR mas
constante cosmologica A donde

Cc = 0, A= PDE- (421)

Si valuamos ppg en el tiempo presente tal que ppp = 3M§l Hg—i— Pmo, Tetomamos

el resultado (4.19). Consideremos ahora que M2 = M? f(t), en (3.12), podemos

escribir la ecuacion de fluido con un término fuente como
ppE + 3H (ppe + ppr) = 3M2H?f. (4.22)

También podemos escribir

c= %(—va Hf)M? + %(PEF + pEF), (4.23a)
A= %(fﬂL S5H )M + %(pEF — PEF). (4.23b)

Como se explica en [37] seccién 4.2, dado que el campo escalar 7 permite pen-
sar en un fluido efectivo con densidad de energia pgr y presion pgp, entonces
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podemos reexpresar las ecuaciones de movimiento como

2 : 1
“ U4 3H(W+ HO) = ———— > 6p;, (4.24
a2 + ( + ) 2M*2f ; Pr, ( a)
: 1
U+ HO =— 4.24
1
V- = > o, (4.24c¢)
* I

. . . . 1 k2 1
U+ HD+3HTY H?>+2H)® + —— (P — V) = 4.24
+ H® +3HV + (3H? 4 2H) +3a2( ) 2M2f25p1, (4.24d)

donde la suma es sobre todos los contenidos de materia y energia oscura.
Estas ecuaciones permiten definir implicitamente las cantidades perturbadas
0pEr, Oper, qer Y llgr como la perturbacion de densidad, presion, momento y
esfuerzo anisotropico para el fluido efectivo de energia oscura, respectivamente.

4.3 ACDM

Estudiemos ahora como entra el modelo ACDM en el formalismo EFT. El
modelo ACDM queda caracterizado por la accién (2.77) en la cual elegimos
las funciones f =1, A = Ag, con el resto de las funciones efectivas igualadas a
cero. Con esta eleccion de funciones, se sigue de inmediato que las ecuaciones
para el fondo homogéneo recuperan la forma candnica de las ecuaciones de
Friedmann

H+H?=

-1

*

1
H? = sppplom + AL = 1 =0+, (4.25b)

*

donde Qy = (A/3M2H?) y Q,, = (m/3M?2H?). Observemos que la ecuacién
de campo escalar 7 se anula segtin (3.77). Respecto a las ecuaciones dindmicas
para perturbaciones escalares, conseguimos las siguientes expresiones

k2 : 1
U HO = ——— (4.26b)
1
.. . . . 1k2 1
2 7 _
U+ HO+3HV + (3H +2H)<I>+3a2(<1> ) 2M*2(5pm, (4.26d)

que son las expresiones familiares para perturbaciones escalares de ACDM. A
su vez, la ecuacién de estado para componente de constante cosmoldgica, de
acuerdo a la ecuacién (3.14), estd dada por wpp = —1.
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4.4 Materia Obscura Generalizada

Como ya hicimos anteriormente para DE y Materia Oscura Fria (CDM),
ahora nos proponemos usar el formalismo de EFT para un componente de
Materia Oscura Generalizada (GDM). En el presente apartado explicaremos
brevemente la extensién del modelo de CDM (que caracteriza DM como un
fluido perfecto sin presion (p = 0, w = 0) ni viscosidad (II = 0)) a un modelo
mas general que es llevada a cabo mediante la parametrizacion de un fluido
imperfecto con presién y viscosidad. A su vez debe cumplir con un conjunto
cerrado de ecuaciones en términos de estos pardmetros tal que puede incluir
CDM como caso particular. Los nuevos parametros de esta generalizacion esta-
ran dados por el parametro w de la ecuacion de estado, la velocidad del sonido
c? y el parametro de viscosidad ¢?,,. Dado lo anterior, nos proponemos inscribir
GDM dentro del formalismo EFT como hemos hecho ya para CDM enmarca-
da en ACDM y presentar las ecuaciones dinamicas para las perturbaciones de
este modelo de DM. Brevemente construiremos las ecuaciones de continuidad
y de Euler en términos de estos nuevos parametros (w, ¢? y ¢%.). Como caso
particular la generalizacion GDM debe incluir CDM modelada como un fluido
perfecto no-interactuante, con presion cero, donde la condicion pcpy = 0 para
CDM implica que es un componente no-relativista. Nos guiamos principalmen-
te en los desarrollos llevados acabo por [40, 47, 48] para la caracterizacién de
la GDM.

4.4.1 Sumario de GDM

Como se ha hecho mencién, los indicios de DM son meramente gravitacio-
nales: la dindmica de la rotacién en galaxias y su agrupamiento, el estudio de
lentes gravitacionales y las recientes observaciones en la formacion de estruc-
turas. Ademads, que la baja densidad de energia de materia producida durante
la nucleosintesis y las observaciones de abundancia en elementos luminosos,
indican que la materia obscura no puede ser bariénica. Entonces, debido a
la libertad que existe en el espacio de parametros y debido a la ausencia de
detecciones directas, es imperativo lograr una adecuada parametrizacion que
pueda ser soportada por las observaciones de naturaleza gravitacional como
la formacién de estructuras a gran escala o mediante el estudio de las aniso-
tropias en el Fondo Césmico de Microondas (CMB). Ejemplo de esta libertad
en los parametros esta dada por la Materia Obscura Caliente, que puede ser
modelada como un fluido imperfecto con presion y viscosidad. En general, este
es un marco en que el formalismo de EFT puede ejercer como piedra angular.

El modelo GDM es entonces una aproximacién fenomenoldgica para de-
limitar las propiedades de DM en un régimen lineal. Este modelo, como ya
mencionamos arriba, esta conformado por tres parametros independientes: el
parametro de la ecuacién de estado de la GDM, w(a) = (Pgdm/Pgdm) ¥ los
pardmetros c2(k, a), ¢ (k,a), que pueden depender de la escala k y del factor
de escala a.

La influencia gravitacional de un componente general de materia obscura
es manifiesta por su tensor de energia-momento 7}, conformado por: la densi-
dad de energia pgam, la presion o esfuerzo isotrépico pgam, la densidad momento
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(Pgdm+ pgdm)védm y el esfuerzo anisotrépico H;{im. En suma, el tensor de energia
momento queda determinado por la forma (3.73). Como escribimos anterior-
mente, en general II! = 0, w*II,, = 0 y II§ = IIY = 0, con la misma condicién
de normalizacién uu, = 1. La isotropia del fondo implica que el esfuerzo an-
isotropico y la densidad momento solamente pueden estar presentes como una
perturbacion. Consideramos ademas una ecuaciéon de estado para GDM de la
forma p(p), = w(a)p,, donde a diferencia de la CDM, el coeficiente w(a) ahora
puede depender del factor de escala o del tiempo explicitamente. El propésito
de la parametrizaciéon en GDM es que ésta sea una extension de la CDM, por
tanto, consideraremos que w, ¢2, 2, < 1. Enseguida presentaremos el conjunto
de ecuaciones que nos permitan determinar p, y I, en términos de la densidad
pg, la cuadrivelocidad v*, y la métrica g,,. El conjunto de estas ecuaciones ce-
rradas determinara las propiedades fisicas del fluido GDM. Finalmente, estas
ecuaciones seran inscritas en el formalismo EFT.

La ecuacion de estado para GDM, dados los valores homogeneos de la p
y p, habra entonces de quedar completamente especificada por el pardmetro
w(a) y la ecuacién de estado p, = w(a)p,. Con esto, la velocidad del sonido
adiabatica se expresa como

w/

¢ 3H(1 +w)

2 _
a =w—

Il
==

(4.27)

donde hemos hecho uso de la ecuacién de continuidad (3.8). Cuando w es
independiente del tiempo, ¢ = w, como es el caso de CDM.

4.4.2 Ecuaciones de Fluido para GDM

Dada la libertad en los parametros wy, 11, y dp,, en principio las ecuacio-
nes de fluido y de Euler para materia obscura (véase [10], ec. 4.4.173 y ec.
4.4.174) son susceptibles a presentar una forma maés general. Usando la norma
Newtoniana conforme (o = § = 0) en la métrica (3.49), podemos obtener las
ecuaciones de continuidad y de Euler en términos de los pardametros libres.

Escribimos la ecuacién de continuidad ahora para GDM, como

_ 5 _

5;+(1+@> (V-v—30)+3H (ﬁ—ff—) 5, =0, (4.28)
Py 0pg Py

donde el subindice g hace referencia a GDM. Tomando en cuenta la ecuacién

de estado p, = w(a)p, v la definiciéon

Op

(_) —cte
pgrg = p, [ 95 /P
Dy

§S = dpy — c2dpy, (4.29)

podemos escribir (4.28) como

_ — F 25 =
5+ (1 + %) (—ikv — 30') + 3H (pg g 0Py _ wﬁpg) 5, =0. (4.30)
Py oy Py

Después de algin algebra, y usando (4.27), resulta

5\ . w,l’
= —(1k ¢ —3H—L92 4.31
(1+wg> (iko +302) =3 <1+w9) (4.31)
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Siw =0y =0, recuperamos el resultado ¢/, + Vv = —3®" (donde las
primas hacen referencia a derivadas con respecto al tiempo conforme), para
perturbaciones adiabaticas de CDM.

El procedimiento para obtener la ecuacion de Euler para GDM, es en su
mayoria analogo al llevado acabo en CDM, con excepcién de las diferencias que
agregan los términos T]?, ya que ahora Hé # (. Si permanecemos a orden lineal
en perturbaciones escalares, el inico término no nulo que agrega un nuevo
elemento a la ecuacion de Euler (V, T} = 9,T} + T,\T} — I'),T} = 0) en

0T} + O;T) + i TP + Th . T7 — T.T0 — 9T — T3, 10 — T3, TF = 0. (4.32)
es ' '
Considerando solamente perturbaciones escalares, la descomposicion de Hg nos
permite escribir II] = 67#9,,0,11,. Con esto (4.33) se vuelve
j o _ Lgion 2,2
o;1I] = 0,;(0’0; — §5i8 ), = §k I1,. (4.34)
Donde redefinimos II, = kII,. Sumando (4.34) a la expresién

, 5
v+ Hv—3HL v = - Vo _ gy, (4.35)
p (p+p)

referida a GDM, podemos escribir finalmente

b ) i
V’+HV—3H]j—/gV:—_v—p@—V\IJ——%. (4.36)
0, (Pg + Dg) 3 (pg + Dg)

En términos de la ecuacién de estado w(a) = py/p, v de la velocidad del sonido
adiabatica c2, (4.36) resulta

sp, 1 2 R
o = —H(1—32)+ Lo _S_ T4k, (4.37)
dpg L +w,  3(py+Dy)

donde hemos redefinido dp, = 0;0p, = kdp, y v = ikv. Usando (4.29) podemos
reescribir (4.37) como

c2ké,  wekly, 2 K1,

v =—H(1—3c)v+
( ) L+w,  1+w, 3(pg+Dy)

+ikU. (4.38)

Si en (4.38) consideramos II, = 0, w, = 0, ¢2 = 0 y nos restringimos a
perturbaciones adiabaticas, es decir I'; = 0, recuperamos el resultado v'+Hv =

—V® para CDM.

4.4.3 Ecuaciones de Einstein para GDM

Las ecuaciones de Einsten para perturbaciones escalares a orden lineal se
resuelven desarrollando ambos lados de las ecuaciones de Einsten:

G = 81GT),. (4.39)
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El lado derecho queda determinado por (3.73), en términos de las funciones
libres I, w(a) y dp,. El lado izquierdo esta dado por:

Goo = 3H* — 6HV + 24729V, (4.40a)
Gy = —d?[3H? + 2H]0;; + 0*(® — W)6;; + 0,0;(¥ — )

+ a?2H(® + 30) + 20 + 2(® + V) (3H? + 2H))4y5, (4.40b)
Goi = 20,(V + H®), (4.40c)

Si en (4.39) consideramos solamente los elementos en que i # j, obtenemos,
de (4.40) y (3.73c):
(¥ — @) = 8n(GIl,. (4.41)

A diferencia de CDM tenemos ahora que en general ® # W. En este caso, el
conjunto de las ecuaciones de Einsten serd menos redundante. Para la compo-
nente 00, escribimos

GOO = 87TGg0‘uTéL (442)
3H? +2a720*V — 6HY = 87GgooTy (4.43)
= 81Gp,y[l + 64 + 29].

De lo anterior resulta la ecuacién del fondo homogéneo H? = (87G/3)p, y la
primera de las ecuaciones de Einsten para GDM

a20?V — 3H(V 4+ H®) = 47Gpd,. (4.44)
Para la componente (0i) obtenemos:

G()Z' = 87TGgO,uT;M (445)
20;(U + H®) = —81G(p, + pg)0.

Integrando ambos lados de la expresién anterior [ dz;, resulta
U+ HO = —47Gp,(1 + wy)v. (4.46)
Si sustituimos (4.46) en (4.44) obtenemos la ecuacion de Poisson para GDM
a20*V = AnGp,6, — 3H(1 + wy)v] = 4rGp,A,. (4.47)

Finalmente, si consideramos la traza de la ecuacién ¢7, es decir, si desarrollamos
G! = ¢"G,; = 8nGT}, con (4.40b) y (3.73c), obtenemos

y . : : 1k?

U+ H®+3HY + (3H? + 2H)®P + 5—2((@ —U) = —47Gop,.  (4.48)
a

donde hemos hecho uso de la relacién IT¢ = 0. El conjunto de las ecuaciones de

Einstein y las ecuaciones de fluido, forman un conjunto consistente. Si hacemos

w = 0, ¥ = & y nos restringimos a perturbaciones adiabaticas en cada una de

las ecuaciones anteriores entonces recuperamos las expresiones obtenidas para

la CDM.
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4.4.4 Ecuaciones para op, y 1l

Para cerrar el conjunto de ecuaciones que describen a la GDM, debemos es-
pecificar las relaciones entre dp,, II, y las otras variables de fluido y elementos
escalares de la métrica perturbada. En general, denominaremos a éstas como la
ecuacion de estado para las perturbaciones (que relaciona dp, y dp,), v la ecua-
cion cerrada para ll,. La primera de estas ecuaciones puede ser directamente
derivada de la expresion (4.29), si hacemos, por ejemplo

5
w(@Tl, = 5—%’ — 25, (4.49)
g
= (Cg - 02)597

donde hemos hecho uso de la ecuacién de estado para el fondo homogéneo
pg = w(a)py, y hemos definido la welocidad del sonido para perturbaciones

5
é= ()
Si se cumple que ¢ = 2 entonces de (4.49) tenemos que dp, = c2dp,

(tratdandose de perturbaciones adiabaticas, donde I'y = 0), y en particular si w
es independiente del tiempo entonces dp, = wdp,; Por otro lado, recuperamos
el caso CDM cuando w = 0, y cuando w = 1/3 recuperamos el modelo para
WIMPs. Si retomamos (4.29) en (4.49), y consideramos un marco en reposo
usando la variable (pA = p + p'v) obtenemos

0py = cady + (¢ — A, (4.50)

Para la ecuacién cerrada de 1I, retomaremos el resultado propuesto por [47],

donde
2 4 2

m-— 2
0 T B+ w)

Los modos escalares del esfuerzo anisétropico cumplirdn con la relacién (4.51)
que ha quedado en términos de la funcién libre % (a, k), relacionado a la
viscosidad. Lo mismo ocurre para (4.50) que aparece en términos de la funcién
libre ¢2(a, k); ambos pardmetros pueden depender de la posicién y del factor
de escala. De esta forma el modelo GDM queda parametrizado mediante las
funciones libres w(a), ¢ y 2.

Como seniala W. Hu, «esta parametrizacién captura muchas de las carac-
teristicas esenciales de la GDM en cuanto que estas corresponden a medios de
alterar sus propiedades de acumulamiento», [40]. Como ejemplos, en el caso
limite en que (w,, ¢2, %) — (0,0,0) recuperamos el modelo CDM, y cuando
(wy, 2, c) — (1/3,1/3,1/3), recuperamos el modelo de materia obscura ca-
liente (HDM). Veamos ahora como enmarcar el modelo GDM en el formalismo

EFT.

4
IT, = =3I, + ——c vg. (4.51)

1+w vis

4.5 GDM en el marco de Teoria Efectiva

Bajo la misma motivacién que nos llevo a aplicar el formalismo EFT a DE,
nos proponemos ahora aplicar el formalismo EFT a GDM y conseguir un mapeo
entre el modelo GDM comentado en las secciones precedentes y las funciones
efectivas en forma totalmente andloga a lo desarrollado para DE. Con esto en
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mente, ahora el campo escalar adicional m que anteriormente jugaba el papel de
DE, ya sea como una posible modificacion a la gravedad o como un componente
efectivo del tensor de energia momento, jugara el papel de GDM. En principio
el desarrollo sera idéntico al efectuado en los apartados precedentes, con la
excepcion de que el tensor de energia momento sera nulo. Con lo anterior
esperamos obtener expresiones totalmente analogas a las obtenidas para DE,
es decir, conseguiremos las expresiones para un componente fluido como lo son
las ecuaciones (4.22) y (4.24) y una ecuacién de estado como la ecuacion (3.14),
de forma directa. Dicho lo anterior, exploremos las ecuaciones del fondo FRW
bajo el supuesto de que 7 hace el papel de GDM en el vacio, es decir T} es
nulo. De acuerdo a EFT, tenemos que pgr y per para GDM estan dadas por

P = BM2f(t) H? (4.52a)
P = —M2f(t)(2H + 3H?). (4.52D)

Observemos que a diferencia de pcpy v papm (3.10), la expresioén para ppp
depende no solamente del parametro de Hubble H(t), sino también del la
funcion efectiva f(t). Lo mismo aplica a la pgp, que ahora depende también
de f(t). A su vez, la ecuacion de fluido adquiere un término de fuente definido
por la funcién efectiva f(t), como se expresa en (4.22). También la ecuacion
de estado (3.14) dependerd del tiempo a través de las funcion c(t), A(t) y f(t)
a diferencia de p, = w(a)p,, que solo depende del factor de escala.

Respecto a las ecuaciones dindmicas para perturbaciones, analicemos por
separado cada ecuacién. La componente (00) toma la forma como

k2

a?

U —3H(VU 4+ HO) = 2]\;2]0 {Mf { — f(3(¥ + H®) + 3Hr + 2H(® — 7)

(@) = F@ )] + (e + prr)(® — 7+ 31) + 4M1H( — )
. . 5p(gdm)
+m3 [3(\11 + H®) —3Hm — a 20°7 +3H(® — 7%)} } — 2%
(4.53)

Observamos en la ecuacion anterior que lo que juega el papel de perturba-
cién de materia oscura dp%y" depende ahora del conjunto de funciones efec-
tivas c(t), A(t),m3(t), MZ(t), f(t), claro contraste con la expresién (4.44), que
ademas de depender de la forma de los potenciales, depende solamente del
pardametro H (t).

Por otro lado, la componente (0i) y (i # j), se escriben como

1 m
_ 2M2fq§gg ) (4.54)
f H(Qdm)
U—-9= ek e (4.55)
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Finalmente reescribamos la componente con traza (i =) como

i} . : : 1 k2
U+ H®+3HY + (3H? +2H)® + 5—2@ —0) =
a

2M12 {M2 lf [2(V + H®) + (& — #) + 3H(® — 71) — 3H*1 + 20°1/(3a?)]
.. . (gdm)
# 5@ =) =+ (o0 +po)® ) — i — i+ 3H( — )} = EE
(4.56)

Observemos que las %aarametrlzamones de las variables de materia oscura efecti-
(gdm) gdm gdm

vaoppr » Ugp ' ape Y o pr  quedan en términos de las funciones efectivas

y de los poten(:lales gravitacionales ® y W y el campo escalar 7. Podemos re-

solver estos tltimos y sus derivadas ¥, ¥, &, 7 usando (3.92), (3.93), (3.95),

(3.96), (3.77) y (4.53)-(4.56). Lo anterior, nos permitird expresar 5pggm) y

d A : . . .
Iy Fm) en términos de las funciones efectivas y las variables de materia oscura
efectiva en la forma

Splim) — A(6p\9Em) — 3H ™) + Bqlgim) (4.57)
2
¢ = o [COAG™ - 3HE™) + Dafy™ (4.58)

donde
_ (gdm)  (gdm) _(gdm) 3 7 r4
AuB707D_AaB707D<HJpEF 7pEF 7QEF m37M27C7A7f) (459)

Estas ecuaciones requieren un laborioso calculo y son presentadas por primera
vez en [37] Apéndice C aplicado a DE en presencia de materia. En el Cuadro
4.1 comparamos la parametrizacion en el modelo GDM y la parametrizacion
obtenida al aplicar EF'T a DM.

Ecuacién de estado

Modelo

I, gr Opg.EF Dg,EF
GDM | H, ¢}, w, Vg, pg, g | H, pg, Dy, €2, w0, 0y W, Py

) ~vis)

dm dm dm
EFT Hap%}F )7p%F )7QgF ) m§7M§)caA7f f?cuAapEF

Cuadro 4.1: Cuadro comparativo de las parametrizaciones para las ecuaciones
de estado en el formalismo EFT y el modelo GDM.

Observemos que, a partir de (3.14), para recuperar la ecuacién de estado
del fondo FRW del modelo de CDM, es decir w = 0, se debe cumplir la con
f =1, ¢c= A. Por otro lado, recuperamos WIMP’s cuando f =1, ¢=0, A =
constante. Notemos también que la ecuacién (4.55) establece que un escalar
de esfuerzo anisotrépico no nulo requiere que f = f(t), es decir, que el modelo
de GDM queda enmarcado en el formalismo EFT solo si f es una funcion del
tiempo. Lo anterior puede verse claramente a partir de las ecuaciones (4.52)
donde un componente de materia oscura efectiva solo es posible cuando f(t),
es decir, cuando f es dependiente del tiempo.

Por otro parte, como se hizo en [37] Seccion 4.2 ec. (122)-(123), es posi-
ble verificar que dadas las ecuaciones (4.53)-(4.56) la ecuaciéon dindmica de 7
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es equivalente a la ecuacion de conservaciéon de un fluido de materia oscura
generalizado

d k?
(5p( ) +3H (5p —1—5 ) 3(0(EF ) —1—p( ))\If — —2q(EF ) =0. (4.60)
La ecuacién de Euler dada por

m m m m m k m
G 4+ SHEI™ &+ (i 1 plgim)e + opfgdm) — 2 neam _ o (a61)

3a
Estas ecuaciones generalizan aquellas para GDM (4.31) y (4.38).

Finalmente, si deseamos observar GDM/EFT como una posible modifica-
cién a GR, debemos considerar un tensor de energia momento no nulo en la
accién efectiva (bariones y radiacion). Idénticamente a lo establecido en las
secci6n (3.6) la forma de parametrizar modificaciones a la gravedad es a través
de las funciones fenomenoldgicas Geg(k,t), v(k,t) y X(k, t). Esto establece una
relacién fenomenoldgica entre GDM y DM atraves de las funciones efectivas.
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Conclusiones

Para concluir el presente trabajo de tesis, resumamos brevemente los re-
sultados hasta aqui presentados. En primer lugar, hemos logrado exponer el
formalismo de la Teoria Efectiva de Campo (EFT) a cosmologia (un estudio
fenomenoldgico de Energia Oscura (DE), Materia Oscura (DM) o inflacién).
Este formalismo enmarca la teoria gravitacional més general en un espacio
cuatrodimensional con un grado de libertad escalar permitiendo unificar en un
solo marco una amplia variedad de teorias gravitacionales basadas en la métri-
ca g, y un campo escalar. De esta forma, mas que en la adiciéon de multiples
campos escalares, el estudio se basa en la expansién perturbativa del lagran-
giano, permitiendo truncar la expansion a un orden de aproximacion deseado.
Este marco unificado permite proporcionar constricciones independientes del
modelo sobre las propiedades de Energia Oscura (DE), Materia Oscura (DM) o
la fase de expansion acelerada del universo temprano conocida como Inflacién.

Partiendo de la accién general (2.36) expresada en términos de la funcion
lapso N y de las cantidades geométricas tridimensionales ADM (K, R, etc.),
definidas sobre hipersuperficies constantes del campo escalar, hemos expandido
esta accion hasta orden cuadratico en perturbaciones cosmoldgicas alrededor
del fondo Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Ademas hemos asumido que el
principio de equivalencia débil se satisface, es decir, que existe en tensor métrico
universalmente acoplado a la materia (en el caso en que ésta se encuentra
presente). La eleccion de trabajar en norma unitaria nos permitié absorber
la dindmica de la perturbacion del campo escalar adicional d¢ en el sector
gravitacional y permitié que las perturbaciones de los operadores geométricos
se acompanaran de una funcién efectiva (2.77).

Lo anterior nos permitié escribir las ecuaciones dinamicas para el fondo
FRW (2.75) y obtener una ecuacién de estado para el fluido adicional ppg en
términos de las funciones efectivas (3.14). Expandiendo la densidad lagrangia-
na hasta segundo orden en perturbaciones (3.17) nos permiti6 establecer las
condiciones (3.18) con las cuales es posible escribir el lagrangiano (3.20) mas
general de un solo campo escalar que lleva a ecuaciones dindmicas lineales que
a lo mas contienen derivadas espaciales de segundo orden, denominado mo-
delo Horndeski [35]. Con estas condiciones obtuvimos la densidad lagrangiana
de segundo orden que depende de un solo grado escalar caracterizado por la
perturbacion de curvatura ¢ (3.29).

Establecimos las condiciones de estabilidad que aseguraban la ausencia de
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fantasmas e inestabilidades laplacianas, tanto para los modos escalares (3.33),
como para los tensoriales (3.40), dadas por Qs = L > 0, 2>0,Q =M*>0,
¢z > 0 . También formulamos las conexiones entre algunos de los modelos de
DE en la literatura (f(R), k-esencia, etc.) y el formalismo EFT.

A través del mecanismo de Stickelberg (3.48) fue posible restaurar el cam-
po escalar 7 explicitamente en el lagrangiano efectivo y restaurar la invarianza
total. Trabajando con el lagrangiano del modelo Horndeski (donde m? = m3)
nos propusimos obtener las ecuaciones lineales para perturbaciones. De es-
ta forma obtuvimos una ecuacién dinamica para el campo 7 dependiendo de
cinco funciones efectivas, es decir, de f(t), c(t), A(t), Mj y m3. A su vez,
variando respecto a los elementos escalares de la métrica perturbada (3.49),
obtuvimos las ecuaciones dindmicas de Einstein en presencia de materia (ca-
racterizada por un fluido imperfecto (3.73)) en términos del campo escalar
m, las funciones efectivas y las perturbaciones gravitacionales ®, ¥ usando la
norma Newtoniana. La cosmologia del fondo FRW queda descrita por las tres
funciones dependientes del tiempo f(t), c¢(t) y A(t), con las cuales diferentes
modelos pueden ser distinguidos a través de la ecuacion de estado para DE.
Al igual, abordamos algunas consideraciones sobre transformaciones simétricas
en el fondo FRW y establecimos (usando las ecuaciones modificadas de Fried-
mann (4.23)) que éste queda determinado por solamente una de las funciones
efectivas. Por otro lado, cada nuevo operador de al menos orden cuadratico
afecta inicamente la dindmica cosmologica de las perturbaciones, sin afectar
la dindmica del fondo FRW.

Una vez que obtuvimos las ecuaciones dinamicas lineales para perturbacio-
nes, nos fue posible (usando la aproximacién cuasiestatica a escalas dentro de
el horizonte) escribir los pardmetros gravitacionales Geg(k,t), v(k,t) v X(k,t)
que ligan la teoria con las observaciones en funciéon de los pardmetros efecti-
vos. Con estos parametros serd posible discriminar entre diferentes modelos
de Energia Oscura (DE), Materia Oscura (DM) o Gravedad Modificada (MG)
dadas las observaciones de las grandes estructuras, lentes gravitacionales y la
Radiacién Cosmica de Fondo (CMB) .

Por otra parte, considerando DE como un fluido efectivo al nivel del fondo
FRW y a nivel de las perturbaciones, establecimos las respectivas ecuaciones
dindmicas bajo esta perspectiva, es decir (4.22) y (4.24). Finalmente, recordan-
do lo expresado en [68], que «un segundo campo escalar puede potencialmente
ser el responsable de la DM», explotamos esta proposiciéon y con el enfoque
de tratar el grado de libertad extra como un fluido efectivo logramos una pa-
rametrizacion de DM que contiene como una subclase el modelo de Materia
Oscura Generalizada (GDM). Asi, escribimos la parametrizacién de las varia-
bles de materia oscura efectiva op\e™, TIWIm -~ glodm) v pledm) e quedan en
términos de las funciones efectivas, de los potenciales gravitacionales ¢ y ¥, y
el campo escalar 7. Escribimos las diferentes ecuaciones de estado (4.57-4.58)
y las ecuaciones de Einstein en términos de estos fluidos efectivos (4.53-4.56).
Realizamos un cuadro comparativo que muestra los parametros de cada uno
de los modelos respectivos, DM como fluido efectivo (p%gm)) y GDM (p,). Co-
mo anotacion final, establecimos la conexion entre funciones fenomenologicas
Gegt(k,t), v(k,t) y X(k,t) para DM y DE.

Perspectivas a futuro para el presente trabajo pueden incluir extender el
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andlisis efectuado en los capitulos precedentes considerando 1) la adicién de
multiples campos escalares, vectoriales y tensoriales o 2) violacién de invarian-
cia de Lorentz o la ruptura de postulados fundamentales para GR. De forma
complementaria al analisis presentado en el capitulo 3 pueden ser anadidas
expresiones de la ecuacién de evolucion para el contraste de densidad 6, de
los componentes de materia (para asi explorar la forma de crecimiento de las
perturbaciones en materia durante épocas determinadas), como también ob-
tener la relacion de dispersion para los grados de libertad que se propagan,
con el objeto de obtener a su vez una expresién para 2. Respecto al capitulo
4 la extension mas clara es obtener una forma explicita para las ecuaciones de
fluido efectivo (4.57)-(4.61) imponiendo cotas a los parametros y realizando
aproximaciones adecuadas. Finalmente, la extensiéon mas notoria e inmediata
es considerar la adicion de un segundo campo escalar en la acciéon EFT pa-
ra DE que puede ser potencialmente responsable de los efectos atribuidos a
DM; como expresa Tsujikawa [68], «serd de interés al proporcionar un marco
unificado para entender los origenes de inflacion, DE y DMp».
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