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Capitulo 1

Introduccion

Los astréonomos notaron algo extrano en las galaxias. Pensaban que estas se en-
contraban en equilibrio debido a dos fuerzas: la fuerza centrifuga, que es una fuerza
ficticia, que aparece cuando se describe un objeto en rotacién, en el caso de las gala-
xias, las estrellas que giran alrededor del ntcleo sienten una fuerza que las alejan. Y
la fuerza gravitacional provocada por los miles de millones de soles de la galaxia
que debian de compensar la fuerza de rotacion. Pero las velocidades de las estrellas
alrededor de las galaxias eran demasiado rapidas como para compensar la fuerza
gravitacional. Los fisicos llegaron a la conclusion de que debe de existir algo en las
galazias que no vemos, pero que tiene una enorme gravedad y se encuentra en mayor
cantidad en las galaxias. Se le dio el nombre de materia oscura. Fue propuesta en
1933 por Fritz Zwicky, no se sabe de qué estd compuesta, pero es un cuarto de la

materia total del universo.

Cuando Einstein publicé su teoria de la relatividad general (RG) en 1915 escribi6
sus famosas ecuaciones de campo, que describen la forma en que el espacio-tiempo se
curva por la presencia de una fuente gravitacional. Poco después, Einstein modificd
las ecuaciones de campo introduciendo una constante A (la constante cosmoldgica)
con el fin de describir un universo estacionario, a la cual mas tarde llamé su mayor
error, porque bajo la hipotesis en la que introdujo la constante cosmologica, obtenia
un universo inestable. En la década de los 20’s el astronomo Edwin Hubble observo
que las galaxias se alejan de nosotros, con lo que concluyé que el universo se expan-

de. En 1998 los fisicos descubrieron que el universo se expande a una velocidad cada

2
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vez mayor. De esta forma se tiene un universo en expansion acelerada. Esto fue algo
inesperado, porque se pensaba que para un universo en expansion en un momento
llegaria a desacelerarse, por efectos atractivos gravitacionales mutuos entre galaxias
distantes. Pero no es de esta forma, entonces se plateo una idea, que debe de introdu-
cirse una presion de tal forma que las galaxias contintden alejandose y cada vez mas
rapido, una presiéon negativa, a la que llamaron Energia Oscura, y sin importar de

qué esté compuesta, representa mas del 70 % de la materia del universo.

En este trabajo se presentan modelos de quintaesencia de energia oscura. Cuando
decimos quintaesencia le asociamos una fuente de campo escalar a la energia oscura.
Existen mas modelos, como el de k-esencia, phantoms, energia oscura acoplada, entre
otros. Este tipo de modelos, incluido el de quintaesencia, se obtienen de modificar
el tensor de energia-momento en las ecuaciones de Einstein. A estos modelos, la
literatura los llama energia oscura como una forma modificada de materia.
También se tienen los modelos de gravedad modificada que se obtienen sumando

términos del lado izquierdo de las ecuaciones de Einstein.

En el primer capitulo se presenta un repaso de la teoria de la relatividad general,
para introducir las ecuaciones de Einstein. Asi mismo un repaso de cosmologia para
deducir las ecuaciones de Friedmann, que son muy importantes ya que con estas
podemos modelar universos. En particular analizamos dos tipos de universos, un
universo plano que contiene materia con constante cosmolégica y otro, de la misma
forma, plano que contiene materia, radiacién y constante cosmologica, que se le cono-
ce como el modelo cosmologico estandar o ACDM. Con las ecuaciones de Friedman
se pueden construir mas modelos de universos, pero se estudiaron principalmente
estos dos modelos ya que, como se mencion6 antes, la contribucion de la constante
cosmoldgica en las ecuaciones de Einstein se le asocia como la energia oscura. En
especial, el modelo ACDM es el que mejor ajusta a las observaciones, por lo que se
toma como base a este para estudiar nuevos modelos como los modelos de campo

escalar, que son con los que se trabajé en esta tesis.

En el segundo capitulo se presentan los modelos de quintaesencia, que se definen
del tensor de energia-momento, estudiamos estos modelos como sistemas dinamicos,
asi podemos encontrar los puntos criticos del potencial escalar con el que se quiera

trabajar. Se introduce un cambio de pardametros, que es el que trabajan [2], de esta
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forma relacionan el potencial escalar con los parametros. Entonces si se tiene el
potencial se puede encontrar el parametro s, y mediante un proceso inverso, al tener
el parametro s se puede conocer el potencial escalar, y expandiendo a segundo orden
el parametro y, se obtienen los parametros cosmolégicos a;’s. Variando los valores
de estos se construye una tabla de potenciales con los que se pueden trabajar.

En el tercer capitulo se presentan los resultados principales del trabajo: de la
tabla de potenciales que se presenté en el capitulo dos se tomo el de clase Ia para
compararlo con el potencial que presentan en [3], con ayuda del programa numérico
de computadora CLASS se construyo la grafica de la evolucién de la ecuacion de
estado. Ademas, se construyé la grafica del espectro de potencias del CMB que se
comparé con datos experimentales obtenidos de COM PowerSpect CMB-TT-
full y COM PowerSpect CMB-TT-binned. Asi como el médulo de distancia,
que de la misma forma, se comparé con datos experimentales obtenidos de Union -
Supernova Cosmology Project.

Por 1ltimo, se dan a conocer las conclusiones de nuestro trabajo, asi como dos

apéndices en donde se muestran desarrollos mateméaticos mas explicitos.



Capitulo 2

Teoria de la relatividad general y

sus aplicaciones en cosmologia

Einstein postulo la teoria de la relatividad general en base a un conjunto de principios
para asi poder escribir sus ecuaciones de campo. Estas nos describen la geometria
del espacio-tiempo que deforma la fuente gravitacional. Haciendo uso de la métrica
de Friedmann-Robertson-Walker, se resuelven las ecuaciones de Einstein para obte-
ner las ecuaciones de Friedmann. Estas ecuaciones nos permiten modelar universos
dependiendo de sus componentes. Se pueden obtener los modelos que uno quiera,
pero el que mas se ajusta con las observaciones es el de ACDM que consiste en un

universo plano con radiacion, materia y constante cosmoldgica.

2.1. Relatividad General

Para que Einstein formulara la teoria de la relatividad, tomo en cuenta el principio

de equivalencia, el principio de Mach y el principio de correspondencia.

2.1.1. El principio de equivalencia

El principio de equivalencia se puede expresar en dos versiones [4]. La primera se
conoce como la versiéon débil, donde se define una particula de prueba gravitacional

que interactiie con el campo gravitacional, pero que no altere el campo.
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“En un campo gravitacional toda particula de prueba gravitacional
se mueve con la misma aceleracion independientemente de su masa

o de su composicion.”

En otras palabras, si se dejan caer dos objetos de distinta masa (por ejemplo,
una canica y una bola de boliche) al mismo tiempo desde la misma distancia, los dos
tocaran el suelo simultaneamente.

Y la version fuerte dice

“Ningun experimento local puede distinguir entre un sistema en cai-
da libre dentro de un campo gravitacional de un sistema en movi-

miento uniforme en ausencia de un campo gravitacional.”

Para explicar esto, imaginemos dos casos. En el primero se tiene a un observador
dentro de una caja, de tal forma que la atraccién gravitacional de la Tierra actué
sobre la caja. Para el segund caso, se ubica la caja en el espacio vacio, lejos del
campo gravitacional de la Tierra, del Sol o de cualquier otro planeta, y se acelera

uniformemente. El observador no distinguira en cual de los dos casos se encontrara.

2.1.2. El principio de Mach

El principio de Mach es fundamental para formular la relatividad general (RG), y se
puede presentar como un conjunto de tres conjeturas [5]. La primera conjetura nos

relaciona la masa con la geometria del espacio-tiempo.
“La distribucion de materia determina la geometria.”
La segunda conjetura dice
“Si no se tiene materia no se tiene geometria.”

Este seria el caso para un universo vacio. La ultima conjetura habla de un universo

donde contiene un tinico objeto.

“Un cuerpo en un universo vacio no deberia de poseer propiedades

nerciales.”

Ya que no interactiia con nada no tendria propiedades inerciales.
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2.1.3. El principio de correspondencia

El principio de correspondencia nos dice que toda teoria tiene que ser consistente
entre si. Tenemos que la RG corresponde con la relatividad especial (RE) en ausencia
de campo gravitacional, por otro lado la RG corresponde con la teoria de gravitacién
de Newton en el limite de campo gravitacional débil y la RE corresponde con la teoria

de gravitacion de Newton para velocidades bajas.

2.1.4. Ecuaciones de campo de Einstein

Para escribir las ecuaciones de campo de Einstein tenemos que definir los siguientes

elementos [6]. El tensor de Riemann se define de la forma
R =T — I + 101 5 = 1018, (2.1)

donde I'“g,, son los simbolos de Christoffel que se definen como

1

[, = §9M (978 + Goup — GBu) (2.2)

el tensor g*® es el tensor métrico, como ejemplos conocemos el de Minkowski, el de
Friedmann-Robertson-Walker, el de Kerr, etc., los subindices que van acompanados
con comas en las ecuaciones (2.1) y (2.2) denotan derivada parcial con respecto a
la coordenada correspondiente. Luego tenemos que el tensor de Ricci se define de la

forma

Rag = Ruaug = Rga, (23)

ademads el escalar de Ricci se define como
R = ngR/w = g"“’gaﬁRaMB,}, (2.4)

el cual es la traza de la forma matricial del tensor de Ricci, también se le conoce
como el escalar de curvatura.
Por ultimo tenemos que el tensor 7% es el tensor de energia-momento, el cual

contiene informacién de lo que esta compuesto la fuente del campo. Asi escribimos
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las ecuaciones de campo de Finstein
G + Ag™® = K*T?, (2.5)

donde k? = 871G /c*, G es la constante de gravitacion universal y ¢ es la velocidad de
la luz. A A se le conoce como la constante cosmolégica, mas adelante veremos que
esta constante se relaciona con la energia oscura. G*? es el tensor de Einstein, que

tiene la forma

1
5gaﬁR. (2.6)

El lado izquierdo de la ecuacion (2.5) nos describe la geometria del campo y el

G = R*P —

lado derecho nos da informacion de la fuente del campo, asi vemos como es que la
geometria esta relacionada con la fuente del campo, que es de lo que hablaba el

principio de Mach.

2.2. Cosmologia

El principio cosmoldgico es la base de la cosmologia del Big Bang. El Big Bang es la
mejor descripcion que tenemos de nuestro universo. Originalmente, se vio obligado a
competir con una idea rival, el universo de Estado Estacionario, que sostiene que
el universo no evoluciona. Sin embargo, las observaciones apoyan la teoria del Big

Bang con tanta fuerza que ya no se considera la teoria del Estado Estacionario [7].

2.2.1. Homogeneidad e Isotropia

El principio cosmoldgico establece que el universo a gran escala es homogéneo e
isotropo. Cuando hablamos de homogeneidad nos referimos que no hay ubicacion
preferente. A escalas de los 10 Mpc vemos una densidad promedio uniforme ademés

podemos ver la isotropia del universo, i.e. que no se tiene una direccién preferencial.
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2.2.2. Corrimiento al rojo y ley de Hubble

Una tercera propiedad que hay que mencionar del universo es que se expande de
forma uniforme. Se observan que las galaxias se alejan de nosotros a una velocidad
que es proporcional a la distancia entre nosotros. Esta velocidad se puede medir por
el corrimiento al rojo, que bésicamente es aplicar efecto Doppler a las longitudes
de onda de la luz. Las galaxias tienen un conjunto de lineas de absorciéon y emision
inidentificables en su espectro, que es una frecuencia caracteristica bien conocida. Asi,
si las galaxias se acercan hacia nosotros las ondas de la luz se comprimen entre si
aumentando la frecuencia, entonces el espectro resultante se vera modificando corrido
al azul. En cambio, si se las galaxias se alejan el espectro resultante se vera corrido
al rojo, esto es porque la frecuencia de la luz emitida disminuye. El corrimiento al

rojo se define, en términos de las longitudes de onda, de la forma [4]

)\obs — )\em
= —————— 2-7
Z )\em ’ ( )
donde Mgy ¥ Aops son las longitudes de onda de la luz emitida en el punto de emisién

(la galaxia) y en el punto observado (nosotros) respectivamente.

Esta técnica se us6 por primera vez para medir la velocidad de una galaxia por
Vesto Slipher alrededor de 1912, en el observatorio Lowell, midié el cambio en la
longitud de onda de la luz de M31; resulta que esta galaxia es una de las pocas
que exhibe un corrimiento al azul. En 1925, Slipher habia medido los cambios en
las lineas espectrales de aproximadamente 40 galaxias, descubriendo que casi todas
estaban desplazadas al rojo; las excepciones fueron todas las galaxias cercanas dentro

del grupo local.

En la década de 1920 el cosmoélogo Edwin Hubble observo el corrimiento al rojo
de aproximadamente 50 galaxias. Aunque medir el desplazamiento al rojo de una
galaxia es relativamente facil y se puede hacer con alta precisién, medir su distancia
es dificil. Hubble conocia el z de las galaxias, pero habia estimado distancias para
solo 20 de ellas. Sin embargo, a partir de una grafica de desplazamiento al rojo (z)
contra la distancia (d), reproducida en la Figura 2.1, descubrié la relacién lineal

famosa, que ahora se conoce como la ley de Hubble;
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Figura 2.1: En la grafica se muestran que mientras mas lejos estén las Cefeidas se
alejan mas rapido de la tierra. Las estrellas Cefeidas, pulsan con periodos de entre
2 y 100 dias y tienen una relacién entre su brillo intrinseco y la frecuencia de
pulsaciéon, por lo que se utilizan como candelas estdndar. Estas estrellas se pueden
medir con precisién hasta unos 30 megaprsecs [1].

H,

z = 7d, (2.8)
donde la constante de proporcion H, es la contante de Hubble. Existen distintas
formas para calcular la constante de Hubble con distintos resultados. Por ejemplo;
un calculo directo se obtuvo observando las Cefeidas que se encuentran en la Gran
Nube de Magallanes, asi se obtuvo Hy = 74,034+1,42 km s~! Mpc ™. Por otro lado la
colaboracion Planck del 2018 obtuvo un céalculo indirecto de la constante de Hubble

Hy = 67,36+ 0,54 km s~ Mpc™.

Hubble observo que las galaxias presentaban un corrimiento al rojo por efecto
Doppler debido a su velocidad radial alejandose de la Tierra. Como todos los valores
de z en el andlisis de Hubble eran pequenos (z < 0,04), pudo usar la relacién clésica
no relativista para el efecto Doppler, z = v/c, donde v es la velocidad radial de la

fuente de luz (en este caso, una galaxia). Interpretando los corrimientos al rojo como
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los efectos Doppler, la ley de Hubble toma la forma

2.2.3. Ecuaciones de Friedmann

El segmento de linea que describe un espacio tiempo homogéneo e isotropico es el de
Friedmann-Robertson- Walker (FRW), que estd dado como [6]:

dr?

ds? = —dt* + a®*(t) | ———
s + a“(t) e

+ 72(d6* + sin® Odp?) | | (2.10)

donde a(t) es el factor de escala, K es la constante de curvatura que puede tomar
los valores de —1, 0 y +1, si se quiere estudiar un universo abierto, cerrado o plano
respectivamente. Lo que se quiere ahora es resolver las ecuaciones de Einstein para

este elemento de linea. Tenemos que el tensor métrico de FRW es

-1 0 0 0
0 28 0 0
1-Kr?
= 2.11
[gll } 0 0 az(t)TQ 0 ( )
0 0 0 a*(t)r*sin? 0
De (2.2) obtenemos los simbolos de Christoffels no nulos son
Iy = T2 =T33 =T3%; =1, [g = Dlyy=T% =102 =% =03 = %7
M3 = 7r2a(t)a(t)sin?0, My = —r(1— Kr?)sin?6,
233 = —sinfcosb, By = I3 = cotd,
[ = r%a(t)a(t), Iy = —r(1-Kr),
My = 'y o= 2.
(2.12)

Usando (2.1), (2.3) y (2.4) encontramos que los elementos no nulos del tensor de

Ricei son

2K + 2a*(t) + a(t)a(t)
1— Kr? ’

Ry, = (2.13)
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Ry =17 [2K +2a*(t) + a(t)a(t)|,  Rss = r?sin® 0 2K + 242(t) + a(t)a(t)] ,

(2.14)
con esto tenemos que el escalar de curvatura es
K+ a*(t t)a(t
R |0 +alt)a) (2.15)
a*(t)

Para este caso tomamos el tensor de energia-momento para fluido perfecto, el cual

es de la forma

T = (p+P)UU,+ Pg,,, (2.16)
con U, la 4-velocidad del fluido (U, = df—:), py P la densidad de energia y la presion,

respectivamente, tomando al tiempo propio por un observador en reposo con respecto

al fluido 7 =t tenemos que el vector de 4-velocidad es:

U= (U, Uy, Uy Us)=(1, # 6, &) (2.17)

Pero ya que en la métrica de FRW los parametros r, € y ¢ no dependen del tiempo,
solo el factor de escala a, entonces 7 = 6 = ¢ = 0, asi tenemos que el tensor de

energia-momento, en forma matricial, es

P 0 0 0
O PGQ(t) O O
T -k 2.18
T 0 0  Pa?(t)r? 0 (2.18)
0 0 0 Pa?(t)r*sin? 6

Sustituyendo (2.13), (2.14), (2.15) y (2.18) en (2.5) tenemos cuatro ecuaciones,

ademas, si definimos el parametro de Hubble como
1t
H(t)= @ (2.19)

para p = v = 0 tenemos la ecuacién

Zzgg _ iﬂGp(t) + g - afé) — H28), (2.20)

y para ;4 = v = 1,2, 3 tenemos tres ecuaciones de la forma
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a*t) K 2a(t)
a?(t)  a*(t)  a(t)

+ A = 87GP. (2.21)
Por otro lado, sumando (2.20) y (2.21) tenemos:

a(t) A 4 :
a
A (2.20), (2.21) y (2.22) se les conocen como las ecuaciones de Friedmann, donde
solo (2.20) y (2.21) son ecuaciones independientes del sistema de tres ecuaciones.
Por otro lado, de la conservacién del tensor de energia-momento (V,77% = 0)

para a = 8 = 0 se tiene una ecuaciéon muy importante, la ecuacién de continuidad

p(t) + 3H(t) [p(t) + P] = 0, (2.23)

podemos obtener (2.22) combinando (2.20) y (2.23). Asi volvemos a tener un sistema
de tres ecuaciones donde dos de ellas son independientes.
Las ecuaciones de Friedman son muy importantes en cosmologia. Para el dia de

hoy la constante de Hubble es:

Hy = H(ty) = (“) = 100hkms™'Mpc ™, (2.24)
@/ t=tg
con
h=0,7240,08 [48]. (2.25)

2.2.4. Ecuacion de estado

Tenemos el sistema de tres ecuaciones que nos dice como se expande nuestro universo
(2.20), (2.22) y (2.23), las ecuaciones de Friedmann, como ya se dijo antes, es un
sistema de tres ecuaciones donde dos ecuaciones son independientes [7]. Para resolver
el sistema de ecuaciones nos hace falta una ecuacién independiente, ya que tenemos
tres incognitas, a(t), p(t), P(t) y dos ecuaciones independientes. Lo que se necesita
es una ecuaciéon de estado. Una relacion matemética entre la presion y la densidad

de energia, una relaciéon de la forma:



Capitulo 2. Teoria de la relatividad general y sus aplicaciones en cosmologia 14

P = P(p),

Asi nuestro sistema de ecuaciones estara completo. Ya que en cosmologia general-
mente se trata con gases diluidos, podemos escribir una ecuaciéon de estado de la

forma:

P = wp, (2.26)

donde w es una constante adimensional.

2.2.5. Parametro de densidad

El parametro de densidad se usa para especificar la cantidad de densidad de energia
que contiene el universo. Como se propuso anteriormente la densidad p, se incluye

en la sumatoria para tener una forma maéas simple de la ecuacién de Friedmann

H=""p_ = (2.27)

Para un valor dado de H, hay un valor especial de la densidad que se requeriria para
que la geometria del universo sea plana tenemos que K = 0. Este se conoce como la

densidad critica, que esta dada como

(t) = 3H?
pc - 87TG7

vemos que la densidad critica es funcién del tiempo ya que H también es funcién

(2.28)

del tiempo. Para el dia de hoy conocemos el valor de H(ty)) = Hy y G = 6,67 X

107" m2kg1s72, asf tenemos:

pe(to) = peo = 1,88h* x 107 kg - m™>. (2.29)

Hay que aclarar que la densidad critica no es la densidad del universo, ya que no
es necesariamente plano. Sin embargo, establece una escala natural para la densidad
del universo. Por lo que, en lugar de dar la densidad directamente, a menudo es til
dar su valor en relacién con la densidad critica. A esta cantidad adimensional se le

conoce como parametro de densidad €2 y se define como:
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Q== (2.30)

Ya que la densidad de energia total es igual a la suma de cada una de las contri-
buciones, asi tenemos que el parametro de densidad total es igual a la suma de cada

una de las contribuciones, i.e.

Q=§:Q. (2.31)

Entonces podemos escribir la ecuacién de Friedmann (2.27) usando el pardmetro de
densidad despejando de (2.30)

- 8rG a- K
3 2
K
:<WQ—?, (2.32)
despejando €2 — 1 tenemos que
K
Q—1= Tk (2.33)

Podemos ver un caso especial, en el que €2 = 1, este es el caso en el que se tie-
ne un universo plano, K = 0, y asi ) = 1 para cualquier tiempo. Esto es cierto

independientemente de cuales sean los componentes del universo.

Nuestro universo contiene diversos tipos de componentes y esta notacion se puede
usar no solo para la densidad de energia total, si no también para cada una de las
componentes individualmente; €2,,, €2, Q4, etc. definimos el parametro de densidad

asociado a la curvatura como:

K
Ca2H?

Este puede ser positivo o negativo, entonces la ecuacion de Friedmann (2.33) se puede

QK =

(2.34)

escribir como:

Q-+ Qp = 1. (2.35)
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2.2.6. Modelando universos

Nuestro universo contiene diferentes componentes con diferentes ecuaciones de esta-
do. Se puede estudiar modelos que contengan solo curvatura, materia o radiacion [4].
También se puede estudiar una combinacion de las anteriores; curvatura y materia,
curvatura y radiacion, materia y radiaciéon, materia y constante cosmolégica, etc.
Pero el modelo mas importante es al que se le conoce como modelo ACDM (por
sus siglas en ingles de A cold dark matter), que es el modelo que mejor ajusta con
las observaciones, este es un modelo de universo plano con materia no relativista
(w = 0), radiacién (w = 1/3) y constante cosmolégica (w = —1). La densidad de

energia total se puede escribir como la suma de todas las contribuciones, de la forma:
b= (2:30

Y la presion total se puede escribir como la suma de todas las contribuciones y

usando la ecuacién de estado (2.26)

La ecuacion de continuidad (2.23) se cumple para cada una de las componentes
por separado. Asi podemos resolver la ecuacién de continuidad usando la ecuaciéon
(2.37) .

pi+3% (pi+ P) =0, (2.38)

pi + 3% (1+wi) p; =0, (2.39)

asi podemos resolver esta ecuacion diferencial separable

dp; da
=-3(1—w;)—, 2.40
P 31— w) (2.40)

ya que w; es constante

pi(a) = poa30F0), (2.41)
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Se toma la normalizaciéon ag = 1 al tiempo del dia de hoy con densidad de energia
al dia de hoy p;(ao) = pio-

Universo de componentes miiltiples

De la ecuacion (2.33) al evaluar en t = ¢, tenemos que

K

Qty) —1=Q—1=— 2.42
(t()) 0 Hga ( )
LK =H3 (Q—1). (2.43)
Sustituyendo en la ecuacién de Friedmann (2.27), tenemos
8rG H?
H?(t) = ——p(t) — 2~ (00— 1 2.44
(1) =" 0lt) = s Q0= 1), (244
dividiendo entre H{
HZ(t) 8tG 1-— Q()
= . 24
m ~am" T e (2:45)
De (2.28) tenemos que
3H(ty) 3Hp
pc(tO) = pCO = 87TG = 87TG7 (246>

entonces

HAH)  plt) | 1—%q
H ~ po | @) 247)

Como vimos en la secciéon anterior el universo contiene materia no relativista

y radiacién que tienen densidad de energia p,,(t) = pmo/a®(t) v p.(t) = pro/a*(t)

respectivamente. Ademas de estas dos componentes consideramos la contribucion de

la constante cosmologica, como la densidad de energia de esta es constante tenemos

que pp = pao = constante. De esta forma tenemos la ecuacién de Friedmann
HZ(t): L pro 1 Pmo+PAo+1—Qo

H§ a*(t) poo  @(t) po  po  a*(t)

De (2.30) tenemos que

(2.48)
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0 = 22 (2.49)
Lco
Ast Q9 = ng; Qo = % y Qno = ’;fg, luego
H?(t Q, Qrn 1-0Q
(8) _ Qo 0 L+ 0 (2.50)

Hi — a'(t) () a?(t)

De (2.50) podemos ver que al tiempo t = ¢y (ag = 1) tenemos una relacion de €
con los parametros de densidad de las otras contribuciones, de la forma
Qo = Qo + Qo + Qo (2.51)

Si tomamos H = % la ecuacién de Friedmann (2.50) toma la forma

Q Q 1/2
Hi'a = l O I Qped® + (1— Q)| (2.52)

a? a

asi podemos encontrar el factor de escala en funcién del tiempo integrando (2.52)

a da
Ht = [ el (2.53)
0 [Qro/a2+Qmo/G+QA0G2+ (1 —Q())]

Esta integral no tiene solucién analitica, pero para valores dados de 2,9, 0 ¥ Qa0

se puede resolver numéricamente.

Materia y A

Consideremos un universo plano (€2y = 1), pero con materia no relativista y constante
cosmoldgica, donde los parametros de densidad son €2,,0 v a0 respectivamente. De
(2.51) tenemos

Qpo=1—Q 0. (2.54)
Entonces, de la ecuacién de Friedmann (2.50)

H?> Q.0

Vemos que si €2,,0 < 1 entonces Q2r9 > 0y si €2,,,0 > 1 entonces 2y < 0. En
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esta ocacion solo analicemos para 259 < 0. Para una maxima expansion del universo

H = 0 tenemos que el factor de escala maximo es:

0 1/3
m0
= =— . 2.56
aMAX <Qmo — 1) (2.56)
Resolvamos la integral (2.53), tomando en cuenta (2.54)
o 1 1 /a a'?da (2.57)
DV Talich - ad |

Para resolverla hacemos una sustitucion trigonométrica, tomando

1 ‘

Bariones
CD

A —

0.8 1

0.6 1

-14 12 10 -8 -6 -4 -2 0
logo(1+2)

Figura 2.2: Se presenta la grafica de w, ecuacién de estado (2.26), como funcién del
corrimiento al rojo z y asi ver la evolucion de las componentes de un Universo
constituido por materia y constante cosmologica A. La componente de la materia
esta conformada por dos elementos, la materia barionica y la materia oscura fria,
CDM son las siglas en ingles de Cool Dark Matter. Vemos que como en un principio
domina el componte de la materia, linea azul y verde, cuando esta decae la
componente de la constante cosmologica crece, linea morada. Para obtener esta
grafica se usaron los datos obtenidos del c6digo CLASS.
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Q.o sin? 07
a(f) = ayax sin?/3 g — | oS Y , (2.58)
Qo — 1
el pardmetro 0 va de 0 a 27, sustituyendo en (2.57)
2 0
Hyt(0) (2.59)

T3V — 1

o podemos poner t en términos del factor de escala de la forma

Hot(a) = 3\/% sin~! KGJAX)M] | (2.60)

Este universo colapsa (a = 0, § = 27) en el tiempo

; B 2w 1
crunch — 3H0 Qmo —1 .

(2.61)

En la Figura 2.2 se muestra una grafica de la evolucién de materia y constante
cosmoldgica para un universo de estas componentes. Se grafica w contra el log;o(1+2)
para ver la evoluciéon dindmica de las componentes de este modelo. Se obtienen los
datos de omega y el corrimiento al rojo de z al obtener la solucién numérica de (2.57)

usando el programa de computadora codigo CLASS.

Modelo ACDM

Como ya se dijo, este modelo es el que mejor ajusta a las observaciones. De la ecuacion
(2.53) se tiene que:

Hot = /Oa [Qro/aQ + Qmo/a + QA0a2] 2 da. (2.62)
La contribucién de la radiacién esta dada por las componentes de los fotones y los
neutrinos. Para los fotones el pardmetro de densidad de 2, o = 5,4186 x 107°. Y el
parametro de densidad de los neutrinos es 2,9 = 3,4x107°. Asf tenemos el pardmetro
de densidad para radiacion total €2,.o = 9,16 x 10~°. La contribucién de la materia no
relativista se divide entre las componentes de materia barionica y de materia oscura
fria (CDM siglas en ingles de Cold Dark Matter). El parametro de densidad de la
materia baridnica es de (2,9 = 0,048 y de la CDM es de Qcparo = 0,26, que nos da un
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Figura 2.3: Evolucién de las componentes de un universo de modelo ACDM.
Podemos ver que en tiempo tempranos las componentes de la radiacién (fotones y
neutrinos lineas naranja y amarilla respectivamente) son las que domina, cuando

decaen las componentes de la materia (bariones y CDM, lineas verde y azul

respectivamente) son las que dominan, pero a tiempos donde z — 0 decaen y
domina constante cosmologia, linea morada. De la misma forma, se usan los datos

del c6édigo CLASS para obtener esta graficar.

parametro de densidad para materia no relativista total de €2,,, o = 0,3119. Para tener
un valor de la contribucién dada por la constante cosmoldgica, se tiene que tomar
en cuenta la normalizacién de Friedmann y esta es que todas las contribuciones del

universo tiene que sumar igual a 1, entonces se tiene que {25 o = 1 -, o=, 0 = 0,68.

Se utilizo un programa de computadora para tener una solucién numérica a (2.62).
Asi se pudo construir la Figura 2.3, donde vemos que para este modelo en tiempos
tempranos domina radiaciéon y cuando empieza decaer encontramos una época de

materia dominante y por ultimo, a tiempos actuales domina constante cosmolégica.
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2.2.7. Fondo césmico de microondas

Las observaciones de las anisotropias de la temperatura en el fondo césmico de micro-
ondas (en ingles Cosmic Microwave Background o CMB) proporcionan otra prueba
de la existencia de la energia oscura. El cielo mas antiguo que podemos ver es al
que se le llama la ultima dispersion, que es cuando los electrones quedan atrapados
por el hidrégeno para formar dtomos, a esta época se le denomina desacoplamiento o
recombinacion. Los fotones estaban estrechamente acoplados a bariones y electrones
antes de la época de desacoplamiento en z ~ 1090, pero después de eso podian mo-
verse libremente hacia nosotros. Penzias y Wilson fueron los primeros en detectar los
fotones del CMB a una temperatura casi uniforme en todo el cielo. En las ultimas
tres décadas se han obtenido diversas mediciones de las anisotropias de la tempera-
tura en el CMB, unas mas precias que otras, por satélites como COBE o mediante
experimentos de alta precision como BOOMERanG, MAXIMA y especialmente
WMAP [7].

El CMB es una radiacién que radia en todas direcciones a la Tierra, y sabemos

que este actlia como un cuerpo negro con una temperatura

T, = 2,725 4 0,001K. (2.63)

Por ser radiacion de cuerpo negro, esta temperatura se relaciona con la densidad de

energia de la forma

prct = apT?, (2.64)
a (2.64) es la ecuacién de Stefan-Bolzmann y ap es una constante definida de la
forma
oy = B g 565 5 10716 jytK (2.65)
T 1R ' '
Podemos encontrar que
pr(to)c? = apTy = 4,17 x 107 Jm 3. (2.66)

Por el método de perturbacion se obtiene la perturbacién de la temperatura
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Lugo expandimos las perturbaciones en términos de los harmoénicos esféricos de la

forma

00 ¢
O = Z Z om Yom, (2.68)

(=1 m=—¢
done Yy, son los armonicos esféricos y los coeficientes ag, son coeficientes indepen-

dientes. De esta forma se tiene la varianza

Cg = <|agm‘2>. (269)

Podemos expresar la varianza en términos de los multiplos de la temperatura usando

una transformada de Fourier

6000 Datos de Planck .
ACDM S 5,
5000 | 3 .
L 4000 | !
=
=
QN 3000 f . -
o "
* 2000 | :
1000 | .
10 100 1000

Figura 2.4: Temperaturas de anisotropias ¢ (¢ + 1) Cy/27. En el eje horizontal estd
representada el modo de oscilacion £. En el eje vertical se representa la potencia en
las fluctuaciones de temperatura. La linea solida roja se obtuvo con el cédigo
CLASS y los puntos experimentales de los datos de COM PowerSpect
CMB-TT-full y COM PowerSpect CMB-TT-binned.
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2 00
C, = f/ k2 |0 (K)|*. (2.70)
m™Jo

Se requieren simulaciones numéricas para derivar los espectros completos de las
anisotropias de temperatura y polarizacién porque las ecuaciones de Einstein y Bol-
tzmann para fotones y otros componentes de la materia estan acopladas entre si.
A pesar de esta complejidad, Hu y Sugiyama obtuvieron muchas férmulas de ajuste
que son muy ttiles para comprender la fisica de CMB y también derivaron soluciones
analiticas bajo algunas aproximaciones.

En la Figura 2.4 se muestra un ejemplo de lo que se puede obtener al graficar
las anisotropias de la temperatura ¢ (¢ + 1) Cy/27 contra el momento multipolar ¢

usando un programa CLASS.

2.2.8. Distancia de luminosidad y mdédulo de distancia

Por otro lado, una forma de usar propiedades medidas para asignar una distancia es
el método candela estindar. Una candela estandar es un objeto cuya luminosidad L
es conocida. Por ejemplo, si alguna clase de objeto astrondémico tuviera luminosidades
que fueran las mismas en todo el espacio-tiempo, actuarian como excelentes candelas
estandar, si se conociera su luminosidad tnica L. Si conoce, de una forma u otra,
la luminosidad de un objeto puede usar su flujo medido f para definir una funcién

llamada distancia de luminosidad:

1/2
d, = (4@) . (2.71)

Dado que los astréonomos frecuentemente citan flujos y luminosidades en térmi-
nos de magnitudes aparentes y absolutas, les resulta conveniente citar distancias de
luminosidad en términos del modulo de distancia a una fuente de luz. El modulo de

distancia esta dada por la expresion:

_ dp
p = 5logyg <1Mpc> - 5. (2.72)

El moédulo de distancia de la Gran Nube de Magallanes a una distancia de lumi-

nosidad dy = 0,050 Mpc, es p = 18,5. El modulo de distancia del cumulo de Virgo,
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a dr, =15 Mpc, es = 30,9 [4].
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Figura 2.5: Grafica del médulo de distancia. La linea solida roja se obtuvo
calculando el modulo de distancia, como se muestra en la ecuacién 2.72. La
distancia luminosa se obtiene del cédigo CLASS. Los puntos experimentales se
obtuvieron de Union - Supernova Cosmology Project.



Capitulo 3

Energia oscura como una forma

modificada de la materia

En 1917 Einstein introdujo la constante cosmolégica para describir un universo es-
tatico, un universo que no se expande ni se contrae, que tiene una energia positiva
y una presion negativa. Pero, lo que obtuvo fue un universo inestable. Sin embargo,
en la década de 1920 Edwin Hubble observé que las galaxias parecen alejarse de no-
sotros asi concluyo que el universo se esta expandiendo. En 1998 se descubrio que el
universo se expande de forma acelerada. Entonces el modelo previamente eliminado
por Einstein describe bien un universo plano en expansion, a esta presion negativa
le llamaron energia oscura. Este es el modelo ACDM, que se presenté en la seccién
1.2.6. Pero si queremos resolver las ecuaciones de Friedmann para A = 0, necesita-
remos encontrar modelos alternativos de energia oscura, basicamente se consideran
dos modelos alternativos. El primero es el de los modelos como una forma modifica-
da de materia, en el cual se modifica el lado derecho de las ecuaciones de Einstein.
Se considera un tensor de momento-energia 7" que contenga como fuente materia
ex6tica. La segunda propuesta se basa en modelos de gravedad modificada, en el cual

se modifica el lado izquierdo de las ecuaciones de Einstein [8].

Nosotros trabajaremos con modelos del primer caso, en especifico con los mode-
los de quintaesencia. Cabe mencionar que ademas de los modelos de quintaesencia
existen muchos méas modelos, como los de k-esencia, phantoms, energia oscura aco-

plada, entre otros, como los que se presenta en la literatura [9-46]. Los modelos de

20
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quintaesencia estdn caracterizados por un campo escalar ¢ con un potencial V().

3.1. Quintaesencia

Como ya se menciono peviamente, usamos el termino quintaesencia para denotar a los
campos escalares ¢ con potenciales V(¢), que interactiia con todas las componentes

del universo a través de la gravedad. Estos modelos estédn descritos por la accién [8]:

S = / d*z/—g [ R+ 54 + S, Ly = —;g“”au¢8yq§ — V() (3.1)

con k = 81, R el escalar de Ricci y la componente de la masa tiene por accion Sy,.
Consideramos un universo plano descrito por la métrica de FRW. También con-
sideramos fluido perfecto con densidad de energia p,;, presiéon Py, y la ecuacién de
estado wyr = Py /pum, que satisfacen las ecuaciones de Friedmann (2.21), (2.22) y
(2.23). El tensor de momento-energia de quintaesencia es [47]
(%) 2 9 (\/_ ﬁqﬁ)

1 (6%
uv :_\/_—g 59#” ,u¢8v¢ 9uv *g Baa¢aﬂ¢+v(¢> . (32)

Luego la densidad de energia py4 y la presion P, del campo escalar son

1. 1
po= T =22 4V(9), = TV = F V), (33)

asi tenemos que la ecuacion de estado es

Wy = & w (3.4)

P 9> +2V(9)

De las ecuaciones de Fiedmann para universo plano tenemos que:

2 2 1.
H2 = "Clpo+ pu = 5 |58 +V(0)+ pur]. (35)
. /{2 1{2 ‘9
H:—E[p(ﬁ—i-Pd)—l-pM—'—PM]:_?{(b +pM+PM]- (3.6)

Usamos el subindice ¢ para referirnos a la componente del campo escalar y M para

la componente del fluido perfecto. Derivando la ecuacion de continuidad del campo
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escalar
P+ 3H(py + Py) = 0, (3.7)

o de (2.23) y las ecuaciones de Friedmann (3.5) y (3.6). También podemos obtener

la ecuacion de Klein-Gordon

. . dV((b) B
¢+3Hop+ 2 =0 (3.8)

3.2. El enfoque de los sistemas dinamicos

Se considera los siguientes cambios de variables para hacer un andlisis dindmico del

campo escalar

_ Ko _ RV (3.9)
= 7n Yy = R .
Esto nos permite escribir los pardametros de densidad
_ Ky 2 2
Qy = gz =% + y°, (3.10)
K pu 2 2
QM—3H2:1—x -y, (3.11)

en donde este tltimo satisface la constriccion de Friedmann Q; -+, = 1, y podemos

escribir a la ecuacion de estado (3.4) de la forma

22— P
= —. 3.12
o = i, (3.12)
De (3.6) podemos escribir
H _ s 3 2 _ 2
ﬁ——Bx—i(lewM)(l—x -v). (3.13)

De las ecuaciones de Friedman (2.20) y (2.22) para k =0y A = 0 tenemos que

Py 2 H
== - 3.14
et P 3 H? (3:14)
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Sustituyendo (3.13) tenemos la siguiente expresion para weg

2

Weit = wir + (1 — wpr)w? — (14 war)y? (3.15)

Si diferenciamos a x y y con respecto del niimero de los desdoblamientos expo-
nenciales, N = In «a, de la ecuacién de Klein-Gordon (3.8) y de (3.13) obtenemos las

siguientes ecuaciones diferenciales

d 6
—x——i’)x—l—\/—

N \y? + §x [(1 —wn) %+ (1+wy) (1 — ZUQ)] ) (3.16)

92 2

(j]%/' = —\gg)wargy [(l—wM) 5172+(1+WM) (1 _?JQﬂ 5 (3.17)

donde el parametro A se define como

dv 1
V= (3.18)

Ademas, el parametro A es solucién de la ecuacién diferencial

d\

i —V6X2 (I = 1), (3.19)
donde I' esta definido como
BV
(o]

Aqui 0,V y 8;‘/ son la primera y segunda derivadas de V' con respecto de ¢. Una
solucién particular es para A constante, entonces de (3.19) tenemos que I' = 1, y

resolviendo (3.20) para el potencial V(¢) se tiene que
V(g) = Voe ™. (3.21)

La dinamica de este modelo se puede entender mejor estudiando los puntos criticos

del sistema.



Capitulo 3. FEnergia oscura como una forma modificada de la materia 30

3.3. Potencial exponencial

Para entender mejor los sistemas dinamicos, estudiaremos el caso del potencial ex-
ponencial (3.21) [48]. Para encontrar los puntos criticos de (3.16) y (3.17) tomamos
dx/dN = dy/dN = 0. Podemos clasificar estos puntos criticos de acuerdo a las pro-
piedades de su estabilidad. Para este caso, cuando A es constante, tenemos que los

puntos criticos son
(a) (z,y)=(0,0), Qs =0, Weff = Wi, wy : indefinido.
(b1) (z,y) =(+1,0), Qy=1, war=1  ws=1L1
(b2) (z,y) =(—-1,0), Quy=1, wr=1, —wy=1L1
(©) (z,y) = (MVE,[1=22/6]'2), Qs =1, wer=—1+\2/3, ws=—1+)2/3.
(d) (x,9) = (\/3/2 (1 +wu) /A BO—wn?) /2022), Q= 3(1 4 wu)/A2,
Weff = WM, Wp = W

En (a) se tiene que 2, = 0, esto es, en ausencia de quintaesencia. Por otro lado,
(b1) y (b2) son casos de energia cinética de quintaesencia dominante. Para este
caso p, decrece de la forma p, o< a™9. Al caso (c) se le conoce como el de campo
escalar dominante para A\* < 6. El caso (d) es la solucién escalar, para esta se debe
de cumplir que Q; < 1 entonces A\* > 3(1 + wyy).

Ahora para encontrar la estabilidad alrededor de los puntos criticos (z(¢),y),

consideramos perturbaciones lineales (dx,dy) de la forma

z=29 406z, y=y°+dy, (3.22)

donde z(¢) y () son valores criticos constantes. Linealizando el sistema (3.16) y (3.17)

a primer orden tenemos el sistema de ecuaciones diferenciales en forma matricial

d |o o
L =m0 (3.23)
dN 0y oy
en donde M es una matriz de 2 x 2 cuyas componentes solo dependen de z(®) y y(©),

también conocida como la matriz Jacobiana. Ya que si tomos las funciones
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dx dy
f1($7y) T AN’ f2($ay) T AN’

de tal forma que si evaluamos las funciones f; y fo en los puntos criticos se tiene que

(3.24)

fi@D )y =0, fo(a9,y9) =0,

entonces sustituyendo (3.22) en (3.24) se tienen lo siguiente

dz déx

o (c) (¢)

N = N f1(x') 4 oz, y'? + dy), (3.25)
dy _doy _ . (o (©

N AN S fa(x') + oz, y'? + dy), (3.26)

expandiendo a primer orden el lado derecho de (3.25) y (3.26)

dox df1 dfi
2 = (2@, g9y ¢ 21 or + —= 5y, (3.27)
dN 9 | o) (o Y | o) 0
doy df2 df2
Y~ @@,y 22 dr+ = 0y, (3.28)
dN AT | 0) o Y | o) o
presentando lo anterior en forma matricial
d |6 GG 0
o [ "’1 _ [5}; % v (3.29)
0y Do Oy a0 4 0y

Asfi los autovalores de la matriz Jacobiana se pueden calcular de la formula general

1
2 =75 [an + axp £ \/(au + ag)? — 4(anag — a12a21)] ; (3.30)

donde a;; son las componentes de la matriz Jacobiana. Denotamos a la determinante
de la Jacobiana como
D = (aU + a22)2 — 4(@11@22 — alzagl). (331)

De esta forma podemos clasificar la estabilidad de los puntos criticos de la si-

guiente forma:
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(i) Nodo estable: D >0y pu; <0, pg < 0.
(ii) Nodo inestable: D > 0y pug > 0, ugy > 0.
(iii) Punto silla: D >0y g <0, 2 >0 (0 pg > 0, pa < 0).
(iv) Espiral estable: D < 0 y las partes reales de p1 y pio son negativas.

(v) Espiral inestable: D < 0 y las partes reales de p; y e son positivas.

Para el caso que se esta estudiando, potencial exponencial, tenemos los siguientes

autovalores:

(@) =30 —wa). =301+,
(b1): uy =3— @)\, po = 3(1 — wyy).
(b2): =3+ =31 —wu).

(€): jui =302 —6), o= A2 — 3(1+ ).

(d): [i19 = _3(1*40-)]\/1) {1 + \/1 _ 8 twn) N =3(Lrwan)] |

A?(1—wnr)
Tomando que 0 < wys < 1, entonces la estabilidad de los puntos se clasifica como
(a): Punto silla.
(b1): Nodo inestable para A < v/6 y punto silla para A > /6.
(b2): Nodo inestable para A > —+/6 y punto silla para A\ < —/6.

(c): Nodo estable para A? < 3(1 + wy,) y punto silla para 3(1 4+ wys) < A? < 6.

(d): punto silla para A < 3(1+wyy), nodo estable para 3(1+wy) < A\? < %
y espiral estable para \? > %

Para la época de radiacion (wy; = 1/3) y de materia (wy, = 0) dominantes se
puede llevar a cabo ya sea para (a) o para (d), ya que estan permitidos estos valores

de wyr. Tenemos que Q4 < 1 entonces A? > 3(1 + wyy) por lo que la solucién para el
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caso (d), que de la misma forma es un punto silla. Para este caso se tiene que Q, #
CONSTANTE en todo punto.

Para el caso (c) se tiene el punto estable cuando se cumple wy; < —1/3 entonces

A2 < 2. Por otro lado, si se cumple lo anterior la solucién para (d) no se permite, ya
que Q4 > 1.

3.4. Coordenadas polares

Se definen otras dos variables, ademés de x y y, de (3.9), como lo hacen en [2]

0sV
Y= —2V2 ¢H

1/2
)

921/1/2
yo = —4V/3 Q;H . (3.32)

Si derivamos x, y v y1 con respecto del niimero de los desdoblamientos exponen-

ciales N = Ina, y utilizando las ecuaciones de Friedmann y Klein-Gordon, tenemos

dx 3 1
dy 3 1
== = —y(1 S .34
V=N 2y( + wr) 5YL (3.34)
dy:
Yy = AN 53/1(1 + wr) + zys,

(3.35)
tomando en cuenta la constriccién de Friedmann €2, 4 €2, + €, = 1 y considerando
que la ecuacion de estado total es

P 1
wr = — =20, + 22 — (3.36)
pr 3
Se introduce un cambio de coordenadas polares para x y y de la forma
r = Q;ﬂ sin (6/2) , (3.37)
y = Q;ﬂ cos (6/2), (3.38)

donde 6 representa un grado angular de libertad. Asi, de (3.33), (3.34) y (3.35)
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se tienen las ecuaciones diferenciales

db .
0 = N = —3sinf + y, (3.39)
ds?
= d—; — 30 (wr — wy), (3.40)
r_ 3 1/2 .
Yy = 5@/1(1 +wr) + Q" sin (0/2) ys. (3.41)

De (3.12), la ecuacion de estado de quintaesencia se escribe como
wg = —cosb. (3.42)
Dado el potencial se puede encontrar ys de la siguiente forma. Empezamos cal-

Relacién entre el potencial V(¢) y parametro y-

Referencias Potencial V (¢) Yo

[49] A*(1+ Bg)” Sty
[50] Alexp (—¢*/\?) Y — Y1 /Y

[51], [52] A1+ cos (¢/N)] =Y
53] AtAg= 5 (3+1)vi/y
[29] At exp (2MK2¢?) —24)y — Ly?Jy

[54] , [55]  A*[1 —exp (=Ak¢)]? —V/6Ay,
[56] A% cosh (\ko) —6M%y + yi/y
[31] At [cosh (Arg)] ™! —3uily
[57] At [sinh (A k)]~ 6ATA2y — (1/22) (1 + A2/2) wi/y
28] At (N 4 rend) 6M1 Aoy + V6 (A1 + A2) 1 + 591y

Tabla 3.1: Lista de potenciales de quintaesencia que se pueden encontrar en la
literatura y su correspondiente ¥, (ultima columna). A y B son constantes de
integracion x? = 87G y A\, A\; y Ay son pardmetros dindmicos [2].
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culando la primera derivada de V'/2 con respecto de ¢. Posteriormente se calcula la
segunda derivada, para expresar esta en términos de V2 y de la primera derivada,
luego se sustituye en la definicion de yo dada en (3.32) para finalmente sustituir y y
y1 como se definen en (3.9) y (3.32). En la Tabla 3.1 se presenta una lista de poten-
ciales de quintaesencia que se encuentra en la literatura para calcular su respectivo

y2. De esta se puede asumir una forma general para ys.

Ya=Y ) (%) , (3.43)
=0

donde «; son coeficientes constantes.

3.4.1. Proceso inverso

Ya se vio el caso en que se tiene el potencial para encontrar la forma de 1,. Pero si lo
que se busca es el potencial teniendo y9, en este caso se puede obtener el potencial
de la ecuacién (3.43) sustituyendo y, y; y yo en términos del potencial V(¢) como se

definieron en (3.9) y (3.32). De esta forma se obtiene la ecuacién diferencial

) 172 12 n ¢v12
92,V 4 > Za,( 262 eTE ) =0, (3.44)
=0

donde la derivada se calcula con respecto a k¢. Se usa la funcion auxiliar
U \/_ m]ﬁVl/Q

; =2 Vi/z

(

) de la forma

v = (3.45)

para asi poder escribir la ecuaciéon (3.44

Ongy = WG ly +2Zow] (3.46)

Se reprodujo la Tabla 3.2 usando éste proceso inverso que presentan en [2] para
encontrar los potenciales de quintaesencia con los parametros dindmicos «; dados.
Estos son los potenciales que se obtienen desarrollando a segundo orden la ecuacién
(3.46).
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Tabla de potenciales

Clase  Parametros dindmicos Potencial V' (¢)
Ia ag=0,a1 =0,ay # —% (A+ Bo) 20y T
Ib ap=0,a; =0,a = —% A2e2Be

Ma  ag#001=0027# -3  APcos[yJao? (1+202) (6= B) /2v3] ™7

IIb oy #0,a1 =0,00 = —3 A% exp (—r2app?/12) exp (2B¢)

2
IIIa ap=0,01 #0,ay # —% [A exp (amqﬁ/\/é + B)] Zog+l
IIb ay=0,01 #0,ay = —% A2 exp {QB exp (/{algb/\/gﬂ
IVa (o) 7'5 0,1 75 0, ag 7é —% A? exp (ﬁ%) :

- {cos R—H;Z% + 0 (20, 1)>% (¢ — B)l }

2a9+1

IV ap#0,0170,0;= 3 Aexp 562 + 2B exp (*52)

Tabla 3.2: Una lista de potenciales de quintaesencia que se obtienen del proceso
inverso con los parametros dindmicos «; dados, donde A y B son constantes de
integracién. Estos se pueden obtener desarrollando las ecuaciones (3.43), (3.44) y/o

(3.46) a segundo orden (i.e. para ag, a1 y a2) [2].

3.4.2. Ejemplo: Clase Ib

Analicemos el caso en que 7 es constante asi tenemos que 0,4y = 0, siguiendo el

proceso inverso encontramos el potencial

V(g) = A2,

(3.47)

Si vemos la Tabla 3.2 tenemos que este potencial es el de clase Ib con ag = a3 =0

y ag = —1/2 y de (3.43) tenemos que

_ 1y
Y2 = 2y-

(3.48)
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Para ver los pasos intermedios véase el Apéndice B.3. Encontramos un punto critico

2B¢c

en ¢. derivando el potencial e igualando a cero se tiene que e = 0, para que esto

se cumpla 2B¢,. tiende a menos infinito entonces ¢, —» —oo.

Luego, para obtener la masa del campo de quintaesencia se calcula la segunda

derivada del potencial

mj, = 03V (¢) = 44> B?*e*P9. (3.49)

Asi la masa my es funcién del campo escalar ¢. Luego, vemos que si ¢ = 0, se tiene
que V(0) = A? # 0. Ya que si A = 0 el potencial V(¢) = 0 para todo ¢, y esto es
cuando no se tiene potencial. Y si B = 0 se tiene un potencial constante de la forma
V(¢) = A% y y; toma la forma

y1 = ———ABeP? = ——Zm,. (3.50)

-0.6
-0.65
-0.7
-0.75

-0.85
-0.9
-0.95

100
1+z
Figura 3.1: Grafica de la evolucion de la ecuacién de estado contra 1+ z para el

potencial V(¢) = A2e25?, la solucién numérica se obtuvo con el programa de
computadora CLASS.
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Asi Ay B pueden tomar cualquier valor distinto de 0 e co.

Uno de los pardmetros cosmolégicos mas importantes en el estudio de energia
oscura es la ecuacion de estado. Como ya hemos visto, la ecuaciéon de esta se escribe
como wy = — cosf, asi obtenemos una expresion de la ecuacién de estado que nos
dice como es que evoluciona. En la Figura 3.1 se graficé wg contra el corrimiento al
rojo 1 4+ z. La solucién numérica se calculé con el programa CLASS para obtener
las graficas de la evolucion de la ecuaciéon de estado.

Uno de los objetivos del trabajo fue entender y usar de forma eficiente el programa
classQuint-master. Para esto se reprodujo las graficas de la evolucién de la ecuacion

de estado para el potencial de clase Ia de [2] para distintos valores ap como se muestra

0.16 ‘

0.16 ‘

0,=-0.9504=20 ' —— 050=-0.95 1p=2 ' ——
0.44 | 0% — 044 [ @, —
3 w¢o=»0.90 =20 ---- ©50=-0.90 0p=2 - - - -
012 u=0 1 012 20, 1
01t op OB =20 1 0.1k o 1
= AN ou=5 s RN E Op=-2 e
3 . . 3
$ 008 R . ] $ 0087 ]
0.06 [\ T ] 0.06 | i _ ]
0.04 \ : ’ 0.04 N\ L ]
0.02 0.02 |
0 0 : : —= e
0 05 1 15 2 25 3
z z
0.3 ‘ ‘ 0=-08 4g=1000 —— 0.07 ‘ ‘ e
. 0‘0=010 —
0.25 . 3)3;:»0.75 a=1000 - ] 0.06 —
0% 0.05 | s
0.2 9pg=-0.73 0g=1000  ------- 1 U o0t
s o T s 004f o oEmEn ]
¥ 015 ¥
- ~ 003 kY ]
0.1 RN
0.05 ]
o -
0 3

Figura 3.2: Grafica de la ecuacién de estado 1 4 wy del campo de quintaesencia
contra el corrimiento al rojo z para distintos valores de los parametros dindmicos
a’s. Las dos imagenes de parte superior son reproducciones del articulo [2] y las dos
de la parte inferior se obtuvieron variando los valores de wgo y s con el codigo
class.QuintF-master, son de autoria propia.
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en la Figura 3.2 (dos graficas superiores). Ademas se variaron los valores de ag y ao
para construir las graficas de la evolucién de la ecuacion de estado para el potencial
de clase ITa (dos graficas inferiores) la primera se hiso para as = 0y distintos valores

para g y la segunda se hiso para distintos valores de ag y .



Capitulo 4

Resultados

En este capitulo se presentan los resultados del trabajo. Partiendo de los resultados
que presentan en [3], vemos que potencial se aproxima de la Tabla 3.2 y con lo que
se estudio en el Capitulo 2 obtenemos los resultados numéricos con ayuda de Class

para poder comparar nuestros resultados con lo que obtuvieron en dicho articulo.

4.1. Modelo con potencial V(¢) oc ¢~

El modelo ACDM espacialmente plano de un universo en expansién acelerada, la
constante cosmolégica A es equivalente a un fluido ideal de energia oscura con ecua-
cién de estado wy = —1.

Sin embargo, cabe la posibilidad que el Modelo ACDM plano no sea tan compa-
tible con mediciones cosmolégicas diferentes o mas grandes. El modelo mas simple,
aunque fisicamente inconsistente, y ampliamente usado es el de XCDM (por sus
siglas en ingles X-Cold Dark Matter) donde su ecuacién de estado relaciona la pre-
sién y la densidad de energfa del fluido de energia oscura como px = wopx. En [3]
trabajaron con este modelo, ademés se considerd el modelo de quintaesencia donde

asumen hipersuperficies espaciales planas con potencial

V(¢) = w'mpe™®, (4.1)

donde £’ estd determinada en términos de otros pardmetros, mp es la masa de Planck

y « es otro parametro dinamico. Realizaron el mismo analisis de sistemas dinamico,

40
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—  wy (a=10.5) — g =y (o=0.5)

—0.2¢ "~ wg (a@=1) == wy =y (@=1)
) Wl I:ﬂ' — E:I == Iy = W |:t'|: = 2]‘

.'tLr

Figura 4.1: Las lineas azules representan la evolucion de la ecuacién de estado del
campo escalar y las lineas en verde representan la evolucion de la ecuacion de
estado del modelo XCDM. Aqui wy del correspondiente modelo XCDM se ajusta
con el valor inicial de wyy del modelo escalar CDM. Ademas se muestra en la linea
gris la evolucién de la ecuacién de estado del modelo ACDM |[3].

que se estudio en el capitulo anterior, y usando los datos de el Planck 2015 CMB
obtuvieron las gréficas de la evolucion de la ecuacién de estado para distintos valores
de o (Figura 4.1).

4.2. Comparando el potencial V(¢) x ¢~ con el

potencial de clase la

Nuestro trabajo consistié en usar el método estudiado por [2] donde se cambio a coor-

denadas polares y con los potenciales que se obtuvieron de la Tabla 3.2 se compard
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Figura 4.2: En esta figura se muestra la grafica de la ecuacién de estado donde el

objetivo era replicar la Figura 4.1. En este caso se obtuvo para los tres valores del

parametro cosmoldgico as que se muestran. Para obtener estos resultados se uso el
codigo classQuint-master.

con el potencial (4.1). Asi se obtuvo que para el potencia de clase Ia

V(¢) = (A+ Bo)Tar (4.2)

tenemos una relacién entre o y g de la forma:

2

_ _ 43
S YRS | (4.3)

Asi para cada valor que toma «a, como se muestran en la Figura 4.1, le corresponden
un valor diferente a ay (para a = 0,5 se tiene a ap = —5/2, para a = 1 se tiene a

ay = —3/2, para o = 2 se tiene a ay = —1). De esta forma se obtiene la gréfica:
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Si comparamos las Figuras 4.1 y 4.2 podemos encontrar algunas similitudes en
las curvas. No podemos aventurarnos a decir que son idénticas, debido a que en
el articulo [3] los autores omiten el valor de ' para cada caso. Por lo que en un
principio, no se pudo especificar las condiciones iniciales para nuestro potencial de
clase Ia. Del potenciales de clase Ia, tomamos la constante de integraciéon A =0, y

para la otra constante de integracion B, se tiene que:

2a9+1

B=(xm}p) * . (4.4)

Como ya se dijo, en la literatura no proporcionan suficiente informacién del parame-
tro k/, solo que esta determinado en términos de otros pardmetros. Analizando las
condiciones iniciales de y y y; como se dio el cambio de variables en (3.9) y (3.32)
tenemos que para un caso inicial

KV2(4:) V2 (¢)

= —————" i = 22— "7 4.5

Sustituyendo el potencial Ia (4.2) y tomando la constante de integracién A =0

2\/§ B 2a

K _ 202
- Bg;) 202+T 4,

RVETZ

Ahora se combinan ambas expresiones, para obtener la constante de integracion

1
(Bg;)2t y oy =

B

B— _yliHi \/gHiyi
2v/2 K

De esta forma obtuvimos los valores de la constante de integraciéon B para los tres

) N (200 + 1) . (4.7)

casSos
Para g = —2,5; B =52014 x 107 "%N"m™ (4.8)
Para oy = —1,5; B =1,1096 x 107"N"'m 2, (4.9)
Para ay=—1; B =1,1824 x 107N"/2m~1, (4.10)

En la Fig. 4.3 mostramos las temperaturas de anisotropias de el CMB ¢ (¢ + 1) C, /2w

contra el momento multipolar ¢ obtenidos por la solucién numérica del programa
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classQuint-master (lineas solidas de colores) junto con los datos de observacién
COM PowerSpect CMB-TT-full y COM PowerSpect CMB-TT-binned,

puntos experimentales.

6000

Datos de Planck = E
(0p=-2.5; 0=0.5) — '

so00 | (515559 |

4000

3000

I(1+1)Cy/2m [uK?]

¥

2000

1000

10 100 1000
I

Figura 4.3: El mejor ajuste del espectro de potencias del CMB (siglas en ingles, de
Cosmic Microwave Background). Las lineas solidas de colores se obtuvieron de los
datos numéricos del programa classQuint-master, la linea roja corresponde a
as = —2,5, la linea azul corresponde a ap = —1,5 y la linea verde corresponde a
as = —1. Los puntos experimentales se obtuvieron de los datos proporcionados por
COM PowerSpect CMB-TT-full y COM PowerSpect CMB-TT-binned.

En la Figura 4.4 se muestra la grafica del médulo de distancia. Las lineas de color
rojo, azul y verde corresponden al modulo de distancia para ay = —2,5, ap = —1,5
y ag = —1 respectivamente. Vemos que las lineas estan dentro de los puntos de los
datos obtenidos por Union - Supernova Cosmology Project.

También se utilizo el cédigo Monte Python, que es un cédigo de tipo Monte-

carlo para la extraccion de parametros cosmologicos. Contiene coédigos likelihood de
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Figura 4.4: Grafica del Médulo de Distancia para el potencial de clase Ia para los
tres valores de los pardmetros s (linea roja para ap = —2,5, linea azul para
as = —1,5 y linea verde para ay = —1). Los puntos experimentales se obtenidos de

los datos proporcionados por Union - Supernova Cosmology Project.

los experimentos mas recientes e interfaces con el cédigo CLASS para calcular los
observables cosmologicos. El coédigo esta escrito en el lenguaje PYTHON, que es un
lenguaje de alto nivel. También envuelve rutinas C eficientes para una manipulacién
numérica intensiva. La forma en la que funcionan estos codigos es la siguiente: el
usuario tiene que decirle cuantos pasos tiene que calcular, entonces el cédigo em-
pieza a calcular la probabilidad en el espacio face, i.e. agarra un punto y calcula la
probabilidad de que se bueno o malo el calculo en ese punto, si es bueno se mueve un
punto cercano para calcular la probabilidad, si es mala se regresa al punto anterior
donde calculé que era buena la probabilidad. Eso lo hace dependiendo de los pasos

que el usuario le indique.
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Figura 4.5: Diagrama triangular y las graficas gaussianas que corresponde para el
parametro cosmoldgico ay = —2,5.
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Figura 4.6: Diagrama triangular y las graficas gaussianas que corresponde para el

parametro cosmoldgico ay = —1,5.
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Figura 4.7: Diagrama triangular y las graficas gaussianas que corresponde para el

parametro cosmoldgico ay = —1.
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Figura 4.8: Diagrama triangular de el empalme de los tres anteriores, ap = —2,5,

ay=—10y a,=—1.
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En las Figuras 4.5, 4.6, 4.7 y 4.8 se muestra diagramas triangulares de las res-
tricciones de los parametros €2,,,, Hy, Q40 y ws, las de color rojo son para a; = —2,5,
las de color azul son para ay; = —1,5 y las de verde son para as = —1. La estimacion
de probabilidad media se muestra como la linea punteada para cada caso, podemos
observar una tendencia. Las dos lineas, solida y punteada, no empalman por que los

pasos que se le indico al programa (cien mil pasos) fueron pocos, para tener una

tendencia mas clara se necesitan aproximadamente un millén de pasos.
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Figura 4.9: Este diagrama triangular se extrajo de [3] para comparar con nuestros
resultados. Pudimos concluir que se requieren mas pasos para tener graficas mas
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Figura 4.10: Diagrama triangular para el parametro cosmolégico ay = —2.5 con un

millon de pasos. Podemos ver que las graficas estan mas definidas.
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La figura 4.9 se extrajo del la literatura [3]. Si comparamos las Figuras 4.5, 4.6,
4.7, 4.8 y 4.9 vemos que podemos mejorar las imagenes con més pasos. Asi se obtuvd
el diagrama de la Figura 4.10, vemos una tendencia méas clara de las gaussianas y de
las distribuciones de probabilidad tenemos una imagen més definida.

Como se dijo anteriormente, tenemos una familia de soluciones para cada valor
de a dependiendo de las condiciones iniciales B. Por lo que, podemos dejar fijo as
y tomar distintos valores de B, de esta forma tenemos las siguientes graficas de la

evolucion de la ecuacion de estado para los tres valores de ap:

-0.55 .

ap=25;B=491075 03l ‘ apm-15;B=1.03107107 — ]
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: 0p=-2.5 ; B=5.4-10"162 — Y 0p=-1.5;B=1.13.10°%° —
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Figura 4.11: En estas graficas se dejo fijo el valor de ay y variamos las condiciones
iniciales B. Se repiti6 el proceso tres veces para cada valor de ay que se tomaron en
el caso anterior, i.e. para ay = —2,5, —1,5 y —1.

En la Figura 4.11 vemos que la ecuacion de estado evoluciona rapido si la condi-
cion inicial es pequenia, esta evoluciona en un tiempo mas largo si la condiciéon inicial

crece. Esto ocurre de la misma forma para cualquiera de los tres valores de as.
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4.3. Potencial exponencial en coordenadas

polares

Otro resultado de este trabajo, es que al analizar cualquier potencial con el cambio de
coordenadas polares los resultados son invariantes y los célculos que se realizan son
significativamente mas sencillos. Como ejemplo tomamos el potencial V (¢) = Voe ¢
usando el cambio de coordenadas (3.37) y (3.38) entonces las ecuaciones diferenciales
(3.16) y (3.17) toman la forma:

Qy =304 (1 — Q) (v +cos — 1), (4.11)
0 = cos (0/2) [~6sin (8/2) + A6, (4.12)

para la ecuacién de estado P, = (7 — 1) p,,.

Entonces de (4.11) y (4.12) encontramos los puntos criticos haciendo Q2 = 6’ = 0.

Puntos criticos
Qye | sin <%) Ccos (%) Condiciones
T | 0 | +1 0 Vyq
I(b) 0 0 +1 VA Vv
I, | 1 | +1 0 Yy~
| 1 1 0 YAy~
A Az Y/2
L | 1 X I [1-%] N <6
1/2
A VE [1-1] / 3y < A2

Tabla 4.1: Puntos criticos en coordenadas polares del potencial exponencial
V(¢) = Voe ¢ usando el cambio de variables (3.32), (3.37) y (3.38).

Estos puntos criticos son los mismos que se reportan en [48] y [8] donde toman el

cambio de variable (3.9). Tomemos el cambio de variable:

Qp = A2 = Q) = 2AN/,

para tener de (4.12) y (4.11) las ecuaciones
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3
r_ A2 _ 22
A= ZA (1—A%) [y —2sin® (0/2)] , (4.13)
0 = cos (0/2) [—65sin (0/2) + AW6A] . (4.14)
Para calcular la matriz jacobiana tomamos
fi(A0) = 2A (1—A%) [y —2sin® (0/2)] . (4.15)
F2 (A, 0) = cos (0/2) [~6sin (6/2) + AWV6A] (4.16)
Entonces las componentes de la matriz son:
af 3 .
3—5 =an =3 (1-34%) [y —2sin® (6/2)], (4.17)
O _ 1 = —3A (1= A% sin (6/2) cos (62 4.1
50 — w2 =" ( — )sm(/)cos(/), (4.18)
0
8£ = agy = cos (6/2) W6, (4.19)
?91;2 = apn = =3 [cos® (0/2) — sin® (0/2)] — AﬁA sin (6/2) . (4.20)
Asi los eigenvalores se calculan con la féormula general
1 2
f2 = 5 {011 + axp £ \/(an + agn)” —4 (a0 — <112a21)}
1
= 5 |:a11 + a929 + \/(all — a22)2 + 4@12@1} (421)
Entonces para el punto critico I,
a;l = 5 [")/ — 2] s 19 = 0, 91 = O, 99 — 3. (422)
Por lo que (4.21) es:
1
Fi2 =5 [a11 + ag £ |a1; — agl]. (4.23)

Para a1 < ags
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1
12 = 5 [a11 + agg £ (a2 — a11)], (4.24)
3
S =ax =3, [l =a;; = 5 (2—7). (4.25)

Para el punto critico I,

3
ai = 5% a2 =0, an= i\/é)\, as = 3. (4.26)

Entonces (4.21) es:

1
fa2 =3 [a11 + age £ |a;n — asl]. (4.27)
Para asy < any
1
M2 = 5 [a11 + age £ (a1 — a)], (4.28)
3
o = a1 = 5% Ho = Ay = —3. (4'29>

Para el punto critico IT4)

3
a11:3<2_’7)a a2 =0, ayn =0, a22:\/;(\/6—)\). (4-3())

Entonces (4.21) es:

1
12 =5 [a11 + ago & |a;; — agl]. (4.31)

Para asy < apy
1
P12 = 5 lar1 + az £ (11 — as2)], (4.32)

.'.M1:CL11:3(2—’Y>, ,U,QZCLQQZ\/§<\/6—)\>. (433)

Para el punto critico IT_)

3
ay; = 3 (2 — ’7) s a9 = 0, Ao = O7 99 = \/g (\/6+ )\) . (434)
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Entonces (4.21) es:
1
,uLQ = 5 [all + 929 + \all — a22|] . (435)
Para asy < a1
M2 =5 la11 + ag £ (a11 — ag2)], (4.36)
3
.-,M1:a11:3(2—"}/), IUQZ(ZQQZ\/;(\/E—"/\). (437)
Para el punto critico 111
1/2 A2 —6
ajp = )\2 — 3’7, 19 = 0, 91 = [\/6 - )\2] / )\, 99 — 9 . (438)
Entonces (4.21) es:
1
Hi2 = 5 [a11 “+ ago + ‘CLH — a22|] . (439)
Para asy < ap;
Mz =g la11 + age & (a11 — ag)], (4.40)
A2 —6
Sou = a1 = )\2 — 3’7, Mo = Qgg = 9 . (441)
Para el punto critico IV
(31 2=
ain =0, aip= _3\/§X (1 - )\2) 9
3
21 — (2 — ’)/)1/2 \/g/\7 a9 — —5 (2 — ’7) . (442)
Entonces (4.21) es:
1 /2
Hi2 = 5 |:a/22 + aso + 40,126L21:| . (443)
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El término dentro de la raiz cuadrada es:
3(2—-1° 8y (N2 —3
G%Q + 4@12@21 = [—<2w‘| {1 — ’;/\2((2_7;}/)} . (444)
1 3(2— 3(2 — 8v(\2—3
s = L 32=) ] 3@ 72( g
2 2 2 A2 (2 — )
3(2—19) 8y (A2 —3)]"
= 2Py -2 2l . (4.45)
4 A (2—7)

Estos son los mismos eigenvalores que obtienen [48] y [8] usando el cambio de variable

(3.9).

Usemos el potencial de clase Ib, V(¢) = A2e?P?, de la Tabla 3.2. Vemos que

obtenemos una familia de soluciones, se pueden obtener tantas soluciones como va-

lores de la condiciénes iniciales A y B se tengan. A continuacion, se muestran las

ecuaciones de estado para los valores de las condiciones iniciales de A y B dadas.

Si comparamos el potencial Ib con el potencial V (¢) = Ve **¢ entonces tenemos

que:

Vo = A%

(4.46)

(4.47)
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Figura 4.12: Evolucién de la ecuacion de estado para el potencial exponencial
variando los valores de las condiciones de frontera. La grafica de abajo no se incluyo
con la de arriba ya que al decaer tan rapido no se podia apreciar correctamente su

comportamiento. En el codigo CLASS se le indica los parametros cosmologicos.
Usando los datos que este nos da obtenemos estas graficas.
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Conclusiones

Al aprender un nuevo enfoque (el enfoque cinemético) se pude trabajar con mas de-
talle los modelos de campo de quintaesencia y analizar otros aspectos de estos, como
los puntos criticos y sus modos normales, los cuales nos dan informacién muy impor-
tante y fundamental del campo. Ya que con esto podemos saber como se comporta
el campo para ciertos puntos. Ademés, con el método estudiado en [2] nos facilita el

estudio y el modelamiento de estos campos de quintaesencia.

Cuando definimos nuevas parametrizaciones para el campo de quintaesencia po-
demos construir una variedad de potenciales con los que se puede trabajar. Ya que
este método nos permite construir potenciales resolviendo una ecuacion diferencial,
de esta forma se puede usar un programa de computadora para obtener soluciones

numéricas de el potencial.

Debido a que solo tenemos una ecuacion diferencial para obtener el potencial
(dandole valores definidos a los parametros cosmoldgicos a los que se les llamé ag, ay y
g, para una aproximacién de segundo orden) se puede usar un programa CLASS en
especial. Normalmente lo que se hace para obtener resultados numéricos es modificar
el codigo definiéndole el potencial con el que se desea trabajar, y si queremos usar
otro potencial se debe de repetir el procedimiento. Y si al compilar el programa se
cometio un error al escribir el c6digo, se tiene que buscar el problema para corregirlo
y repetir el proceso. Pero con el nuevo método se puede usar un cédigo diseniado que
al resolver la ecuacion diferencial, se obtiene el potencial deseado, obviamente dando

los valores de los parametros cosmoldgicos adecuados. Esto nos permitié obtener
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muchos resultados en poco tiempo.

Como bien mostraron [2], este cddigo funciona adecuadamente, pero no se habia
comparado con algiin resultado que se encuentre en la literatura. Nuestro propoésito
fue replicar [3] usando este nuevo método. Lo primero que se hizo fue identificar el
potencial y con esto identificar los valores de los nuevos parametros. En el desarrollo
nos encontramos con algunas dificultades, ya que no especifican cuales son los valores
iniciales para cada valor de «, de esta forma se tiene una familia de soluciones para
cada caso. Para resolverlo se agrego un parametro adicional que esta relacionado con
las condiciones iniciales.

Por alguna razon, solo presentan una solucion particular. Debido a que carecemos
de informacién tuvimos que variar el valor del parametro asociado a las condiciones
iniciales, y1; de tal forma que se aproximara a la solucion reportada. Por esto se dijo
que no podemos aventurarnos a decir que las Figuras 4.1 y 4.2 son idénticas, ya que
no se pudo igualar con exactitud las condiciones iniciales. Sin embargo, es una muy
buena aproximacion, por lo que nuestros resultados son muy satisfactorios. Como
vemos en las Figuras 4.11, cuando fijamos «y y variamos las condiciones iniciales la
contribucion de la energia oscura de quintaesencia decae para z muy grandes. De
esta forma podemos ver que se tiene una familia de soluciones para cada valor de «s.

Otro resultado, que se debe mencionar, fue el uso del cambio de parametrizacion
para el potencial exponencial, que trabajan en [48] y [8] ya que este desarrollo no
se encuentra en la literatura. Ademads, que los calculos que se desarrollan con este
nuevo cambio de parametros son significativamente cortos, el resultado es el mismos
que si se usa el cambio de parametrizacién comun, es lo que se esperaba para este

tipo de potencial.



Apéndice A

Relatividad y cosmologia

A.1. Conservaciéon del tensor de energia-momento

La metrica de Friedmann-Robertson-Walker

2

ds* = —c*dt* + a*(t) . 5+ r2d6? + r*sin® 0d¢? | | (A.1)
— KT
en forma matricial
-1 0 0
CUR 0
. 1—kr2 A2
(9] 0 0 a(t)? 0 (A-2)
0 0 0 a*(t)r?sin? 6
Y
-1 0 0 0
0 Lt 0
(9] = SO (A.3)
0 0 =5z O 0
1
0 0 0 a2(t)r2sin? 0

Calculamos los simbolos de Christoffel de la formula

1
Fag@a = 590”\ (g)\go,a + Gro,o — g(pUJ\) . (A4)
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Por ejemplo, calculemos tres simbolos %y, I'%; v Iy

1

My = 590/\ (90,0 + 9x0,0 — Goo,r) -

Como el tensor métrico es diagonal y simétrico, entonces \ tiene que ser cero

1

Iy = 5900 (900,0 + 9000 — 900,0)

Se cancela uno de los dos primeros términos con el tercero

1
FO00 = *900900,0.

2

Como ggo = —1, entonces goop = 0, entonces
[ =0 (A.5)
Luego para I';;
0 L oa
I = 59 (ga11 + 9r11 — G11.0) -

Como en el caso del simbolo anterior tenemos que A = 0

1
'y, = 5900 (G011 + go11 — 911,0) -

Ya que go; =0

= 3P0 =5 (1| 1 (15 )| = § [ et

2 2 1 — kr? 1 — Kkr?
Entonces
a(t)a(t)
Iy = . A6
U k2 (A-6)
Y para I''y;
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Tenemos que A =1

1
'y, = 5911 (G111 + 91110 — 911.1) -

Se cancela uno de los dos primeros términos con el tercero

=g =3 (i) o (=) =2 () [ o] 2

2 1-— /17’2)2

Entonces

RT
1
Fllz

Tt (A7)

Repetimos el proceso para encontrar los demas simbolos de Christoffel y tenemos
que los simbolos no nulos son

2 2 3 3
Pr=1% =I"3=1"3 =

S | =

, Tlop =Tt =20 =20 = D3 = T35 = %,
s = rla(t)a(?) sin®8, Ias = —r (1 — kr?) sin? 6,

%35 = —sinf cosd,

FOQQ = r2a(t)a(t),
a(t)a(t

D I = 5 (A8

1—kr”

F323 = F332 = cot 9,

[y = —r(1—kr),

Que son los mismos que se presentaron en 2.12.

Para el tensor de momento energia tenemos que para fluido perfecto es de la
forma:

T =(p+P)UU,+ Pg,,

d . . . ,
donde U, = % es la cuatro velocidad. 7 es el tiempo propio en este caso 7 = t, asi
tenemos que:
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Up=1,
Uy =,
Uy =0,
Us =¢

Pero ya que en la métrica de FRW los parametros r, 6 y ¢ no dependen del

tiempo, solo el factor de escala a, entonces:

Up =1,
Uy =0,
Uy =0,
Us = 0. (A.9)

Entonces el tensor de energia-momentos es:

Too = p,
Pa?
T —
B
T22 = PCLQTQ,
Tss = Pa*r?sin® 0. (A.10)
Y en forma matricial
p 0 0
O Pa2(t) O O
T,] = I—rr? A1l
L] 0 0  Pa*(t)r? 0 (A-11)
0 0 Pa?(t)r?sin? 6
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p 0 0 0
0 Pl g 0
T, RO (A.12)
0 0 PW
1
0 0 0 Pa2(t)r2 sinZ 0
Tenemos que la derivada covariante es:
TP 5 =T 5+ TP \gT + T\sT. (A.13)

Para a = 0, y desarrollando los indices repetidos

T%.5=T% 5+ T7\gT? + 10T
=T% 0+ T + DT + T75T" + T T + 10T

Pero ya que el tensor de energia-momento es simétrico y diagonal 7% = 0 y

desarrollando los indices repetidos

TOB;/B — T(JO’o + FOOOTOO + FjOjTOO + FOOOTOO + FOOjTjO + FOZ‘OTOi + FOUsz
— TOO,O + FOOOTOO 4 FjOjTOO + FOOOTOO 4 POz]T]l

Vemos que Iy no esta en la lista (A.8) entonces es cero y de la simetria del
tensor de energia-momento ¢ = j. También podemos cambiar el indice j del tercer

termino por ¢ ya que es un indice mudo
TOB;B — TOO’O + FiOiTOO + I\O“Tzz
Si tomamos un universo plano 7.e. K = 0 entonces de la lista (A.8)

; a ) ) .
Iy =—, TI% =aa, T% =r%aa, Ty =r?aasin?f.

Sustituyendo esto y los valores de las componentes del tensor energia-momento
dados en (A.12)
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T ;B—p—l—?)ap%—?aa—{—wraa—}—mraasm9
. a a
=p+3-p+3-P.
a a
Sustituyendo H = % tenemos que:

T% 5=p+3H (p+P).

Esta es la ecuacién de continuidad por lo que es igual a cero y se tiene

p+3H (p+ P)=0. (A.14)

Luego, para a = i, y desarrollando los indices repetidos

T167ﬁ — TlB,,B + Fﬂ)\ﬂTZA —+ F’L)\ﬂTﬂA
=T+ T ; +TPTO + TP T + TpTP0 + T3 TH

Ya que T = 0

T.5 =T ;4 TOT" + T, T + T T 4+ T, T7 4+ T T 4 T, T

La derivada parcial del tensor de energfa-momento es cero y I'Y;y = Il = 0

T =171 + 117

Para los simbolos no nulos de la lista (A.8)

Tlﬁﬁ — F111T11+F212T11 +F313T11+F323T22+F111T11+F122T22+F133T33+F233T33

Como es un universo plano x = 0, entonces I'*;; = 0, sustituyendo los valores de

los simbolos restantes y de las componentes del tensor de energia-momento
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2P
i85 .9 .
T B = ;? +COt0W — TW — 7" Sl Hm — Slnecosem
- 2P Pcotf 2P Pcosf
BT a2 a?r? a?r  a?r?sind (A-15)
De (A.14) y (A.15) se tiene
T 5 =0 (A.16)
A.2. Ecuaciones de Friedmann
De (2.1) y de (2.3) obtenemos la forma para el tensor de Ricci
Rog =1%0p0 —I%008 + 1705700 — 70017 6. (A.17)

Con (A.17) podemos calcular los elementos del tensor de Ricci, por ejemplo Ry
y Rz
Roo = T%00,0 — T0p0 + 17001 o — T70,1% 06

De la lista (A.8) vemos que ['Ygg = "9 = 0. Desarrollando los indices repetidos

ROO = _FLPO@,O - FUO(,OFSOOO'

—T%00 — TMo10 — T%020 — T030 — 700 %06 — T01T 06 — T02T %06 — T 03100

= _Flol,o_r202,0_F303,0_F001F100_Fk01F10k_F002F200_Fk02r20k_F003F300_Fk03F30k
= _Flol,o - FQOZ,O - F303,0 - FkOlI‘lok - FkOQFQOk - FkOBF?)Ok'

Para cuarto termino el tinico elemento no nulo es para £ = 1, para el quinto
termino el inico elemento no nulo es para kK = 2 y para el sexto termino el tinico

elemento es para k = 3. Sustituyendo los valores de los simbolos

_ 1 2 3 1 1 2 2 3 3
ROO =-T 01,0 -T 02,0 - T 03,0 - T Olr 01 - T OZF 02 - T 03F 03
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d /a a\? a? — da a?
RW*@(M*(J —3[ o ]—%z

" Roo = —35 (A18)

Para ng

—_ loa g
Rig =T% 19, =110 + 1712176 — T 1,179,

Vemos que el tnico elemento no nulo de I'*;5 es para o = 2

Ry = F212,2 — I‘010,2 — Fklk:,z + 12510 + D291y — T7101%, — T7 1,1y,

Como 2? = 0, T?15 # T?;5(0) y T3 # T313(0) entonces [0 = [P35 = 0
ademas I'*1y = 'y = I'%, = 0 para todo valor de k = 1,2, 3.
Ryp = =173 — T71, 19,
= —T0p0% — [Ty — IO a — T,y
= —T"I%; — T% T 50 — T

Vemos que I}y = I'%; = 0 para todo valor de [ = 1,2, 3.

R12 = _F011F120 - l-‘012]-1220 - FO13]-1320 - Flllrlﬂ - Fl12r221 - 1_‘l13F32l

Vemos que los primeros tres términos son cero ya los simbolos I'lyy = 'V}, =

%3 = Iy = 0 no se encuentran en la lista (A.8)
Rip = =TTl — T2 9y — T4 D g — T ol oy — T2
— %151 %05 — T3l — T%430%0 — TP 13170

1 712 _713 _71l 1Pl T2 _ T3 _T1T2 _ 11 _T12
Como Iy =17 =17 =Ty =11 =10 =1 =1y =13 =1%3 =

B3y =135 =0, vy de la simetria del tensor de Ricci
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R12 = ng =0 (Alg)

Repitiendo el mismo proceso encontramos que los elementos del tensor de Ricci

no nulos son

3a(l) 2r4+20%()+a(t)i(t)
R — R — K a a a
00 G(t) ) 11 1—prr2 )

|\ Ras = r?sin?0 26 + 20%(¢) + a(t)a(t)]

Rop = 1% 2k + 20%(t) + a(t)(t)
Calculemos el escalar de Ricci de la forma
R=g"R,, = ¢"Ro+ 9" Ri1 + g°*Ras + g** R33

() (1) ()

1 -1
+ <a2r2> (2/<o +2a® + ad) r? + <a2r2 sin? 0) (2/{ +2a% + ad) r?sin? 6.
Simplificando
. 2 ..
Jr (A.20)
a

De las ecuaciones de Einstein (2.5) con k = 817G
1
Rag — igagR + Agag = SWGTQB,
para a = 8 = 0 tenemos
1
Roo — 5900R + Agoo = 87GTho,

Sustituyendo los valores de Ryy ¥ goo

3a 1 K+ a? + ad
L e Tmaat o) =
] RV

3a+3[ﬁ+a+a1—/\:87er,
a
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-2
@ 8¢ ALK (A.21)

a? 3 3 a?

Paraa=0=1

1
Ry — 59113 + Agi1 = 8nGThy,

2/£+2a2—|—ad_1 a? 6H+a2+ad N a? A — 8rC Pa? |
1— kr? 2\1—kr? a? 1 — kr? 1 — Kkr?

2k + 24 + ad — 3k — 36® — 3ad + a*A = 8tGPd?,

.2 .
_&_E_QEJFA:&TGP. (A.22)

a? qa? a

Para o =5 =2

1
Rag — 59223 + Agae = 87GTh,

K+ a® + ad

1
r? [2/{ +2a® + ad} — 5&27’2 (6 o

> + Aa®r? = 87TGPCL2T2,
— k — a* — 2ad + Aa® = 871G Pa?,
) 2
_i_£_£+A:8ﬂGP_ (A.23)
a? a2 a

Paraa=£=3

1
Rss — 5933R + Agss = 8mGTis,

K+ a% + ad

1
r?sin’ 0 |2k + 2a° + ad} ——a%r%sin?0 |6
2 a?

] +Aa*r?sin® 0 = 87GPa®r? sin? 6,

— Kk — a® — 2ad + Aa® = 817G Pad?,

.2 2..
_8 R 2 A 8aGP. (A.24)

a? a? a

Si sumamos (A.21), (A.22), (A.23) y (A.24)

a? A kK a? K a )
— =4+ —==-3—=-3—= —-6-+3A =28 G() 87G(3P),
a? 3+a2 a? a? a+ T 3 +81G(3P)
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a* k8 a p
—2% 25+ A 60 = 8nG (3) +87G(3P).

a

Sustituyendo (A.21) en el primer termino

8t AN K k8 a P
Y AT RN RATIN W p P
< 5 p+ 5 a2> o + 3 6a &G (3> + 817G (3P),
2 2. 8, i p)
G 3 3A+ 3A 6a =81 (3 + 87G(3P),

27 — 6% — 87G(p) + 87G(3P),

i

6~ = 20— 87G(p) + 87G(3P),

a A 4r@d
o T (4 3P). A25
t oS- (prap) (A.25)

A.3. Modelando universos

A.3.1. Materia + A

Para resolver (2.57) tomamos el cambio de variable

a*(0) = a3, sin® 0,

a(f) = ( o )1/3 sin?/3 ¢ (A.26)
S 0o 1 , :
y
0 = sin! [(G)S/Q]
ama
Luego

2
da = aMAg sin™ 30 cos 0do,

Ademas
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1 —sin? 6 = cos? .

Entonces
tiole) = S [
a) = ,
“ Qo — La3f2 Jo [1— a®/ayys]
Hot(0) = 1 1 /9 a}\ﬁ sin'/? 0aysa(2/3) sin ™13 0 cos 0db
’ 7\/Qm0_1a§/{i 0 cos @

2 1 o 2 g 2> 1 [/ a \3?
= *7/ do = - = - sin () ,
3\/Qm0—1 0 3 QmO_l 3 QmO_l Apra

t(a) = =2 L ! KCL)W] (A.27)




Apéndice B

Quintaesencia

B.1. Potencial exponencial

Tenemos las ecuaciones diferenciales

dr 345 3 9 9 9
dN——Sx—I—)\\/;y +§x{2x —1—7(1—95 ——y)}, (B.1)
dy 3 3 9 s 9
dN——/\\/;xy—FQy[%c —i—v(l—x —y)}, (B.2)
donde la ecuacion de estado es P, = (7 —1)p, como lo trabajan en [48]. Para

construir la matriz jacobiana definimos

_ 345 3 2 2 2
fi (x,y)——3x+)\\/;y +§a: {217 +7<1—x ——y )], (B.3)
fo(z,y) = —)\\/gxy + §y {2372 + 7y (1 — 2 - y2>} (B.4)
2 (T, 5 5 ) )
Entonces las entradas de la matriz son:
afl _ _ 3 2 2 2
%—an——B—i-i{Gx —i—’y(l—Bx —y)], (B.5)
0
(9fy1 =a;2 =1y {)\\/6 — 3735} , (B.6)
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—)\\/g +3z(2— 7)] , (B.7)

8 e[l a1 s B9

Tenemos que los puntos criticos son:

oh _, _
o 21 =Y

(I (z,y) = (0,0),
(I1) (z,y) = (+1,0),
(III) (l’,y) = <_170)7

(IV) (2,y) = (A/V6,[1 - A2/6]1/2),
(V) (z,9) = (\/3/20/ X [3(2 = )7/203)172).

Para calcular los eigenvalores tenemos la formula general

1
M2 = 5 [an +agp £ \/(an + Cl22)2 — 4 (ajra29 — a12a21)}
1
5 {an + ag + \/(an — CL22)2 + 4CL12CL21} . (B.9)

Asi para el punto critico I tenemos que:

a11:3<7—1>, a1z = 0,

2
. i
91 = O, 99 — 35 (BlO)
De (B.9) tenemos
1 2
faz = 3 [an + a9 £ 1/ (a1 — ag2) }

1
= 35 [a11 + age £ |ar — axl]. (B.11)
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Si a11 < age por lo que
1
f2 =5 [a11 + agz £ (az — an)]. (B.12)
Entonces
M1 = B la11 + ags + (ags — a11)] = as,
= 3%. (B.13)
Y
1
Mo = 5 lai1 + age — (a2 — a11)] = a1,
gl 3(2-1)
. —3(L_-1)=— , B.14
SH2 = (2 ) 2 (B.14)
Para el punto critico II tenemos que:
a11:3<2—7)a ajz =0,
A
a9 = 0, apn=3(1-——]. B.15
21 22 ( \/6> ( )
Asi tenemos (B.11) otra vez, para a3 > ag
Hi2 = 5 [CLH + a92 + ((111 - (122)] . (B16>
Entonces
H1 = 5 la11 + age + (a1 — ag2)] = a1,
S =3(2—7). (B.17)
Y
1
Mo = 5 [a11 + ag2 — (a1 — agn)] = azs,
A 3
e =31—-—%)=1/= —A). B.18
=31 ) = 3 (5 13
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Para el punto critico I1I tenemos que:

a1 =3(2-7), an2=0,

A
91 = 0, 99 — 3 (1 + \/6> . (B19>

De nuevo tenemos (B.11), para a3 > ag

= gl + a2 (any — a2)] (B.20)
Entonces
=5 [a11 + ag + (@11 — a)] = ai,
S =32-7). (B.21)
Y

o = 5 [a11 + age — (a1 — ag)] = ag,

"'“2:3<1+\>6> =\/g(¢6+A). (B.22)

Para el punto critico I'V tenemos que:

() = \/3(1 —9) l1 - A;] 1/2, i % (X —6). (B.23)

Para calcular (B.9) vemos que:

)\2
a1 + G2 = 3 (2 -7 — 1) s (B24)

3
a11 — A9y = -3 + )\2 <2 — ’7) + v, (B25>
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3., A2
12091 — 5)\ 1— F (2 — "}/) (1 — ")/) . (B26)
Asi

) 27

(@11 — GQQ) -+ 4@12@21 = [3 (1 — ")/) -+ 2] . (B27)
Entonces (B.9) es:
1(3., A2

=5 5N =37 =3+ 3(1-7)+ | ¢, (B.28)

S = A =3y (B.29)

oy = 220, (B.30)

Para el punto critico V tenemos que:

allz—wll—?ﬂj, aipp =3 (2—7)’Y<1—372>7

2 A2 2 \?
3 ¥ 9 ~?
a1 = 2 (2—7)7{3>\2 (2_7)_1] ; a22:—§p(2—7). (B.31)
Para calcular (B.9) vemos que:
3(2—
ai1 + age = —(27), (B.32)

3 2
ai] — Q92 = —5 (2 — ")/) [1 — 6’;2] s (B33)
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Aaypa91 = [—3(2_7)12 4y <2 - 312) F’”g (_27_);) Az} : (B.34)

Asi

32-7) 7)] {1 _ (¥ =3y) }1/2. (B.35)

\/(Gn — az)” + darpay = l— 5 N2 (2 — )

Entonces (B.9) es:

- {_w—wi [_w—w] [1 . w—w] /} (B.36)

2 2 2 A2 (2 —7)

B.2. Coordenadas polares

A continuacién, presentaremos el procedimiento que se siguié para calcular y, en la
tabla 3.1 para tres potenciales.
Para el potencial V(¢) = A% (1 + B(;S)2A calculamos

VY% = A2BXA(1+ Bo)* (1 + Bo) ™", (B.38)

VY2 = A2 B*A(A— 1) (1 + B¢)* (1 + Bg) 2. (B.39)

A (B.39) le multiplicamos y dividimos por AA2 (1 + B¢)* y usando (B.38) tene-

mos que:

Py (A - 1) A'B2N* (1 + Bo)™ (1 + Bg)”?
2y =

A A2 (1 + Bo)*

B (A;l) (%X/f)z (B.40)
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De las definiciones (3.9) y (3.32) se tiene:

2
82V1/2 43 () —1 a¢vl/2
sy

kH V12
_ 4B g\ ok
wH )\ 2v2) 3Hy’
1—X\ o2
=|— = B.41
n=('5) " (B.41)

Es lo que se presenta en la Tabla 3.1 y en [2].
Para el potencial V (¢) = Atexp ( /\2) calculamos

O,V = —A2 = ¢ ¢’ B.42

(25 )\2 eXp 2)\2 9 ( ° )
A2 ¢2 A2¢2 ¢2

(9371/1/2 ~ Nz OXp ( 2)\2> + i eXp < o) (B.43)

A (B.43) le multiplicamos y dividimos por A%exp ( 2 ) y usando (B.42) tene-

mos que:

A2 ¢2 1 A4¢2 ¢2
92VY2 — _7
2
1/2 9. V1/2
. +(¢ ) (B.44)

22 V1/2

De las definiciones (3.9) (3.32) se tiene:

a%: (3¢V1/2)2

82V1/2 43
DY + V1/2

= —4 = —
Y2 \/_ Tl

4\/§\/§Hy_4\/§ CHy\' ok
kH Nk kH 2v2) 3Hy’
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12 1y
Y2 = Ii2)\2y + §g (B45)
Es lo que se presenta en la Tabla 3.1 y en [2].
Para el potencial V (¢) = A? {1 + cos (%)} calculamos
A? AT
12 _ (@
0pV X [1 + cos (A)] sin { 1 ] (B.46)
22 é 1/2
21/1/2 _
BV D ll + cos <>\>1 : (B.47)
De las definiciones (3.9) (3.32) se tiene:
02 v1/2 4B A2 o\]"*
_ ¢>
Yo = 43 T2 ll—l—cos (A)]
B s VB BH
NkH NrkH kU
3
Y2 = 39 (B.48)

Es lo que se presenta en la Tabla 3.1 y en [2].

De la misma forma se pueden obtener todas las formas de y, que se dan en la

Tabla 3.1 para sus correspondientes potenciales.

B.3. Proceso inverso

A continuacion presentamos el proceso inverso de como se obtienen los potenciales

de la Tabla 3.2 con los pardmetros dados («;’s). Si expandimos hasta segundo orden

la ecuacién (3.46) tenemos:

‘ ~

0wy = {72 + 200 + 20017 + 2a2fyz}

[\
»—t%
D

= {2&0 + 20177 + (1 + 2a9) 72] .

5

(B.49)
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Para los parametros ag = a3 =0y as # —%, tenemos que:

1
Oy = ——= (142 2, B.50
87 2\/6( + 2a2) 7y (B.50)

Integrando

2V6

_ -1 _ Al B.51
420" ko + A (B.51)

Donde A’ es una constante de integracion. Usando la ecuacién auxiliar (3.45) tenemos

que:

1 1420
A+ ko 26 7
1+ 20(2 8,{(;)‘/1/2

asi solo queda integrar para V (¢)

(14 2a)In VY% = In(A' + kp)+1n B’
S v @) = B (Aw)
B'A" + B'k¢)
A+ Bo),

= In(
(

= In

donde In B’ es otra constante de integracién y después se toma el cambio A = B’ A’

y B = B’k. Entonces tomando la exponencial en ambos lados, se tiene:

V (9) (A + Bg) ™ (B.53)

Este es el potencial de clase Ia que se presenta en la Tabla 3.2 y en [2].

Para los parametros ag = a1 =0y ag = —%, tenemos que:

(9,“]5’)/ = 0, (B54)
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, \/—8H¢V1/2
= 7 = constante = B’ = —2v/6 Vi (B.55)
usando la ecuacién auxiliar (3.45), luego:
ambvl/Q B’ ,
Vi __2\/6_3’ (B.56)
Integrando para V (¢)
mVY? = B’k¢+1nA
1
§1nV = B¢+InA,
donde B = B"k
Vv
= ln ﬁ = 2B¢,
V (¢) = A%e?B?, (B.57)
Este es el potencial de clase Ib que se presenta en la Tabla 3.2 y en [2].
Para los pardmetros ag = 0, a; # 0 g # —%, tenemos que:
OpeY = 1 {20417 + (14 2ay) 72} : (B.58)
2V/6
Integrando
dry Ko
= +1n A, B.59
2007 + (1 +202)7*  2v/6 (B.59)

donde A’ es una constante de integracién. Para resolver la integral de ~ descompo-

nemos por fracciones parciales, tenemos que:

1 1
2007 + (1 +20) 72 ylog + (1 + 2a9) ]
Q 1
—+
vooog+ (14 2a)y

Resolviendo encontramos que:
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1
Q=—
2041
U= _ 1+ 2062
2@1
Asi tenemos
dry 1 /d’y 1+2a2/ dry
20177 + (1 + 2a3) 72 2 ) 201 (14 2a2) 2a1/ (1 + 2a0) + 7]

o [ (755 +)]
= — |lIny—1In
20[1 Y 1+20¢2 i
a1k

1 ¥ ]
= In | —; = +1In A,
2041 [ 1—?—2;2 + v \/6

fy _ Al eXp (al"i(b)
2x - .
Traas T V6

Despejando «y y usando la ecuacion auxiliar (3.45)

() e
o 1/2 a1k \
V 1+ 20 1—A’exp(\/6)

Integrando para V (¢)

142 A exp (2152
6 + Ozglnvl/zz/ (\/6) d(k¢) +1n B,

a1 1 — Alexp ("‘\7’?)

donde B es otra constante de integracion. Para resolver la ultima integral tomamos

el cambio de variable U =1 — A’ exp (al—\/'%‘zb) entonces tenemos
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d
—@ (14 2a5)In VY2 = —@ al +InB
(0%} aq U
1+2a9 )
mV—=2 = In|l-Ae +InB
l Xp < ¥G )]
1 lBJrAe (O‘lwﬂ
= In X ,
PUVe
donde A = —BA'.
ey
1+2a9
Vi(p) = lA exp <a1/£¢> + B] . (B.60)

V6

Este es el potencial de clase ITIa que se presenta en la Tabla 3.2 y en [2].



Apéndice C

Resultados

C.1. Diagramas triangulares

A continuacion presentamos los diagramas triangulares completos de las Figuras 4.5,
4.6, 4.7, 4.8 y 4.10 se muestran los parametros restantes «, 3, M y Ay. Podemos ver
que la estimacion de probabilidad media, que se muestra como en linea punteada,
tiene una tendencia la linea solida a la linea punteada. Sin embargo, las distribu-
ciones de probabilidad no tienen una forma mui definida por lo que se procedié por
realizar otras graficas con mas pasos. En la Figura C.9 y C.10 se muestra el dia-
grama triangular con un millon de pasos par as = —2,5. podemos observar que las
distribuciones de probabilidad tienen una forma mas definidas y de la misma forma
las graficas gaussianas incluso en algunos casos la degeneracién que se muestran en

las Figuras C.1, C.2, C.3, C.4, C.5, C.6, C.7 y C.8 desaparece.
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Figura C.1: Diagrama triangular para el potencial de clase Ia y parametro

cosmologico ap = —2,5.
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cosmologico ap = —2,5.
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Figura C.3: Diagrama triangular para el potencial de clase Ia y pardmetro
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Figura C.4: Graficas gaussianas para el potencial de clase Ia y pardmetro
cosmologico ap = —1,5.

=== Hubble



Apéndice C. Resultados

90

=
-

-

Ry
-
-
-

\
\\\

d
U
1
r \
\
\
\
1\
4 \
! \
/ \
sl
i
1
1
)
\
1
h \
\
/4
100 wy Qu a B M Q. 0

Figura C.5: Diagrama triangular para el potencial de clase Ia y parametro
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Figura C.6: Graficas gaussianas para el potencial de clase Ia y pardmetro
cosmolégico ag = —1.
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Figura C.7: Diagrama triangular del empalme de los tres diagramas anteriores para

los parametros cosmologicos as =
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Figura C.8: Graficas gaussianas del empalme de las tres anteriores para los
parametros cosmologicos ag = —2,5, ag = —=1,0y ap = —1.
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acuerdo que se proceda al examen recepcional, una vez que se cumplan los procedimientos
administrativos correspondientes.

Sin mas por el momento, le envio saludos cordiales.

ATENTAMENTE
"LA VERDAD OS HARA LIBRES"
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DRA. ARGELIA BERNAL BAUTISTA

Division de Ciencias e Ingenierias
Loma del Bosque # 103, Col. Loma del Campestre. Leon, Guanajuato, México. C. P. 37150
Tel: +52 (477) 7885100 Exts. 8420 y 8421, Fax. Ext. 8410. www.dci.ugto.mx






Centro De Investigacion Y De Estudios Avanzados Del I.P.N.

Cinvestav

Ciudad de México; 14 de junio de 2021

Dr. David Ghislain Delepine
Director

Divisién de Ciencias e Ingenierias
Universidad de Guanajuato
Presente

Por medio de la presente me permito informar que he leido la tesis titulada
“‘Modelos de Energia Oscura tipo Quintaesencia”, que para obtener el grado
de Maestro en Fisica ha sido elaborada por el Lic. en Fisica y Matematicas
Ricardo Yair Martinez Ibarra, con NUA 723656. En mi opinion, la tesis cumple
con los requisitos de calidad correspondientes al grado académico al que se
aspira. Por lo cual recomiendo se proceda a la defensa de la tesis.

Atentamente,

ol ok

Dr. Tonatiuh Matos
Investigador
Departamento de Fisica
CINVESTAV






Alberto Diez Tejedor
Profesor Asociado C
Departamento de Fisica
DCI-Le6n
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Ledn, Guanajuato; a 11 de junio de 2021

Dr. David Yves Ghislain Delepine

Director de la Division de Ciencias e Ingenierias
Campus Leon, Universidad de Guanajuato
PRESENTE

Estimado Dr. Delepine,

Por este medio, me permito informarle que he leido y revisado la tesis titulada "Modelos de
energia oscura tipo quintaesencia,” que realizd el estudiante Ricardo Yair Martinez Ibarra como
requisito para obtener el grado de Maestro en Fisica.

Considero que el trabajo de tesis realizado por Ricardo Yair retine los requisitos necesarios de
calidad e interés académico para que sea defendido en un examen de grado, razon por la cual extiendo
mi aval para que asi se proceda.

Sin mas que agregar, agradezco su atencion y aprovecho la ocasién para enviarle un cordial
saludo.

ATENTAMENTE
“LA VERDAD OS HARA LIBRES”

—_—f—

Dr. Alberto Diez Tejedor
Departamento de Fisica
DCI, Campus Leo6n

DEPARTAMENTO DE FiSICA, DIVISION DE CIENCIAS E INGENIERIAS, CAMPUS LEON

Loma del Bosque 103, Fracc. Lomas del Campestre C.P. 37150 Ledn, Gto., Ap. Postal E-143 C.P. 37000 Tel. (477) 788-5100, Fax: (477) 788-5100 ext. 8410, http://www.fisica.ugto.mx






, CAMPUS LEON
DIVISION DE CIENCIAS E INGENIERIAS
DEPARTAMENTO DE FISICA

Universidad
dGuanajuato

Asunto: Revision de tesis de maestria
Ledn, Gto., Junio de 2021

DR. DAVID Y. G. DELEPINE )
DIRECTOR DE LA DIVISION DE CIENCIAS E INGENIERIAS
PRESENTE

Por este medio le comunico que he revisado la tesis Modelos de energia oscura tipo quintaesencia, escrita por el Lic.
Ricardo Yair Martinez Ibarra, para efecto de presentarla para la obtencién del grado de Maestro en Fisica.

El texto de la tesis se encuentra completo y se presentan resultados interesantes y bien explicados sobre modelos de
energia oscura con campos escalares, conocidos como modelos de quintaesencia. En mi opinion, los principios teoricos se
presentan clara y extensamente, y se llegan a resultados bien entendidos, tanto analitica como numéricamente.
Igualmente, he podido ver que el texto fue modificado por el autor para reflejar las sugerencias y comentarios que le fueron
expresados durante la revision. En mi opinion la tesis cumple con los elementos necesarios para ser defendida ante el
comité sinodal asignado en fecha proxima que sea acordada de manera conjunta.

Agradeciendo su amable atencion, aprovecho la ocasién para enviarle un cordial saludo.

ATENTAMENTE
“LA VERDAD OS HARA LIBRES”

Z N7

DR. LUIS ARTURO URENA LOPEZ
PROFESOR TITULAR C

Loma del Bosque # 103, Col. Loma del Campestre. Leon, Guanajuato, México. C. P. 37150
Tel: +52 (477) 7885100 Exts. 8420 y 8421, Fax. Ext. 8410.
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