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❈❛♣ít✉❧♦ ✶

■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥

▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉t♦♠❛t✐③❛❝✐ó♥ ❡♥ ❧❛ ✐♥❞✉str✐❛✱ ❡♥ t❛r❡❛s t❛❧❡s ❝♦♠♦ ❝♦rt❡✱ s♦❧✲
❞❛❞✉r❛✱ ♠♦♥t❛❥❡ ② ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ♠❛t❡r✐❛❧❡s✱ ❤❛♥ ❤❡❝❤♦ ❞❡ ✈✐t❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝✐❛ ❧❛
❜úsq✉❡❞❛ ❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❡♥ ❧❛ ró❜♦t✐❝❛✳ ▲❛ s❡❧❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ ❛rq✉✐t❡❝t✉r❛✱ t♦♠❛♥✲
❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ✉♥❛ s❡r✐❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r❡s ❞❡♣❡♥❞✐❡♥❞♦ ❞❡ ❧❛ t❛r❡❛ ❛ r❡❛❧✐③❛r✱ r❡q✉✐❡r❡
❡❧ ❛♥❛❧✐sís ❝✐♥❡♠át✐❝♦ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s✱ ♣❛r❛ ♣♦❞❡r r❡❛❧✐③❛r ✉♥❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❛
❡♥tr❡ ❧❛s ✈❡♥t❛❥❛s ② ❞❡s✈❡♥t❛❥❛s ❞❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛r ❞❡t❡r♠✐♥❛❞❛ ❛rq✉✐t❡❝t✉r❛✳

✶✳✶✳ ❏✉st✐✜❝❛❝✐ó♥

❊♥ ❧❛ r♦❜ót✐❝❛ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ t♦♠❛r ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ❧❛ ♣♦s✐❜✐✲
❧✐❞❛❞ ❞❡ ❝♦❧✐s✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡❧ r♦❜♦t ② ♦❜❥❡t♦s q✉❡ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛♥ ❡♥ ❡❧ ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡
tr❛❜❛❥♦✳ P❛r❛ ❡st♦ s❡ ❛s✉♠❡ q✉❡ ❧❛s ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❡s ✐♥✐❝✐❛❧ ② ✜♥❛❧ ❞❡❧ r♦❜♦t s♦♥
❡s♣❡❝✐✜❝❛❞❛s ② ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡s ❡♥❝♦♥tr❛r ✉♥❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❝♦❧✐s✐♦♥❡s q✉❡
❝♦♥❡❝t❡ ❞✐❝❤❛s ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❡s✳ ❊❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❛♥t❡r✐♦r♠❡♥t❡ ❞❡s❝r✐t♦ s❡ ❝♦♥♦❝❡
❝♦♠♦ ♣❧❛♥❡❛❝✐ó♥ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s✳ ▲❛ ♣❧❛♥❡❛❝✐ó♥ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s ♥♦s ♣r♦✈❡❡ ✉♥❛
❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ r♦❜♦t✱ ♣❡r♦ ♥♦ ❡s♣❡❝✐✜❝❛ ♥✐♥❣✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ❛s♣❡❝t♦s
❞✐♥á♠✐❝♦s ❞❡❧ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❬✶❪✳

❊s ❞❡ ✐♥t❡rés ❝♦♥♦❝❡r ❧♦s ❛s♣❡❝t♦s ❞✐♥á♠✐❝♦s ❞❡ ❧❛s tr❛②❡❝t♦r✐❛s✱ ❡♥ ❡st❡
♣r♦②❡❝t♦ ♥♦ s❡ ♣r❡t❡♥❞❡ r❡❛❧✐③❛r ♣❧❛♥❡❛❝✐ó♥ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s✱ ♣✉❡st♦ q✉❡ ❡❧ ♣r♦❝❡s♦
q✉❡ ❛q✉í s❡ ❤❛rá✱ ❡s ❛❞q✉✐r✐r ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ♣❛r❛ ❞❡s♣✉és s✐♠✉❧❛r❧❛✱ ♣❡r♦ t❛♠❜✐é♥
s❡ ❛♥❛❧✐③❛rá♥ ❧♦s ❛s♣❡❝t♦s ❞✐♥á♠✐❝♦s ♣❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥✳

✶✳✷✳ ❖❜❥❡t✐✈♦

❍❛❝✐❡♥❞♦ ✉s♦ ❞❡ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❞❡ tr❡s ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✱ s❡ ♦❜t❡♥❞rá♥ ❧♦s
❞❛t♦s ♥❡❝❡s❛r✐♦s ♣❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱
r❡❛❧✐③❛♥❞♦ ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ♣❧❛t❛❢♦r♠❛ ❞❡ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❆❉❊❋■❉✳ ❉❡♥✲
tr♦ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ s❡ ♣r♦❜❛rá♥ ❛rq✉✐t❡❝t✉r❛s ❞✐st✐♥t❛s ❛ ❧❛ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r
♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ✉t✐❧✐③❛❞♦ ♣❛r❛ ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛✱ ❝♦♥ ❧♦ q✉❡ s❡ ♣♦❞rá
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❤❛❝❡r ✉♥❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❛ ❞❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛s ❞✐st✐♥t❛s ❛rq✉✐t❡❝t✉r❛s✳ ❚❛♠✲
❜✐é♥ s❡ r❡❛❧✐③❛rá ❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛
tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❛❞q✉✐r✐❞❛✳

✶✳✸✳ ❉❡✜♥✐❝✐♦♥❡s ❜ás✐❝❛s

❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ s❡ ❞❛♥ ❛❧❣✉♥♦s ❝♦♥❝❡♣t♦s ❜ás✐❝♦s ✉t✐❧✐③❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ❡st✉❞✐♦ ❞❡
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s r♦❜ót✐❝♦s✳

❘♦❜♦t✿ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ♠✉❧t✐❢✉♥❝✐♦♥❛❧ r❡♣r♦❣r❛♠❛❜❧❡ ❞✐s❡ñ❛❞♦ ♣❛r❛ ♠♦✈❡r
♠❛t❡r✐❛❧✱ ♣❛rt❡s✱ ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛s ♦ ❞✐s♣♦s✐t✐✈♦s ❡s♣❡❝✐❛❧✐③❛❞♦s ❛ tr❛✈és ❞❡ ♠♦✈✐✲
♠✐❡♥t♦s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦❣r❛♠❛❞♦s✳ P❛r❛ ❡st❡ ♣r♦②❡❝t♦✱ ❧❛ ♣❛❧❛❜r❛ ❝❧❛✈❡ ❡s ❧❛ r❡✲
♣r♦❣r❛♠❛❜✐❧✐❞❛❞✳ ❉❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ ❡❧ ❝❡r❡❜r♦ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✉t❛❞♦r❛ ❡s ❡❧ q✉❡ ❧❡ ❞❛ ❧❛
✉t✐❧✐❞❛❞ ② ❛❞❛♣t❛❜✐❧✐❞❛❞ ❛❧ r♦❜♦t✳

▲♦s r♦❜♦ts ❛q✉í ❞❡✜♥✐❞♦s s✉r❣❡♥ ❞❡ ❞♦s t❡❝♥♦❧♦❣í❛s ♣r❡✈✐❛s✿ ❧♦s t❡❧❡♦♣❡✲
r❛❞♦r❡s ② ❧❛s ♠áq✉✐♥❛s ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♥✉♠ér✐❝♦✳ ▲♦s t❡❧❡♦♣❡r❛❞♦r❡s
❢✉❡r♦♥ ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦s ❞✉r❛♥t❡ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ❣✉❡rr❛ ♠✉♥❞✐❛❧ ♣❛r❛ ♠❛♥❡❥❛r ♠❛t❡r✐❛✲
❧❡s r❛❞✐♦❛❝t✐✈♦s✳ ❊❧ ❝♦♥tr♦❧ ♥✉♠ér✐❝♦ ♣♦r ❝♦♠♣✉t❛❞♦r❛ ❢✉❡ ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦ ♣♦r ❧❛
❛❧t❛ ♣r❡❝✐s✐ó♥ r❡q✉❡r✐❞❛ ❡♥ ❡❧ ♠❛q✉✐♥❛❞♦ ❞❡ ❝✐❡rt❛s ♣✐❡③❛s✳ ▲♦s ♣r✐♠❡r♦s r♦❜♦ts
❡s❡♥❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❝♦♠❜✐♥❛❜❛♥ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ♠❡❝á♥✐❝♦s ❞❡ ❧♦s t❡❧❡♦♣❡r❛❞♦r❡s ❝♦♥ ❧❛
❛✉t♦♥♦♠✐❛ ② ♣r♦❣r❛♠❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛s ♠áq✉✐♥❛s ❞❡ ❈◆❈✳

✶✳✹✳ ❊str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❧♦s r♦❜♦ts

▲♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s r♦❜ót✐❝♦s s❡r✐❛❧❡s s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ ❞❡ ❡s❧❛❜♦♥❡s ❝♦♥❡❝t❛❞♦s
♣♦r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❡♥ ✉♥❛ ❝❛❞❡♥❛ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ❛❜✐❡rt❛✳ ❈❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛ ❧❛ ✐♥t❡r❝♦♥❡①✐ó♥ ❡♥tr❡ ❞♦s ❡s❧❛❜♦♥❡s✳ ▲❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s s♦♥ tí♣✐❝❛♠❡♥t❡
r♦t❛t♦r✐❛s ✭r❡✈♦❧✉t❛s✮ ♦ ❧✐♥❡❛❧❡s ✭♣r✐s♠át✐❝♦s✮✳ ▲❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ r❡✲
♣r❡s❡♥t❛♥ ❡❧ ❞❡s♣❧❛③❛♠✐❡♥t♦ r❡❧❛t✐✈♦ ❡♥tr❡ ❡s❧❛❜♦♥❡s ❛❞②❛❝❡♥t❡s✱ ② s♦♥ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛❞♦s ♣♦r θ ♣❛r❛ r❡✈♦❧✉t❛s ② d ♣❛r❛ ♣r✐s♠át✐❝♦s✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✶✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ s✐♠❜ó❧✐❝❛ ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s❬✶❪✳

❯♥ ❝♦♥❝❡♣t♦ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s r♦❜ót✐❝♦s ❡s ❡❧ ❞❡ ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡r✲
t❛❞✳ ❙❡ ❞✐❝❡ q✉❡ ✉♥ ♦❜❥❡t♦ t✐❡♥❡ n ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞ ✭❉❖❋✮ s✐ s✉ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥
♣✉❡❞❡ s❡r ❡s♣❡❝✐✜❝❛❞❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ n ♣❛rá♠❡tr♦s✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s
r♦❜ót✐❝♦s ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡t❡r♠✐♥❛ ❧♦s ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✳

❊❧ ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡ tr❛❜❛❥♦ ❞❡ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s ❡❧ t♦t❛❧ ❞❡❧ ✈♦❧✉♠❡♥ ❜❛rr✐❞♦ ♣♦r
❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧✳ ❊❧ ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡ tr❛❜❛❥♦ s❡ ❞✐✈✐❞❡ ❡♥ ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡ tr❛❜❛❥♦ ❛❧❝❛♥③❛❜❧❡

✷



② ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡ tr❛❜❛❥♦ ❞✐❡str♦✳ ❊❧ ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡ tr❛❜❛❥♦ ❛❧❝❛♥③❛❜❧❡ ❡s ❡❧ ❝♦♥❥✉♥t♦
❞❡ ♣✉♥t♦s q✉❡ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ♣✉❡❞❡ ❝✉❜r✐r✳ ▼✐❡♥tr❛s q✉❡ ❡❧ ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡ tr❛❜❛❥♦
❞✐❡str♦ s❡ r❡✜❡r❡ ❛ ❛q✉❡❧❧♦s ♣✉♥t♦s q✉❡ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ♣✉❡❞❡ ❝✉❜r✐r ❝♦♥ ✉♥❛
♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ❛r❜✐tr❛r✐❛ ❞❡❧ ór❣❛♥♦ t❡r♠✐♥❛❧✳

✶✳✺✳ ❈❧❛s✐✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s

▲♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s r♦❜ót✐❝♦s ♣✉❡❞❡♥ s❡r ❝❧❛s✐✜❝❛❞♦s ♠❡❞✐❛♥t❡ ✈❛r✐♦s ❝r✐t❡✲
r✐♦s✱ t❛❧❡s ❝♦♠♦ s✉ ❢✉❡♥t❡ ❞❡ ❡♥❡r❣í❛✱ s✉ ❣❡♦♠❡trí❛✱ s✉ ❛r❡á ❞❡ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ♦ s✉
♠ét♦❞♦ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❆✉♥q✉❡ ❤❛② ♠✉❝❤❛s ♠❛♥❡r❛s ♣♦s✐❜❧❡s ❞❡ ✉s❛r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s
♣r✐s♠át✐❝❛s ② r❡✈♦❧✉t❛s✱ só❧♦ ✉♥♦s ❝✉❛♥t♦s ❛rr❡❣❧♦s s♦♥ ❝♦♠ú♥♠❡♥t❡ ✉s❛❞♦s✳ ❆
❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ s❡ ❞❡s❝r✐❜❡♥ ❜r❡✈❡♠❡♥t❡ ❛❧❣✉♥♦s ❞❡ ❧♦s ❛rr❡❣❧♦s ♠ás tí♣✐❝♦s✳

✶✳✺✳✶✳ ❈❛rt❡s✐❛♥♦✭PPP✮

❊st❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r s❡ ❝❛r❛❝t❡r✐③❛ ♣♦r q✉❡ s✉s tr❡s ♣r✐♠❡r❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s s♦♥
♣r✐♠át✐❝❛s✳ ❈♦♠♦ ❡s ❞❡ ❡s♣❡r❛rs❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ❞❡ ❡st❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r
❡s ❧❛ ♠❛s s✐♠♣❧❡✱ ♣✉❡st♦ q✉❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ ❧❛s
❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧✳ ❙♦♥ út✐❧❡s ❡♥ t❛r❡❛s ❞❡ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡ ♠❛t❡r✐❛❧❡s
② ❡♥s❛♠❜❧❡✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✷✿ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❝❛rt❡s✐❛♥♦❬✷❪✳

✸



✶✳✺✳✷✳ ❈✐❧í♥❞r✐❝♦✭❘PP✮

❘❡❝✐❜❡ s✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ s♦♥ ❧❛s ❝♦♦r❞❡✲
♥❛❞❛s ❝✐❧í♥❞r✐❝❛s ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧ ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧❛ ❜❛s❡✳ ▲❛ ♣r✐♠❡r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥
❡s ✉♥❛ r❡✈♦❧✉t❛ q✉❡ ♣r♦❞✉❝❡ ❛❧r❡❞❡❞♦r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ②
t❡r❝❡r❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ s♦♥ ♣r✐s♠át✐❝❛s✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✸✿ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❝✐❧í♥❞r✐❝♦ ❬✶❪✳

✶✳✺✳✸✳ ❊s❢ér✐❝♦✭❘❘P✮

❉❡ ✐❣✉❛❧ ♠♦❞♦ q✉❡ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦✱ ❡st❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r r❡❝✐❜❡ s✉ ♥♦♠✲
❜r❡ ❣r❛❝✐❛s ❛ q✉❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡✜♥❡♥ ❡♥ ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❡s❢ér✐❝❛s ❧❛
♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧ r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧❛ ✐♥t❡rs❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ❡❥❡s ❞❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦✲
♥❡s✳ ❊♥ ❡st❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r s✉s ♣r✐♠❡r❛s ❞♦s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s s♦♥ r❡✈♦❧✉t❛s ♠✐❡♥tr❛s
q✉❡ ❧❛ t❡r❝❡r❛ ❡s ♣r✐s♠át✐❝❛✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✹✿ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦ ❬✶❪✳
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✶✳✺✳✹✳ ❙❈❆❘❆✭❘❘P✮

❆❝ró♥✐♠♦ q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ s✉s s✐❣❧❛s ❡♥ ✐♥❣❧és ❙❡❧❡❝t✐✈❡❈♦♠♣❧✐❛♥t❆rt✐❝✉❧❛t❡❞
❘♦❜♦t ❢♦r ❆ss❡♠❜❧②✱ ❝♦♠♦ s✉ ♥♦♠❜r❡ ❧♦ s✉❣✐❡r❡✱ ❡st❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❢✉❡ ❞✐s❡ñ❛❞♦
♣❛r❛ t❛r❡❛s ❞❡ ❡♥s❛♠❜❧❡✳ ❆ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦✱ ❧♦s ❡❥❡s ❞❡ ❧❛s
❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆ s♦♥ ♣❛r❛❧❡❧♦s✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✺✿ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆ ❬✹❪✳

✶✳✺✳✺✳ ❆rt✐❝✉❧❛❞♦✭❘❘❘✮

❚❛♠❜✐é♥ ❧❧❛♠❛❞♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦✳ ❙✉s tr❡s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s s♦♥
r❡✈♦❧✉t❛s✳ ▲♦s ❡❥❡s ❞❡ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ② t❡r❝❡r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ s♦♥ ♣❛r❛❧❡❧♦s✱ ② ❡st♦s ❛
s✉ ✈❡③ s♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❡s ❛❧ ❡❥❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✳ ❊st❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛✲
❞♦r ❡s ❛♠♣❧✐❛♠❡♥t❡ ✉s❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ✐♥❞✉str✐❛ ♣✉❡s ♣r♦✈❡é ✉♥❛ ❛♠♣❧✐❛ ❧✐❜❡rt❛❞ ❞❡
♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❡♥ ✉♥ ❡s♣❛❝✐♦ ❝♦♠♣❛❝t♦✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✻✿ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛rt✐❝✉❧❛❞♦❬✸❪
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✶✳✻✳ ❆❉❊❋■❉

❊❧ ♣r♦②❡❝t♦ s❡ ❞❡s❛r♦❧❧ó ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ♣❧❛t❛❢♦r♠❛ ❞❡ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❆❉❊❋■❉✳ ❆❉✲
✈❛♥❝❡❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣❧❛t❋♦r♠ ❢♦r ■♥❞✉str✐❛❧ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✭P❧❛t❛❢♦r♠❛ ❛✈❛♥③❛❞❛
❞❡ ✐♥❣❡♥✐❡rí❛ ♣❛r❛ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ✐♥❞✉str✐❛❧✮✱ ❝r❡❛❞❛ ♣♦r ❡❧ ❉r✳ ▼❛① ❆✳ ●♦♥③á❧❡③ P❛✲
❧❛❝✐♦s ❬✺❪✳ ❊s ✉♥❛ ♣❧❛t❛❢♦r♠❛ ❞❡ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ q✉❡ ✐♥✈♦❧✉❝r❛ ❜✐❜❧✐♦t❡❝❛s q✉❡ ♣❡r♠✐t❡♥
❧❛ ❝r❡❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❛q✉❡t❡s ❞❡ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡❞✐❝❛❞♦s ♥♦ s♦❧♦ ❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ✐♥❞✉str✐❛❧❡s✱
s✐♥♦ t❛♠❜✐é♥ ❛ ❛q✉❡❧❧❛s ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ❞♦♥❞❡ ❡❧ ❞✐s❡ñ♦✱ ♠♦❞❡❧❛❞♦ ②✴♦ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥
❡♥ ❧í♥❡❛ s♦♥ r❡q✉❡r✐❞❛s✳

❊❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡ ❆❉❊❋■❉ ❡s ♣r♦✈❡❡r ✉♥❛ ♣❧❛t❛❢♦r♠❛ ✢❡①✐❜❧❡ ♠❡✲
❞✐❛♥t❡ ❧❛ q✉❡ ❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦r s❡❛ ❝❛♣❛③ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s q✉❡ s❛t✐s❢❛❣❛♥
s✉s ♥❡❝❡s✐❞❛❞❡s✳ ❆❞❡♠ás✱ ❝✉❛❧q✉✐❡r ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❆❉❊❋■❉ ♣✉❡❞❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛rs❡
❝♦♠♦ ✉♥❛ ♣❧❛t❛❢♦r♠❛ ♣❛r❛ ❣❡♥❡r❛r ♦tr❛s ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ❝♦♥ ✉♥ ♥✐✈❡❧ ♠ás ❛❧t♦ ❞❡
❡s♣❡❝✐❛❧✐③❛❝✐ó♥✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✼✿ ❊str✉❝t✉r❛ ❞❡ ✉♥❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❆❉❊❋■❉ ❬✺❪✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✶✳✼✱ s❡ ♠✉❡str❛ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ ✉♥❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡r✐✈❛❞❛ ❞❡ ✉♥
♣r♦②❡❝t♦ ❞❡ ❆❉❊❋■❉✳ ❊❧ ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦r ❡s ❝❛♣❛③ ❞❡ ❝r❡❛r ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ♣❡rs♦✲
♥❛❧✐③❛❞❛s ❡♠♣❡③❛♥❞♦ ❞❡s❞❡ ❝❡r♦✱ ♦ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ✉♥❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❆❉❊❋■❉ ②❛
❞❡s❛rr♦❧❧❛❞❛✱ t♦❞♦ ❡st♦ ♣❛r❛ ♣r♦❞✉❝✐r✱ ❝♦♠♦ ②❛ ❢✉❡ ♠❡♥❝✐♦♥❛❞♦✱ ✉♥ ♥✐✈❡❧ ♠ás
❛❧t♦ ❞❡ ❡s♣❡❝✐❛❧✐③❛❝✐ó♥✳

❆❉❊❋■❉ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ✉♥❛ ❝♦❧❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ❜✐❜❧✐♦t❡❝❛s✱ ❧❛s ❝✉❛❧❡s ❤❛♥ s✐❞♦ ❝r❡❛❞❛s
❝♦♥ ❜❛s❡ ❡♥ ❧❛s ♥❡❝❡s✐❞❛❞❡s q✉❡ ❤❛♥ s✉r❣✐❞♦ ❛ tr❛✈és ❞❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❞❡ ♣❛q✉❡t❡s
❞❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣r❡✈✐♦s✱ t❛❧❡s ❝♦♠♦✱ ❯❙②❈❛▼s✱ ❙✐①P❛q✱ ❙❱■❙✱ ❡t❝✳ ❈❛❞❛ ❜✐❜❧✐♦t❡❝❛
❡s ❛❝t✉❛❧✐③❛❞❛ ❝♦♥t✐♥✉❛♠❡♥t❡ ② ♥✉❡✈❛s ❝❧❛s❡s s♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞❛s ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛ ❧❛s
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♥❡❝❡s✐❞❛❞❡s s✉r❣✐❞❛s ❞✉r❛♥t❡ ❧❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ♥✉❡✈❛s ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s✳
❯♥ ♣r♦②❡❝t♦ ❞❡ ❆❉❊❋■❉ s❡ ❞❡r✐✈❛ ❞❡ ✉♥❛ ♣❧❛♥t✐❧❧❛ ❞❡ ✉♥❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ▼❋❈

② ❡st❛ t✐❡♥❡ ✉♥❛ ❛rq✉✐t❡❝t✉r❛ ❞❡ ❱✐st❛✴❉♦❝✉♠❡♥t♦✳ ❊❧ ♣r♦❝❡s♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ✉♥
♣r♦②❡❝t♦ ❞❡ ❆❉❊❋■❉ r❡s✐❞❡ ❡♥ ✏❈❆❞❡✜❞❉♦❝✑✱ ② ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❡s s✐♥t❡t✐③❛❞♦ ❝♦♠♦
❡s ✐♥❞✐❝❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ✢✉❥♦ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✶✳✽✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✽✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ✢✉❥♦ ❞❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❆❉❊❋■❉ ❬✺❪✳

❈✉❛♥❞♦ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❡s ✐♥✐❝✐❛❞❛✱ s❡ ❝♦♥❡❝t❛♥ ❧♦s ❞✐s♣♦s✐t✐✈♦s ❞❡ ❡♥tr❛❞❛ ②
s❛❧✐❞❛ ✭■✴❖ ❉❡✈✐❝❡s✮✳ ❯♥❛ ✈❡③ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❡①✐ó♥ ❡s ❡st❛❜❧❡❝✐❞❛ s❡ ♣r♦❝❡❞❡ ❛ ❧❛
✐♥✐❝✐❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ♠áq✉✐♥❛s✳ ❊❧ ✐♥✐❝✐♦ ❞❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✭❙t❛rt ▼❛✐♥ Pr♦✲
❝❡ss✮ ❡s ❡♥ sí ✉♥ ❝✐❝❧♦ ✐♥✜♥✐t♦✱ q✉❡ t❡r♠✐♥❛ s♦❧♦ s✐ ❡❧ ✉s✉❛r✐♦ ❝✐❡rr❛ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥✱
❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ s❡ ♣❡r♠✐t❡ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❝♦rr❛ ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡✱ ♠❛②♦r✲
♠❡♥t❡ ❝✉❛♥❞♦ s❡ tr❛t❛ ❞❡ ✉♥❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ✐♥❞✉str✐❛❧✳ ❊♥ ❝❛❞❛ ❝✐❝❧♦ ❡❧ ♠❛♣❛ ❞❡
❡♥tr❛❞❛s✴s❛❧✐❞❛s ✭■✴❖ ♠❛♣✮ ❡s ❧❡í❞♦ ②✱ s✐ ❝✉❛❧q✉✐❡r❛ ❞❡ ❧❛s ❡♥tr❛❞❛s ❞❡ s❡❣✉r✐❞❛❞
✭❙❉■✮ ❡stá♥ ❛❝t✐✈❛s✱ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❡♥tr❛ ❡♥ ✉♥ ❡st❛❞♦ ❞❡ s✉s♣❡♥s✐ó♥ ② ♥♦ s❡ r❡❛❧✐③❛
♥✐♥❣✉♥❛ ♦tr❛ ❛❝❝✐ó♥✳ ❉❡ ♠♦❞♦ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ s✐ ❧❛s ❙❉■✬s ♣❡r♠❛♥❡❝❡♥ ❞❡s❛❝t✐✈❛❞❛s✱
❡❧ ❡st❛❞♦ ❞❡ ❝❛❞❛ ♠áq✉✐♥❛ ❡s ❡✈❛❧✉❛❞♦ ② ❛❝t✉❛❧✐③❛❞♦ ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛❧ ❡st❛❞♦ ❞❡
❧❛s ■✴❖✬s✳ ❉❡s♣✉és s❡ t✐❡♥❡ ❛❝❝❡s♦ ❛ ❝❛❞❛ ♠áq✉✐♥❛ ❛ trá✈❡s ❞❡ s✉ ♠✐❡♠❜r♦ ❞❡
❢✉♥❝✐ó♥ ✳❆❧❣♦r✐t❤♠✭✮✧✳

❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ s❡ ❞❡s❝r✐❜❡♥ ❜r❡✈❡♠❡♥t❡ ❛❧❣✉♥❛s ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞❛s
♠❡❞✐❛♥t❡ ❆❉❊❋■❉✱ q✉❡ t✐❡♥❡♥ ❡❧ ♣r♦♣ós✐t♦ ❞❡ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥ ② ❡♥s❡ñ❛♥③❛✳
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▼❡❝❤❛♥✐s♠✲❖✿ ❊st❡ ♣❛q✉❡t❡ ❢✉❡ ❝r❡❛❞♦ ♣❛r❛ ❢❛❝✐❧✐t❛r ❧❛ ❡♥s❡ñ❛♥③❛ ❡♥ ❝✉r✲
s♦s ❞❡ ♠❡❝❛♥✐s♠♦s ♣❛r❛ ❧♦s ❡st✉❞✐❛♥t❡s ❞❡ ✐♥❣❡♥✐❡rí❛✱ ❛sí ❝♦♠♦ ❝♦♥ ❡❧ ♣r♦♣ós✐t♦
❞❡ ❣❡♥❡r❛r ♠❡❝❛♥✐s♠♦s ✐♥♦✈❛❞♦r❡s✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✾✿ ▼❡❝❤❛♥✐s♠✲❖✿ ❙✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥ ♠❡❝❛♥✐s♠♦ ❲✐t❤✇♦rt❤ ❬✺❪✳

❱✐❜r❛t♦✿ ❱✐❜r❛t♦ ❡st❛ ❞❡❞✐❝❛❞♦ ❛❧ ❡st✉❞✐♦ ❞❡ ✈✐❜r❛❝✐♦♥❡s ❡♥ s✐st❡♠❛s ♠❡❝á♥✐❝♦s✳
❋✉❡ ❝r❡❛❞♦ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛ ❛✉①✐❧✐❛r ❡♥ ❧♦s ❝✉rs♦s ❞❡ t❡♦rí❛ ❞❡ ✈✐❜r❛❝✐ó♥✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✶✵✿ ❱✐❜r❛t♦✿ ❙✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ ♠❡♠❜r❛♥❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❬✻❪✳

❖♣t✐♠P❧♦t✷❉✿ ❈♦♥ ❡st❡ s♦❢t✇❛r❡✱ ❡❧ ✉s✉❛r✐♦ ✐♥❣r❡s❛ ❝✉❛❧q✉✐❡r ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡❧ t✐♣♦
y = f(x)✱ ❡s❝r✐❜✐é♥❞♦❧❛ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❝❛❞❡♥❛ ❞❡ ❝❛r❛❝t❡r❡s ❡♥ ✉♥❛ ❧í♥❡❛ ❞❡ ❝♦♠❛♥❞♦✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✶✶✿ ❖♣t✐♠P❧♦t✷❉ ❬✺❪✳

✽



❖♣t✐♠P❧♦t✸❉✿ ❊st❡ ♣❛q✉❡t❡ ❡s s✐♠✐❧❛r ❛ ❖♣t✐♠P❧♦t✷❉✱ ♣❡r♦ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ❧❛
❢✉♥❝✐ó♥ ❡s ❞❡❧ t✐♣♦ z = f(x, y)✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✶✷✿ ❖♣t✐♠P❧♦t✸❉ ❬✺❪✳

❆❉❘❙✿ ❆❝ró♥✐♠♦ ♣❛r❛ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❘♦❜♦t ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❊st❡ ♣❛✲
q✉❡t❡ ❢✉❡ ❝r❡❛❞♦ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛ ❛✉①✐❧✐❛r ❡♥ ❡❧ ❞✐s❡ñ♦ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s
s❡r✐❛❧❡s✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✶✸✿ ❆❉❘❙✿ ❙❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❬✺❪✳

✾



❈❛♣ít✉❧♦ ✷

❆♥á❧✐s✐s ❝✐♥❡♠át✐❝♦

❊s ❞❡ ✐♥t❡rés r❡♣r❡s❡♥t❛r ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ② ❧❛ ♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s r♦✲
❜ót✐❝♦s✳ P❛r❛ r❡s♦❧✈❡r ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❡❧ ❡st❛❜❧❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ✈❛r✐♦s
s✐st❡♠❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞♦s ② ❧❛s tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐♦♥❡s ❡♥tr❡ ❡st♦s s✐st❡♠❛s✳ P❛r❛ ❡❧❧♦ ❝❛❞❛
✉♥❛ ❞❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r r♦❜ót✐❝♦ t❡♥❞rá ❧✐❣❛❞♦ ✉♥ s✐st❡♠❛
❝♦♦r❞❡♥❛❞♦✳ ❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ s❡ r❡✈✐s❛♥ t♦❞❛s ❧❛s ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛s ♥❡❝❡s❛r✐❛s ♣❛r❛
❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡❧ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ❡st✉❞✐❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ♣r♦②❡❝t♦✳

✷✳✶✳ ▼❛tr✐③ ❞❡ r♦t❛❝✐ó♥✳

❈♦♥s✐❞❡r❡ ❞♦s s✐st❡♠❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞♦s ♠♦str❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✷✳✶✱ o0x0y0 ②
o1x1y1✱ ❡❧ s✐st❡♠❛ o1x1y1 ❢✉❡ ♦❜t❡♥✐❞♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ r♦t❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥ á♥❣✉❧♦ θ

❞❡❧ s✐st❡♠❛ o0x0y0✳ ❙❡ ❜✉s❝❛ ❞❡s❝r✐❜✐r ❧❛ ♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥ s✐st❡♠❛ o1x1y1 ❝♦♥
r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ o0x0y0✳

❋✐❣✉r❛ ✷✳✶✿ ❙✐st❡♠❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞♦s o0x0y0 ② o1x1y1 ❬✶❪✳

P❛r❛ ❡❧❧♦ s❡ ♣✉❡❞❡ ❡s♣❡❝✐✜❝❛r ♠❡❞✐❛♥t❡ ✈❡❝t♦r❡s ❧♦s ❡❥❡s ❞❡❧ s✐st❡♠❛ o1x1y1 ❝♦♥
r❡s♣❡❝t♦ ❛❧ s✐st❡♠❛ ❝♦♦r❞❡♥❛❞♦ o0x0y0✳

✶✵



Q1
0 =

[

x1
0 | y10

]

❞♦♥❞❡ x1
0 ② y10 s♦♥ ❧❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❡♥ ❡❧ s✐st❡♠❛ S0 ❞❡ ❧♦s ✈❡❝t♦r❡s ✉♥✐t❛r✐♦s

x1 ② y1✳ ❊stás ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s s♦♥ ❧❛s ♣r♦②❡❝❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧♦s ❡❥❡s ❞❡❧ s✐st❡♠❛ S1 ❡♥ ❡❧
s✐st❡♠❛ S0✱ ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡✿

x1
0 =

[

cos θ
sin θ

]

y10 =

[

− sin θ
cos θ

]

❞❡ ❞♦♥❞❡ s❡ ♦❜t✐❡♥❡✿

Q1
0 =

[

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]

✭✷✳✶✮

❯♥❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✶✮ ❡s ❝♦♥♦❝✐❞❛ ❝♦♠♦ ♠❛tr✐③ ❞❡ r♦t❛✲
❝✐ó♥✳ ❖tr❛ ❢♦r♠❛ ❞❡ ♦❜t❡♥❡r ❞✐❝❤❛ ♠❛tr✐③ ❡s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ❝♦♥❝❡♣t♦ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t♦
♣✉♥t♦ ❞❡ ❞♦s ✈❡❝t♦r❡s ✉♥✐t❛r✐♦s ❝♦♥ ❡❧ q✉❡ ♦❜t❡♥❡♠♦s ❧❛ ♣r♦②❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥ ✈❡❝t♦r
✉♥✐t❛r✐♦ ❡♥ ❡❧ ♦tr♦✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦✿

x1
0 =

[

✐1 · ✐0
✐1 · ❥0

]

y10 =

[

❥1 · ✐0
❥1 · ❥0

]

▲♦s ❝✉❛❧❡s ♣✉❡❞❡♥ s❡r ❝♦♠❜✐♥❛❞♦s ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ r♦t❛❝✐ó♥✿

Q1
0 =

[

✐1 · ✐0 ❥1 · ✐0
✐1 · ❥0 ❥1 · ❥0

]

✭✷✳✷✮

▲❛ té❝♥✐❝❛ ❞❡ ♣r♦②❡❝❝✐ó♥ ❞❡s❝r✐t❛ ❝♦♥ ❛♥t❡r✐♦r✐❞❛❞ ♣✉❡❞❡ s❡r ❡s❝❛❧❛❞❛ ❢á❝✐❧✲
♠❡♥t❡ ❛❧ ❝❛s♦ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❊♥ tr❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s✳ ❝❛❞❛ ❡❥❡ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ o1x1y1z1
❡s ♣r♦②❡❝t❛❞♦ ❡♥ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❝♦♦r❞❡♥❛❞♦ o0x0y0z0✳ ▲❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ r♦t❛❝✐ó♥ r❡s✉❧✲
t❛♥t❡ ❡s✿

Q1
0 =





✐1 · ✐0 ❥1 · ✐0 ❦1 · ✐0
✐1 · ❥0 ❥1 · ❥0 ❦1 · ❥0
✐1 · ❦0 ❥1 · ❦0 ❦1 · ❦0



 ✭✷✳✸✮

▲❛s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❡st❛ ❢♦r♠❛ s♦♥ ♦rt♦❣♦♥❛❧❡s✱ ❝♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❡ ✐❣✉❛❧ ❛ ✶✳ ▲♦s
♣r♦❞✉❝t♦s ✐♥t❡r♥♦s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ s♦♥ ❝♦♥♠✉t❛t✐✈♦s✱ ❡s ❞❡❝✐r ✐0 · ❥1 = ❥1 · ✐0✱ ♣♦r ❧♦
t❛♥t♦✿

Q1
0 =

(

Q0
1

)T

❊♥ ✉♥ s❡♥t✐❞♦ ❣❡♦♠étr✐❝♦✱ ❧❛ ♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ o0x0y0z0 ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛❧ s✐st❡♠❛
o1x1y1z1 ❡s ❧❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡ ❧❛ ♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ o1x1y1z1 ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛❧ s✐st❡♠❛
o0x0y0z0✳

(

Q0
1

)T
=
(

Q0
1

)−1

✶✶



▼❛tr✐❝❡s ❞❡ r♦t❛❝✐ó♥ ❜ás✐❝❛s

❙❡ ❤❛❜❧❛ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r♦t❛❝✐ó♥ ❜ás✐❝❛s ❝✉❛♥❞♦ ❧❛ r♦t❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡❧ s✐st❡♠❛
❝♦♦r❞❡♥❛❞♦ o0x0y0z0 ② ❡❧ s✐st❡♠❛ o1x1y1z1 ❡st❛ ❞❛❞❛ ♣♦r ✉♥ á♥❣✉❧♦ θ✱ ❛❧r❡❞❡❞♦r
❞❡ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ❡❥❡s ❞❡❧ s✐st❡♠❛ o0x0y0z0✳ ▲❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✭✷✳✹✮✱ ✭✷✳✺✮ ② ✭✷✳✻✮
♠✉❡str❛♥ ❧❛s ♠❛tr✐❝❡s ❜ás✐❝❛s ❞❡ r♦t❛❝✐ó♥✳ ❙❡ ✉s❛ ❧❛ ♥♦t❛❝✐ó♥ Qx(θ)✱ Qy(θ) ②
Qz(θ)✱ ♣✉❡s r❡s✉❧t❛ ♠ás ❞❡s❝r✐♣t✐✈❛✳

Qx(θ) =





1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ



 ✭✷✳✹✮

Qy(θ) =





cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ



 ✭✷✳✺✮

Qx(θ) =





cos θ − sin θ 0
cos θ cos θ 0
0 0 1



 ✭✷✳✻✮

❈♦♠♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡ r♦t❛❝✐♦♥❡s

❙✉♣ó♥❣❛s❡ q✉❡ s❡ t✐❡♥❡♥ S0✱ S1 ② S2 ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t❡s✳ Pr✐♠❡r♦ s❡ r♦t❛♥ S1 ❥✉♥t♦
❝♦♥ S2 ❝♦♥ r❡❧❛❝✐ó♥ ❛ S0 ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛ Q1

0✳ ❊♥t♦♥❝❡s✱ ❝♦♥ S1 ② S2 ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t❡s✱
s❡ r♦t❛ S2 r❡s♣❡❝t♦ ❛ S1 ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ Q2

1✳ ❊❧ s✐st❡♠❛ ❝♦♦r❞❡♥❛❞♦ s♦❜r❡ ❡❧ ❝✉❛❧ s❡
❡❢❡❝t✉❛ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ s❡ ❧❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛ s✐st❡♠❛ ❛❝t✉❛❧✳
❉❛❞♦ ✉♥ s✐st❡♠❛ ✜❥♦ S0 ② ✉♥ s✐st❡♠❛ ❛❝t✉❛❧ S1 ❥✉♥t♦ ❛ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ r♦t❛❝✐ó♥ Q1

0

q✉❡ ❧♦s r❡❧❛❝✐♦♥❛✱ s✐ ✉♥ t❡r❝❡r s✐st❡♠❛ S2 s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ♣♦r ❧❛ r♦t❛❝✐ó♥ Q2
1 r❡❛❧✐③❛❞❛

r❡s♣❡❝t♦ ❛❧ s✐st❡♠❛ ❛❝t✉❛❧ ❡♥t♦♥❝❡s✿

Q2
0 = Q1

0Q
2
1

❙✐ ❡❧ t❡r❝❡r s✐st❡♠❛ S2 s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ♣♦r ❧❛ r♦t❛❝✐ó♥ Q2
1 r❡❛❧✐③❛❞❛ ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦

❛❧ s✐st❡♠❛ ✜❥♦✱ ❡♥t♦♥❝❡s t❡♥❡♠♦s✿

Q2
0 = Q2

1Q
1
0

✷✳✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛❝✐♦♥❡s r♦t❛❝✐♦♥❛❧❡s

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✷✳✷ s❡ ♠✉❡str❛ ✉♥ ♦❜❥❡t♦ rí❣✐❞♦ S ❛❧ ❝✉❛❧ ❡st❛ ✉♥✐❞♦ ✉♥ s✐st❡♠❛
❝♦♦r❞❡♥❛❞♦ o1x1y1z1✳ ❙❡ ❞❛♥ ❧❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❞❡❧ ♣✉♥t♦ p ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛❧ s✐st❡♠❛
❝♦♦r❞❡♥❛❞♦ o1x1y1z1✱ ❡s ❞❡❝✐r p1✳ ▲❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s p1 = (u, v, w)

T s❛t✐s❢❛❝❡♥ ❧❛
❡❝✉❛❝✐ó♥

p = u✐1 + v❥1 + w❦1

✶✷



❙❡ ♣✉❡❞❡ ♣r♦②❡❝t❛r ❡❧ ♣✉♥t♦ p ❡♥ ❧♦s ❡❥❡s ❝♦♦r❞❡♥❛❞♦s ❞❡❧ s✐st❡♠❛ o0x0y0z0 ②
❛sí ♦❜t❡♥❡r ✉♥❛ ❡①♣r❡s✐ó♥ ♣❛r❛ p0✳

p0 =





p · ✐0
p · ❥0
p · ❦0





❋✐❣✉r❛ ✷✳✷✿ ❙✐st❡♠❛ ❝♦♦r❞❡♥❛❞♦ ✉♥✐❞♦ ❛ ✉♥ ❝✉❡r♣♦ rí❣✐❞♦❬✶❪✳

❙✐ s❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥ ❡st❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s s❡ ♦❜t✐❡♥❡✿

p0 =





(u✐1 + v❥1 + w❦1) · ✐0
(u✐1 + v❥1 + w❦1) · ❥0
(u✐1 + v❥1 + w❦1) · ❦0





=





u✐1 · ✐0 + v❥1 · ✐0 + w❦1 · ✐0
u✐1 · ❥0 + v❥1 · ❥0 + w❦1 · ❥0
u✐1 · ❦0 + v❥1 · ❦0 + w❦1 · ❦0





=





✐1 · ✐0 ❥1 · ✐0 ❦1 · ✐0
✐1 · ❥0 ❥1 · ❥0 ❦1 · ❥0
✐1 · ❦0 ❥1 · ❦0 ❦1 · ❦0









u

v

w



 ✭✷✳✼✮

▲❛ ♠❛tr✐③ ♣r❡s❡♥t❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✼✮✱ ❡s ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ r♦t❛❝✐ó♥ Q1
0 ♠♦str❛❞❛

❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✸✮✱ ♣♦❞❡♠♦s r❡❡s❝r✐❜✐r ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✼✮ ❝♦♠♦✿

♣0 = Q1
0♣1 ✭✷✳✽✮

P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ r♦t❛❝✐ó♥ Q1
0 ♣✉❡❞❡ s❡r ✉s❛❞❛ ♥♦ só❧♦ ♣❛r❛ r❡♣r❡s❡♥t❛r ❧❛

♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❝♦♦r❞❡♥❛❞♦ o1x1y1z1 ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛❧ s✐st❡♠❛ o0x0y0z0✳
❙✐ ✉♥ ♣✉♥t♦ ❡s ❡①♣r❡s❛❞♦ r❡❧❛t✐✈♦ ❛ o1x1y1z1 ♣♦r ❧❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ♣1✱ Q1

0♣1

r❡♣r❡s❡♥t❛ ❛❧ ♠✐s♠♦ ♣✉♥t♦ r❡❧❛t✐✈♦ ❛ o0x0y0z0✳

✶✸



✷✳✸✳ ▼♦✈✐♠✐❡♥t♦s ❘í❣✐❞♦s✳

❯♥ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ rí❣✐❞♦ ❡s ✉♥❛ r♦t❛❝✐ó♥ ♣✉r❛ ❝♦♠❜✐♥❛❞❛ ❝♦♥ ✉♥❛ tr❛s❧❛❝✐ó♥
♣✉r❛✳ P♦r ❡❥❡♠♣❧♦✱ s✐ ❡❧ ♠❛r❝♦ o1x1y1z1 ❡s ♦❜t❡♥✐❞♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ♠❛r❝♦ o0x0y0z0✱
❛♣❧✐❝❛♥❞♦ ♣r✐♠❡r❛♠❡♥t❡ ✉♥❛ r♦t❛❝✐ó♥ ❡s♣❡❝✐✜❝❛❞❛ ♣♦r Q1

0 s❡❣✉✐❞❛ ❞❡ ✉♥❛ tr❛s❧❛✲
❝✐ó♥ ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛ o0x0y0z0 ❞❛❞❛ ♣♦r ❞1

0✱ ❡♥t♦♥❝❡s ❧❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❞❡ ♣0 ❡stá♥
❞❛❞❛s ♣♦r✿

♣0 = Q1
0♣1 + ❞1

0 ✭✷✳✾✮

❆❤♦r❛✱ s✐ s❡ t✐❡♥❡♥ ❞♦s ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦s rí❣✐❞♦s✱ ❡❧ ♣r✐♠❡r♦ ✐❣✉❛❧ ❛ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✾✮
② ✉♥ s❡❣✉♥❞♦ ✐❣✉❛❧ ❛✿

♣1 = Q2
1♣2 + ❞2

1 ✭✷✳✶✵✮

▲♦ q✉❡ ❞❡✜♥✐rá ✉♥ t❡r❝❡r ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ rí❣✐❞♦✱ ❡❧ ❝✉❛❧ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ s✉❜st✐t✉②❡♥❞♦
❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭♣1✮ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✶✵✮ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✾✮✳

♣0 = Q1
0Q

2
1♣2 +Q1

0❞
2
1 + ❞1

0 ✭✷✳✶✶✮

P✉❡st♦ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ♣0 ② ♣2 ❡s ✉♥ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ rí❣✐❞♦✳ ❊❧ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦
♣✉❡❞❡ s❡r ❞❡s❝r✐t♦ ♣♦r✿

♣0 = Q2
0♣2 + ❞2

0 ✭✷✳✶✷✮

❈♦♠♣❛r❛♥❞♦ ❧❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✭✷✳✶✶✮ ② ✭✷✳✶✷✮ ♦❜t❡♥❡♠♦s ❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s r❡❧❛❝✐♦✲
♥❡s✳

Q2
0 = Q1

0Q
2
1 ✭✷✳✶✸✮

d20 = Q1
0❞

2
1 + ❞1

0 ✭✷✳✶✹✮

❉❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✶✸✮ ♣♦❞❡♠♦s ❞❡❝✐r q✉❡ s❡ tr❛t❛ ❞❡ ✉♥❛ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❝♦♥
r❡s♣❡❝t♦ ❛❧ s✐st❡♠❛ ❛❝t✉❛❧✳ ❨ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✶✹✮ ♠✉❡str❛ q✉❡ ❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡❧ ♦r✐❣❡♥
o0 ❛❧ ♦r✐❣❡♥ o2 ❡s ✐❣✉❛❧ ❛ ❧❛ s✉♠❛ ❞❡ ❡❧ ✈❡❝t♦r q✉❡ ✈❛ ❞❡ o0 ❛ o1 ✭❞1

0✮✱ ♠ás ❡❧
✈❡❝t♦r q✉❡ ✈❛ ❞❡ o1 ❛ o2 ✭Q1

0❞
2
1✮✱ t♦❞♦ r❡❢❡r✐❞♦ ❛❧ s✐st❡♠❛ ❝♦♦r❞❡♥❛❞♦ o0x0y0z0✳

✷✳✹✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛❝✐♦♥❡s ❤♦♠♦❣é♥❡❛s

❊s ♥♦t♦r✐♦ q✉❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✶✶✮ ❡s ❞✐❢í❝✐❧ ❞❡ ♠❛♥❡❥❛r ❝✉❛♥❞♦ ❧❛ s❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡
♠♦✈✐♠✐❡♥t♦s rí❣✐❞♦s s❡ ❤❛❝❡ ❧❛r❣❛✳ ▲❛s tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐♦♥❡s ❤♦♠♦❣é♥❡❛s ❝♦♠❜✐♥❛♥
❧❛s ♦♣❡r❛❝✐♦♥❡s ❞❡ r♦t❛❝✐ó♥ ② tr❛s❧❛❝✐ó♥ ❡♥ ✉♥❛ s♦❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛❝✐ó♥✱
ést❛s ♥♦s ♣❡r♠✐t❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❛r ❞❡ ♠❛♥❡r❛ s✐♠✉❧tá♥❡❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ② ♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡
✉♥ s✐st❡♠❛ ❝♦♦r❞❡♥❛❞♦ ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡ ♦tr♦ ❞❡ ✉♥❛ ♠❛♥❡r❛ ♠ás s❡♥❝✐❧❧❛✳
❘❡t♦♠❛♥❞♦ ❧❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✭✷✳✶✸✮ ② ✭✷✳✶✹✮✱ s❡ ♣✉❡❞❡♥ r❡❛❝♦♠♦❞❛r ❞❡ ♠❛♥❡r❛
♠❛tr✐❝✐❛❧✿

[

Q1
0 ❞1

0

✵ 1

] [

Q2
1 ❞2

1

✵ 1

]

=

[

Q1
0Q

2
1 Q1

0❞
2
1 + ❞1

0

✵ 1

]

✭✷✳✶✺✮

❉♦♥❞❡ ✵ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❛❧ ✈❡❝t♦r (0, 0, 0)✳ P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❧♦s ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦s rí❣✐❞♦s
♣✉❡❞❡♥ s❡r r❡♣r❡s❡♥t❛❞♦s ♣♦r ❡❧ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛✿

✶✹



T =

[

Q ❞
✵ 1

]

✭✷✳✶✻✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✶✻✮ s♦♥ ❝♦♥♦❝✐❞❛s
❝♦♠♦ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐♦♥❡s ❤♦♠ó❣❡♥❡❛s✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s✐❝✐ó♥ ② ❡❧ ♦r❞❡♥ q✉❡ s❡ ✉t✐❧✐③❛ ❡♥
❧❛s tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s 3×3 s❡ ❛♣❧✐❝❛ ❞❡ ✐❣✉❛❧ ♠❛♥❡r❛ ❡♥ ❧❛s tr❛♥s❢♦r✲
♠❛❝✐♦♥❡s ❤♦♠♦❣é♥❡❛s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ 4×4✳ P✉❡st♦ q✉❡ Q ❡s ♦rt♦❣♦♥❛❧✱ ② ❝✉♠♣❧❡
❝♦♥ ❧❛ ♣r♦♣✐❡❞❛❞ ❞❡ q✉❡ Q−1 = QT ✱ ❧❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥
❡s✿

T−1 =

[

QT −QT❞
✵ 1

]

✭✷✳✶✼✮

P❛r❛ ♣♦❞❡r ❡①♣r❡s❛r ❧❛s tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧♦s ✈❡❝t♦r❡s ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❝♦♠♦ ✉♥❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ♠❛tr✐❝✐❛❧✳

P0 =

[

♣0

1

]

✭✷✳✶✽✮

P1 =

[

♣1

1

]

✭✷✳✶✾✮

✭✷✳✷✵✮

❆ P0 ② P1 s❡ ❧❡s ❝♦♥♦❝❡ ❝♦♠♦ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐♦♥❡s ❤♦♠♦❣é♥❡❛s ❞❡ ♣0 ② ♣1✳
❆❤♦r❛ ♣♦❞❡♠♦s ❡s❝r✐❜✐r ✉♥❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✾✮ ❤❛❝✐❡♥❞♦
✉s♦ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❤♦♠♦❣é♥❡❛✳

♣0 = T 1
0P1 ✭✷✳✷✶✮

❚r❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❤♦♠♦❣é♥❡❛ ❣❡♥❡r❛❧

▲❛ ❢♦r♠❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❤♦♠♦❣é♥❡❛ ❡s✿

T =









nx sx ax dx
ny sy ay dy
nz sz az dz
0 0 0 1









✭✷✳✷✷✮

❉♦♥❞❡ ♥ = (nx, ny, nz)
T ❡s ✉♥ ✈❡❝t♦r q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❞✐r❡❝❝✐ó♥ ❞❡ x1 ❡♥ ❡❧ s✐s✲

t❡♠❛ o0x0y0z0✱ s = (sx, sy, sz)
T r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❞✐r❡❝❝✐ó♥ ❞❡ y1 ② ❛ = (ax, ay, az)

T

r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❞✐r❡❝❝✐ó♥ ❞❡ z1✳ ❞ = (dx, dy, dz)
T ❡s ❡❧ ✈❡❝t♦r q✉❡ ✈❛ ❞❡❧ ♦r✐❣❡♥ o0

❛❧ ♦r✐❣❡♥ o1 ❡①♣r❡s❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ♠❛r❝♦ o0x0y0z0✳

✷✳✺✳ ❈✐♥❡♠át✐❝❛ ❞✐r❡❝t❛

❊❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❧❛ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ❞✐r❡❝t❛ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❛❞❛s ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❛r✲
t✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧ r♦❜♦t✱ ❞❡t❡r♠✐♥❛r ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ② ♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧✳ P❛r❛

✶✺



r❡❛❧✐③❛r ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❝✐♥❡♠át✐❝♦ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s r♦❜ót✐❝♦s ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❞❡✜♥✐r
✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ❝♦♥✈❡♥❝✐♦♥❡s✱ q✉❡ ❢❛❝✐❧✐t❛rá♥ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ② ❝♦♠♣r❡♥s✐ó♥ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉❝✐ó♥✳

❈♦♥✈❡♥❝✐♦♥❡s

❯♥ r♦❜♦t ❝♦♥ n ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s t✐❡♥❡ n+1 ❡s❧❛❜♦♥❡s ♥✉♠❡r❛❞♦s ❞❡ 0 ❛ n ②
❡♠♣❡③❛♥❞♦ ♣♦r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡❧ r♦❜♦t✳

▲❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s s❡ ❡♥✉♠❡r❛♥ ❞❡ 1 ❛ n ② ❧❛ i✲és✐♠❛ ❡s ❡❧ ❧✉❣❛r ❣❡♦♠étr✐❝♦
❞♦♥❞❡ ❧♦s ❡s❧❛❜♦♥❡s i− 1 ❡ i s❡ ❝♦♥❡❝t❛♥✳

❈❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ t✐❡♥❡ ✉♥ só❧♦ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✱ ❧❛ i✲és✐♠❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡
❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ s❡ ❞❡♥♦t❛ ♣♦r qi✳

• θi s✐ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ i ❡s r❡✈♦❧✉t❛✳

• di s✐ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ i ❡s ♣r✐s♠át✐❝❛✳

❙❡ ❛s✐❣♥❛ ✉♥ s✐st❡♠❛ ❞❡ ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❛ ❝❛❞❛ ❡s❧❛❜ó♥✳

P♦r ú❧t✐♠♦✱ s✉♣ó♥❣❛s❡ q✉❡ Bi ❡s ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❤♦♠♦❣é♥❡❛ q✉❡ tr❛♥s❢♦r♠❛
❧❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❞❡ ✉♥ ♣✉♥t♦ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ Si ❛❧ s✐st❡♠❛ Si−1✳ ▲❛ ♠❛tr✐③ Bi ♥♦
❡s ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♣❡r♦ ✈❛r✐❛ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❝❛♠❜✐❛ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❞❡❧ r♦❜♦t✳ P❡r♦ ❡s
❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ s♦❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

Bi = Bi (qi) ✭✷✳✷✸✮

▲❛ ♠❛tr✐③ ❤♦♠♦❣é♥❡❛ q✉❡ tr❛♥s❢♦r♠❛ ❧❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❞❡ ✉♥ s✐st❡♠❛ Sj ❛ ✉♥
s✐st❡♠❛ Si✱ s❡ ❧❧❛♠❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ ② ♥♦r♠❛❧♠❡♥t❡ s❡ ❞❡♥♦t❛ T

j
i ✳ ▲❛

♣♦s✐❝✐ó♥ ② ♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧ ✭Sn✮ ❡♥ ❡❧ s✐st❡♠❛ S0✱ ❡st❛ ❞❛❞♦ ♣♦r✿

Tn
0 = B1 (q1)B2 (q2) . . . Bi (qi) . . . Bn (qn) ✭✷✳✷✹✮

❞♦♥❞❡ ❝❛❞❛ ♠❛tr✐③ Bi ❡st❛ ❞❛❞❛ ♣♦r✿

Bi =

[

Qi
i−1 ❞i

i−1

✵ 1

]

✭✷✳✷✺✮

P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱

T
j
i = Bi+1 · · ·Bj =

[

Q
j
i ❞j

i

✵ 1

]

✭✷✳✷✻✮

▲❛ ♠❛tr✐③ Q
j
i ❡①♣r❡s❛ ❧❛ ♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ Sj r❡❧❛t✐✈❛ ❛❧ s✐st❡♠❛ Si ② ❡stá

❞❛❞♦ ♣♦r ❡❧ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ r♦t❛❝✐♦♥❡s Qj
i = Qi+1

i . . . Q
j
j−1✳ P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡ ❡❧ ✈❡❝t♦r

❞j
i ❡stá ❞❛❞❛ r❡❝✉rs✐✈❛♠❡♥t❡ ♣♦r ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❞j

i = ❞j−1
i +Q

j−1
i ❞j

j−1✳

✶✻



✷✳✻✳ ❘❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❍❛rt❡♥❜❡r❣✲❉❡♥❛✈✐t

❯♥❛ ❝♦♥✈❡♥❝✐ó♥ ❝♦♠ú♥♠❡♥t❡ ✉t✐❧✐③❛❞❛ ♣❛r❛ ❧❛ s❡❧❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♠❛r❝♦s ❞❡
r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❡♥ ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s r♦❜ót✐❝❛s ❡s ❧❛ ❞❡ ❉❡♥❛✈✐t✲❍❛rt❡♥❜❡r❣✱ ♦ ❝♦♥✈❡♥❝✐ó♥
❍❉✳ ➱st❛ ❝♦♥✈❡♥❝✐ó♥ ♣r♦✈❡❡ ✉♥❛ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❝♦♠♣❧❡t❛ ❞❡ ❧❛ ❣❡♦♠❡trí❛ ❞❡❧ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛❞♦r✱ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ❣❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐♦♥❡s ❤♦♠♦❣é♥❡❛s✳ ❊❧ ✉s♦ ❞❡
❡st❛ ❝♦♥✈❡♥❝✐ó♥ ② ❧❛s ❛♥t❡r✐♦r♠❡♥t❡ ♠♦str❛❞❛s ♣❡r♠✐t❡♥ s✐♠♣❧✐✜❝❛r ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡♠❡♥t❡✳ ❆❞❡♠ás✱ ❞❛ ❧✉❣❛r ❛ ✉♥ ❧❡♥❣✉❛❥❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥ ❡❧ q✉❡ ❧♦s ✐♥❣❡✲
♥✐❡r♦s ❞❡ r♦❜♦ts s❡ ♣✉❡❞❡♥ ❝♦♠✉♥✐❝❛r✳ ❊♥ ❡st❛ ❝♦♥✈❡♥❝✐ó♥✱ ❝❛❞❛ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥
❤♦♠♦❣é♥❡❛ Bi ❡stá r❡♣r❡s❡♥t❛❞❛ ❝♦♠♦ ❡❧ ♣r♦❞✉❝t♦ ❞❡ ❝✉❛tr♦ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐♦♥❡s
❜ás✐❝❛s✿

Bi = Tz (θi)Tz (bi)Tx (ai)Tx (αi) ✭✷✳✷✼✮

Bi =









cθ −sθ 0 0
sθ cθ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

















1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 bi
0 0 0 1

















1 0 0 ai
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

















1 0 0 0
0 cαi −sαi 0
0 sαi cαi 0
0 0 0 1









Bi =









cθi −sθicαi sθisαi aicθi
sθi cθicαi −cθisαi aisθi
0 sαi cαi bi
0 0 0 1









✭✷✳✷✽✮

❞♦♥❞❡ ❧❛s ❝✉❛tr♦ ❝❛♥t✐❞❛❞❡s θi✱ bi✱ ai ② αi s♦♥ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❍✲❉ ❞❡❧ i✲és✐♠♦
❡s❧❛❜ó♥ ② ❧❛ i✲és✐♠❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ② s❡ ❝♦♥♦❝❡♥ ❝♦♥ ❧♦s s✐❣✉✐❡♥t❡s ♥♦♠❜r❡s✿

P❛rá♠❡tr♦s ◆♦♠❜r❡
θi ➪♥❣✉❧♦
bi ❉❡s✈✐❛❝✐ó♥
ai ▲♦♥❣✐t✉❞
αi ❚♦rs✐ó♥

❈✉❛❞r♦ ✷✳✶✿ P❛rá♠❡tr♦s ❍✲❉

P✉❡st♦ q✉❡ Bi ❡s ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ s♦❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✸ ❞❡ ❧♦s ✹ ♣❛rá♠❡tr♦s ❍✲❉ s♦♥
❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r❛ ❡❧ ❡s❧❛❜ó♥ ❞❛❞♦✱ ❛sí✱ θi ❡s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ✉♥
♣❛r ❞❡ r❡✈♦❧✉t❛ ② bi ♣❛r❛ ✉♥ ♣❛r ♣r✐s♠át✐❝♦✳

✷✳✼✳ ❆s✐❣♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡❥❡s ❝♦♦r❞❡♥❛❞♦s

❊s ✐♠♣♦s✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛r ❝✉❛❧q✉✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❤♦♠♦❣é♥❡❛ ❤❛❝✐❡♥❞♦ ✉s♦
❞❡ s♦❧♦ ❝✉❛tr♦ ♣❛rá♠❡tr♦s✳ P❛r❛ q✉❡ ❧❛s tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐♦♥❡s ❤♦♠♦❣é♥❡❛s ♣✉❡❞❛♥
s❡r ❡①♣r❡s❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❢♦r♠❛ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✷✼✮✱ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ q✉❡ ❡①✐st❛ só❧♦

✶✼



✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❤♦♠♦❣é♥❡❛ q✉❡ r❡❧❛❝✐♦♥❡ Si ❝♦♥ Si−1✳ P❛r❛ q✉❡
❡st♦ s✉❝❡❞❛ t✐❡♥❡♥ q✉❡ ❝✉♠♣❧✐rs❡ ❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s✿

❊❧ ❡❥❡ x1 ❡s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❛❧ ❡❥❡ z0✳

❊❧ ❡❥❡ x1 ✐♥t❡rs❡❝t❛ ❛❧ ❡❥❡ z0✳

❚❡♥✐❡♥❞♦ ❡♥ ♠❡♥t❡ q✉❡ ❧❛s ❞♦s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ❞❡ ❛rr✐❜❛ t✐❡♥❡♥ q✉❡ s❡r s❛t✐s❢❡❝❤❛s
s❡ ❞❡✜♥❡ ✉♥ ♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ s❡❣✉✐r ♣❛r❛ ❧❛ ❛s✐❣♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡❥❡s ❝♦♦r❞❡♥❛✲
❞♦s✳ P❛r❛ ❡♠♣❡③❛r✱ s❡ ❛s✐❣♥❛♥ ❧♦s ❡❥❡s z0, · · · , zn−1 ❞❡ ♠❛♥❡r❛ q✉❡ zi ♣❛r❛ q✉❡
r❡♣r❡s❡♥t❡ ❡❧ ❡❥❡ ❞❡ ❛❝❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ i + 1✳ ❙✐ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ i + 1 ❡s
r❡✈♦❧✉t❛✱ zi ❡s ❡❧ ❡❥❡ ❞❡ r♦t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ i+ 1✳ ❙✐ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ i+ 1
❡s ♣r✐s♠át✐❝♦✱ zi ❡s ❡❧ ❡❥❡ ❞❡ tr❛s❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ i+ 1✳

❨❛ ❛s✐❣♥❛❞♦s ❧♦s ❡❥❡s z✱ s❡ ❡st❛❜❧❡❝❡ ❡❧ ♠❛r❝♦ ❜❛s❡✳ ❊❧ ♦r✐❣❡♥ o0 ♣✉❡❞❡ s✐t✉❛rs❡
❡♥ ❝✉❛❧q✉✐❡r ♣✉♥t♦ ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡ z0✱ ♥♦r♠❛❧♠❡♥t❡ s❡ ❡st❛❜❧❡❝❡ ❡♥ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡❧
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✳ ❉❡s♣✉és s❡ ♦r✐❡♥t❛♥ x0 ② y0 ❞❡ ❧❛ ♠❛♥❡r❛ ♠ás ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❡✱ ❞❡
♠♦❞♦ q✉❡ ❡❧ ♠❛r❝♦ s❡❛ ❞❡①tró❣✐r♦✳

P♦r ú❧t✐♠♦ s❡ ❞❡✜♥❡♥ ❧♦s s✐st❡♠❛s ❞❡ ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s r❡st❛♥t❡s✱ ❞❡✜♥✐♠♦s ❡❧
♠❛r❝♦ i ❤❛❝✐❡♥❞♦ ✉s♦ ❞❡❧ ♠❛r❝♦ i − 1✳ P❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ❡st❡ ♣r♦❝❡s♦ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥
tr❡s ❝❛s♦s✿

✶✳ zi−1 ② zi ♥♦ s♦♥ ❝♦♣❧❛♥❛r❡s✳
❙✐ zi−1 ② zi ♥♦ s♦♥ ❝♦♣❧❛♥❛r❡s✱ ❡♥t♦♥❝❡s ❡①✐st❡ ✉♥ s❡❣♠❡♥t♦ ❞❡ ❧í♥❡❛ ú♥✐❝♦
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❛ zi−1 ② zi q✉❡ ❝♦♥❡❝t❛ ❛ ❧❛s ❧í♥❡❛s ❝♦♥ ✉♥❛ ❧♦♥❣✐t✉❞ ♠í♥✐♠❛✳
▲❛ ❧✐♥❡❛ q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥❡ ❛ ❡st❛ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠ú♥ ❡♥tr❡ zi−1 ② zi✱ ❞❡✜♥❡ ❛ xi ②
❡❧ ♣✉♥t♦ ❞♦♥❞❡ ❡st❛ ❧í♥❡❛ ✐♥t❡rs❡❝t❛ ❝♦♥ zi ❡s ❡❧ ♦r✐❣❡♥ oi✳

✷✳ zi−1 ❡s ♣❛r❛❧❡❧♦ ❛ zi✳
❙✐ ❧♦s ❡❥❡s zi−1 ② zi s♦♥ ♣❛r❛❧❡❧♦s✱ ❡♥t♦♥❝❡s ❤❛② ✉♥ ♥ú♠❡r♦ ✐♥✜♥✐t♦ ❞❡
♥♦r♠❛❧❡s ❝♦♠✉♥❡s ❡♥tr❡ zi−1 ② zi✱ ♣♦r ❧♦ q✉❡ oi s❡ ❝♦❧♦❝❛ ❡♥ ❝✉❛❧q✉✐❡r
♣✉♥t♦ ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡ zi✳ ❆❧ ❝♦❧♦❝❛r oi s❡ ❜✉s❝❛rá q✉❡ ❧❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s s❡
s✐♠♣❧✐✜q✉❡♥✳ xi s❡ ❝♦❧♦❝❛ ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠ú♥ ❡♥tr❡ zi−1 ② zi✱
❞❡s❞❡ oi ❡♥ ❞✐r❡❝❝✐ó♥ ❛ zi−1✳

✸✳ zi−1 ✐♥t❡rs❡❝t❛ ❛ zi✳
❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦ xi s❡ ❡s❝♦❣❡ ♥♦r♠❛❧ ❛❧ ♣❧❛♥♦ ❢♦r♠❛❞♦ ♣♦r zi−1 ② zi✳ ▲❛
❞✐r❡❝❝✐ó♥ ♣♦s✐t✐✈❛ ❞❡ xi ❡s ❛r❜✐tr❛r✐❛✳ P❛r❛ ❡st❡ ❝❛s♦ ❡❧ ♦r✐❣❡♥ oi s❡ ❝♦❧♦❝❛
❡♥ ❧❛ ✐♥t❡rs❡❝❝✐ó♥ ❞❡ zi−1 ② zi✳

❈♦♥ ❡st♦ s❡ t❡r♠✐♥❛ ❧❛ ❛s✐❣♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡❥❡s ❝♦♦r❞❡♥❛❞♦s✱ ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ❧❛ ❡❝✉❛✲
❝✐ó♥ ✭✷✳✷✼✮ s❡ s❛t✐s❢❛❣❛✳ ❆❤♦r❛ s❡ ♣✉❡❞❡ ❞❛r ✉♥❛ ✐♥t❡r♣r❡t❛❝✐ó♥ ❢ís✐❝❛ ❛ ❝❛❞❛ ✉♥♦
❞❡ ❧♦s ❝✉❛tr♦ ♣❛rá♠❡tr♦s ❉✲❍✿

θi ➪♥❣✉❧♦ ❡♥tr❡ xi−1 ② xi✱ ♠❡❞✐❞♦ ❡♥ ❡❧ ❡❥❡ zi−1✳

bi ❉✐st❛♥❝✐❛ ❞❡s❞❡ ❡❧ ♦r✐❣❡♥ oi−1 ❤❛st❛ ❧❛ ✐♥t❡rs❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ❡❥❡s xi ② zi−1✱
♠❡❞✐❞♦ ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡❧ ❡❥❡ zi−1✳

ai ❉✐st❛♥❝✐❛ ❡♥tr❡ ❧♦s ❡❥❡s zi−1 ② zi✱ ♠❡❞✐❞❛ ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡❧ ❡❥❡ xi✳

αi ➪♥❣✉❧♦s ❡♥tr❡ zi−1 ② zi ♠❡❞✐❞♦ ❡♥ ❡❧ ❡❥❡ xi✳

✶✽



✷✳✽✳ ❈✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛

❈♦♠♦ s✉ ♥♦♠❜r❡ ❧♦ s✉❣✐❡r❡ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❧❛ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛✱ ❝♦♥tr❛r✐♦
❛ ❧❛ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ❞✐r❡❝t❛✱ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛r ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❛
♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡ ♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧✱ s❡ ♣❧❛♥t❡❛ ❝♦♠♦ s✐❣✉❡✿ ❉❛❞❛
✉♥❛ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❤♦♠♦❣é♥❡❛

H =

[

Q ❞
✵ 1

]

✭✷✳✷✾✮

❙❡ r❡q✉✐❡r❡ ❡♥❝♦♥tr❛r t♦❞❛s ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ Tn
0

Tn
0 (q1, q2, . . . , qn) = H ✭✷✳✸✵✮

Tn
0 = B1, B2, . . . , Bn ✭✷✳✸✶✮

H r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ② ♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡s❡❛❞❛ ♣❛r❛ ❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧✱ ❧❛ t❛r❡❛
❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❡♥❝♦♥tr❛r ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ q1, q2, . . . , qn
q✉❡ ❝✉♠♣❧❛♥ ❝♦♥ H✳ ❉❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✸✵✮ r❡s✉❧t❛♥ ✶✷ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ♥♦ ❧✐♥❡❛❧❡s
❝♦♥ n ✐♥❝ó❣♥✐t❛s✱ ❧❛s ❝✉❛❧❡s ♣✉❡❞❡♥ s❡r ❡s❝r✐t❛s ❝♦♠♦✿

Tij(q1, . . . , qn) = hij , i = 1, 2, 3, j = 1, . . . , 4 ✭✷✳✸✷✮

❞♦♥❞❡ Tij ② hij s❡ r❡✜❡r❡♥ ❛ ❧❛s ❞♦❝❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ♥♦ tr✐✈✐❛❧❡s ❞❡ Tn
0 ② H✱ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❛♠❡♥t❡✳
❊♥ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ ❡s ❞❡s❡❛❜❧❡ ❡♥❝♦♥tr❛r

s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❢♦r♠❛ ❝❡rr❛❞❛✳

qk = fk (h11, . . . , h34) , k = 1, . . . , n ✭✷✳✸✸✮

▲❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❞❡ ❢♦r♠❛ ❝❡rr❛❞❛ s♦♥ ♣r❡❢❡r✐❜❧❡s ♣✉❡s ❡♥ ❛❧❣✉♥❛s ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s✱ ❡s
♥❡❝❡s❛r✐♦ q✉❡ ❧❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ s❡❛♥ r❡s✉❡❧t❛s r❛♣✐❞❛♠❡♥t❡✳
❆❞❡♠ás✱ ❡♥ ❣❡♥❡r❛❧ ést❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s t✐❡♥❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡s s♦❧✉❝✐♦♥❡s✱ ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s
❞❡ ❢♦r♠❛ ❝❡rr❛❞❛ ♥♦s ♣❡r♠✐t❡♥ ❞❡s❛rr♦❧❧❛r r❡❣❧❛s ♣❛r❛ ❧❛ s❡❧❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ s♦✲
❧✉❝✐ó♥ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✳ ❯♥❛ ✈❡③ r❡s✉❡❧t♦ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❝❤❡❝❛r q✉❡ s❡
s❛t✐s❢❛❣❛♥ ❧❛s r❡str✐❝❝✐♦♥❡s ❞❡ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s✳

✷✳✽✳✶✳ ❉❡s❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ❝✐♥❡♠át✐❝♦

❊❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡ ❧❛s ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ r❡s✉❧t❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛❞♦✳P❡r♦ ❡♥
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ❞❡ ✻ ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✱ ❝♦♥ ❧❛s ✸ ú❧t✐♠❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ✐♥t❡r✲
s❡❝t❛♥❞♦s❡✱ ést❡ s❡ ♣✉❡❞❡ s❡♣❛r❛r ❡♥ ❞♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s✿

❈✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ✭❈❡♥tr♦ ❞❡ ❧❛ ♠✉ñ❡❝❛✮✳

❈✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡ ♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ✭❖r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♠✉ñ❡❝❛✮✳

▲❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✸✵✮ s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❝♦♠♦ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ❞♦s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s✿

✶✾



Q6
0 (q1, . . . , q6) = Q ✭✷✳✸✹✮

❞6
0 (q1, . . . , q6) = ❞ ✭✷✳✸✺✮

❞ ② Q s♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ② ♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡s❡❛❞❛s ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡
❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❞❡ ❧❛ ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛✳

▲❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ ♠✉ñ❡❝❛ ❡s❢ér✐❝❛ ✐♠♣❧✐❝❛ q✉❡ z4✱ z5 ② z6 s❡ ✐♥t❡rs❡❝t❛♥
❡♥ Oc ② ♣♦r ❧♦ t❛♥t♦ O4 ② O5 ❡stá♥ s✐❡♠♣r❡ ❡♥ ❡❧ ❝❡♥tr♦ ❞❡ ❧❛ ♠✉ñ❡❝❛✳ ❊❧ ♦r✐❣❡♥
❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❝♦♦r❞❡♥❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛ ❡s ♦❜t❡♥✐❞♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥❛ tr❛s❧❛❝✐ó♥
b6 ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡ z5 ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ oc✳

❞6
0 − ❞c

0 = b6Q❦ ✭✷✳✸✻✮

❙✐ ♣c = (px, py, pz)
T r❡♣r❡s❡♥t❛ ❛❧ ✈❡❝t♦r q✉❡ ✈❛ ❞❡❧ ♦r✐❣❡♥ ❞❡❧ S0 ❛❧ ❝❡♥tr♦

❞❡ ❧❛ ♠✉ñ❡❝❛✱ ② ❧♦s ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧ s♦♥ ❞❡♥♦t❛❞♦s
♣♦r ❞ = (dx, dy, dz)

T ✳
♣c = ❞− b6Q❦ ✭✷✳✸✼✮





px
py
pz



 =





dx − b6q13
dy − b6q23
dz − b6q33



 ✭✷✳✸✽✮

❈♦♥ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ✭✷✳✸✽✮ s❡ ♣✉❡❞❡♥ ♦❜t❡♥❡r ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛s tr❡s ♣r✐♠❡r❛s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ qi(q1, q2, q3)✱ ❡st♦ ❞❡t❡r♠✐♥❛ Q3

0✱ ❛sí✿

Q = Q3
0Q

6
3 ✭✷✳✸✾✮

❉❡ ♠❛♥❡r❛ q✉❡

Q6
3 =

[

Q3
0

]T
Q ✭✷✳✹✵✮

▲♦s ú❧t✐♠♦s tr❡s ❛♥❣✉❧♦s ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ s❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ ❝♦♠♦ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡
á♥❣✉❧♦s ❞❡ ❊✉❧❡r q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ Q6

3✳

✷✳✽✳✷✳ ❈✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥✿ ♠ét♦❞♦ ❣❡♦♠étr✐❝♦✳

P❛r❛ ❧❛ ♠❛②♦r✐❛ ❞❡ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ❡s ♣♦s✐❜❧❡ ✉t✐❧✐③❛r ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❣❡♦♠étr✐❝♦
♣❛r❛ ❡♥❝♦♥tr❛r ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s q1, q2, q3✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛❧ ❝❡♥tr♦ ❞❡ ❧❛ ♠✉ñ❡❝❛✳
❊st❡ ♠ét♦❞♦ ❡s ♠✉② r❡❧❡✈❛♥t❡ ♣♦r ❞♦s r❛③♦♥❡s✳ Pr✐♠❡r❛♠❡♥t❡✱ ❧❛ ♠❛②♦rí❛ ❞❡ ❧♦s
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ❛❝t✉❛❧❡s s♦♥ ❝✐♥❡♠át✐❝❛♠❡♥t❡ s✐♠♣❧❡s✳ ❊♥ s❡❣✉♥❞♦ ❧✉❣❛r✱ ❡①✐st❡♥
❛❧❣✉♥❛s té❝♥✐❝❛s q✉❡ ♣✉❡❞❡♥ ♠❛♥❡❥❛r ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛
♣❛r❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❡s ❛r❜✐tr❛r✐❛s✳

❊♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡❥✐❞❛❞ ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❧❛ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ s❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛
❡♥ ❝✉❛♥t♦ s❡ t✐❡♥❡ ✉♥ ♥ú♠❡r♦ ♠❛②♦r ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s ❉❍ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❞❡ ❝❡r♦✱ ❡♥
❡st♦s ❝❛s♦s ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❣❡♦♠étr✐❝♦ r❡s✉❧t❛ ♠ás s✐♠♣❧❡✳ ▲❛ ✐❞❡❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡❧ ♠ét♦❞♦
❣❡♦♠étr✐❝♦ ❡s ♦❜t❡♥❡r ✉♥❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ qi✱ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ♣r♦②❡❝❝✐ó♥
❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡♥ ✉♥ ♣❧❛♥♦ ② r❡s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ tr✐❣♦♥♦♠❡trí❛
s✐♠♣❧❡✳

✷✵



✷✳✾✳ ❈✐♥❡♠át✐❝❛ ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞

❊❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡ ❧❛ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❡s r❡❧❛❝✐♦♥❛r ❧❛s ✈❡❧♦❝✐❞❛❞❡s ❧✐♥❡❛❧❡s
② ❛♥❣✉❧❛r❡s ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧ ❝♦♥ ❧❛s ✈❡❧♦❝✐❞❛❞❡s ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✳ ▲❛s r❡❧❛❝✐♦♥❡s
❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ s♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛❞❛s ♣♦r ❡❧ ❥❛❝♦❜✐❛♥♦ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ q✉❡ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❡♥
❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ❞✐r❡❝t❛✳

✷✳✶✵✳ ▼❛tr✐❝❡s ❛♥t✐s✐♠étr✐❝❛s

❊s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❞❡✜♥✐r ❡❧ ❝♦♥❝❡♣t♦ ❞❡ ♠❛tr✐③ ❛♥t✐s✐♠étr✐❝❛✳ P✉❡st♦ q✉❡ ❡st❛
❤❡rr❛♠✐❡♥t❛ ♣❡r♠✐t❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛r ❧❛ ♠❛②♦rí❛ ❞❡ ❧♦s ❝á❧❝✉❧♦s r❡❧❛❝✐♦♥❛❞♦s ❝♦♥ ❧❛
❝✐♥❡♠át✐❝❛ ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞✳ ❯♥❛ ♠❛tr✐③ A s❡ ❞✐❝❡ q✉❡ ❡s ❛♥t✐s✐♠étr✐❝❛ s✐ ② só❧♦ s✐✿

AT +A = 0 ✭✷✳✹✶✮

❞✐❝❤♦ ❞❡ ♦tr❛ ♠❛♥❡r❛ ❧♦s ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s ❞❡ A ❝✉♠♣❧❡♥ ❝♦♥✿

aij + aji = 0: i, j = 1, 2, 3

❙❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡ aii = 0✳ i 6= j s❛t✐s❢❛❝❡♥ ❧❛ ❝♦♥❞✐❝✐ó♥ aij = −aji✳ ▲❛ ♠❛tr✐③ A

s❡rá ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛✿

A =





0 −a3 a2
a3 0 −a1
−a2 a1 0



 ✭✷✳✹✷✮

✷✳✶✵✳✶✳ ▲❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ ❞❡ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ r♦t❛❝✐ó♥✳

❙✉♣♦♥❣❛ q✉❡ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ r♦t❛❝✐ó♥ Q ❡s ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ s♦❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ θ✳
P✉❡st♦ q✉❡ Q ❛❧ s❡r ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ r♦t❛❝✐ó♥ ❡s ♦rt♦❣♦♥❛❧✿

Q (θ)Q (θ)
T
= I ✭✷✳✹✸✮

❉❡r✐✈❛♥❞♦ ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛ θ✱ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥✭✷✳✹✸✮ ♦❜t❡♥❡♠♦s✿

dQ (θ)

dθ
Q (θ)

T
+Q (θ)

dQ (θ)
T

dθ
= ✵ ✭✷✳✹✹✮

❙✐ s❡ ❞❡✜♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❛♥t✐s✐♠étr✐❝❛ A ❝♦♠♦✿

A =
dQ (θ)

dθ
Q (θ)

T ✭✷✳✹✺✮

❊♥t♦♥❝❡s ❧❛ tr❛♥s♣✉❡st❛ ❞❡ A ❡s✿

AT =

(

dQ (θ)

dθ
Q (θ)

T

)T

= Q (θ)
dQ (θ)

T

dθ
✭✷✳✹✻✮

❆sí✱ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✷✳✹✹✮ ♥♦s ❞✐❝❡ q✉❡✿

A+AT = 0 ✭✷✳✹✼✮

✷✶



P♦r ❧♦ t❛♥t♦ Q ❡s ❛♥t✐s✐♠étr✐❝❛ s✐ ✭✷✳✹✺✮ s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛ ♣♦r Q (θ)

AQ (θ) =
dQ (θ)

dθ
✭✷✳✹✽✮

▲♦ q✉❡ ❞✐❝❡ ✷✳✹✽ ❡s ♠✉② ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❞✐❝❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ ❞❡ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ Q ❡s
✐❣✉❛❧ ❛ ❧❛ ♠✐s♠❛ ♠❛tr✐③ ♣r❡♠✉❧t✐♣❧✐❝❛❞❛ ♣♦r ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❛♥t✐s✐♠étr✐❝❛ A✳ ▲❛s
❞❡r✐✈❛❞❛s ❞❡ ❧❛s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r♦t❛❝✐ó♥ ❜ás✐❝❛ s♦♥✿

dQx (θ)

dθ
= A (✐)Qx (θ) ✭✷✳✹✾✮

dQy (θ)

dθ
= A (❥)Qy (θ) ✭✷✳✺✵✮

dQz (θ)

dθ
= A (❦)Qz (θ) ✭✷✳✺✶✮

❉♦♥❞❡✿

✐ =





1
0
0



 ❥ =





0
1
0



 ❦ =





0
0
1



 ✭✷✳✺✷✮

❨ ❧❛s ♠❛tr✐❝❡s ❛♥t✐s✐♠étr✐❝❛s ❆ (✐)✱ A (❥) ② A (❦) s♦♥✿

A (✐) =





0 0 0
0 0 −1
0 1 0



 A (❥) =





0 0 1
0 0 0
−1 0 0



 A (❦) =





0 −1 0
1 0 0
0 0 0



 ✭✷✳✺✸✮

✷✳✶✵✳✷✳ ❊❧ ❥❛❝♦❜✐❛♥♦

❊❧ ❥❛❝♦❜✐❛♥♦ ♦ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❥❛❝♦❜✐❛♥❛ r❡❧❛❝✐♦♥❛ ❧❛s ✈❡❧♦❝✐❞❛❞❡s ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧
❝♦♥ ❧❛s ✈❡❧♦❝✐❞❛❞❡s ❞❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s✳ ❊s ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ 6 × n✳ ❙❡ t✐❡♥❡ ✉♥
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❞❡ n ❡s❧❛❜♦♥❡s ❝♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ q1.q2, . . . , qn ❡♥t♦♥❝❡s✿

Tn
0 (q) =

[

Qn
0 (q) ❞n

0 (q)
✵ 1

]

✭✷✳✺✹✮

Tn
0 r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡s❞❡ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧

Sn✱ ❛❧ s✐st❡♠❛ ❞❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ S0✱ ❞♦♥❞❡✿

q = (q1, q2, . . . , qn)
T ✭✷✳✺✺✮

q ❡s ❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✳ ❊❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❡s r❡❧❛❝✐♦♥❛r ❧❛s ✈❡✲
❧♦❝✐❞❛❞❡s ❧✐♥❡❛❧ ② ❛♥❣✉❧❛r ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧ ❝♦♥ ❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡
❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ q̇(t)✳ ❊❧ ✈❡❝t♦r ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛♥❣✉❧❛r ~ωn

0 ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧✱ s❡ ❞❡✜♥❡
❝♦♠♦✿

Q̇n
0 = A (~ωn

0 )Q
n
0 ✭✷✳✺✻✮

A (~ωn
0 ) = Q̇n

0Q
n
0

T
✭✷✳✺✼✮

✷✷



♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❧✐♥❡❛❧ ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛✿

❱♥

0 = ❞̇
n

0 ✭✷✳✺✽✮

❉❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❛♥t❡r✐♦r♠❡♥t❡ ❞❡s❝r✐t♦✱ s❡ ❜✉s❝❛ ♦❜t❡♥❡r ❡①♣r❡s✐♦♥❡s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛

❱♥

0 = Jvq̇

~ωn
0 = Jωq̇

✭✷✳✺✾✮

❞♦♥❞❡ Jv ② Jω s♦♥ ♠❛tr✐❝❡s 3 × n✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ n ❡s ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❡s❧❛❜♦♥❡s✳ ▲❛s
❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✭✷✳✺✾✮ ❧❛s ♣♦❞❡♠♦s ❡s❝r✐❜✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛✿

[

❱♥

0

~ωn
0

]

=

[

Jv
Jω

]

q̇ = Jn
0 q̇ ✭✷✳✻✵✮

❆ ❧❛ ♠❛tr✐③ Jn
0 ❞❡ 6×n s❡ ❧❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛ ❥❛❝♦❜✐❛♥♦ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ♦ s✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t❡ ❥❛❝♦❜✐❛♥♦✳ ❊❧ ❏❛❝♦❜✐❛♥♦ ❡s ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s ❝❛♥t✐❞❛❞❡s ♠ás ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡♥ ❡❧
❛♥á❧✐s✐s ② ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡❧ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ✉♥ r♦❜♦t✳ ❙✉r❣❡ ❡♥ ❝❛❞❛ ❛s♣❡❝t♦✱ ❡♥ ❧❛
♣❧❛♥❡❛❝✐ó♥ ② ❡❥❡❝✉❝✐ó♥ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s s✉❛✈❡s✱ ❡♥ ❧❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐✲
❞❛❞❡s✱ ② ❡♥ ❧❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ❞✐♥á♠✐❝❛s ❞❡ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦✳

✷✳✶✵✳✸✳ ❱❡❧♦❝✐❞❛❞ ❧✐♥❡❛❧ ② ❛♥❣✉❧❛r ❞❡❧ ❥❛❝♦❜✐❛♥♦

❊♥ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ ❛♥t❡r✐♦r s❡ ✈✐♦ q✉❡ ❡❧ ❏❛❝♦❜✐❛♥♦ s❡ ❞✐✈✐❞❡ ❡♥ ❞♦s ♣❛rt❡s✳ ▲❛
♣❛rt❡ s✉♣❡r✐♦r Jv ♥♦s ♣❡r♠✐t❡ r❡❧❛❝✐♦♥❛r ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❝♦♥
❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❧✐♥❡❛❧ ❞❡ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧✳ Jv ❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛✿

Jv = [Jv1, . . . , Jvn] ✭✷✳✻✶✮

❞♦♥❞❡ ❧❛ i✲és✐♠❛ ❝♦❧✉♠♥❛ ❞❡ Jv ❡s

Jvi =

{

❡i−1 × (♦n − ♦i−1) s✐ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ i ❡s r❡✈♦❧✉t❛
❡i−1 s✐ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ i ❡s ♣r✐s♠át✐❝❛

❧❛ ♣❛rt❡ ✐♥❢❡r✐♦r Jω ❞❡ ♠❛♥❡r❛ s✐♠✐❧❛r r❡❧❛❝✐♦♥❛ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s
❝♦♥ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧✳ Jω ❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛✿

Jω = [Jω1, . . . , Jωn] ✭✷✳✻✷✮

❧❛ i✲és✐♠❛ ❝♦❧✉♠♥❛ ❞❡ jω ❡s

Jωi =

{

❡i−1 s✐ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ i ❡s r❡✈♦❧✉t❛
✵ s✐ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ i ❡s ♣r✐s♠át✐❝❛

❉♦♥❞❡ ❡i−1 = Qi−1
0 ❦ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❛❧ ✈❡❝t♦r ✉♥✐t❛r✐♦ ❞❡❧ ❡❥❡ zi−1 r❡♣r❡s❡♥t❛❞♦ ❡♥

S0✳ ♦i−1 ❡s ❡❧ ✈❡❝t♦r ❞❡ ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❞❡❧ ♦r✐❣❡♥ ❞❡❧ ♠❛r❝♦ i− 1 ② ♦n ❡s ❡❧ ✈❡❝t♦r
❞❡ ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❞❡❧ ♦r✐❣❡♥ ❞❡❧ ♠❛r❝♦ n✳ ❙✐ ✉♥✐♠♦s ❧❛ ♣❛rt❡ s✉♣❡r✐♦r ❡ ✐♥❢❡r✐♦r
❞❡❧ ❏❛❝♦❜✐❛♥♦✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡✿

J = [J1, J2, . . . , Jn] ✭✷✳✻✸✮

✷✸



P❛r❛ ❡st❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥♦✱ s✐ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❡s r❡✈♦❧✉t❛✱ ❧❛ i✲és✐♠❛ ❝♦❧✉♠♥❛ ❡st❛rá
❞❛❞❛ ♣♦r✿

Ji =

[

❡i−1 × (♦n − ♦i−1)
❡i−1

]

✭✷✳✻✹✮

❙✐ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❡s ♣r✐s♠át✐❝❛✿

Ji =

[

❡i−1

✵

]

✭✷✳✻✺✮

✷✳✶✶✳ ❙✐♥❣✉❧❛r✐❞❛❞❡s

❊❧ r❛♥❣♦ ❞❡ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❡s ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❝♦❧✉♠♥❛s ♦ r❡♥❣❧♦♥❡s ❧✐♥❡❛❧♠❡♥t❡
✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥t❡s✳ ➱st❡ r❛♥❣♦ ♥♦ ♥❡❝❡s❛r✐❛♠❡♥t❡ ❡s ❝♦♥st❛♥t❡ ②❛ q✉❡ ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❡❧
✈❡❝t♦r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ q✳ ❆q✉❡❧❧❛s ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ ❧❛s ❝✉❛❧❡s ❡❧
r❛♥❣♦ ❞❡ J ❞❡❝r❡❝❡✱ s❡ ❧❧❛♠❛♥ s✐♥❣✉❧❛r❡s✳ ❙♦♥ ❞❡ ❞❡ ✐♥t❡rés ❡♥ ♥✉❡str♦ ❛♥á❧✐s✐s
♣♦r ✈❛r✐❛s r❛③♦♥❡s✳

✶✳ ❘❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ ❧❛s q✉❡ ❝✐❡rt❛s ❞✐r❡❝❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♠♦✈✐♠✐❡♥✲
t♦ ♥♦ s❡ ♣✉❡❞❡♥ ❛❧❝❛♥③❛r✳

✷✳ ❈❡r❝❛ ❞❡ ✉♥❛ s✐♥❣✉❧❛r✐❞❛❞ ♥♦ ❡①✐st✐rá ✉♥❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ú♥✐❝❛ ❛❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡
❧❛ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛✳ ❊♥ t❛❧❡s ❝❛s♦s ♥♦ ❤❛❜rá s♦❧✉❝✐ó♥ ♦ ❤❛❜rá ✉♥ ♥ú♠❡r♦
✐♥✜♥✐t♦ ❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s✳

✸✳ ▲❛s s✐♥❣✉❧❛r✐❞❛❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ ❛ ♣✉♥t♦s ❡♥ ❡❧ ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡ tr❛❜❛❥♦ ❞❡❧
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r q✉❡ ♣✉❡❞❡♥ s❡r ✐♥❛❧❝❛♥③❛❜❧❡s ❜❛❥♦ ♣❡q✉❡ñ❛s ♣❡rt✉r❜❛❝✐♦♥❡s
❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡ ❧♦s ❡s❧❛❜♦♥❡s✳

✷✳✶✶✳✶✳ ❉❡s❛❝♦♣❧❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐❞❛❞❡s

❯♥ ♠ét♦❞♦ ♣❛r❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛r ❧❛s s✐♥❣✉❧❛r✐❞❛❞❡s ❞❡❧ ❏❛❝♦❜✐❛♥♦ ❡s ❡❧ ❞❡s❛❝♦✲
♣❧❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐❞❛❞❡s✳ ❊♥ ❡st❡ ♠ét♦❞♦✿

❙❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ ❧❛s s✐♥❣✉❧❛r✐❞❛❞❡s ❞❡❧ ❜r❛③♦✱ q✉❡ r❡s✉❧t❛♥ ❞❡❧ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦
❞❡ ❧❛s tr❡s ♣r✐♠❡r❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s✳

❙❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ ❧❛s s✐♥❣✉❧❛r✐❞❛❞❡s ❞❡ ❧❛ ♠✉ñ❡❝❛ q✉❡ r❡s✉❧t❛♥ ❞❡❧ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦
❞❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❡st❛✳

❙❡ ♣❛rt❡ ❞❡❧ ❤❡❝❤♦ ❞❡ q✉❡ s❡ t✐❡♥❡♥ ✸●❉▲ ❞❡❧ ❜r❛③♦ ② ✸●❉▲ ❞❡ ❧❛ ♠✉ñ❡❝❛✱ ❛sí✱
J ❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐ó♥ 6× 6 ② ✉♥❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ s✐♥❣✉❧❛r s❡ ❞❛ s✐ ② s♦❧♦ s✐

❞❡t(J(q)) = 0

❙✐ s❡ ♣❛rt❡ J ❡♥ ❜❧♦q✉❡s ❞❡ 3× 3✱ s❡ t✐❡♥❡✿

J =
[

Jp Jo
]

=

[

J11 J12
J21 J22

]

✭✷✳✻✻✮

✷✹



❈♦♠♦ s❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛r Jp r❡♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ❏❛❝♦❜✐❛♥♦ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥✱ r❡❢❡r❡♥t❡ ❛❧
❜r❛③♦ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✱ ② Jo r❡♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ❏❛❝♦❜✐❛♥♦ ❞❡ ♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥✱ r❡❢❡r❡♥t❡
❛ ❧❛ ♠✉ñ❡❝❛✳ ❈❛❞❛ ❜❧♦q✉❡ ❡s ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ 3 × 3 ❞♦♥❞❡ ❞❡t(J11) ❞❡✜♥❡ ❧❛s
s✐♥❣✉❧❛r✐❞❛❞❡s ❞❡❧ ❜r❛③♦✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❞❡t(J22) ❞❡t❡r♠✐♥❛ ❧❛s s✐♥❣✉❧❛r✐❞❛❞❡s ❞❡
❧❛ ♠✉ñ❡❝❛✳

✷✺



❈❛♣ít✉❧♦ ✸

❆❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❞❛t♦s

P❛r❛ ❧♦s ♣r♦♣ós✐t♦s ❞❡ ♥✉❡str♦ ♣r♦②❡❝t♦ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ r❡❛❧✐③❛r ❧❛ ❝❛♣t✉r❛ ❞❡
❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ s❡❣✉✐❞❛ ♣♦r ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✳ ❊st♦ ❡s✱ ❝♦♥♦❝❡r ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❡♥ x✱ y
② z ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧✱ ❛sí ❝♦♠♦ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❡♥ q✉❡ ❢✉❡ ❛❧❝❛♥③❛❞❛ ❡st❛ ♣♦s✐❝✐ó♥✳ ❊♥
♦tr❛s ♣❛❧❛❜r❛s s❡ r❡❛❧✐③❛ ❧❛ ❝❛♣t✉r❛ ❞❡ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ♣✉♥t♦s q✉❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥
❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❝✉♠♣❧✐❞♦ ✉♥ ♣❡r✐♦❞♦ ❞❡ t✐❡♠♣♦✳ ▲❛ ❝❛♣t✉r❛ ❞❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ♥♦s
♣❡r♠✐t✐rá ♦❜t❡♥❡r ❧♦s ❞❛t♦s ♥❡❝❡s❛r✐♦s ♣❛r❛ ❝♦♥♦❝❡r ❧♦s ❛s♣❡❝t♦s ❝✐♥❡♠át✐❝♦s
❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ✉t✐❧✐③❛❞♦✱ ♣❛r❛ ♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ ❤❛❝❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❛ ❝♦♥ ❧❛s
❛rq✉✐t❡❝t✉r❛s ♣r♦♣✉❡st❛s✳

P❛r❛ ❧❛ ❝❛♣t✉r❛ ❞❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ s❡ ❤❛❝❡ ✉s♦ ❞❡ ✉♥ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❞❡
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r s❡r✐❛❧ ❞❡ tr❡s ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞ ❬✼❪✱ ❡q✉✐♣❛❞♦ ❝♦♥ ❡♥❝♦❞❡rs ❡♥
❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ s✉s tr❡s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s q✉❡ ♣❡r♠✐t❡♥ ❧❛ ♠❡❞✐❝✐ó♥ ❞❡❧ á♥❣✉❧♦ ❞❡
❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✳

❈♦♠♦ s❡ ♠❡♥❝✐♦♥ó ❡♥ ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣✐♦✱ ❛❧ tr❛❜❛❥❛r ❡♥ ❧❛ ♣❧❛t❛❢♦r♠❛ ❆❉❊❋■❉ s❡
♣✉❡❞❡♥ ❣❡♥❡r❛r ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ❞❡s❞❡ ❝❡r♦✱ ♦ ❜✐❡♥ t♦♠❛r ✉♥❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ②❛ ❞❡s❛✲
rr♦❧❧❛❞❛ ❧❛ ❝✉❛❧ s❡rá t♦♠❛❞❛ ❝♦♠♦ ♣❧❛t❛❢♦r♠❛ ♣❛r❛ ❧♦❣r❛r ✉♥ ♥✐✈❡❧ ♠ás ❛❧t♦
❞❡ ❡s♣❡❝✐❛❧✐③❛❝✐ó♥✳ ❊♥ ♥✉❡str♦ ❝❛s♦ s❡ ♣❛rt✐rá ❞❡ ✉♥ ♣❛q✉❡t❡ ②❛ ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦✱
❙♥❆▼ ❬✽❪✱ ❡st❡ ♣❛q✉❡t❡ ♥♦s ♣r♦✈❡❡ ❞❡ ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛s q✉❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛rá♥ ❧❛ ❛❞q✉✐✲
s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛✱ ❙♥❆▼ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ✉♥❛ ✐♥t❡r❢❛③ ❞❡ ❝♦♠✉♥✐❝❛❝✐ó♥ q✉❡
r❡❝✐❜❡ ② ♣r♦❝❡s❛ ❧❛ s❡ñ❛❧ ❞❡ ❧♦s ❡♥❝♦❞❡rs✳ ❙♥❆▼ t❛♠❜✐é♥ ♣❡r♠✐t✐rá ❡♥ s❡❝❝✐♦♥❡s
♣♦st❡r✐♦r❡s r❡❛❧✐③❛r ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❛❞q✉✐r✐❞❛✳ ❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ s❡
❞❛ ✉♥❛ ❜r❡✈❡ ❞❡s❝r✐♣❝✐ó♥ ❞❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣é♥❡r✐❝♦ ② ❞❡❧ ♣❛q✉❡t❡ ❙♥❆▼✳

✸✳✶✳ Pr♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦

❊❧ ♣r♦tót✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r s❡r✐❛❧ ❞❡ tr❡s ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✱ ♠♦s✲
tr❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✸✳✶✱ ❢✉❡ ❝♦♥str✉✐❞♦ ♣♦r ❡❧ ▼✳■✳ ❊r✐❝❦ ❆❧❡❥❛♥❞r♦ ●♦♥③á❧❡③
❇❛r❜♦s❛✳ ❊st❡ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❡s ❞❡❧ t✐♣♦ ✸❘✳ ▲❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❞❡ ❡st❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r
s♦♥ ❧❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❬✼❪✿

❈✉❡♥t❛ ❝♦♥ ✸ ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞ q✉❡ ♣❡r♠✐t❡♥ ❡❧ ♣♦s✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ✉♥
♦❜❥❡t♦ ❡♥ ❡❧ ❡s♣❛❝✐♦✳

✷✻



❈❛❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ✉♥ ❡♥❝♦❞❡r ♣❛r❛ ♠❡❞✐r ❡❧ á♥❣✉❧♦ θi✳ ▲♦s
❡♥❝♦❞❡rs s♦♥ ❞❡❧ t✐♣♦ r♦t❛t♦r✐♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✱ ❝♦♥ ✉♥❛ r❡s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ ✷✵✵✵
♣✉❧s♦s✴r❡✈♦❧✉❝✐ó♥✱ ❝❛❞❛ ❝✉❛❞r❛t✉r❛ ❞❡ ♣✉❧s♦ ❡stá ❝♦♠♣✉❡st❛ ♣♦r ✹ ♣♦s✐❜❧❡s
❝♦♠❜✐♥❛❝✐♦♥❡s ❞❡ r❡❣✐str♦ ❞❡ ❝❛♠❜✐♦s ❡♥ ❧❛ s❡ñ❛❧ ❞❡t❡❝t❛❞❛❀ ♣♦r ❧♦ q✉❡ s❡
r❡❣✐str❛ ✉♥❛ r❡s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ ✽✵✵✵ ♣✉❧s♦s✴r❡✈♦❧✉❝✐ó♥✳ ❚♦❞♦s ❧♦s ❡♥❝♦❞❡r s❡
❝♦♥❡❝t❛♥ ❛ ✉♥ t❛❜❧❡r♦ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ q✉❡ ❛ s✉ ✈❡③ s❡ ❝♦♥❡❝t❛ ❝♦♥ ❡❧ ♣❛q✉❡t❡
❙♥❆▼✳

❊s ✈❡rsát✐❧✱ ②❛ q✉❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❉✲❍✱ b✱ a ② α✱ ♣✉❡❞❡♥ ❛❥✉st❛rs❡ ❞❡
♠❛♥❡r❛ s❡♥❝✐❧❧❛ ❛ ❧❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s r❡q✉❡r✐❞❛s✳

❊❧ ♠❛♥❡❥♦ ❡s ❞❡ ❢♦r♠❛ ♠❛♥✉❛❧✱ ♥♦ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ♠♦t♦r❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦s ♣❛r❛ s✉
♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ❛✉t♦♠át✐❝♦✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✿ ❈♦♥✜❝✉r❛❝✐ó♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❬✼❪✳

❈♦♠♦ ②❛ s❡ ♠❡♥❝✐♦♥ó✱ ❧♦s ❡♥❝♦❞❡rs ✐rá♥ ❝♦♥❡❝t❛❞♦s ❛ ✉♥ t❛❜❧❡r♦ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧✳
❉✐❝❤♦ t❛❜❧❡r♦ ❝♦♥st❛ ❞❡ ✉♥ s✐st❡♠❛ ❙◆❆P P❆❈ ❞❡ ❖♣t♦✷✷✱ q✉❡ ✐♥t❡❣r❛ s♦❢t✇❛r❡
② ❤❛r❞✇❛r❡✱ ♣❛r❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥❞✉str✐❛❧✱ ♠♦♥✐t♦r❡♦ r❡♠♦t♦ ② ❛❞q✉✐✲
s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❞❛t♦s ❬✶✵❪✳ ❊❧ s✐st❡♠❛ ❙◆❆P P❆❈ s❡ ❞✐✈✐❞❡ ❡♥ tr❡s ♣❛rt❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✿

❯♥ ♠ó❞✉❧♦ ❞❡ ❡♥tr❛❞❛s ② sá❧✐❞❛s✱ ❡♥ ♥✉❡str♦ ❝❛s♦ s❡rá♥ ♠ó❞✉❧♦s ❞❡ ❝✉❛✲
❞r❛t✉r❛✱ q✉❡ ❝✉❡♥t❛♥ ❧♦s ♣✉❧s♦s ❣❡♥❡r❛❞♦s ♣♦r ❧♦s ❡♥❝♦❞❡rs✳

❯♥ ❝❡r❡❜r♦ ✭❇r❛✐♥✮✱ ❡♥❝❛r❣❛❞♦ ❞❡❧ ♣r♦❝❡s❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛s ❡♥tr❛❞❛s ② s❛❧✐✲
❞❛s✱ t❛♠❜✐é♥ ♣r♦✈❡❡ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧ s✐st❡♠❛ ② ♣❡r♠✐t❡ ❧❛ ❝♦♠✉♥✐❝❛❝✐ó♥ ✈í❛
❡t❤❡r♥❡t✳

❯♥❛ ❝♦♠♣✉t❛❞♦r❛ ❝♦♥ ❡❧ s♦❢t✇❛r❡ ❛❞❡❝✉❛❞♦ ♣❛r❛ ❝♦♥tr♦❧❛r ❡❧ s✐st❡♠❛✳ ❊❧
♣❛q✉❡t❡ ❞❡ s♦❢t✇❛r❡ ❙◆❆▼✱ ✐♥t❡❣r❛ ❧❛ ❝❧❛s❡ ❈■❖❇❘❆■◆ q✉❡ s✐r✈❡ ♣❛r❛
♠❛♥❡❥❛r ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❙◆❆P P❆❈✳

✷✼



✸✳✷✳ ❙♥❆▼

▲❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❞❛t♦s s❡ ❞❡s❛rr♦❧❧❛rá ❡♥ ❙♥❆▼ ♣✉❡st♦ q✉❡ ❡st❡ ♣❛q✉❡t❡
t✐❡♥❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧❛r ❡❧ s✐st❡♠❛ ❙◆❆P✳ ❉❡s❛rr♦❧❧❛❞♦ ❜❛❥♦ ❧❛ ♣❧❛t❛❢♦r♠❛
❆❉❊❋■❉✱ ❙♥❆▼ ❡s ✉♥ ♣❛q✉❡t❡ ❞❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s✱ sí♥t❡s✐s
② s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s s❡r✐❛❧❡s ❬✽❪✳

▲♦s ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❡st❡ s♦❢t✇❛r❡ s♦♥✿ ❧❛ ✐♥t❡r❢❛③ ❣rá✜❝❛ ② ❧❛
✐♥t❡r❢❛③ ❞❡ ❝♦♠✉♥✐❝❛❝✐ó♥✳ ▲❛ ✐♥t❡r❢❛③ ❣rá✜❝❛ ❡stá ❜❛s❛❞❛ ❡♥ ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛s ❞❡
❖♣❡♥●▲ ❡s❝r✐t❛s ❡♥ ❈✰✰✱ ❡st♦ ✐♥❝❧✉②❡ ❛ ❧♦s ❡s❧❛❜♦♥❡s✱ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ✭♣r✐s♠á✲
t✐❝♦s ♦ r❡✈♦❧✉t❛✮✱ ❡❧ ❛♠❜✐❡♥t❡✱ ② ❧❛ ✐♥t❡r❢❛③ ❞❡ ✉s✉❛r✐♦✱ t♦❞♦ ❡st♦ ❝♦♥ ❧❛ ❛②✉❞❛
❞❡ ▼✐❝r♦s♦❢t ❱✐s✉❛❧ ❙t✉❞✐♦ ❈✰✰ ② ▼❋❈✳ ▲❛ ✐♥t❡r❢❛③ ❞❡ ❝♦♠✉♥✐❝❛❝✐ó♥ r❡❝✐❜❡ ②
♣r♦❝❡s❛ ❧❛s s❡ñ❛❧❡s ❞❡ ❧♦s ❡♥❝♦❞❡rs✳ ❊st♦ s❡ ❧♦❣r❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧♦s ❞✐s♣♦s✐t✐✈♦s ❞❡
❖♣t♦✷✷✳

▲❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❙♥❆▼ ❡s r❡♥❞❡r✐③❛❞❛ ❡♥ t✐❡♠♣♦ r❡❛❧✱ ❡ ✐♥❝❧✉②❡ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s
❝✐♥❡♠át✐❝♦ ❞❡ t♦❞♦ t✐♣♦ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s s❡r✐❛❧❡s✳ P❛r❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❝✐♥❡♠át✐❝♦
s❡ ✐♥❝❧✉②❡ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ❞✐r❡❝t❛ ♣❛r❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦❞❡s s❡r✐❛❧❡s ❞❡
n✲❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✳ ❚❛♠❜✐é♥ s❡ ✐♥❝❧✉②❡ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛✱ ♣❡r♦
❡st❛ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❧✐♠✐t❛❞❛ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❤❛st❛ ✻ ❣r❛❞♦s ❞❡ ❧✐❜❡rt❛❞✳

✸✳✸✳ ▼❡t♦❞♦❧♦❣í❛

❉❡❜✐❞♦ ❛ q✉❡ ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ s❡ ❤❛rá ♠❡❞✐❛♥t❡ ♣❡r✐♦❞♦✱ ❡s ❞❡ ✈✐t❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝✐❛
❝♦♥♦❝❡r ❡♥ q✉❡ ♠♦♠❡♥t♦ s❡ ❝✉♠♣❧❡ ❡❧ ♣❡r✐♦❞♦ ♣❛r❛ ❛❞q✉✐r✐r ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡❧
❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧✳ P❛r❛ ❧♦ ❝✉❛❧ s❡ s✐❣✉❡ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡s❝r✐t♦ ❡♥ ❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❛ ✸✳✷✳
▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❝❧♦❝❦✭✮ ② ❞✐❢❢t✐♠❡✭t✷✱t✶✮✱ s♦♥ ♣r♦♣✐❛s ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❡❝❛ t✐♠❡✳❤✱
❡st❛ ❜✐❜❧✐♦t❡❝❛ ❝♦♥t✐❡♥❡ ❢✉♥❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ② ♠❛♥✐♣✉❧❛r ❧❛ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡
t✐❡♠♣♦ ❬✶✶❪✳ ❝❧♦❝❦✭✮ ❞❡✈✉❡❧✈❡ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❝♦♥s✉♠✐❞♦ ♣♦r ❡❧ ♣r♦❣r❛♠❛✱ ❡❧ ✈❛❧♦r
❡s ❡①♣r❡s❛❞♦ ❡♥ ❝✐❝❧♦s ❞❡ r❡❧♦❥✳ P❛r❛ ❝♦♥✈❡rt✐r ❛ s❡❣✉♥❞♦s ❧♦s ❝✐❝❧♦s ❞❡ r❡❧♦❥✱
❧♦s ❞✐✈✐❞✐♠♦s ❡♥tr❡ ❡❧ ♠❛❝r♦ ❈▲❖❈❑❙❴P❊❘❴❙❊❈✱ ❝♦♠♦ s✉ ♥♦♠❜r❡ ❧♦ s✉❣✐❡r❡✱ ❡st❡
♠❛❝r♦ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❝✐❝❧♦s ❞❡ r❡❧♦❥ ♣♦r s❡❣✉♥❞♦✳

▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞✐❢❢t✐♠❡✭t✷✱t✶✮ ❝❛❧❝✉❧❛ ❧❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❡♥tr❡ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ✜♥❛❧ t✷
② ❡❧ t✐❡♠♣♦ ✐♥✐❝✐❛❧ t✶✳ ▲❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s t✶ ② t✷ s♦♥ ❞❡❧ t✐♣♦ t✐♠❡❴t✱ r❡♣r❡s❡♥t❛♥
t✐❡♠♣♦✱ ② t❛♠❜✐é♥ s♦♥ ♣r♦♣✐❛s ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❡❝❛ t✐♠❡✳❤✳

▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❙t❛rt❘❡❝ ❡s ❜♦♦❧❡❛♥❛✱ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ❡st❛ ♥♦s ♣❡r♠✐t❡ r❡❛❧✐③❛r ❡❧
❝♦♥tr♦❧ ❞❡ ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ② s❡ ♠♦❞✐✜❝❛ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ✉♥ ❞✐á❧♦❣♦ ❡♥ ❧❛ ✐♥t❡r❢❛③ ❞❡❧
✉s✉❛r✐♦✳

❊❧ ❣✉❛r❞❛❞♦ ❞❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ θ1✱ θ2 ② θ3 s❡ ❤❛❝❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ♠❛♥❡❥♦ ❞❡ ✜❝❤❡✲
r♦s✳ P❛r❛ ❡❧❧♦ ♣r✐♠❡r♦ ❝r❡❛♠♦s ✉♥ ❛♣✉♥t❛❞♦r ❞❡❧ t✐♣♦ ❋■▲❊ ✯✳ ❉❡s♣✉és ❛❜r✐♠♦s
❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ❞♦♥❞❡ ❛❧♠❛❝❡♥❛r❡♠♦s ❧♦s ❞❛t♦s✱ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❢♦♣❡♥ ② ❛s✐❣♥❛✲
♠♦s ❡❧ r❡s✉❧t❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ❧❧❛♠❛❞❛ ❛ ♥✉❡str♦ ❛♣✉♥t❛❞♦r✳ ❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ r❡❛❧✐③❛♠♦s
❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ❧❛s ♦♣❡r❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❡s❝r✐t✉r❛ ❡♥ ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ❛❜✐❡rt♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥
❢♣r✐♥t✳ P♦r ú❧t✐♠♦ ❝❡rr❛♠♦s ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❢❝❧♦s❡✳

❘❡❝♦r❞❛♥❞♦ ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ✉♥ ♣r♦②❡❝t♦ ❞❡ ❆❉❊❋■❉✱ ❞❡s❝r✐t♦ ❡♥ ❡❧
❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ✢✉❥♦ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✶✳✽✳ ❉❡♥tr♦ ❞❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s❡ ❧❡❡rá♥ ❧❛s
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INICIO

t1,t2,StartRec,PeriodScan

StartRec=1

t1=clock();

t2=clock(),

Difftime(t2,t1)>=PeriodScan

A

A

Obtener theta1, 

theta2 y theta3

Guardar en 

position.txt

StartRec=1

FIN

Sí

No

Sí

Sí

No No

B

B

❋✐❣✉r❛ ✸✳✷✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ✢✉❥♦ ❞❡ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❞❛t♦s✳
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❡♥tr❛❞❛s ♣r♦❝❡s❛❞❛s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ❖♣t♦ ✷✷✱ ❡♥ ❡sté ❝❛s♦ s♦♥ ❧❛s ♠❡❞✐❝✐♦♥❡s ❞❡
❧♦s ❡♥❝♦❞❡rs✳ ❙❡ r❡✈✐s❛♥ ❧❛s ❡♥tr❛❞❛s ❞❡ s❡❣✉r✐❞❛❞ ② s❡ ❛❝t✉❛❧✐③❛♥ ❧♦s ❡st❛❞♦s ❞❡
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❞❡ ❢✉♥❝✐ó♥ ✏❆❧❣♦r✐t❤♠✭✮✑✱ ❡♥ ❡st❛ ♣❛rt❡ ❡s ❞♦♥❞❡ s❡ ♣r♦❣r❛♠❛ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦
♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ❞❡s❝r✐t♦✳ ❊❧ ❝ó❞✐❣♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞♦ ❡s ♠♦str❛❞♦ ❡♥ ✸✳✶✳
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✺ ✳✳✳✳✳
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✼ ④

✽ ❝❛s❡ ▼❆◆❯❆▲▲❨✿
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✶✵ ④

✶✶ ❙❡tP♦✐♥t ✭✮❀

✶✷ ♠❴■sP♦✐♥t❙❡t❂tr✉❡❀

✶✸ ⑥
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✶✻ ❜r❡❛❦❀

✶✼ ❝❛s❡ ●■❱❊◆P❊❘■❖❉✿

✶✽ ✴✴ ❈♦❞✐❣♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞♦

✶✾ ✴✴❙❡ ❛❥✉st❛♥ t✷ ② t✶

✷✵ ✐❢✭s❡t❝❧❦s ❂❂✵✮

✷✶ ④

✷✷ t✶❂❝❧♦❝❦ ✭✮❀

✷✸ t✷❂❝❧♦❝❦ ✭✮❀

✷✹ ⑥
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✷✽ ④

✷✾ ❙❡tP♦✐♥t ✭✮❀

✸✵ s❡t❝❧❦s ❂✵❀
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✸✸ ④
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❈♦♠♦ s❡ ♣✉❡❞❡ ✈❡r✱ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ♠❡❞✐❛♥t❡ ♣❡r✐♦❞♦✱ s❡ ❡♥❝✉❡♥✲
tr❛ ❞❡♥tr♦ ❞❡ ✉♥❛ s❡r✐❡ ❞❡ ❝❛s♦s ❡♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✏❆❧❣♦r✐t❤♠✭✮✑✱ ❡st♦ ❡s ❞❡❜✐❞♦
❛ q✉❡ ❙♥❆▼ ♣❡r♠✐t❡ r❡❛❧✐③❛r ❡❧ ❡s❝❛♥❡♦ ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ♠❡❞✐❛♥t❡ tr❡s ♠ét♦❞♦s✳
✏▼❛♥✉❛❧❧②✑✱ ♣❡r♠✐t❡ r❡❛❧✐③❛r ❡❧ ❡s❝❛♥❡♦ ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ♠❛♥✉❛❧ ❞♦♥❞❡ ❡❧ ✉s✉❛r✐♦
❡st❛❜❧❡❝❡ ❧♦s ♣✉♥t♦s ❡s❝❛♥❡❛❞♦s✳ ✏●■❱❊◆P❊❘■❖❉✑✱ ❡❧ ❝❛s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞♦ ❡♥ ❡st❡
♣r♦②❡❝t♦✱ ❡s❝❛♥❡❛ ❛✉t♦♠át✐❝❛♠❡♥t❡ ❧♦s ♣✉♥t♦s ❝✉♠♣❧✐❞♦ ✉♥ ♣❡r✐♦❞♦ ❞❡ t✐❡♠♣♦
❞❡✜♥✐❞♦✱ s✐ ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❞❛t♦s s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❛❝t✐✈❛ ✭❙t❛rt❘❡❝❂❂✶✮ ❧♦s ❞❛t♦s
s❡ ❣✉❛r❞❛♥ ❡♥ ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ② ❢♦r♠❛t♦ ✐♥❞✐❝❛❞♦✳ ✏●■❱❊◆▲❊◆●❍❚✑ ♣♦r s✉ ♣❛rt❡ r❡❛✲
❧✐③❛ ❡❧ ❡s❝❛♥❡♦ t❛♠❜✐é♥ ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ❛✉t♦♠át✐❝❛✱ ♣❡r♦ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ❡❧ ❡s❝❛♥❡♦ s❡
r❡❛❧✐③❛ ❝✉♠♣❧✐❞❛ ✉♥❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛❞❛✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✏●❡tP✐❝❦P♦✐♥t▼♦❞❡✭✮✑
♦❜t✐❡♥❡ ❡❧ ♠♦❞♦ ❡♥ ❡❧ ❝✉❛❧ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❡❧ ❡s❝❛♥❡♦✱ ❡st❡ s❡ ♠♦❞✐✜❝❛ ❞❡♥tr♦ ❞❡ ❧❛
✐♥t❡r❢❛③ ❣rá✜❝❛ ❡♥ ❡❧ ♠❡♥ú ✏❙❝❛♥ ▼♦❞❡✑✳

✸✳✸✳✶✳ ▼❡♥ú ② ❞✐á❧♦❣♦ ✏❘❡❝♦r❞ ❙❝❛♥ ❇② P❡r✐♦❞✑

❈♦♠♦ ②❛ ❢✉❡ ♠❡♥❝✐♦♥❛❞♦✱ ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❞❛t♦s s❡rá ❝♦♥tr♦❧❛❞❛ ♣♦r ❡❧
✉s✉❛r✐♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ✐♥t❡r❢❛③ ❣rá✜❝❛✱ ♣❛r❛ ❡❧❧♦ s❡ ❝r❡❛rá ✉♥ ❞✐á❧♦❣♦ q✉❡ s❡rá ❛s♦✲
❝✐❛❞♦ ❛ ✉♥ ♠❡♥ú✳ ❊❧ ♣r♦❝❡s♦ ❝♦♠♣❧❡t♦ ♣❛r❛ ❧❛ ❝r❡❛❝✐ó♥ ② ❛s♦❝✐❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞✐á❧♦❣♦s ②
♠❡♥ús s❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡♥ ❬✾❪✳ ❙♥❆▼ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ✉♥❛ s❡r✐❡ ❞❡ ♠❡♥ús ♣r❡♣r♦❣r❛♠❛❞♦s✱
♣♦❞❡♠♦s ❛❣r❡❣❛r ♠❡♥ús ✉ ♦♣❝✐♦♥❡s ❛ ❧♦s ♠❡♥ús ②❛ ❡①✐st❡♥t❡s✳

❉❡♥tr♦ ❞❡❧ ♠❡♥ú ✏❚❛s❦s✑ s❡ ❛❣r❡❣ó ❧❛ ♦♣❝✐ó♥ ✏❘❡❝♦r❞❙❝❛♥❇②P❡r✐♦❞✑✱ ♣❛r❛
❡❧❧♦ ❞❡♥tr♦ ❞❡ ▼✐❝r♦s♦❢t ❱✐s✉❛❧ ❙t✉❞✐♦ s❡ ❛❝❝❡❞❡ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ✈✐st❛ ❞❡ r❡❝✉rs♦s
❛ ❆❉❊❋■❉✳r❝❭▼❡♥✉❭■❉❘❴▼❆■◆❋❘❆▼❊✳ ❆❧ s❡❣✉✐r ❡st❛ r✉t❛ ♣♦❞r❡♠♦s ❡❞✐t❛r
② ❛❣r❡❣❛r ♥✉❡✈♦s ♠❡♥ús✱ ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✸✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✸✿ ❈r❡❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠❡♥ú ❘❡❝♦r❞ ❙❝❛♥ ❇② P❡r✐♦❞✳

P♦r ♦tr❛ ♣❛rt❡✱ t❡♥❡♠♦s q✉❡ ❛❣r❡❣❛r ✉♥ ♥✉❡✈♦ ❞✐á❧♦❣♦✱ ❡❧ ❝✉❛❧ s❡rá ♠✉② s❡♥✲
❝✐❧❧♦ ②❛ q✉❡ ❝♦♥st❛rá ú♥✐❝❛♠❡♥t❡ ❞❡ ❞♦s ❜♦t♦♥❡s✱ ✏❙t❛rt✑ ② ✏❙t♦♣✑✱ q✉❡ ✐♥❞✐❝❛♥

✸✶



❡❧ ✐♥✐❝✐♦ ② tér♠✐♥♦ ❞❡ ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥✳ ❙❡ ♣♦❞rí❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛r ❡❧ ❞✐á❧♦❣♦ ❛ú♥ ♠ás
✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ✉♥ só❧♦ ❜♦tó♥✱ ♣❡r♦ ❞❡ s❡r ❛sí s❡ ❝♦rr❡rí❛ ❡❧ r✐❡s❣♦ ❞❡ ❞❛r ❝❧✐❝❦ ❛❝❝✐✲
❞❡♥t❛❧♠❡♥t❡ ❞♦s ✈❡❝❡s s❡❣✉✐❞❛s ❛❧ ❜♦tó♥ ② ♥♦ ❛❞q✉✐r✐r ❧♦s ❞❛t♦s✳ P❛r❛ ✐♥s❡rt❛r
✉♥ ❞✐á❧♦❣♦ s❡ ❤❛❝❡ ❝❧✐❝❦ ❞❡r❡❝❤♦ s♦❜r❡ ❧❛ ❝❛r♣❡t❛ ❉✐❛❧♦❣ ❞❡ ❧❛ ✈✐st❛ ❞❡ r❡❝✉rs♦s ②
s❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛ ✐♥s❡rt❛r ❞✐á❧♦❣♦✳ ❊st❡ ♣r♦❝❡s♦ ❣❡♥❡r❛rá ✉♥❛ ♣❧❛♥t✐❧❧❛ ❝♦♥ ❧♦s ❜♦t♦✲
♥❡s ✏❆❝❡♣t❛r✑ ② ✏❈❛♥❝❡❧❛r✑✱ ❧♦s ❡❧✐♠✐♥❛♠♦s✳ ▼❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ❝✉❛❞r♦ ❞❡ ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛s
❛❣r❡❣❛♠♦s ❧♦s ❜♦t♦♥❡s ✏❙t❛rt✑ ② ✏❙t♦♣✑✱ ❡❧ ❞✐á❧♦❣♦ ❣❡♥❡r❛❞♦ ❡s ❡❧ ♠♦str❛❞♦ ❡♥
✸✳✹✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✹✿ ❈r❡❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❞✐á❧♦❣♦ ❘❡❝♦r❞ ❙❝❛♥ ❇② P❡r✐♦❞✳

❊❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♣❛s♦ ❡s ❛s♦❝✐❛r ✉♥❛ ❝❧❛s❡ ❛❧ ❞✐á❧♦❣♦ ❝r❡❛❞♦✳ P❛r❛ ❡st♦✱ t❡♥✐❡♥❞♦
❛❜✐❡rt♦ ❡❧ ❞✐á❧♦❣♦ s❡ ❤❛❝❡ ❝❧✐❝❦ ❞❡r❡❝❤♦ s♦❜r❡ é❧ ② s❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛ ❧❛ ♦♣❝✐ó♥ ✏❆❞❞
❈❧❛ss✑✱ ❛❤♦r❛ s❡ ❛❜r❡ ❡❧ ❛s✐st❡♥t❡ ♣❛r❛ ❛❣r❡❣❛r ❝❧❛s❡s✱ ♠♦str❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✺✳
▲❛ ♥✉❡✈❛ ❝❧❛s❡ ❡s ♥♦♠❜r❛❞❛ ❈❘❡❝♦r❞❙❝❛♥✳ ❊♥ ❇❛s❡ ❈❧❛ss s❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛ ❧❛ ❝❧❛s❡
❈❉✐❛❧♦❣✱ ♣❛r❛ q✉❡ ❧❛ ♥✉❡✈❛ ❝❧❛s❡ ❤❡r❡❞❡ s✉ ❝♦♥t❡♥✐❞♦✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✺✿ ❈r❡❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛s❡ ❘❡❝♦r❞❙❝❛♥✳

❊♥ ❡st❡ ♣✉♥t♦✱ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♣❛s♦ ❡s ❛❝t✐✈❛r ❡❧ ♠❡♥ú ② ❛s♦❝✐❛r ❡❧ ❞✐á❧♦❣♦✳ ❊❧
♠❛♥❡❥❛❞♦r ❞❡ ❡✈❡♥t♦s ♣❡r♠✐t❡ ❡st❛❜❧❡❝❡r ❧❛s ❛❝❝✐♦♥❡s q✉❡ r❡❛❧✐③❛ ❡❧ ♠❡♥ú✳ P❛r❛

✸✷



❛❝❝❡❞❡r ❛ ❡❧❧♦✱ t❡♥✐❡♥❞♦ ❛❜✐❡rt♦ ■❉❘❴▼❆■◆❋❘❆▼❊ s❡ ❞❛ ❝❧✐❝❦ ❞❡r❡❝❤♦ ❡♥ ❡❧
♠❡♥ú ❛ ❛❝t✐✈❛r ② s❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛ ❧❛ ♦♣❝✐ó♥ ✏❆❣r❡❣❛r ❈♦♥tr♦❧❛❞♦r ❞❡ ❡✈❡♥t♦s✑✱ s❡
❛❜r✐rá ❡❧ ❛s✐st❡♥t❡ ♣❛r❛ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r❡s ❞❡ ❡✈❡♥t♦s ♠♦str❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✻✱ ❡♥ ❡❧
t✐♣♦ ❞❡ ♠❡♥s❛❥❡ s❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛ ❈❖▼▼❆◆❉ ② ❡♥ ❧❛ ❧✐st❛ ❞❡ ❝❧❛s❡s s❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛rá
❈❆❉❊❋■❉❉♦❝✳ ❉❡s♣✉és ❞❡ ❡st♦ s❡ ♣r❡s✐♦♥❛ ❡❧ ❜♦tó♥ ✏❆❣r✳❊❞✐t❛r✑✳ ❉❡s♣✉és ❞❡

❋✐❣✉r❛ ✸✳✻✿ ❈♦♥tr♦❧❛❞♦r ❞❡ ❡✈❡♥t♦s ♣❛r❛ ✉♥ ♠❡♥ú✳

r❡❛❧✐③❛❞♦ ést❡ ♣❛s♦ ❡♥ ❆❉❊❋■❉❉♦❝✳❝♣♣ s❡ ❛❣r❡❣❛rá ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛❧
♠❛♥❡❥❛❞♦r ❞❡ ❡✈❡♥t♦s ❝r❡❛❞♦✱ ♣r❡♣❛r❛❞♦ ♣❛r❛ ❛❣r❡❣❛r ❧❛s ✐♥str✉❝✐♦♥❡s q✉❡ s❡
♥❡❝❡s✐t❡♥✳ ❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ❧❛ ❛s♦❝✐❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❞✐á❧♦❣♦✳ P❛r❛ ❧❛ ❛s♦❝✐❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❞✐á❧♦❣♦
♣r✐♠❡r♦ s❡ ❝r❡❛ ✉♥ ♦❜❥❡t♦ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛s❡ ❈❘❡❝♦r❞❙❝❛♥✱ ❡♥ ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ❆❉❊❋■❉❉♦❝✳❤

s❡ ❛❣r❡❣❛♥ ❧❛s ❧í♥❡❛s ★✐♥❝❧✉❞❡ ✑❘❡❝♦r❞❙❝❛♥✳❤✑ ② ❈❘❡❝♦r❞❙❝❛♥ ❘❡❝♦r❞❙❝❛♥✳
❉❡s♣✉és s❡ ❛❣r❡❣❛ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ❘❡❝♦r❞❙❝❛♥✳❉♦▼♦❞❛❧✭✮❀ ❡♥ ❡❧ ♠❛♥❡❥❛❞♦r ❞❡ ❡✈❡♥✲
t♦s ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ❝r❡❛❞♦✱ ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ✸✳✷✳

❈ó❞✐❣♦ ✸✳✷✿ ❈ó❞✐❣♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ❞❡ ❡✈❡♥t♦s ❞❡❧ ♠❡♥ú ❘❡❝♦r❞ ❙❝❛♥ ❜②
P❡r✐♦❞

✶ ✈♦✐❞ ❈❆❉❊❋■❉❉♦❝ ✿✿ ❖♥❚❛s❦s❘❡❝♦r❞s❝❛♥❜②♣❡r✐♦❞ ✭✮

✷ ④

✸ ✴✴ ❚❖❉❖✿ ❆❣r❡❣✉❡ ❛q✉✐ s✉ ❝♦❞✐❣♦ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ❞❡ ❝♦♠❛♥❞♦s

✹ ❘❡❝♦r❞❙❝❛♥✳❉♦▼♦❞❛❧ ✭✮❀

✺ ⑥

❆❤♦r❛ ❛❧ ♣r❡s✐♦♥❛r ❧❛ ♦♣❝✐ó♥ ✏❘❡❝♦r❞ ❙❝❛♥ ❇② P❡r✐♦❞✑ ❞❡❧ ♠❡♥ú ✏❚❛s❦s✑
❛♣❛r❡❝❡rá ❡❧ ❞✐á❧♦❣♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡✳ P❡r♦ ❤❛st❛ ❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ ♥♦ ❤❛♥ s✐❞♦ ❛s✐❣✲
♥❛❞❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❛ ❧♦s ❜♦t♦♥❡s ❞❡❧ ❞✐á❧♦❣♦✱ ♣❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ❡st❛ ❛s✐❣♥❛❝✐ó♥ s❡ ❛❜r❡
❡❧ ❞✐á❧♦❣♦ ② ❞❛♥❞♦ ❝❧✐❝❦ ❞❡r❡❝❤♦ s♦❜r❡ ❡❧ ❜♦tó♥ ❛ ❛❝t✐✈❛r✱ s❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛ ✏❆❣r❡✲

✸✸



❣❛r ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ❞❡ ❡✈❡♥t♦s✑✱ ② s❡ ❛❣r❡❣❛ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ❞❡ ❡✈❡♥t♦s t❛❧ ❝♦♠♦ s❡
♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✼✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✼✿ ❈♦♥tr♦❧❛❞♦r ❞❡ ❡✈❡♥t♦s ♣❛r❛ ✉♥ ❜♦tó♥✳

❆❧ ❆❣r❡❣❛r ❧♦s ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r❡s ❞❡ ❡✈❡♥t♦s ♣❛r❛ ❧♦s ❜♦t♦♥❡s ✏❙t❛rt✑ ② ✏❙t♦♣✑✱ s❡
❛❣r❡❣❛rá ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ♣r❡♣❛r❛❞♦ ♣❛r❛ ❧❛s ✐♥str✉❝❝✐♦♥❡s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ q✉❡ s❡ r❡q✉✐❡r❛♥✳
P❛r❛ ❡st❡ ❝❛s♦✱ s❡ ❝♦♥tr♦❧❛ ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❙t❛rt❘❡❝✱ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧♦s ❝ó❞✐❣♦s
✸✳✸ ② ✸✳✹✳

❈ó❞✐❣♦ ✸✳✸✿ ❈ó❞✐❣♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ❞❡ ❡✈❡♥t♦s ❞❡❧ ❜♦tó♥ ❙t❛rt

✶ ✈♦✐❞ ❈❘❡❝♦r❞❙❝❛♥ ✿✿ ❖♥❇♥❈❧✐❝❦❡❞❇✉tt♦♥❙t❛rtr ✭✮

✷ ④

✸ ✴✴ ❚❖❉❖✿ ❆❣r❡❣✉❡ ❛q✉✐ s✉ ❝♦❞✐❣♦ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ❞❡

♥♦t✐❢✐❝❛❝✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧

✹ ❙t❛rt❘❡❝ ❂✶❀

✺ ⑥

❈ó❞✐❣♦ ✸✳✹✿ ❈ó❞✐❣♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ❞❡ ❡✈❡♥t♦s ❞❡❧ ❜♦tó♥ ❙t♦♣

✶ ✈♦✐❞ ❈❘❡❝♦r❞❙❝❛♥ ✿✿ ❖♥❇♥❈❧✐❝❦❡❞❇✉tt♦♥❙t♦♣r ✭✮

✷ ④

✸ ✴✴ ❚❖❉❖✿ ❆❣r❡❣✉❡ ❛q✉✐ s✉ ❝♦❞✐❣♦ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ❞❡

♥♦t✐❢✐❝❛❝✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧

✹ ❙t❛rt❘❡❝ ❂✵❀

✺ ⑥

❆❧ ❝♦♥tr♦❧❛r ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ❙t❛rt❘❡❝ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡st♦s ❜♦t♦♥❡s✱ s❡ ❝♦♥tr♦❧❛ ❡❧
✐♥✐❝✐♦ ② ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❞❛t♦s✳

✸✹



✸✳✹✳ ▼❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡ ❡♠♣❧❡♦

P❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❞❛t♦s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ♣r♦②❡❝t♦ ❡s ♥❡❝❡✲
s❛r✐♦ s❡❣✉✐r ❧♦s ♣❛s♦s ❞❡s❝r✐t♦s ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥✳

❘❡✈✐s❛r q✉❡ ❧♦s ❡♥❝♦❞❡rs ❞❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❡sté♥ ❝♦♥❡❝t❛❞♦s ❛❧ t❛❜❧❡r♦
❞❡❧ ❖♣t♦ ✷✷ ② s❡ ❡♥❝✐❡♥❞❡ ❡❧ t❛❜❧❡r♦✳

❙❡ ❝♦♥❡❝t❛♥ ❛ ❧❛ ♠✐s♠❛ r❡❞ ❡❧ t❛❜❧❡r♦ ② ❧❛ ❝♦♠♣✉t❛❞♦r❛✱ ♣❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ❡st❛
❝♦♥❡①✐ó♥ s❡ ♣✉❡❞❡ ✉s❛r ✉♥ r♦✉t❡r ♦ ❝♦♥❡❝t❛r ❧❛ ❝♦♠♣✉t❛❞♦r❛ ❞✐r❡❝t❛♠❡♥t❡
❛❧ t❛❜❧❡r♦✳

P✉❡st♦ q✉❡ ❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ❡♥❝♦❞❡rs ❞❡❧ t✐♣♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✱
♠✐s♠♦s q✉❡ s♦❧♦ ✐♥❞✐❝❛♥ ❧❛ ❞✐st❛♥❝✐❛ ❛♥❣✉❧❛r r❡❝♦rr✐❞❛✱ ♣❡r♦ ♥♦ ❛s✐❣♥❛♥ ❛
❝❛❞❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ✉♥ ✈❛❧♦r✱ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❝♦❧♦❝❛r ❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❡♥ ✉♥❛ ♣♦s✐❝✐ó♥
❝♦♥♦❝✐❞❛ ❧❛ ❝✉❛❧ s❡ ♥♦♠❜r❛ ✧❍♦♠❡✧✳ ❊♥ s❡❧❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❍♦♠❡
❞❡❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛rs❡ q✉❡ s❡❛ ❢á❝✐❧ ❞❡ ❛❧❝❛♥③❛r✱ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ s❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛ ❧❛
♣♦s✐❝✐ó♥ ♠♦str❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✸✳✽✱ ❞♦♥❞❡ θ2 + θ3 = 90✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✽✿ P♦s✐❝✐ó♥ ❍♦♠❡ ❞❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦✳

❙❡ ❡❥❡❝✉t❛ ❡❧ ♣r♦❣r❛♠❛ ② s❡ ❡s♣❡r❛ ❛ q✉❡ ❡♥ ❡❧ ❞✐á❧♦❣♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✸✳✾✱
♠✉❡str❡ q✉❡ ✐♥✐❝✐❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❡s ❡①✐t♦s❛ ✱ ❡st♦ ❡s q✉❡ ❡①✐st❛ ❝♦✲
♠✉♥✐❝❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❡❧ s♦❢t✇❛r❡ ❙♥❆▼ ② ❡❧ ❖♣t♦✷✷✳ ❊♥ s❡❣✉✐❞❛ s❡ ❛❜r❡ ❧❛
✈❡♥t❛♥❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❙♥❆▼✱ ♠♦str❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✸✳✶✵✳

P❛r❛ ❛❝t✐✈❛r ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ♣♦r ♣❡r✐♦❞♦✱ ❡♥ ❡❧ ♠❡♥ú ✏❙❝❛♥ ▼♦❞❡✑ s❡ s❡❧❡❝✲
❝✐♦♥❛ ✏❇② P❡r✐♦❞✑✳ P❛r❛ ❝♦♥❡❝t❛r ❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❛ ❙♥❆▼✱ ❡♥ ❡❧ ♠❡♥ú ✏❚❛s❦s✑
s❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛ ❧❛ ♦♣❝✐ó♥ ✏❉✐r❡❝t ❑✐♥❡♠❛t✐❝s✑✱ s❡ ❛❜r❡ ❛✉t♦♠át✐❝❛♠❡♥t❡ ❡❧
❞✐á❧♦❣♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✸✳✶✶✱ ② s❡ ♣r❡s✐♦♥❛ ❡❧ ❜♦tó♥ ✏❝♦♥♥❡❝t✑ ♣❛r❛ ❝♦♥❡❝t❛r

✸✺



❋✐❣✉r❛ ✸✳✾✿ ■♥✐❝✐❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡❧ s✐st❡♠❛✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✵✿ ❱❡♥t❛♥❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❙♥❆▼✳

✸✻



❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❛ ❙♥❆▼✱ ❞❡ ❡st❡ ♠♦❞♦ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r r❡♣r❡s❡♥t❛❞♦
❡♥ ❙♥❆▼ s❡❣✉✐rá ❝♦♠♦ ❡s❝❧❛✈♦ ❧♦s ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦s ❞❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦✳ ❊s ✐♠♣♦r✲
t❛♥t❡ ♠❡♥❝✐♦♥❛r q✉❡ ❛♥t❡s ❞❡ ❝♦♥❡❝t❛r ❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❛ ❙♥❆▼✱ ❡s
♥❡❝❡s❛r✐♦ ♣♦s✐❝✐♦♥❛r ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r r❡♣r❡s❡♥t❛❞♦ ❡♥ ❙♥❆▼ ❡♥ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥
❍♦♠❡✱ t❛❧ ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✸✳✶✷✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✶✿ ❉✐á❧♦❣♦ ❞❡ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ❞✐r❡❝t❛✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✷✿ Pr♦t♦t✐♣♦ ❡♥ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❍♦♠❡✳

❙❡ ♣♦s✐❝✐♦♥❛ ❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❛❧ ✐♥✐❝✐♦ ❞❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❛ ❛❞q✉✐r✐r✳ ❙❡ ❛❜r❡
❡❧ ❞✐á❧♦❣♦ ✏❘❡❝♦r❞ ❙❝❛♥ ❇② P❡r✐♦❞✑✱ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✸✳✶✸✱ s❡ ♣r❡s✐♦♥❛ ❡❧
❜♦tó♥ ✏❙t❛rt✑ ② s❡ s✐❣✉❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛✳ ❆❧ tér♠✐♥♦ ❞❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛

✸✼



tr❛②❡❝t♦r✐❛ s❡ ♣r❡s✐♦♥❛ ❡❧ ❜♦tó♥ ✏❙t♦♣✑ ❝♦♥ ❧♦ q✉❡ s❡ ❞❛ ♣♦r t❡r♠✐♥❛❞❛ ❧❛
❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❞❛t♦s✳

❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✸✿ ❉✐á❧♦❣♦ ❞❡ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛✳

▲♦s ❞❛t♦s ❛❞q✉✐r✐❞♦s ❡st❛rá♥ ❣✉❛r❞❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ♣♦s✐t✐♦♥✳t①t✱ ❡♥
❡❧ ❢♦r♠❛t♦ q✉❡ s❡ ✐♥❞✐❝ó ❡♥ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ✸✳✶✳

❊♥ ❡❧ ♣r❡s❡♥t❡ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ❤❛ ❡①♣❧✐❝❛❞♦ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ q✉❡ s❡ ✉s♦ ❡♥ ❡❧ ♣r♦✲
②❡❝t♦ ♣❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦
② ❡❧ ♣❛q✉❡t❡ ❞❡ s♦❢t✇❛r❡ ❙♥❆▼✳ ▲❛ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❛❞q✉✐r✐❞❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡st❡ ♣r♦✲
❝❡s♦✱ s❡rá ✉t✐❧✐③❛❞❛✱ ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧♦s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❝❛♣ít✉❧♦s✱ ♣❛r❛ r❡❛❧✐③❛r
❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ② r❡❛❧✐③❛r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❛ ❝♦♥ ❛rq✉✐t❡❝t✉r❛s
❞✐st✐♥t❛s ❛ ❧❛ ✉s❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥✳ ❊st❛ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ t❛♠❜✐é♥ ♣❡r♠✐t❡ ❝♦♥♦❝❡r
❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦✳

✸✽



❈❛♣ít✉❧♦ ✹

❙✐♠✉❧❛❝✐ó♥

P✉❡st♦ q✉❡ ❡❧ ♣❛q✉❡t❡ ❙♥❆▼ ❤❛ s✐❞♦ ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦ ❜❛❥♦ ❧❛ ♣❧❛t❛❢♦r♠❛ ❆❉❊✲
❋■❉✱ ést❡ ❝♦♥t✐❡♥❡ t♦❞❛s ❧❛s ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛s ♥❡❝❡s❛r✐❛s ♣❛r❛ ❣❡♥❡r❛r ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥✱
❛sí ❝♦♠♦ ❡❧ ❡st✉❞✐♦ ❝♦♠♣r❡♥s✐✈♦ ❞❡ ❝✉❛❧q✉✐❡r ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s
s❡r✐❛❧❡s ❬✽❪✳

❯♥❛ ✈❡③ r❡❛❧✐③❛❞❛ ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥é✲
r✐❝♦✱ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡s❝r✐t❛ ❡♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ❛♥t❡r✐♦r✱ s❡ ♣✉❡❞❡ s✐♠✉❧❛r
❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❛❞q✉✐r✐❞❛✳ ❊♥ ❡st❡ ❝❛♣✐t✉❧♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❝ó♠♦ s❡ r❡❛❧✐③❛ ❧❛ s✐♠✉❧❛✲
❝✐ó♥ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧♦s ❞❛t♦s ❛❞q✉✐r✐❞♦s✳

✹✳✶✳ ❈♦♥tr♦❧

❆❉❊❋■❉ s❡ ❞❡r✐✈❛ ❞❡ ✉♥❛ ♣❧❛♥t✐❧❧❛ ❞❡ ▼❋❈✱ q✉❡ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ✉♥❛ ❛rq✉✐t❡❝t✉r❛
❱✐st❛✴❉♦❝✉♠❡♥t♦✳ ❊♥ ❡st❛ ❛rq✉✐t❡❝t✉r❛✱ ❡❧ ❉♦❝✉♠❡♥t♦ ❛❧♠❛❝❡♥❛ ❧♦s ❞❛t♦s✱ ❛❞✲
♠✐♥✐str❛ ❧❛ ✐♠♣r❡s✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♠✐s♠♦s ② ❝♦♦r❞✐♥❛ ❧❛ ❛❝t✉❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ✈❛r✐❛s ✈✐st❛s
❞❡ ❧♦s ❞❛t♦s✳ ▼✐❡♥tr❛s q✉❡ ❧❛ ✈✐st❛ ♠✉❡str❛ ❧♦s ❞❛t♦s ② ❛❞♠✐♥✐str❛ ❧❛ ✐♥t❡r❛❝❝✐ó♥
❞❡ ❧♦s ✉s✉❛r✐♦s ❝♦♥ ést♦s✱ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ❧❛ s❡❧❡❝❝✐ó♥ ② ❧❛ ❡❞✐❝✐ó♥✳

❚❡♥✐❡♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ❧❛ ♦♣❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❛rq✉✐t❡❝t✉r❛ ❱✐st❛✴❉♦❝✉♠❡♥t♦✱ ♣❛r❛
❧♦s ♣r♦♣ós✐t♦s ❞❡ ♥✉❡str♦ ♣r♦②❡❝t♦✱ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❝♦♥tr♦❧❛r ❝♦♠♦ ❡❧ ❉♦❝✉♠❡♥t♦
r❡❛❧✐③❛ ❧❛ ❝♦♦r❞✐♥❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❛❝t✉❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❱✐st❛✳ ❊♥ ♦tr❛s ♣❛❧❛❜r❛s s❡
❝♦♥tr♦❧❛rá ❝♦♠♦ ❡❧ ❉♦❝✉♠❡♥t♦ ❡♥✈✐❛ ❧♦s ❞❛t♦s ❞❡ ❧❛s ♣♦s❡s ❛ ✐♠♣r❡s✐ó♥✱ ❡st♦
t♦♠❛♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ❡❧ ♣❡r✐♦❞♦ ❞❡ t✐❡♠♣♦ ✉t✐❧✐③❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ❞❛t♦s
✉t✐❧✐③❛❞♦s✳ P❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ❞✐❝❤♦ ❝♦♥tr♦❧ s❡ s✐❣✉❡ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ♠♦str❛❞❛ ❡♥ ❡❧
❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ✢✉❥♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✹✳✶✳

❈♦♠♦ s❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛r✱ ♣r✐♠❡r♦ s❡ r❡✈✐s❛ s✐ s❡ ❤❛ ✐♥❞✐❝❛❞♦ ❡❧ ✐♥✐❝✐♦ ❞❡ ❧❛
s✐♠✉❧❛❝✐ó♥✳ ❊♥s❡❣✉✐❞❛ s❡ ❝❛r❣❛♥ ❧♦s ❞❛t♦s ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ❛❞q✉✐r✐❞♦s✱ q✉❡ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛♥ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❛ s✐♠✉❧❛r✳ ❈✉♠♣❧✐❞♦ ❡st♦ s❡ ❤❛❝❡ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡ ❧❛ ❛❝t✉❛❧✐③❛❝✐ó♥
❞❡ ❧❛ ♣♦s❡ ♠♦str❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ✈✐st❛✳ P❛r❛ ❡❧❧♦ s❡ ❞❡✜♥❡♥ tr❡s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s✱ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥
❍♦♠❡✱ ❧❛ ♠✐s♠❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ q✉❡ ❢✉❡ ✉t✐❧✐③❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ❛♥t❡r✐♦r ♣❛r❛ ❧❛ ❛❞✲
q✉✐s✐❝✐ó♥✱ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❆✱ q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡ ✐♥✐❝✐♦ ❞❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛
❛❞q✉✐r✐❞❛✱ ② ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❇✱ q✉❡ ❡s ❧❛ ú❧t✐♠❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❛❞q✉✐r✐❞❛✳

✸✾



❚❛♠❜✐é♥ q✉❡❞❛♥ ❞❡✜♥✐❞♦s tr❡s ❡st❛❞♦s ♣❛r❛ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✳ ✏❘❊❙❊❚✑✱ ❡❧
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❡♥ ✉♥❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛r❜✐tr❛r✐❛ ② s❡❣✉✐rá ✉♥❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛
♣❛r❛ ❧❧❡❣❛r ❛ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❍❖▼❊✳ ✏P■◆✑✱ ❡♥ ❡st❡ ❡st❛❞♦ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r s❡ s✐t✉❛
❡♥ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❍❖▼❊ ② s❡❣✉✐rá ✉♥❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ♣❛r❛ ❛❧❝❛♥③❛r ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❆✳
✏P❖❯❚✑✱ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❡♥ ❆ ② s❡❣✉✐rá ✉♥❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ♣❛r❛ ❛❧✲
❝❛♥③❛r ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❇✳ ❊❧ ❞❡✜♥✐r ❡st♦s tr❡s ❡st❛❞♦s ❡s ❞❡ ✉t✐❧✐❞❛❞ ❝✉❛♥❞♦ s❡ q✉✐❡r❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛r ❡♥ ❝ó❞✐❣♦ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ r❡♣r❡s❡♥t❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ✢✉❥♦✳

P❛r❛ ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ s❡ ❤❛❝❡ ✉s♦ ❞❡ ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❙❡t■♥✈❛r✐❛♥ts ② ●❡tP♦s✱ ❡s✲
t❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s s♦♥ ♣r♦♣✐❛s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛s❡ ❈▲✐♥❡❛rP❛t❤✳ ❙❡t■♥✈❛r✐❛♥ts✭■P♦s✱❋P♦s✮
q✉❡ ♣❡r♠✐t❡ ❣❡♥❡r❛r tr❛②❡❝t♦r✐❛s ❡♥ ❧í♥❡❛ r❡❝t❛ ❡♥tr❡ ❞♦s ♣✉♥t♦s✱ ♣❛r❛ ❡❧❧♦ s❡
❡♥✈í❛♥ ❧❛s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦s❡ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡♥ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ✐♥✐❝✐❛❧ ② ✜♥❛❧ ❞❡ ❧❛
tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❛ ❣❡♥❡r❛r✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ●❡tP♦s ❞❡✈✉❡❧✈❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ✉♥❛ ♣♦s❡ ✐♥t❡r✲
♠❡❞✐❛ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ✐♥✐❝✐❛❧ ② ✜♥❛❧ ❞❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ❣❡♥❡r❛❞❛
♠❡❞✐❛♥t❡ ❙❡t■♥✈❛r✐❛♥ts✱ ❡♥✈✐❛♥❞♦ ✉♥ ✈❛❧♦r ❡♥tr❡ ✵ ② ✶✳ ❉♦♥❞❡ ✵ r❡♣r❡s❡♥t❛ ❧❛
♣♦s✐❝✐ó♥ ✐♥✐❝✐❛❧ ❞❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ② ✶ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ✜♥❛❧✳

❨❛ ❝❛r❣❛❞♦s ❧♦s ❞❛t♦s s❡ r❡✈✐s❛✱ q✉❡ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡sté ❡♥ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❍♦♠❡✱
❞❡ ♥♦ ❡st❛r ❡♥ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❍♦♠❡✱ s❡ ❝❛♠❜✐❛ ❡❧ ❡st❛❞♦ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛ ❘❊❙❊❚✱
❞❡ ❡st❡ ♠♦❞♦ s❡ ❣❡♥❡r❛ ✉♥❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❛ s❡❣✉✐r ❡♥tr❡ ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❛❝t✉❛❧ ② ❧❛
♣♦s✐❝✐♦♥ ❍❖▼❊ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ▲✐♥❡P❛t❤✳❙❡t■♥✈❛r✐❛♥ts✳

❙❡ ✐♥✐❝✐❛❧✐③❛ ❡❧ t❡♠♣♦r✐③❛❞♦r ❚✐♠❡✱ ést❡ ✐♥❞✐❝❛ ❡❧ t✐❡♠♣♦ q✉❡ t❡♥❞rá q✉❡
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✽✾ ♠❴■P ✰✰❀

✾✵ ❜r❡❛❦❀

✾✶ ❝❛s❡ ❖❯❚❴■P ✰ ✶✿

✾✷ ❚✐♠❡r✳■♥✐t❚✐♠❡r ✭✹✶✮❀

✾✸ ✰✰ ♠❴♣♦s❡s❈♦✉♥t❡r❀

✾✹ ♠❴■P ✰✰❀

✾✺ ❜r❡❛❦❀

✾✻ ❝❛s❡ ❖❯❚❴■P ✰✷✿

✾✼ ✐❢✭❚✐♠❡r✳●❡t❚✐♠❡ ✭✮ ❃❂❚✐♠❡r✳♠❴♣❡r✐♦❞✮

✾✽ ④

✾✾ ▼❛tr✐① ♣♦s❂▲✐♥❡P❛t❤✳●❡tP♦s ✭✭ ❢❧♦❛t✮✶✮❀

✶✵✵ ♠❴❚r❛♥s❢▼❛tr✐①❂♣♦s❀

✶✵✶ ❈❛rtP♦✐♥t ♣❀

✶✵✷ ♣✳①❂♣♦s✳q❬✵❪❬✸❪❀

✶✵✸ ♣✳②❂♣♦s✳q❬✶❪❬✸❪❀

✶✵✹ ♣✳③❂♣♦s✳q❬✷❪❬✸❪❀

✶✵✺ ❙❡t■♥✈❡rs❡P♦s✐t✐♦♥ ✭✫❉❤✹ ✱♣✮❀

✶✵✻ ♠❴♣♦s❡s❈♦✉♥t❡r ✰✰❀

✶✵✼ ⑥

✶✵✽ ✐❢✭❚✐♠❡r✳●❡t❚✐♠❡ ✭✮ ❃❂❚✐♠❡r✳♠❴♣❡r✐♦❞✮

✶✵✾ ♠❴■P ✰✰❀

✶✶✵ ❜r❡❛❦❀

✶✶✶

✶✶✷ ❝❛s❡ ❖❯❚❴■P ✰✸✿

✶✶✸ ♠❴■P ✰✰❀

✶✶✹ ❜r❡❛❦❀

✶✶✺

✶✶✻ ❝❛s❡ ❖❯❚❴■P ✰✹✿

✶✶✼ ♠❴♣♦s❡s❈♦✉♥t❡r ❂✵❀

✶✶✽ ❙❡t❙t❛t❡✭❙❯❙P❊◆❉✮❀

✶✶✾

✶✷✵ ✐❢✭❦❃❂ ♣❆❉❊❋■❉❉♦❝ ✲❃❥✮

✶✷✶ ④

✶✷✷ ✐❢✭●❡t▼♦❞❡ ✭✮❂❂ ❆❯❚❖▼❆❚■❈✮

✶✷✸ ♣❆❉❊❋■❉❉♦❝ ✲❃■s❘❡s❡t❖♥❂❚❘❯❊❀

✶✷✹ ⑥

✶✷✺ ❡❧s❡

✶✷✻ ④

✶✷✼ ♣❆❉❊❋■❉❉♦❝ ✲❃■s❆t♦❇❖♥❂❚❘❯❊❀

✶✷✽ ⑥

✶✷✾ ❜r❡❛❦❀

✶✸✵ ✴✴ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲ ❞❡❧❛② ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲ ✲

✶✸✶ ❝❛s❡ ❉❊▲❆❨❴■P✿

✶✸✷ ❉❡❧❛② ✭✮❀

✶✸✸ ❜r❡❛❦❀

✶✸✹

✶✸✺ ✴✴ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲ s❝❛♥♥✐♥❣ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

✶✸✻ ❝❛s❡ ❙❈❆◆◆■◆●❴■P✿

✶✸✼ ❙❝❛♥❙❡♥s♦r ✭✮❀

✶✸✽ ❜r❡❛❦❀

✶✸✾

✶✹✵ ✴✴ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲ ❞❡❢❛✉❧t ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

✶✹✶ ❞❡❢❛✉❧t✿

✶✹✷ ❜r❡❛❦❀

✶✹✸ ⑥

✹✳✸✳ ❉❡❝❧❛r❛❝✐ó♥ ❞❡ ♥✉❡✈❛s ♠áq✉✐♥❛s

❍❛st❛ ❡st❡ ♣✉♥t♦ s❡ ❤❛ ❞❡s❝r✐t♦ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦ ♣❛r❛ ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥
❞❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❞❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦✱ ♣❡r♦ ♣❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ❧❛
❝♦♠♣❛r❛t✐✈❛ ❡♥tr❡ ❞✐st✐♥t♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❞❡❝❧❛r❛r ♥✉❡✈❛s ♠áq✉✐✲
♥❛s✱ ❡♥ ❡st❛ s❡❝❝✐ó♥ s❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝ó♠♦ ❡s q✉❡ s❡ ❞❡❝❧❛r❛♥ ❡st❛s ♠áq✉✐♥❛s ❞❡♥tr♦
❞❡❧ ♣r♦②❡❝t♦✳

✹✸



❉❡ ♥✉❡✈❛ ❝✉❡♥t❛✱ ♣✉❡st♦ q✉❡ ❆❉❊❋■❉ s❡ ❞❡r✐✈❛ ❞❡ ✉♥❛ ♣❧❛♥t✐❧❧❛ ❞❡ ✉♥❛
❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ▼❋❈✱ s❡rá ♥❡❝❡s❛r✐♦ r❡❛❧✐③❛r ♠♦❞✐✜❝❛❝✐♦♥❡s ❡♥ ❆❉❊❋■❉❉♦❝ ② ❆❉❊✲
❋■❉❘❡♥❞❡r✳

▲♦s ♣r✐♠❡r♦ q✉❡ s❡ t✐❡♥❡ q✉❡ ❤❛❝❡r ❡s ❞❡❝❧❛r❛r ✉♥❛ ♥✉❡✈❛ ❝❧❛s❡ q✉❡ ❞❡✜♥✐rá
❛ ❧❛ ♥✉❡✈❛ ♠áq✉✐♥❛ ✭♥✉❡✈♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✮✱ ❡st❛ ❝❧❛s❡ t❡♥❞rá ❝♦♠♦ ❝❧❛s❡ ❜❛s❡
❈▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r✱ t❛❧ ② ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✹✳✷✱ ♣❛r❛ ❧❛ ❞❡❝❧❛r❛❝✐ó♥ ❞❡
❧❛ ❝❧❛s❡ ♣❛r❛ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✷✿ ❈r❡❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛s❡ ❈▼❙❈❆❘❆✳

❊♥ ❧❛ ♥✉❡✈❛ ❝❧❛s❡ s❡ ❛❣r❡❣❛rá♥ ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ✈♦✐❞ ❙❡t❉❡❢❛✉❧ts✭✈♦✐❞✮ ②
❇❖❖▲ ❙❡t■♥✈❡rs❡P♦s✐t✐♦♥✭❉❴❍✯ ♣❉❍✱ ❈❛rtP♦✐♥t ♣♦✐♥t✮✳ ❊st♦ ♣✉❡❞❡ ❤❛❝❡r✲
s❡ ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ♠❛♥✉❛❧ ♦ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❡❧ ❛s✐st❡♥t❡ ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✹✳✸✱
♣❛r❛ ❛❣r❡❣❛r ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❙❡t■♥✈❡rs❡P♦s✐t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✸✿ ❈r❡❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❈▼❙❈❆❘❆✳

✹✹



❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ s❡ ❛❣r❡❣❛♥ ❧❛s ❧í♥❡❛s ❞❡ ❝ó❞✐❣♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡
❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s✳ ❈♦♠♦ s✉ ♥♦♠❜r❡ ❧♦ ✐♥❞✐❝❛ ❡♥ ❙❡t❉❡❢❛✉❧ts✱ s❡ ✐♥❝❧✉✐rá♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s
♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❛❞♦s ♣❛r❛ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✳ P❛r❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❙❡t■♥✈❡rs❡P♦s✐t✐♦♥ ❡❧
❝ó❞✐❣♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞♦ s✉r❣❡ ❞❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✱
❞✐❝❤♦ ❛♥á❧✐s✐s s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❡♥ ❡❧ ❛♣é♥❞✐❝❡ ❆✱ ♣❛r❛ t♦❞♦s ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ♣r♦✲
♣✉❡st♦s✳ ❊♥ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ✹✳✷ s❡ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞♦ ♣❛r❛ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r
❙❈❆❘❆✳

❈ó❞✐❣♦ ✹✳✷✿ ❈ó❞✐❣♦ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❙❡t■♥✈❡rs❡P♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r
❙❈❆❘❆✳

✶ ❇❖❖▲ ❈▼❙❈❆❘❆ ✿✿ ❙❡t■♥✈❡rs❡P♦s✐t✐♦♥✭❉❴❍✯ ♣❉❍ ✱ ❈❛rtP♦✐♥t ♣♦✐♥t✮

✷ ④

✸ ❞♦✉❜❧❡ r✱ ❝✱ ❞❀

✹ ♣❉❍ ✲❃❜❬✷❪❂♣❉❍ ✲❃❜❬✵❪✲ ♣♦✐♥t✳③❀

✺ ❝❂sqrt✭♣♦✐♥t✳①✯♣♦✐♥t✳①✰♣♦✐♥t✳②✯♣♦✐♥t✳②✮❀

✻ ❞❂✭❝✯❝✲♣❉❍ ✲❃❛❬✵❪✯♣❉❍ ✲❃❛❬✵❪✲♣❉❍ ✲❃❛❬✶❪✯♣❉❍ ✲❃❛❬✶❪✮ ✴✭✷✯ ♣❉❍ ✲❃❛❬✵❪✯♣❉❍ ✲❃❛❬✶❪✮❀

✼ ♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✶❪❂ ❛t❛♥✷✭sqrt✭✶✲❞✯❞✮✱❞✮❀

✽ ♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✵❪❂ ❛t❛♥✷✭♣♦✐♥t✳②✱♣♦✐♥t✳①✮✲❛t❛♥✷✭♣❉❍ ✲❃❛❬✶❪✯ s✐♥✭♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✶❪✮✱♣❉❍ ✲❃❛❬✵❪✰♣❉❍ ✲❃❛❬✶❪✯ ❝♦s✭♣❉❍

✲❃t❤❡t❛ ❬✶❪✮✮❀

✾ r❡t✉r♥ ❚❘❯❊❀

✶✵ ⑥

▲♦s ❝ó❞✐❣♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛ ❧♦s ❞❡♠ás ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ♣r♦♣✉❡st♦s s❡ ❡♥❝✉❡♥✲
tr❛♥ ❡♥ ❡❧ ❆♣é♥❞✐❝❡ ❇✳

❍❛st❛ ❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ s❡ ❤❛ ❣❡♥❡r❛❞♦ ❧❛ ❝❧❛s❡ ♣❛r❛ ❡❧ ♥✉❡✈♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✱ ❡❧
s✐❣✉✐❡♥t❡ ♣❛s♦ ❡s ❞❡❝❧❛r❛r ❡❧ ♦❜❥❡t♦ ❞❡♥tr♦ ❞❡ ❆❉❊❋■❉❉♦❝✱ ♣❛r❛ ❡❧❧♦ ❛❣r❡❣❛♠♦s
❡♥ ❆❉❊❋■❉❉♦❝✳❤ ❧❛ ❝❛❜❡❝❡r❛ r❡❝✐é♥ ❝r❡❛❞❛✱ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆ s❡
✐♥❝❧✉②❡ ★✐♥❝❧✉❞❡ ✧▼❙❈❆❘❆✳❤✧✳ ❊❧ ♥✉❡✈♦ ♦❜❥❡t♦ ❡s ❞❡❝❧❛r❛❞♦ ❛❣r❡❣❛♥❞♦ ❈▼❙❈❆❘❆
▼❙❈❆❘❆❀ ❡♥ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ ♣✉❜❧✐❝✳

❆❤♦r❛ ②❛ s❡ t✐❡♥❡ ❧❛ ♥✉❡✈❛ ♠áq✉✐♥❛ ❞❡❝❧❛r❛❞❛✱ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♣❛s♦ ❡s ✐♥✐❝✐❛❧✐③❛r
❞✐❝❤❛ ♠áq✉✐♥❛✱ ♣❛r❛ ❡❧❧♦ ♠♦❞✐✜❝❛♠♦s ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❈❆❉❊❋■❉❉♦❝✿✿❖♥■♥✐t▼❛❝❤✐♥❡s

❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ✹✳✸✳

❈ó❞✐❣♦ ✹✳✸✿ ❈ó❞✐❣♦ ❖♥■♥✐t▼❛❝❤✐♥❡s

✶ ❇❖❖▲ ❈❆❉❊❋■❉❉♦❝ ✿✿ ❖♥■♥✐t▼❛❝❤✐♥❡s✭✈♦✐❞✮

✷ ④

✸ ✐❢✭✦ ❆❉❊❋■❉●❧♦❜❛❧✳■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✭♠❴♣❉♦❝ ✱ ✧❙②st❡♠✧✮ ⑤⑤

✹ ✦❈✉st♦♠▼❛♥✐♣✳■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✭♠❴♣❉♦❝ ✱✧❈✉st♦♠✧✮⑤⑤

✺ ✦▼❙❈❆❘❆✳■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✭♠❴♣❉♦❝ ✱✧❙❈❆❘❆✧✱❘❖❇❖❚✶✮✮

✻ r❡t✉r♥ ❢❛❧s❡❀

✼

✽ ♣▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r ❂ ♥❡✇ ❈▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r❀

✾ ♣▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r ❂ ✫❈✉st♦♠▼❛♥✐♣❀

✶✵ r❡t✉r♥ tr✉❡❀

✶✶ ⑥

❈♦♠♦ s❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛r✱ ♣❛r❛ ✐♥✐❝✐❛❧✐③❛r ✉♥❛ ♥✉❡✈❛ ♠áq✉✐♥❛ só❧♦ ❡s ♥❡❝❡s❛✲
r✐♦ ❛❣r❡❣❛r ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ⑤⑤ ✦▼❙❈❆❘❆✳■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✭♠❴♣❉♦❝✱✧❙❈❆❘❆✧✱❘❖❇❖❚✶✮✱
♣❛r❛ ❡❧❧♦ s❡ ♠♦❞✐✜❝❛ ❞❡ q✉❡ ♦❜❥❡t♦ ♣r♦✈✐❡♥❡ ❧❛ ✐♥✐❝✐❛❧✐③❛❝✐ó♥✱ ❛sí ❝♦♠♦ ❡❧ ♥♦♠❜r❡
② ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ r♦❜♦t✳ ❚❛♠❜✐é♥ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ✐♥❝❧✉✐r ❡❧ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡❧ ♥✉❡✈♦ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛❞♦r✱ ❡st♦ s❡ ❤❛❝❡ ❞❡♥tr♦ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ▼❛t❡r✐❛❧❍❛♥❞❧✐♥❣Pr♦❝❡ss✱ ♣❛r❛
❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆ s❡ ❛❣r❡❣❛ ▼❙❈❆❘❆✳❆❧❣♦r✐t❤♠✭✮❀✱ ❞❡s♣✉és ❞❡ ❧❛ ❧í♥❡❛
♣▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r✲❃❆❧❣♦r✐t❤♠✭✮❀✳

✹✺



❈♦♥ ❡st♦ s❡ t❡r♠✐♥❛♥ ❧❛s ♠♦❞✐✜❝❛❝✐♦♥❡s ♥❡❝❡s❛r✐❛s ❡♥ ❡❧ ❉♦❝✉♠❡♥t♦ ♣❛r❛ ❧❛
✐♥✐❝✐❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ ♥✉❡✈❛ ♠áq✉✐♥❛✱ ❛❤♦r❛ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ r❡❛❧✐③❛r ❧❛s ♠♦❞✐✜❝❛❝✐♦✲
♥❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❡♥ ❱✐st❛ ♣❛r❛ q✉❡ s❡ ♠✉❡str❡ ❡❧ ♥✉❡✈♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✳

▲❛s ♠♦❞✐✜❝❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❱✐st❛ s❡ r❡❛❧✐③❛♥ ❡♥ ❆❉❊❋■❉❘❡♥❞❡r✳❝♣♣✳ Pr✐♠❡r♦ s❡
t✐❡♥❡ q✉❡ ❛❣r❡❣❛r ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ♣❛r❛ q✉❡ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r s❡❛ ❞✐❜✉❥❛❞♦ ② s❡ ♠✉❡s✲
tr❡ ❡♥ ♣❛♥t❛❧❧❛ ❝✉❛♥❞♦ ❡❧ ♣r♦❣r❛♠❛ ❡s ✐♥✐❝✐❛❧✐③❛❞♦✱ ❡st♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥
❉r❛✇❴▲✐♥❦s✱ ♣❛r❛ ❡❧❧♦ ❛❣r❡❣❛♠♦s ❧❛ ❧í♥❡❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❡♥ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ ♥♦♠❜r❛✲
❞❛ ✴✴◆❡✇ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦rs✱ t❛❧ ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ✹✳✹✳

❈ó❞✐❣♦ ✹✳✹✿ ❈ó❞✐❣♦ ❙❡t❯♣❙❝❡♥❡

✶ ✈♦✐❞ ❈❆❉❊❋■❉❘❡♥❞❡r ✿✿ ❙❡t✉♣❙❝❡♥❡✭✈♦✐❞✮

✷ ④

✸ ♣❉♦❝ ✲❃♣▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r ✲❃❉❡❢✐♥❡●r✐♣♣❡r ✭✮❀

✹ ♣❉♦❝ ✲❃♣▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r ✲❃❉r❛✇❴▲✐♥❦s ✭✫♣❉♦❝ ✲❃♣▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r ✲❃❉❤✹✮❀

✺

✻ ✴✴◆❡✇ ▼❛♥✐♣✉❧❛t♦rs

✼ ♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳❉r❛✇❴▲✐♥❦s ✭✫♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳❉❤✹✮❀

✽

✾ ❉r❛✇❚❛r❣❡t ✭✮❀

✶✵ ⑥

❚❛♠❜✐é♥ ❞❡♥tr♦ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❘❡♥❞❡r❯❙❝❡♥❡✱ s❡ ❛❣r❡❣❛rá ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❉r❛✇❴❈❤❛✐♥✱
❡st♦ ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦

❈ó❞✐❣♦ ✹✳✺✿ ❈ó❞✐❣♦ ❘❡♥❞❡r❯❙❝❡♥❡

✶ ❇❖❖▲ ❈❆❉❊❋■❉❘❡♥❞❡r ✿✿ ❘❡♥❞❡r❯❙❝❡♥❡✭✈♦✐❞✮

✷ ④

✸ ✳✳✳

✹ ♣❉♦❝ ✲❃♣▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r ✲❃❉r❛✇❴❈❤❛✐♥ ✭✫♣❉♦❝ ✲❃♣▼❛♥✐♣✉❧❛t♦r ✲❃❉❤✹✮❀

✺ ♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳❉r❛✇❴❈❤❛✐♥ ✭✫♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳❉❤✹✮❀

✻ ✳✳✳

✼ ⑥

▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❘❡♥❞❡r❯❙❝❡♥❡ ❝♦♥t✐❡♥❡ ♠ás ❡❧❡♠❡♥t♦s q✉❡ ♣❡r♠✐t❡♥ ♠♦❞✐✜❝❛r ❧❛
❡s❝❡♥❛ ❡♥ ♣❛♥t❛❧❧❛✱ t❛❧❡s ❝♦♠♦ ♠♦str❛r ♠❡♥s❛❥❡s✱ ❞✐❜✉❥❛r ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ s❡❣✉✐❞❛
♣♦r ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✱ ♠♦str❛r ❡❥❡s ❝♦♦r❞❡♥❛❞♦s ② ♣❧❛♥♦s ❝❛rt❡s✐❛♥♦s✳

❍❛st❛ ❛q✉í s❡ ❤❛ ♠♦str❛❞♦ ❝♦♠♦ ❝r❡❛r ✉♥ ♥✉❡✈♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✱ ✐♥✐❝✐❛❧✐③❛r❧♦
② ♠♦str❛r❧♦ ❡♥ ♣❛♥t❛❧❧❛✳ ❆❤♦r❛ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❝r❡❛r ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❧❡s ♣❛r❛ ❧❛ ✐♠♣r❡✲
s✐ó♥ ② s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❡♥ ♣❛♥t❛❧❧❛ ❞❡❧ ♥✉❡✈♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✳ ❊st❛s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❧❡s s❡rá♥
❝♦♥tr♦❧❛❞❛s ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ✐♥t❡r♥❛ ❡♥ ❧♦s ♠❡♥ús ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥✳

✹✳✹✳ ▼♦❞✐✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛✲

❞♦r✳

❨❛ q✉❡ s❡ t✐❡♥❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❞❡ ✐♥✐❝✐❛❧✐③❛r ♥✉❡✈❛s ♠áq✉✐♥❛s ② r❡❛❧✐③❛r s✉ s✐✲
♠✉❧❛❝✐ó♥✱ r❡s✉❧t❛ ♥❡❝❡s❛r✐♦ ♠♦❞✐✜❝❛r ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ♣r♦✲
♣✉❡st♦s✱ ♣❛r❛ ❡❧❧♦ s❡ ❝r❡❛♥ ❞✐á❧♦❣♦s✳ ❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ s❡ ♠✉❡str❛ ❝ó♠♦ s❡ ❣❡♥❡r❛♥
② ❢✉♥❝✐♦♥❛♥ ❞✐❝❤♦s ❞✐á❧♦❣♦s✳

✹✻



❊❧ ♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦ ♣❛r❛ ❧❛ ❝r❡❛❝✐ó♥✱ ❛❝t✐✈❛❝✐ó♥ ② ❛s♦❝✐❛❝✐ó♥ ❞✐á❧♦❣♦s ❡s ❡❧
♠✐s♠♦ q✉❡ ❢✉❡ ❞❡s❝r✐t♦ ❡♥ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ ✸✳✸✳✶✳ ▲♦ ♣r✐♠❡r♦ q✉❡ s❡ ❤❛❝❡ ❡s ❛❣r❡❣❛r ❡❧
♥✉❡✈♦ ❞✐á❧♦❣♦✱ ❞❡ ❡st❡ ♠♦❞♦ s❡ t❡♥❞rá ✉♥❛ ♥✉❡✈❛ ♣❧❛♥t✐❧❧❛✳ ❆ ❡st❛ ♥✉❡✈❛ ♣❧❛♥t✐❧❧❛
s❡ ❧❡ ❝❛♠❜✐❛ ❡❧ ♥♦♠❜r❡ ② s❡ ❧❡ ❛❣r❡❣❛ ✉♥❛ ❝❧❛s❡✳

❊s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❝r❡❛r ✉♥ ♠❛♥❡❥❛❞♦r ❞❡ ❡✈❡♥t♦s ♣❛r❛ ❛s♦❝✐❛r ❡❧ ♠❡♥ú ❛❧ ❞✐á❧♦❣♦
r❡❝✐é♥ ❝r❡❛❞♦✱ ❧♦s ❞✐á❧♦❣♦s ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s
s♦♥ ❞❡❧ t✐♣♦ ♠♦❞❛❧✱ ❧♦ q✉❡ s✐❣♥✐✜❝❛ q✉❡ ♥♦ ♣r♦❞rá♥ r❡❛❧✐③❛rs❡ ♦tr❛s ❛❝❝✐♦♥❡s
❤❛st❛ ❝❡rr❛r ❡❧ ❞✐á❧♦❣♦✳

▲♦s ❞✐á❧♦❣♦s ♣❛r❛ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s s❡ ❛s♦❝✐❛♥ ❛❧ ♠❡♥ú ✏❙❡t❯♣✑✱
t❛❧ ② ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✹✳✹✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✹✿ ▼❡♥ú P❛r❛♠❡t❡rs✳

❍❛st❛ ❡st❡ ♣✉♥t♦ s❡ ❞✐ó ✉♥ ❜r❡✈❡ r❡s✉♠❡♥ ❞❡ ❡❧ ♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦ ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡
❞❡s❝r✐t♦ ❡♥ ✸✳✸✳✶✳ ❆❤♦r❛ s❡ ❞❡s❡❛♥ ❡st❛❜❧❡❝❡r ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ❞✐á❧♦❣♦✱ q✉❡ ❡❧
❞✐á❧♦❣♦ ♠♦❞✐✜q✉❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s✳

P❛r❛ ❧♦s ❞✐á❧♦❣♦s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s s❡ ❛❣r❡❣❛♥ ❝✉❛❞r♦s ❞❡
❡❞✐❝✐ó♥ ② ❜❛rr❛s ❞❡s❧✐③❛♥t❡s✱ ❛sí ❝♦♠♦ ✉♥ ❜♦tó♥ ♣❛r❛ ❛♣❧✐❝❛r ❧♦s ❝❛♠❜✐♦s✱ ❝♦♠♦ ❡❧
❞✐á❧♦❣♦ ♠♦str❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✹✳✺ ♣❛r❛ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆✳
▲♦s ❞✐á❧♦❣♦s ❝r❡❛❞♦s ♣❛r❛ ❧♦s ❞❡♠ás ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s s♦♥ s✐♠✐❧❛r❡s✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✺✿ ❉✐á❧♦❣♦ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s ❙❈❆❘❆✳

❆❧ ❞✐á❧♦❣♦ ❝r❡❛❞♦ ♣❛r❛ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆ ❢✉❡r♦♥ ❛❣r❡✲
❣❛❞♦s ✾ ❡❧❡♠❡♥t♦s✱ ❛ ❧♦s ❝✉❛❧❡s s❡ ❧❡s ❛s✐❣♥❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡ ♣❡r♠✐t❛ ✐❞❡♥t✐✜❝❛r❧♦s
❞❡ ♠❛♥❡r❛ s❡♥❝✐❧❧❛✳ P♦r ❡❥❡♠♣❧♦ ♣❛r❛ ❡❧ ♣❛rá♠❡tr♦ ❇✶ s❡ ❡❧✐❣✐ó ■❉❈❴❙▲■❉❊❘❴❇✶

♣❛r❛ ❧❛ ❜❛rr❛ ❞❡s❧✐③❛♥t❡ ② ■❉❈❴❊❉■❚❴❇✶ ♣❛r❛ ❡❧ ❝✉❛❞r♦ ❞❡ ❡❞✐❝✐ó♥✳
❚❛♠❜✐é♥ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❛❣r❡❣❛r ✉♥ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❡❧❡♠❡♥t♦✱ t♦❞♦s ❝♦♥

❡❧ t✐♣♦ ❞❡ ♠❡♥s❛❥❡ ◆▼❴❈❯❙❚❖▼❉❘❆❲ ② ❝♦♥ ❧❛ ❝❧❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❧❛ ❝r❡❛❞❛

✹✼



♣❛r❛ ❡❧ ❞✐á❧♦❣♦✳ ❊♥s❡❣✉✐❞❛ s❡ ❛❣r❡❣❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ ❝❛❞❛ ❡❧❡♠❡♥t♦✱ ♥✉❡✈❛♠❡♥t❡✱
❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛ ❜✉s❝❛♥❞♦ q✉❡ ♣❡r♠✐t❛ ✐❞❡♥t✐✜❝❛r❧♦s ❞❡
♠❛♥❡r❛ s❡♥❝✐❧❧❛✳

P❛r❛ q✉❡ ❧♦s ❝✉❛❞r♦s ❞❡ ❡❞✐❝✐ó♥ ♠✉❡str❡♥ ❡❧ ✈❛❧♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛ ❧❛ ♣♦s✐✲
❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛rr❛ ❞❡s❧✐③❛♥t❡ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❛❣r❡❣❛r ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ✹✳✻ ❡♥ ❡❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r
❞❡ ❡✈❡♥t♦s ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ❝r❡❛❞♦✳ ❚❛♠❜✐é♥ s❡ ❛❣r❡❣❛ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ♥❡❝❡s❛r✐♦ ♣❛r❛ q✉❡
s❡ ❛❝t✉❛❧✐❝❡ ❡❧ ♣❛rá♠❡tr♦ ❍❉ ♠♦❞✐✜❝❛❞♦✳

❈ó❞✐❣♦ ✹✳✻✿ ❈ó❞✐❣♦ ❞❡ ♠❛♥❡❥❛❞♦r ❞❡ ❡✈❡♥t♦s ❞❡ ❜❛rr❛ ❞❡s❧✐③❛♥t❡ ❞❡ ❜✶

✶ ✈♦✐❞ ❈P❛r❛♠❙❈❆❘❆ ✿✿ ❖♥◆▼❈✉st♦♠❞r❛✇❙❧✐❞❡r❇✶✭◆▼❍❉❘ ✯♣◆▼❍❉❘ ✱ ▲❘❊❙❯▲❚ ✯

♣❘❡s✉❧t✮

✷ ④

✸ ▲P◆▼❈❯❙❚❖▼❉❘❆❲ ♣◆▼❈❉ ❂ r❡✐♥t❡r♣r❡t❴❝❛st ❁▲P◆▼❈❯❙❚❖▼❉❘❆❲ ❃✭

♣◆▼❍❉❘✮❀

✹ ✴✴ ❈♦❞✐❣♦ ❛❣r❡❣❛❞♦ ♣❛r❛ q✉❡ ❡❧ ❝✉❛❞r♦ ❞❡ ❡❞✐❝✐♦♥ ♠✉❡str❡ ❡❧

✺ ✴✴✈❛❧♦r ❞❡ ❧❛ ❜❛rr❛ ❞❡s❧✐③❛♥t❡

✻ ❇✶ ❂ ✭❢❧♦❛t✮✭s❧✐❞❡r❴❜✶✳●❡tP♦s ✭✮ ✴✶✵✵✳✮❀

✼ ✴✴ ❈♦❞✐❣♦ ♣❛r❛ q✉❡ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r❡s❡♥t❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❞✐❛❧♦❣♦

✽ ✴✴s❡ ❛❝t✉❛❧✐❝❡ ❡♥ ❧♦s ♣❛r❛♠❡tr♦s ❍❉ ❞❡ ❧❛ ♠❛q✉✐♥❛

✾ ♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳❉❤✹✳❜❬✵❪❂❇✶❀

✶✵ ♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳▲✐♥❦ ❬✵❪✳ ♠❴❜❂❇✶❀

✶✶ ♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳▲✐♥❦ ❬✵❪✳ ❉r❛✇▲✐♥❦✭♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳♠❴❇❛s❡❉✐❛♠✮❀

✶✷ ❯♣❞❛t❡❉❛t❛✭❋❆▲❙❊✮❀

✶✸ ✯♣❘❡s✉❧t ❂ ✵❀

✶✹ ⑥

❉❡ ♠❛♥❡r❛ ✐♥✈❡rs❛✱ ♣❛r❛ q✉❡ ❧❛ ❜❛rr❛ ❞❡s❧✐③❛♥t❡ s❡ ♣♦s✐❝✐♦♥❡ ❡♥ ❡❧ ❧✉❣❛r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛❧ ✈❛❧♦r ✐♥❣r❡s❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❝✉❛❞r♦ ❞❡ ❡❞✐❝✐ó♥ s❡ ❛❣r❡❣❛ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦
✹✳✼ ❛❧ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ❞❡ ❡✈❡♥t♦s✳

❈ó❞✐❣♦ ✹✳✼✿ ❈ó❞✐❣♦ ❞❡ ♠❛♥❡❥❛❞♦r ❞❡ ❡✈❡♥t♦s ❞❡ ❝✉❛❞r♦ ❞❡ ❡❞✐❝✐ó♥ ❞❡ ❜✶

✶ ✈♦✐❞ ❈P❛r❛♠❙❈❆❘❆ ✿✿ ❖♥❊♥❈❤❛♥❣❡❊❞✐t❇✶ ✭✮

✷ ④

✸ ❯♣❞❛t❡❉❛t❛✭❚❘❯❊✮❀

✹ ✴✴ ❈♦❞✐❣♦ ❛❣r❡❣❛❞♦ ♣❛r❛ q✉❡ ❧❛ ❜❛rr❛ ❞❡s❧✐③❛♥t❡

✺ ✴✴s❡ ♣♦s✐❝✐♦♥❡ ❡♥ ❡❧ ❧✉❣❛r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ❛❧

✻ ✴✴✈❛❧♦r ✐♥❣r❡s❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❝✉❛❞r♦ ❞❡ ❡❞✐❝✐♦♥

✼ s❧✐❞❡r❴❜✶✳❙❡tP♦s ✭✭✐♥t✮✭❇✶ ✯✶✵✵✳✮✮❀

✽ ✴✴ ❈♦❞✐❣♦ ♣❛r❛ q✉❡ ❡❧ ✈❛❧♦r ♣r❡s❡♥t❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❝✉❛❞r♦ ❞❡

✾ ✴✴ ❡❞✐❝✐♦♥ s❡ ❛❝t✉❛❧✐❝❡ ❡♥ ❧♦s ♣❛r❛♠❡tr♦s ❍❉ ❞❡

✶✵ ✴✴❧❛ ♠❛q✉✐♥❛

✶✶ ♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳❉❤✹✳❜❬✵❪❂❇✶❀

✶✷ ♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳▲✐♥❦ ❬✵❪✳ ♠❴❜❂❇✶❀

✶✸ ♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳▲✐♥❦ ❬✵❪✳ ❉r❛✇▲✐♥❦✭♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳♠❴❇❛s❡❉✐❛♠✮❀

✶✹ ⑥

P❛r❛ q✉❡ ❛❧ ✐♥✐❝✐❛❧✐③❛r ❡❧ ❞✐á❧♦❣♦ ❧❛s ❜❛rr❛s ❞❡s❧✐③❛♥t❡s ② ❧♦s ❝✉❛❞r♦s ❞❡ ❡❞✐❝✐ó♥
♠✉❡str❡♥ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❍❉ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r s❡ ❞❡❜❡ ❞❡ ✐r ❛❧ ❧❛ ✈✐st❛ ❞❡ ❝❧❛s❡s ②
❡♥ ❧❛ ✈❡♥t❛♥❛ ❞❡ ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s✱ ❡♥ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ✐♥✈❛❧✐❞❛❝✐♦♥❡s s❡ ❜✉s❝❛ ❧❛ ♦♣❝✐ó♥
✏❖♥■♥✐t❉✐❛❧♦❣✑✱ ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✹✳✻✳ ❆❧ ❛❝t✐✈❛r ❧❛ ♦♣❝✐ó♥ s❡

✹✽



❛❣r❡❣❛rá ✉♥ ❝ó❞✐❣♦ ❞♦♥❞❡ s❡ ❞❛♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ✐♥✐❝✐❛❧❡s ♣❛r❛ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡❧
❞✐á❧♦❣♦ ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ✹✳✽✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✻✿ ❆❝t✐✈❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♦♣❝✐ó♥ ❖♥■♥✐t❉✐❛❧♦❣✳

❈ó❞✐❣♦ ✹✳✽✿ ❈ó❞✐❣♦ ♣❛r❛ ❧❛ ✐♥✐❝✐❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞✐á❧♦❣♦ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s

✶ ❇❖❖▲ ❈P❛r❛♠❙❈❆❘❆ ✿✿ ❖♥■♥✐t❉✐❛❧♦❣ ✭✮

✷ ④

✸ ❈❉✐❛❧♦❣ ✿✿ ❖♥■♥✐t❉✐❛❧♦❣ ✭✮❀

✹

✺ ✴✴ ❚❖❉❖✿ ❆❣r❡❣✉❡ ❛q✉✐ ❧❛ ✐♥✐❝✐❛❧✐③❛❝✐♦♥ ❛❞✐❝✐♦♥❛❧

✻ ❇✶❂♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳❉❤✹✳❜❬✵❪❀

✼ ❆✶❂♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳❉❤✹✳❛❬✵❪❀

✽ ❆✷❂♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳❉❤✹✳❛❬✶❪❀

✾ ❙❈❆▲❊❂♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳♠❴❙❝❛❧❡❋❛❝t♦r❀

✶✵ s❧✐❞❡r❴❜✶✳❙❡tP♦s ✭✭✐♥t✮✭❇✶ ✯✶✵✵✳✮✮❀

✶✶ s❧✐❞❡r❴❛✶✳❙❡tP♦s ✭✭✐♥t✮✭❆✶ ✯✶✵✵✳✮✮❀

✶✷ s❧✐❞❡r❴❛✷✳❙❡tP♦s ✭✭✐♥t✮✭❆✷ ✯✶✵✵✳✮✮❀

✶✸ s❧✐❞❡r❴s❝❛❧❡✳❙❡tP♦s ✭✭✐♥t✮✭❙❈❆▲❊ ✯✶✵✵✳✮✮❀

✶✹ ❯♣❞❛t❡❉❛t❛✭❋❆▲❙❊✮❀

✶✺

✶✻ r❡t✉r♥ ❚❘❯❊❀

✶✼ ⑥

❆❤♦r❛ ❜✐❡♥ ♣❛r❛ q✉❡ ❧♦s ❝❛♠❜✐♦s r❡❛❧✐③❛❞♦s s❡❛♥ ❝♦♥s❡r✈❛❞♦s ❞❡s♣✉és ❞❡
❝❡rr❛r ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ s❡ ❝r❡♦ ❡❧ ❜♦tó♥ ✏❆♣♣❧②✑✱ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ✹✳✾ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞♦ ❡♥ ❡❧
❝♦♥tr♦❧❛❞♦r ❞❡ ❡✈❡♥t♦s ❞❡ ❞✐❝❤♦ ❡❧❡♠❡♥t♦ ♣❡r♠✐t❡ ❣✉❛r❞❛r ❧♦s ❝❛♠❜✐♦s ♣❛r❛ ❧❛
♣ró①✐♠❛ ❡❥❡❝✉❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥✳

✹✾



❈ó❞✐❣♦ ✹✳✾✿ ❈ó❞✐❣♦ ♣❛r❛ ❣✉❛r❞❛r ❧♦s ❝❛♠❜✐♦s ❞❡s♣✉és ❞❡❧ ❝✐❡rr❡ ❞❡ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥

✶ ✈♦✐❞ ❈P❛r❛♠❙❈❆❘❆ ✿✿ ❖♥❇♥❈❧✐❝❦❡❞❇✉tt♦♥❆♣♣❧② ✭✮

✷ ④

✸ ✴✴ ❚❖❉❖✿ ❆❣r❡❣✉❡ ❛q✉✐ s✉ ❝♦❞✐❣♦ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧❛❞♦r

✹ ✴✴❞❡ ♥♦t✐❢✐❝❛❝✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧

✺ ♣❉♦❝ ✲❃♣▼❛✐♥❱✐❡✇ ✲❃❙❡t✉♣❙❝❡♥❡ ✭✮❀

✻ ♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳▲✐♥❦ ❬✵❪✳ ❙❛✈❡●❡♦♠❡tr②❱❛❧✉❡s ✭✮❀

✼ ♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳▲✐♥❦ ❬✶❪✳ ❙❛✈❡●❡♦♠❡tr②❱❛❧✉❡s ✭✮❀

✽ ♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳▲✐♥❦ ❬✷❪✳ ❙❛✈❡●❡♦♠❡tr②❱❛❧✉❡s ✭✮❀

✾ ♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳❙❡t❇❛s❡▲❡♥❣t❤ ✭✫♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳❉❤✹✮❀

✶✵ ♣❉♦❝ ✲❃▼❙❈❆❘❆✳❙❛✈❡●❡♦♠❡tr②❱❛❧✉❡s ✭✮❀

✶✶ ⑥

P♦r ú❧t✐♠♦✱ ♣❛r❛ q✉❡ ❧♦s ❝❛♠❜✐♦s r❡❛❧✐③❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ❞✐á❧♦❣♦ s❡ ♠✉❡str❡♥ ❞❡ ♠❛✲
♥❡r❛ ✐♥st❛♥tá♥❡❛✱ s❡ ❛❣r❡❣❛ ✉♥ t❡♠♣♦r✐③❛❞♦r ❞❡ ❧❛ ❝❧❛s❡ ❈❚✐♠❡r ❚✐♠❡r❘❡❢r❡s❤❀

② s❡ ❛❣r❡❣❛ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ✹✳✶✵ ❛❧ ✜♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❈❆❉❊❋■❉❉♦❝✿✿▼❛t❡r✐❛❧❍❛♥❞❧✐♥❣Pr♦❝❡ss✭✮✳

❈ó❞✐❣♦ ✹✳✶✵✿ ❈ó❞✐❣♦ ♣❛r❛ ❧❛ ❛❝t✉❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ✐♠♣r❡s✐ó♥ ❡♥ ♣❛♥t❛❧❧❛

✶ ✐❢✭❚✐♠❡r❘❡❢r❡s❤✳■s❊①♣✐r❡❞ ✭✮✮

✷ ④

✸ ♣▼❛✐♥❱✐❡✇ ✲❃r❡❢r❡s❤❉✐s♣❧❛② ✭✮❀

✹ ✴✴ ♠❴r✉♥♥✐♥❣❴t✐♠❡✳❋♦r♠❛t✭❴❚✭✧ ❚❂ ✪❞ ♠s✧✮✱

♠❴❝②❝❧❡❚✐♠❡r✳●❡t❚✐♠❡ ✭✮✮❀

✺ ❚✐♠❡r❘❡❢r❡s❤✳■♥✐t❚✐♠❡r ✭✹✶✮❀

✻ ⑥

❆❤♦r❛ ❡❧ ❞✐á❧♦❣♦ ❡s ❝♦♠♣❧❡t❛♠❡♥t❡ ❢✉♥❝✐♦♥❛❧✱ ♠♦❞✐✜❝❛ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❍❉
❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ② ❧♦s ❝❛♠❜✐♦s s♦♥ ♣r❡s❡♥t❛❞♦s ❞❡ ♠❛♥❡r❛ ✐♥st❛♥tá♥❡❛✳

✹✳✺✳ ▼❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡ ❡♠♣❧❡♦

P❛r❛ ❡❥❡❝✉t❛r ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥✱ ②❛ ✐♥✐❝✐❛❧✐③❛❞♦ ❡❧ ♣r♦❣r❛♠❛ s❡ ✈❛ ❛❧ ♠❡♥ú ✏❙✐✲
♠✉❧❛t✐♦♥✑ ② s❡ ❡❧✐❣❡ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s ♦♣❝✐♦♥❡s✳ ✏❘❡s❡t✑✱ ♣❛r❛ q✉❡ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r s❡
♣♦s✐❝✐♦♥❡ ❡♥ ❍❖▼❊✳ ✏❙♥❆▼✑ ♣❛r❛ q✉❡ s❡ s✐♠✉❧❡ ú♥✐❝❛♠❡♥t❡ ❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡✲
♥ér✐❝♦✳ ✏❆♥t❤r♦♣♦♠♦r♣❤✐❝✑ ♣❛r❛ q✉❡ s❡ s✐♠✉❧❡ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦
❛❞❡♠ás ❞❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦✳ ❨ ❛sí ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ♦♣❝✐ó♥✳

❆❧ ♣r❡s✐♦♥❛r ❧❛ ♦♣❝✐ó♥ ✏s✐♠✉❧❛t✐♦♥✑ ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❡♠♣❡③❛rá ❛ ❝♦rr❡r✱ ② ❧❛
tr❛②❡❝t♦r✐❛ s❡ ♠❛r❝❛rá ♣♦r ✉♥❛ s❡r✐❡ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❝♦♠♦ ❧❛ ♠♦str❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥
✹✳✽✱ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦✳

❈✉❛♥❞♦ s❡ ♣r❡s✐♦♥❛ ✏s✐♠✉❧❛t✐♦♥✑ ❞❡ ❝✉❛❧q✉✐❡r❛ ❞❡ ❧♦s ♦tr♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ s❡ ♠♦str❛rá ❞❡ ♠❛♥❡r❛ s✐♠✉❧tá♥❡❛✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r
s❡❧❡❝❝✐♦♥❛❞♦ ② ❧❛ ❞❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦✳ ❈♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✹✳✾✱ ♣❛r❛
❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ❆♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦✱ ❙❈❆❘❆ ② ❊s❢ér✐❝♦✳

❊❧ ❡❥❡❝✉t❛r ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❡s ♠✉② s❡♥❝✐❧❧♦✳ ❘❡s✉❧t❛ ♦❜✈✐♦ q✉❡ ♣❛r❛ ❡❥❡❝✉t❛r ❧❛
s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ♣r❡✈✐❛♠❡♥t❡ ❤❛❜❡r ❛❞q✉✐r✐❞♦ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛✱ t❛❧ ② ❝♦♠♦
s❡ ❞❡s❝r✐❜✐ó ❡♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ❛♥t❡r✐♦r ② ❝♦♥t❛r ❝♦♥ ❡❧ ❛r❝❤✐✈♦ ♣♦s✐t✐♦♥✳t①t✳

✺✵



❋✐❣✉r❛ ✹✳✼✿ ■♥✐❝✐❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥✳

❋✐❣✉r❛ ✹✳✽✿ ❙✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♠❡❞✐❛♥t❡ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐✲
❝♦✳

✺✶



❋✐❣✉r❛ ✹✳✾✿ ❙✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❞✐st✐♥t♦s ♠❛♥✐✲
♣✉❧❛❞♦r❡s✳

❙✐ ❜✐❡♥✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s tr❛②❡❝t♦r✐❛s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❆❉❊❋■❉✱ ✈❛❧✐❞❛♥ ❧♦s r❡s✉❧✲
t❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s✳ ❘❡s✉❧t❛ ✐♥t❡r❡s❛♥t❡ ❤❛❝❡r ✉♥❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s
q✉❡ s❡ ♣✉❡❞❡♥ ♦❜t❡♥❡r ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦♠❡r❝✐❛❧✱ ♣❛r❛ ❡❧❧♦ ❡♥ ❡❧ ❛♣é♥❞✐❝❡
❈✱ s❡ ♠♦❞❡❧❛♥ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ♣r♦♣✉❡st♦s ❡♥ ❆❞❛♠s✳

✺✷



❈❛♣ít✉❧♦ ✺

❈á❧❝✉❧♦ ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ②
❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥

❊♥ ❧♦s ❝❛♣ít✉❧♦s ❛♥t❡r✐♦r❡s s❡ ❤❛ ✈✐st♦ ❝♦♠♦ ❛❞q✉✐r✐r ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ s❡❣✉✐❞❛
♣♦r ❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦✱ ② ❝ó♠♦ s✐♠✉❧❛r ❡♥ ♣❛♥t❛❧❧❛ ❞✐❝❤❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛✳ P❡r♦ ❛
tr❛✈és ❞❡ ❧♦s ❝á❧❝✉❧♦s ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ s❡ t❡♥❞rá ❧❛ ♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ r❡❛✲
❧✐③❛r ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❛s ❡♥tr❡ ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❞✐st✐♥t♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s✳ ❊♥ ❡st❡
❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ❛♥❛❧✐③❛ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❧❧❡✈❛❞❛ ❛ ❝❛❜♦ ♣❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ❞✐❝❤♦s ❝á❧❝✉❧♦s ❛sí
❝♦♠♦ ❧❛s ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛s q✉❡ ❢✉❡r♦♥ ✉t✐❧✐③❛❞❛s ♣❛r❛ ❧❛ r❡s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s
q✉❡ s❡ ♣r❡s❡♥t❛r♦♥ ❡♥ ❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦✳

✺✳✶✳ ❖❜t❡♥❝✐ó♥ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡✲

❧❡r❛❝✐ó♥

▲♦ ♣r✐♠❡r♦ q✉❡ s❡ t✐❡♥❡ q✉❡ ❤❛❝❡r ❡s ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❝✐♥❡♠át✐❝♦ ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞
② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ♣r♦♣✉❡st♦s✱ ❞✐❝❤♦ ❛♥á❧✐s✐s s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❡♥
❡❧ ❆♣é♥❞✐❝❡ ❆✳ ❈♦♥ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ② ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ r❡❛❧✐③❛❞♦✱ ❤❛❝✐❡♥❞♦
✉s♦s ❞❡ ❧♦s ❞❛t♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ❡♥ ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ s❡ ♣✉❡❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛r ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ②
❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✳

❙❡ r❡❝✉❡r❞❛ q✉❡ ❧❛ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❜✉s❝❛ r❡❧❛❝✐♦♥❛r ❧❛s ✈❡❧♦❝✐❞❛❞❡s
❧✐♥❡❛❧❡s ② ❛♥❣✉❧❛r❡s ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧ ❝♦♥ ❧❛s ✈❡❧♦❝✐❞❛❞❡s ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ♠❡❞✐❛♥t❡
❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✺✳✶✮✳

Ẋ = J q̇ ✭✺✳✶✮

❉❡r✐✈❛♥❞♦ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✺✳✶✮✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ❞❡ ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥✿

Ẍ = J q̈+
d(J(q))

dt
q̇ ✭✺✳✷✮

❊♥ ❡st❛ ♦❝❛s✐ó♥ s❡ r❡❛❧✐③❛ ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ✐♥✈❡rs♦✱ ❝♦♥♦❝✐❞❛ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r
✜♥❛❧ s❡ ❜✉s❝❛ ♦❜t❡♥❡r ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s✳ P❛r❛ ❡❧❧♦ s❡ ❤❛❝❡ ✉♥

✺✸



r❡❛❝♦♠♦❞♦ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✺✳✶✮✱ ❞❡s♣❡❥❛♥❞♦ q̇✿

q̇ = J−1(q)Ẋ ✭✺✳✸✮

❉❡s♣❡❥❛♥❞♦ q̈ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✭✺✳✷✮✱ s❡ ♦❜t✐❡♥❡✿

q̈ = J−1(q)❜ ✭✺✳✹✮

❉♦♥❞❡ ❜ ❡q✉✐✈❛❧❡ ❛✿

❜ = Ẍ − d(J(q))

dt
q̇ ✭✺✳✺✮

❉♦♥❞❡ q̇ ② q̈ r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❛❧ ✈❡❝t♦r ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦✲
♥❡s ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✳ ▼✐❡♥tr❛s Ẋ ② Ẍ r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❛ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥
❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧✳

P❛r❛ ❤❛❝❡r ✉s♦ ❞❡ ❧❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✭✺✳✸✮ ② ✭✺✳✹✮ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛r ❧❛ ✈❡❧♦❝✐✲
❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❧✐♥❡❛❧ ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧✳ P❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ❡st♦s ❝á❧❝✉❧♦s s❡ ❝✉❡♥t❛
❝♦♥ ❧♦s ❞❛t♦s q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ s❡❣✉✐❞❛ ♣♦r ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✱ ❡st♦ ❡s
❧❛ s❡r✐❡ ❞❡ ♣✉♥t♦s q✉❡ ❝❛r❛❝t❡r✐③❛♥ ❛ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ② ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❡♥ q✉❡ ❢✉❡r♦♥
❛❧❝❛♥③❛❞♦s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❡st❛ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ s❡ ♣✉❡❞❡♥ ✉t✐❧✐③❛r ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ✜♥✐t❛s✱
♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ❧♦s ❞❛t♦s ❞❡s❡❛❞♦s✳

✺✳✷✳ ❉❡r✐✈❛❝✐ó♥ ♥✉♠ér✐❝❛

▲❛ ❞❡r✐✈❛❝✐ó♥ ♥✉♠ér✐❝❛ ♣❡r♠✐t❡ ❝❛❧❝✉❧❛r ❧❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ ❞❡
✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❡♥ ✉♥ ♣✉♥t♦ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐s♠❛✳ ❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ❞✐❝❤♦s
✈❛❧♦r❡s s♦♥ ❧♦s ❞❛t♦s q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❛ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❛❞q✉✐r✐❞❛✳ ❆❧ tr❛t❛rs❡ ❞❡
✉♥❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❡❧ ❤❛❝❡r ✉s♦ ❞❡ ést❡ ♠ét♦❞♦ ✐♠♣❧✐❝❛rá ✉♥ ❡rr♦r ♥✉♠ér✐❝♦✳

❊①✐st❡♥ tr❡s t✐♣♦s ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛✱ ❝♦♥♦❝✐❞❛s ❝♦♠♦ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❤❛❝✐❛ ❛❞❡❧❛♥t❡✱
❤❛❝✐❛ ❛trás ② ❝❡♥tr❛❧✳ ❘❡❝✐❜❡♥ s✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❧♦s ❞❛t♦s q✉❡ ✉s❛♥✳ ❆q✉í s❡
❛♣❧✐❝❛rá ❧❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❝❡♥tr❛❧ q✉❡ ✉t✐❧✐③❛ ❧♦s ❞❛t♦s i− 1 ❡ i+1✳ ▲❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥
❛ ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ ② s❡❣✉♥❞❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ ❝♦♥ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ❝❡♥tr❛❞❛s s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛s
s✐❣✉✐❡♥t❡s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s✿

f ′(xi) =
f(xi+1)− f(xi−1)

2h
✭✺✳✻✮

f ′′(xi) =
f(xi+1)− 2f(xi) + f(xi−1)

h2
✭✺✳✼✮

❉♦♥❞❡ f(xi+1) ❡s ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♣✉♥t♦ ② f(xi−1) ❡❧ ✈❛❧♦r ❞❡❧ ♣✉♥t♦
♣r❡✈✐♦✳ h ❡s ❧❧❛♠❛❞♦ t❛♠❛ñ♦ ❞❡ ♣❛s♦ ♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t♦✱ ❡♥ ♦tr❛s ♣❛❧❛❜r❛s ❡s ❡❧
❡s♣❛❝✐❛❞♦ q✉❡ ❤❛② ❡♥tr❡ ❝❛❞❛ ♣✉♥t♦✳

❘❡s✉❧t❛ s✐♠♣❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛r ❡st❡ ♠ét♦❞♦ ❝ó♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ✺✳✶✳
❙❡ ✉t✐❧✐③❛ ❡❧ ♠✐s♠♦ ❝✐❝❧♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐♦♥ ❡♥ x✱ y ②
z✳ ❉♦♥❞❡ j r❡♣r❡s❡♥t❛ ❛❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❞❛t♦s q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❛ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛✳ ▲♦s
❛rr❡❣❧♦s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ♣♦s❬❪❬❪✱ ✈❡❧❬❪❬❪ ② ❛❝❡❧❬❪❬❪ ❝♦♠♣❛rt❡♥ ❡❧ ♠✐s♠♦
❢♦r♠❛t♦ ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❡❧ ♣r✐♠❡r í♥❞✐❝❡ r❡s♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♣✉♥t♦✳ ❊❧ s❡❣✉♥❞♦

✺✹



r❡✜❡r❡ ❛ ✵ ♣❛r❛ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ x✱ ✶ ♣❛r❛ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ y ② ✷ ♣❛r❛ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡
z✳ h q✉❡❞❛ ❞❡✜♥✐❞♦ ❝♦♠♦ ❡❧ ♣❡r✐♦❞♦ ❞❡ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥✳

❈ó❞✐❣♦ ✺✳✶✿ ❈ó❞✐❣♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧

✶ ❢♦r✭✐❂✵❀✐❁❥❀✐✰✰✮

✷ ④

✸ ✴✴ ❉✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❢✐♥✐t❛ ❝❡♥tr❛❞❛

✹ ✈❡❧❬✐❪❬✵❪❂✭ ♣♦s❬✐✰✶❪❬✵❪ ✲ ♣♦s❬✐ ✲✶❪❬✵❪✮ ✴✭✷✯❤✮❀

✺ ✈❡❧❬✐❪❬✶❪❂✭ ♣♦s❬✐✰✶❪❬✶❪ ✲ ♣♦s❬✐ ✲✶❪❬✶❪✮ ✴✭✷✯❤✮❀

✻ ✈❡❧❬✐❪❬✷❪❂✭ ♣♦s❬✐✰✶❪❬✷❪ ✲ ♣♦s❬✐ ✲✶❪❬✷❪✮ ✴✭✷✯❤✮❀

✼

✽ ❛❝❡❧❬✐❪❬✵❪❂✭ ♣♦s❬✐✰✶❪❬✵❪ ✲✷✯ ♣♦s❬✐❪❬✵❪✰ ♣♦s❬✐ ✲✶❪❬✵❪✮ ✴✭❤✯❤✮❀

✾ ❛❝❡❧❬✐❪❬✶❪❂✭ ♣♦s❬✐✰✶❪❬✶❪ ✲✷✯ ♣♦s❬✐❪❬✶❪✰ ♣♦s❬✐ ✲✶❪❬✶❪✮ ✴✭❤✯❤✮❀

✶✵ ❛❝❡❧❬✐❪❬✷❪❂✭ ♣♦s❬✐✰✶❪❬✷❪ ✲✷✯ ♣♦s❬✐❪❬✷❪✰ ♣♦s❬✐ ✲✶❪❬✷❪✮ ✴✭❤✯❤✮❀

✶✶ ⑥

❙❡ ♣♦❞rí❛ ❝r❡❡r q✉❡ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❡st❡ ♣✉♥t♦ s❡ ❡st❛ ❧✐st♦ ♣❛r❛ ❤❛❝❡r ✉s♦ ❞❡ ❧❛s
❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✭✺✳✸✮ ② ✭✺✳✹✮✳ P❡r♦ ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❞❡ ❡st❡ ♠ét♦❞♦ ♥✉♠ér✐❝♦
❡s ✐♠♣♦s✐❜❧❡ ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥✳

❈♦♠♦ s❡ ♠❡♥❝✐♦♥ó ❛❧ ♣r✐♥❝✐♣✐♦ ❞❡ ❡st❛ s❡❝❝✐ó♥✱ ❡st❡ ♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦ ❡stá ❞✐s❡✲
ñ❛❞♦ ♣❛r❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛r ❧❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ ❞❡ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❛❞❛✱ ♣❡r♦ ♣❛r❛ ♥✉❡str♦ ❝❛s♦✱
❧♦s ❞❛t♦s ❤❛♥ s✐❞♦ ❛❞q✉✐r✐❞♦s ♠❛♥✉❛❧♠❡♥t❡ ② ♥♦ r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❛ ♥✐♥❣✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥✳

❖tr♦ r❡q✉❡r✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❡st❡ ♠ét♦❞♦ ❡s q✉❡ ❧♦s ❞❛t♦s ❡stá♥ ✐❣✉❛❧♠❡♥t❡ ❡s♣❛✲
❝✐❛❞♦s✳ ❆✉♥q✉❡ ❡❧ ♣❡r✐♦❞♦ ❞❡ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ❡s ❡❧ ♠✐s♠♦ ♣❛r❛ t♦❞♦s ❧♦s ♣✉♥t♦s✱
❛❧ s❡r ❞❛t♦s ❡♠♣ír✐❝♦s ✭❞❛t♦s ❛❞q✉✐r✐❞♦s ♠❛♥✉❛❧♠❡♥t❡✮✱ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❡rr♦r❡s ❞❡
♠❡❞✐❝✐ó♥ ❧♦s ❝✉❛❧❡s t✐❡♥❞❡♥ ❛ ❛♠♣❧✐✜❝❛rs❡✳

P♦r ❧♦ t❛♥t♦✱ ❧♦s ❞❛t♦s ❛❞q✉✐r✐❞♦s q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❛ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❞❡❧ ♠❛♥✐✲
♣✉❧❛❞♦r ♥♦ s♦♥ ❛❞❡❝✉❛❞♦s ♣❛r❛ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ✜♥✐t❛s✱
♣r❡✈✐♦ ❛ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❡ ♠ét♦❞♦ ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❛❥✉st❛r ❧♦s ❞❛t♦s ❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥
s✉❛✈❡ ② ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛❜❧❡✱ ❡st♦ ♠❡❞✐❛♥t❡ r❡❣r❡s✐ó♥ ❞❡ ♠í♥✐♠♦s ❝✉❛❞r❛❞♦s ❬✶✷❪✳

✺✳✸✳ ❘❡❣r❡s✐ó♥ ♣♦r ♠í♥✐♠♦s ❝✉❛❞r❛❞♦s

❊♥ ❡st❛ té❝♥✐❝❛✱ s❡ ✐♥t❡♥t❛ ❡♥❝♦♥tr❛r ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ q✉❡ ♠❡❥♦r s❡ ❛♣r♦①✐♠❡ ❛ ❧♦s
❞❛t♦s✱ ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛❧ ♠í♥✐♠♦ ❡rr♦r ❝✉❛❞rát✐❝♦✳

❙❡ ❜✉s❝❛ q✉❡ ✉♥❛ s❡r✐❡ ❞❡ m ❞❛t♦s s❡ ❛♣r♦①✐♠❡ ❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❣r❛❞♦ n✳
❈♦♥s✐❞❡ré ♣❛r❛ ❡❧❧♦ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✺✳✽✳

y = a0 + a1x+ . . .+ anx
n + e ✭✺✳✽✮

❉♦♥❞❡ e r❡♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ❡rr♦r ❡♥tr❡ ❧♦s ❞❛t♦s ② ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥✳ ❆❤♦r❛ s✐ s❡ ❤❛❝❡ ❧❛
s✉♠❛ ❞❡❧ ❝✉❛❞r❛❞♦ ❞❡ ❧♦s ❡rr♦r❡s✳

Sr =

n
∑

i=1

(y − a0 − a1x− . . .− anx
n)2 ✭✺✳✾✮

P❛r❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛r ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ao, . . . , an ❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❞❡r✐✈❛r ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛
❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s✳

✺✺



∂Sr

∂a0
= −2

n
∑

i=1

(y − a0 − a1x− . . .− anx
n)

∂Sr

∂a1
= −2

n
∑

i=1

(y − a0 − a1x− . . .− anx
n)x

✳✳✳
∂Sr

∂an
= −2

n
∑

i=1

(y − a0 − a1x− . . .− anx
n)xn

❙❡ ✐❣✉❛❧❛♥ ❧❛s ❞❡r✐✈❛❞❛s ❛ ❝❡r♦ ♣❛r❛ t❡♥❡r ✉♥ ❡rr♦r Sr ♠í♥✐♠♦✳

0 = −2

n
∑

i=1

(y − a0 − a1x− . . .− anx
n)

0 = −2
n
∑

i=1

(y − a0 − a1x− . . .− anx
n)x

✳✳✳

0 = −2

n
∑

i=1

(y − a0 − a1x− . . .− anx
n)xn

❙✐ s❡ ♦❜s❡r✈❛
∑

a0 = ma0 ② s❡ ❤❛❝❡ ✉♥ r❡❛❝♦♠♦❞♦✱ s❡ t✐❡♥❡✿

ma0 +
(

∑

x
)

a1 + . . .+
(

∑

xn
)

an =
∑

y
(

∑

x
)

a0 +
(

∑

x2
)

a1 + . . .+
(

∑

xn+1
)

an =
∑

xy

✳✳✳
(

∑

xn+1
)

a0 +
(

∑

xn+2
)

a1 + . . .+
(

∑

xn+n
)

an =
∑

xny

❊st❡ s✐st❡♠❛ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ❧✐♥❡❛❧❡s s❡ ♣✉❡❞❡ ❡s❝r✐❜✐r ♠❛tr✐❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❝♦♠♦✿















m
∑

x
∑

x2 . . .
∑

xn

∑

x
∑

x2
∑

x3 . . .
∑

xn+1
∑

x2
∑

x3
∑

x4 . . .
∑

xn+2

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
∑

xn+1
∑

xn+2
∑

xn+3 . . .
∑

xn+n





























a0
a1
a2
✳✳✳
an















=















∑

y
∑

xy
∑

x2y
✳✳✳

∑

xny















✭✺✳✶✵✮

❊st❡ s✐st❡♠❛ ♣✉❡❞❡ s❡r r❡s✉❡❧t♦ ♣♦r ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ●❛✉ss✲❏♦r❞❛♥✳ P❧❛♥t❡❛❞♦ ❡❧

♣r♦❜❧❡♠❛ s❡ ❜✉s❝❛ ❛♣r♦①✐♠❛r ❧❛ s❡r✐❡ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❛❞q✉✐r✐❞♦s ❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞✐❢❡✲
r❡♥❝✐❛❜❧❡✳ P❛r❛ ❡sté ♣r♦♣ós✐t♦ s❡ ❝r❡ó ❧❛ ❝❧❛s❡ ❈▲❙q✉❛r❡s❋✐t✱ ❡st❛ ❝❧❛s❡ ❝✉❡♥t❛

✺✻



❝♦♥ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ q✉❡ ❞❡✈✉❡❧✈❡ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s a ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❛♣r♦①✐♠❛❞❛ ❛ ❧❛
s❡r✐❡ ❞❡ ♣✉♥t♦s✳ ❙✉ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❡s ❡❧ ♠♦str❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❞✐❣r❛♠❛ ❞❡ ✢✉❥♦ ❞❡ ❧❛
✐♠❛❣❡♥ ✺✳✶✳

P❛r❛ ❧❛ r❡❣r❡s✐ó♥ ♣♦r ♠í♥✐♠♦s ❝✉❛❞r❛❞♦s✱ ♣r✐♠❡r♦ s❡ r❡❝✐❜❡ ❧❛ s❡r✐❡ ❞❡ ❞❛t♦s
q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❛ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛✱ ❡st♦ ❡s ❧❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❡♥ x✱ y ♦ z✱ ❛sí ❝♦♠♦ ❡❧
t✐❡♠♣♦ t ❡♥ q✉❡ ❞✐❝❤❛ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❢✉❡ ❛❧❝❛♥③❛❞❛✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❡st❛ s❡r✐❡ ❞❡ ♣✉♥t♦s
s❡ ❣❡♥❡r❛ ❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛❧ ❣r❛❞♦ ✐♥❞✐❝❛❞♦✳ ❉❡s♣✉és s❡
r❡s✉❡❧✈❡ ❡❧ s✐st❡♠❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ●❛✉ss✲❏♦r❞❛♥✳ P♦r ú❧t✐♠♦ ❧♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ♦❜t❡♥✐❞♦s
s❡ ❣✉❛r❞❛♥ ❡♥ ✉♥ ✈❡❝t♦r✱ ♣❛r❛ q✉❡ ♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s tr❛②❡❝t♦r✐❛ s❡❛♥
❛❥✉st❛❞♦s ❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥✳

❋✐❣✉r❛ ✺✳✶✿ ❋✉♥❝✐♦♥❛♠❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛s❡ ❈▲❙q✉❛r❡s❋✐t✿✿❖♣❡r❛t✐♦♥✳

❊❧ ❝ó❞✐❣♦ ✺✳✷ ♠✉❡str❛ ❡❧ ♠✐s♠♦ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ q✉❡ ❡❧ ❞✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ✢✉❥♦ ②
❝♦♠♦ s❡ ✐♥❞✐❝❛✱ s❡ ❞✐✈✐❞❡ ❡♥ tr❡s ❜❧♦q✉❡s q✉❡ s♦♥ ❧❛ ❝♦♥str✉❝❝✐ó♥ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡
❡❝✉❛❝✐♦♥❡s✱ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ♠❡❞✐❛♥t❡ ●❛✉ss✲❏♦r❞❛♥ ② ❡❧ ❣✉❛r❞❛❞♦ ❞❡ ❧♦s
❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s✳

✺✼



❈ó❞✐❣♦ ✺✳✷✿ ❈ó❞✐❣♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❛❥✉st❡ ♣♦r ♠í♥✐♠♦s ❝✉❛❞r❛❞♦s

✶ ✈♦✐❞ ❈▲❙q✉❛r❡s❋✐t ✿✿ ♦♣❡r❛t✐♦♥✭❞♦✉❜❧❡ ①❬✸✵✵❪ ✱ ❞♦✉❜❧❡ ②❬✸✵✵❪✱✐♥t ♠✱ ✐♥t

♥✮

✷ ④

✸

✹ ✴✴ ❈♦♥str✉❝❝✐♦♥ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s

✺

✻ ❢♦r✭✐❂✵❀✐❁❂♥❀✐✰✰✮

✼ ④

✽ ❢♦r✭❥❂✵❀❥❁❂♥✰✶❀❥✰✰✮

✾ ④

✶✵ ✐❢✭❥❃❂✵ ✫✫ ❥❁❂♥✮

✶✶ ④

✶✷ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁♠❀❦✰✰✮

✶✸ ④

✶✹ ♠❛t❬✐❪❬❥❪✰❂♣♦✇✭①❬❦❪✱✐✰❥✮❀

✶✺ ⑥

✶✻ ⑥

✶✼ ❡❧s❡ ✐❢✭✐❂❂✵ ✫✫ ❥❂❂✵✮

✶✽ ④

✶✾ ♠❛t❬✐❪❬❥❪❂♠❀

✷✵ ⑥

✷✶ ❡❧s❡ ✐❢✭❥❂❂♥✰✶✮

✷✷ ④

✷✸ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁♠❀❦✰✰✮

✷✹ ④

✷✺ ♠❛t❬✐❪❬❥❪✰❂②❬❦❪✯♣♦✇✭①❬❦❪✱✐✮❀

✷✻ ⑥

✷✼ ⑥

✷✽ ⑥

✷✾ ⑥

✸✵

✸✶ ✴✴ ❙♦❧✉❝✐♦♥ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ♠❡❞✐❛♥t❡ ●❛✉ss ✲❏♦r❞❛♥

✸✷

✸✸ ❢♦r✭✐❂✵❀ ✐❁❂♥❀ ✐✰✰✮

✸✹ ④

✸✺ ❛✉①❂♠❛t❬✐❪❬✐❪❀

✸✻ ❢♦r✭❥❂✵❀❥❁❂♥✰✶❀❥✰✰✮

✸✼ ④

✸✽ ♠❛t❬✐❪❬❥❪✴❂❛✉①❀

✸✾ ⑥

✹✵ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❂♥❀❦✰✰✮

✹✶ ④

✹✷ ❛✉①✷❂♠❛t❬❦❪❬✐❪❀

✹✸ ✐❢✭❦❂❂✐✮

✹✹ ④

✹✺ ⑥

✹✻ ❡❧s❡

✹✼ ④

✹✽ ❢♦r✭❧❂✵❀❧❁❂♥✰✶❀❧✰✰✮

✹✾ ④

✺✵ ♠❛t❬❦❪❬❧❪❂♠❛t❬❦❪❬❧❪✲✭❛✉①✷✯♠❛t❬✐❪❬❧❪✮❀

✺✶ ⑥

✺✷ ⑥

✺✸ ⑥

✺✹ ⑥

✺✽



✺✺

✺✻ ✴✴ ●✉❛r❞❛❞♦ ❞❡ ❝♦❡❢✐❝✐❡♥t❡s

✺✼ ❢♦r✭❥❂✵❀❥❁❂♥✰✶❀❥✰✰✮

✺✽ ④

✺✾ ❛❬❥❪❂♠❛t❬❥❪❬♥✰✶❪❀

✻✵ ⑥

✻✶ ⑥

❈♦♥ ❧❛ té❝♥✐❝❛ ❞❡ r❡❣r❡s✐ó♥ ♣♦r ♠í♥✐♠♦s ❝✉❛❞r❛❞♦s ❛❤♦r❛ s❡ ♣✉❡❞❡ ❛♣r♦①✐♠❛r
❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❧❛ s❡r✐❡ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❛❞q✉✐r✐❞♦s✱ ♣❛r❛ ❛sí ❛❥✉st❛r❧♦s ❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥
❞✐❢❡r❡♥❝✐❛❜❧❡ ② ♣♦❞❡r ❛♣❧✐❝❛r ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ✜♥✐t❛s✱ ♣❛r❛ q✉❡ ♣♦st❡✲
r✐♦r♠❡♥t❡ s❡ r❡❛❧✐❝❡ ❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s✳

✺✳✹✳ ❈r❡❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ✏●❡tP♦❱❡❆❝P❛r❛♠❡✲

t❡rs✑

❘❡s✉❡❧t♦s ❧♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❛❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ s❡r✐❡ ❞❡ ♣✉♥t♦s q✉❡
r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ② ♦❜t❡♥✐❞❛s ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r
✜♥❛❧✱ ❛❤♦r❛ sí ❡s ♣♦s✐❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛r ❧❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✭✺✳✸✮ ② ✭✺✳✹✮✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❡st❡ ♣✉♥t♦ ❝♦♥ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❝✐♥é♠❛t✐❝♦ ❞❡ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ♣r♦✲
♣✉❡st♦s ❡♥ ❡❧ ❆♣é♥❞✐❝❡ ❆ r❡s✉❧t❛ r❡❧❛t✐✈❛♠❡♥t❡ s❡♥❝✐❧❧♦ ❡❧ ❣❡♥❡r❛r ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥
q✉❡ r❡❛❧✐❝❡ ❧♦s ❝á❧❝✉❧♦s ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡r❧❡r❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❝r❡❛❞❛✱ ❡s ●❡tP♦❱❡❆❝P❛r❛♠❡t❡rs✱ ♣r♦♣✐❛ ❞❡ ❝❛❞❛ ♠á✲
q✉✐♥❛✱ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s❡r✐❡ ❞❡ ♣✉♥t♦s✱ ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡s❛rr♦❧❧❛ ♣♦r ❝♦♠♣❧❡t♦ ❡❧
❛♥á❧✐s✐s ❝✐♥❡♠át✐❝♦ ❞❡ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ♣r♦♣✉❡st♦s✳ ▲♦s ❞❛t♦s ❝❛❧❝✉❧❛❞♦s ♣♦r
❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ s♦♥ ❡♥tr❡❣❛❞♦s ❡♥ ✉♥ ❛r❝❤✐✈♦ ❞❡ t❡①t♦ ♣❛r❛ s✉ tr❛t❛♠✐❡♥t♦ ♣♦st❡r✐♦r✳

❊❧ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ●❡tP♦❱❡❆❝P❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❡❧ ❞✐❛❣r❛✲
♠❛ ❞❡ ✢✉❥♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✺✳✷✱ s❡ ♣❛rt❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❛ ❞❡ ❧❛ s❡r✐❡ ❞❡ ♣✉♥t♦s q✉❡
r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❛ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ② ❛ ❡st♦s ♣✉♥t♦s s❡ ❧❡s ❞❛ ❡❧ tr❛t❛♠✐❡♥t♦ q✉❡ s❡
❞❡s❝r✐❜✐ó ❡♥ ❧❛s s❡❝❝✐♦♥❡s ♣r❡✈✐❛s✱ ♣❛r❛ ❛❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛r ❧♦s ❞❛t♦s✱ ❡st♦s s❡ ❛❥✉st❛♥
❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♠❡❞✐❛♥t❡ ♠í♥✐♠♦s ❝✉❛❞r❛❞♦s✳

❊♥s❡❣✉✐❞❛ ❛ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧♦s ❞❛t♦s ②❛ ❛❥✉st❛❞♦s s❡ ❛♣❧✐❝❛ ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥✲
❝✐❛s ✜♥✐t❛s✱ ❡st♦ ♣❛r❛ ❝❛❧❝✉❧❛r ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧✳ ❨ ❝♦♥
❡❧ ♣r♦♣ós✐t♦ ❞❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛r ❧❛s ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✭✺✳✸✮ ② ✭✺✳✹✮ s❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❧ ❏❛❝♦❜✐❛♥♦
② ❏❛❝♦❜✐❛♥♦ ✐♥✈❡rs♦✳ ❈♦♠♣❧❡t❛❞♦ ❡st❡ ♣r♦❝❡s♦ s❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛✲
❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s✳ P♦r ú❧t✐♠♦ ♣❛r❛ ❞❛r❧❡ ✉♥ tr❛t❛♠✐❡♥t♦ ♣♦st❡r✐♦r ❢✉❡r❛
❞❡ ❆❉❊❋■❉✱ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s s♦♥ ✐♠♣r❡s♦s ❡♥ ❢♦r♠❛t♦ ❞❡ t❡①t♦✳

✺✾



❋✐❣✉r❛ ✺✳✷✿ ❉✐❛❣r❛♠❛ ❞❡ ✢✉❥♦ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ●❡tP♦❱❡❆❝P❛r❛♠❡t❡rs✳

▲❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ●❡tP♦❱❡❆❝P❛r❛♠❡t❡rs ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s✱
❛✉♥q✉❡ s✐♠♣❧❡s ❡♥ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦✱ r❡s✉❧t❛♥ ❡①t❡♥s❛s ♣♦r ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡❧❡♠❡♥✲
t♦s ❝♦♥ ❧♦s q✉❡ ❝✉❡♥t❛♥ ❧♦s ❏❛❝♦❜✐❛♥♦s ❝♦♠♦ s❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛r ❡♥ ❡❧ ❆♣é♥❞✐❝❡
❆✱ ♣♦r t❛❧ ♠♦t✐✈♦ ❧♦s ❝ó❞✐❣♦s s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛♥ ❡♥ ❡❧ ❆♣é♥❞✐❝❡ ❇✳

✺✳✹✳✶✳ ▼❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡ ❡♠♣❧❡♦

❊❧ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ●❡tP♦❱❡❆❝P❛r❛♠❡t❡rs ❛ tr❛✈és ❞❡ ❧❛ ✐♥t❡r❢❛③ ❞❡❧ ✉s✉❛✲
r✐♦ ❡s ❝♦♥ ❜❛s❡ ❡♥ ♠❡♥ús✱ ❞❡♥tr♦ ❞❡❧ ♠❡♥ú ✏❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✑ ❡♥ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❛ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❛❝t✐✈❛ ❧❛ ♦♣❝✐ó♥ ✏●❡tP❛r❛♠❡t❡rs✑ ❝♦♠♦
s❡ ♠✉❡str❛ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✺✳✸✱ ❛❧ ♣r❡s✐♦♥❛r❧❛✱ ✐♥t❡r♥❛♠❡♥t❡ s❡ ❛❝t✐✈❛rá ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥
●❡tP♦❱❡❆❝P❛r❛♠❡t❡rs ♣❛r❛ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡ ② t❛♠❜✐é♥ ♣❛r❛ ❡❧
♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦✱ ❡st♦ ❡s ♣♦r q✉❡ s❡ ♣r❡t❡♥❞❡ r❡❛❧✐③❛r ✉♥❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❛ ❡♥tr❡
❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ♣r♦♣✉❡st♦ ② ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❝♦♥ ❡❧ q✉❡ s❡ r❡❛❧✐③ó ❧❛ ❝❛♣t✉r❛ ❞❡
❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛✳

✻✵



❋✐❣✉r❛ ✺✳✸✿ ❖♣❝✐ó♥ ●❡tP❛r❛♠❡t❡rs ❞❡❧ ♠❡♥ú ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❯♥❛ ✈❡③ ❡❥❡❝✉t❛❞❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥✱ s❡ ❣❡♥❡r❛rá♥ ❞♦s ❛r❝❤✐✈♦s ❞❡ t❡①t♦✱ ❧♦s ❝✉❛❧❡s
t✐❡♥❡♥ ❣✉❛r❞❛❞♦s t♦❞♦s ❧♦s ✈❛❧♦r❡s r❡❢❡r❡♥t❡s ❛ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❛❞q✉✐r✐❞❛✱ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞✐❡♥t❡s ❛ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ❛ ❝♦♠♣❛r❛r✳ ▲♦s ❛r❝❤✐✈♦s s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❡①t❡♥s✐ó♥
✏✯✳❝s✈✑✱ ❡st❡ t✐♣♦ ❞❡ ❛r❝❤✐✈♦ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ s❡♣❛r❛❞♦ ♣♦r ❝♦♠❛s✱ ② ❡s r❡❝♦♥♦❝✐❞♦
♣♦r ❡①❝❡❧✳ ❈❛❞❛ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ❞❛t♦s ❡s s❡♣❛r❛❞♦ ♣♦r ✉♥ ❝❛♠❜✐♦ ❞❡ r❡♥❣❧ó♥✳ ▲♦s
❛r❝❤✐✈♦s t✐❡♥❡♥ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❢♦r♠❛t♦ ❞❡ ❣✉❛r❞❛❞♦✳

♥✱ ♣①✱ ♣②✱ ♣③✱ t❤✶✱ t❤✷✱ t❤✸✱ t❤♣✶✱ t❤♣✷✱ t❤♣✸✱ t❤✷♣✶✱ t❤✷♣✷✱ t❤✷♣✸

❉♦♥❞❡✿

♥✿ ◆ú♠❡r♦ ❞❡ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ❞❛t♦s✳

♣①✿ P♦s✐❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧ ❡♥ x✳

♣②✿ P♦s✐❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧ ❡♥ y✳

♣③✿ P♦s✐❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧ ❡♥ z✳

t❤✶✿ ➪♥❣✉❧♦ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✶✳

t❤✷✿ ➪♥❣✉❧♦ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✷✳

t❤✸✱❜✸✿ ➪♥❣✉❧♦ ♦ ❞❡s♣❧❛③❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✸✳

t❤♣✶✿ ❱❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✶✳

t❤♣✷✿ ❱❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✷✳

t❤♣✸✱❜♣✸✿ ❱❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✸✳

t❤✷♣✶✿ ❆❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✶✳

t❤✷♣✷✿ ❆❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✷✳

t❤✷♣✸✱❜✷♣✸✿ ❆❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ✸✳

✻✶



✺✳✺✳ ●r❛✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ❞❛t♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s

❯♥❛ ❢♦r♠❛ ❞❡ ❛♥❛❧✐③❛r ❝✉❛❧✐t❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❧♦s ❞❛t♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ♣♦r ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥
●❡tP♦❱❡❆❝P❛r❛♠❡t❡rs ❡s ❣r❛✜❝❛♥❞♦✱ ❞❡ ❡st❡ ♠♦❞♦ s❡ ♣♦❞rá r❡❛❧✐③❛r ✉♥❛ ❝♦♠✲
♣❛r❛t✐✈❛ ✈✐s✉❛❧ ❡♥tr❡ ❧♦s ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦s ❞❡ ❧♦s ❞✐st✐♥t♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡ ❧♦s
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s✳ P❛r❛ ❣r❛✜❝❛r ❧♦s ❞❛t♦s s❡ ❤❛❝❡ ✉s♦ ❞❡ ♠❛t❧❛❜✱ ❡❧ ❝✉❛❧ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥
❧❛s ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛s ♥❡❝❡s❛r✐❛s ② s♦♥ ❢á❝✐❧❡s ❞❡ ✉s❛r✳

P❛r❛ ❣rá✜❝❛r ❧♦ ♣r✐♠❡r♦ q✉❡ s❡ t✐❡♥❡ q✉❡ ❤❛❝❡r ❡s ❝❛♠❜✐❛r ❧❛ ❡①t❡♥s✐ó♥ ❞❡❧
❛r❝❤✐✈♦ ❞❡ r❡s✉❧t❛❞♦s✱ ❢✉❡ ❣✉❛r❞❛❞♦ ❝♦♥ ❡①t❡♥s✐ó♥ ✳❝s✈ ② ❛❤♦r❛ t❡♥❞rá q✉❡ s❡r
❣✉❛r❞❛❞♦ ❝♦♠♦ ✳❞❛t ♣✉❡st♦ q✉❡ ❡st❛ ❡①t❡♥s✐ó♥ ❡s ❞❡ ❧❛ q✉❡ ❤❛❝❡ ✉s♦ ♠❛t❧❛❜✳

❨❛ ❡♥ ♠❛t❧❛❜ s❡ ✉s❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❝s✈r❡❛❞✱ ❡st❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❧❡❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❡♥ ❢♦r✲
♠❛t♦ ❞❡ s❡♣❛r❛❝✐ó♥ ♣♦r ❝♦♠❛s ✭❈❙❱✮ ② ❧♦s ❣✉❛r❞❛ ❡♥ ✉♥❛ ♠❛tr✐③ ❬✶✸❪✳ P❛r❛
s❡♣❛r❛r ❧♦s ✈❛❧♦r❡s s♦♥ ❣✉❛r❞❛❞♦s ❡♥ ✈❡❝t♦r❡s✱ ❞❡s♣✉és ❡st♦s ✈❡❝t♦r❡s s♦♥ ❣r❛✲
✜❝❛❞♦s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ s✉❜♣❧♦t✳ ❊❧ ❝ó❞✐❣♦ ✺✳✸ ♠✉❡str❛ ❧❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥
♣❛r❛ ❧❛ ❣r❛✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❝✉r✈❛s ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ❛♥tr♦✲
♣♦♠ór✜❝♦ ② ❙♥❆▼✳
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✺
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✽ t❤✸❂▼✶✭✿✱✼✮❀

✾ t❤♣✶❂▼✶✭✿✱✽✮❀

✶✵ t❤♣✷❂▼✶✭✿✱✾✮❀

✶✶ t❤♣✸❂▼✶✭✿✱✶✵✮❀
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✶✼ t❤✷❛❂▼✷✭✿✱✻✮❀

✶✽ t❤✸❛❂▼✷✭✿✱✼✮❀

✶✾ t❤♣✶❛❂▼✷✭✿✱✽✮❀

✷✵ t❤♣✷❛❂▼✷✭✿✱✾✮❀

✷✶ t❤♣✸❛❂▼✷✭✿ ✱✶✵✮❀

✷✷ t❤✷♣✶❛❂▼✷✭✿✱✶✶✮❀
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✸✺ s✉❜♣❧♦t ✭✸✱✶✱✸✮❀
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▲❛ ✐♠❛❣❡♥ ✺✳✹ ❡s ✉♥ ❡❥❡♠♣❧♦ ❞❡❧ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ❝ó❞✐❣♦ ✺✳✸✳

❋✐❣✉r❛ ✺✳✹✿ ●r❛✜❝❛❝✐ó♥ ❡♥ ♠❛t❧❛❜ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✳

❍❛st❛ ❡st❡ ♣✉♥t♦ s❡ ❤❛ ♠♦str❛❞♦ ❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❞❡ t♦❞❛s ❧❛s ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛s ♣❛r❛
❡st❡ ♣r♦②❡❝t♦ ❛sí ❝♦♠♦ ❡❧ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛s ♠✐s♠❛s✳ ❊❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♣❛s♦ ❡s ♣r♦✲
❜❛r ❧❛ ♦♣❡r❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♣r♦❣r❛♠❛✱ ❡♥ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ♣r♦♣♦♥❡♥ tr❛②❡❝t♦r✐❛s
❛ s❡❣✉✐r ② s❡ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞♦ ♣❛r❛ ❧❛s ♠✐s♠❛s✳
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❈❛♣ít✉❧♦ ✻

Pr✉❡❜❛s

❉❡s❛rr♦❧❧❛❞❛s t♦❞❛s ❧❛s ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛s ♥❡❝❡s❛r✐❛s ♣❛r❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❝✐♥❡♠át✐❝♦
❞❡ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ♣r♦♣✉❡st♦s✱ s❡ ❡stá ❡♥ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ♣r✉❡❜❛s
❞❡❧ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ s✐st❡♠❛✳ P❛r❛ ❧❛ r❡❛❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❛s ♣r✉❡❜❛s s❡ ♣r♦♣♦♥❡♥
✈❛r✐❛s tr❛②❡❝t♦r✐❛s s✐♠♣❧❡s✱ ✉♥❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❝✐r❝✉❧❛r✱ ✉♥❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❡♥ r❛♠♣❛
② ✉♥❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧✳

❙❡ r❡❝✉❡r❞❛ q✉❡ ❡❧ ♠❛♥❡❥♦ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ✉t✐❧✐③❛❞♦ ♣❛r❛ ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥
❡s ❞❡ ❝❛rá❝t❡r ♠❛♥✉❛❧✱ ♣♦r ❧♦ q✉❡ s❡❣✉✐r ✉♥❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ♠ás ❞❡ ✉♥❛ ✈❡③ ❝♦♥ ❧♦s
♠✐s♠♦s ♣❛rá♠❡tr♦s r❡s✉❧t❛ ✐♠♣♦s✐❜❧❡✳

P❛r❛ t❡♥❡r ✉♥ ♣❛tró♥ ❞❡ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ❡♥ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ r❡❝t❛ ② ❝✐r❝✉❧❛r✱ s❡
❤❛❝❡ ✉s♦ ❞❡ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❝❛rt❡s✐❛♥♦ ❬✾❪✳ ❉✐❝❤♦ r♦❜♦t ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ✉♥ s♦❢t✇❛r❡
♣r♦♣✐♦✱ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❞♦ ♣♦r ❡❧ ❢❛❜r✐❝❛♥t❡ q✉❡ ♣❡r♠✐t❡ ❧❛ ❣❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s
s✐♠♣❧❡s ✭tr❛②❡❝t♦r✐❛s r❡❝t❛s ② ❝✐r❝✉❧❛r❡s✮✱ ❤❛❝✐❡♥❞♦ ✉s♦ ❞❡ ✐♥str✉❝❝✐♦♥❡s s❡♥❝✐❧❧❛s✳

❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❞❡ ❧❛s ♣r✉❡❜❛s r❡❛❧✐③❛❞❛s ❝♦♥ ❧❛s
❞✐st✐♥t❛s tr❛②❡❝t♦r✐❛s ② ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ♣r♦♣✉❡st♦s ② s❡ ❤❛❝❡ ✉♥ ❛♥á❧✐s✐s ❝✉❛❧✐t❛✲
t✐✈♦ ❞❡ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s✳ ❈❛❜❡ r❡s❛❧t❛r q✉❡ s❡ r❡❛❧✐③❛r♦♥ ✈❛r✐❛s ❛❞q✉✐s✐❝✐♦♥❡s ❞❡
❧❛ ♠✐s♠❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛✱ ❜✉s❝❛♥❞♦ q✉❡ ❡♥ ❧♦ ♣♦s✐❜❧❡ ést❛s ❢✉❡r❛♥ ❧♦ ♠ás s✐♠✐❧❛r❡s
♣♦s✐❜❧❡✳ ❆✉♥q✉❡ ❛q✉í s♦❧♦ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ s❡r✐❡ ❞❡ r❡s✉❧t❛❞♦s✱ ❧♦s ❞❡♠ás s❡ ✐♥✲
❝❧✉②❡♥ ❡♥ ❡❧ ❆♣é♥❞✐❝❡ ❉✳ ❙❡ ❞❛ ✈❛❧✐❞❡③ ❛ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❞❡ ♣♦s✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❡♥
❡❧ ❛♣é♥❞✐❝❡ ❈✱ ❤❛❝✐❡♥❞♦ ✉s♦ ❞❡ ❆❞❛♠s✳

✻✳✶✳ P❛rá♠❡tr♦s ❍✲❉ ❞❡ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ♣r♦✲

♣✉❡st♦s✳

❈♦♠♦ ②❛ s❡ ♠❡♥❝✐♦♥ó ❛♥t❡r✐♦r♠❡♥t❡✱ s❡ ♣r♦♣♦♥❡♥ ❞✐st✐♥t❛s ❛rq✉✐t❡❝t✉r❛s
♣❛r❛ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❛ ❝♦♥ ❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦✳ ❊♥ ❧♦s ❝✉❛❞r♦s ✻✳✶✲✻✳✹✱ s❡ ♠✉❡s✲
tr❛♥ ❧♦s ❞✐st✐♥t♦s ♣❛r❛♠étr♦s ❍✲❉ ❞❡ ❞✐❝❤♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s✳ ❙❡ r❡❝✉❡r❞❛ q✉❡ ❡❧
❛♥á❧✐s✐s ❝✐♥❡♠át✐❝♦ ❞❡ ❡st♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ ❡♥ ❡❧ ❆♣é♥❞✐❝❡ ❆✳
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i θi bi ai αi

1 θ∗1 0,5♠ 0 90
2 θ∗2 0 0,4♠ 0
3 θ∗3 0 0,3♠ 0

❈✉❛❞r♦ ✻✳✶✿ P❛rá♠❡tr♦s ❍✲❉ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦

i θi bi ai αi

1 θ∗1 0,5♠ 0,4♠ 0
2 θ∗2 0 0,4♠ 180
3 0 b∗3 0 0

❈✉❛❞r♦ ✻✳✷✿ P❛rá♠❡tr♦s ❍✲❉ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆

i θi bi ai αi

1 θ∗1 0,4♠ 0 90
2 θ∗2 0 0 90
3 0 b∗3 0 0

❈✉❛❞r♦ ✻✳✸✿ P❛rá♠❡tr♦s ❍✲❉ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦

i θi bi ai αi

1 θ∗1 0,43♠ 0,17♠ 90
2 θ∗2 0,15♠ 0,28♠ 180
3 θ∗3 0,15♠ 0,28♠ 0

❈✉❛❞r♦ ✻✳✹✿ P❛rá♠❡tr♦s ❍✲❉ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼

✻✺



✻✳✷✳ ❚r❛②❡❝t♦r✐❛ ❞❡ r❛♠♣❛✳

▲❛ ♣r✐♠❡r tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❛ ❛♥❛❧✐③❛r s❡rá ✉♥❛ r❛♠♣❛✳ P❛r❛ ❡st♦ s❡ ❤❛❝❡ ✉s♦ ❞❡ ✉♥
♣❧❛♥♦ ✐♥❝❧✐♥❛❞♦ ❡s♣❡❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❞✐s❡ñ❛❞♦ ♣❛r❛ ❡st❡ ✉s♦✳ ❙❡ ❤❛❝❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❛
❞❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❝♦♥tr❛ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦r♠ór✜❝♦✱ ② ❞❡s♣✉és s❡
❝♦♠♣❛r❛ ❝♦♥ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦✳

✻✳✷✳✶✳ Pr♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❱s✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜✲
❝♦✳

Pr✐♠❡r❛♠❡♥t❡ s❡ ♦❜s❡r✈❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✻✳✶ ✉♥❛ ❝❛♣t✉r❛ ❞❡ ♣❛♥t❛❧❧❛ ❞❡ ❧❛
s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❛❞q✉✐r✐❞❛✳

❋✐❣✉r❛ ✻✳✶✿ ❙✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❱s✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦✳

❆❤♦r❛ s❡ ♦❜s❡r✈❛ ❧❛ ❣r❛✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ θ1✱ ❡♥
❧❛ ✜❣✉r❛ ✻✳✷✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ❞❡❧ á♥❣✉❧♦ r❡s♣❡❝t♦ ❛❧ t✐❡♠♣♦ ♣❛r❛ s❡❣✉✐r ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛
r❛♠♣❛ ♣r♦♣✉❡st❛ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ② ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦ ❡s
❧❛ ♠✐s♠❛✳ ❆✉♥q✉❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ s❡ ❛♣r❡❝✐❛ q✉❡ ❡s ❧✐❣❡r❛✲
♠❡♥t❡ ♠❛②♦r ♣❡r♦ s✐❣✉❡ ❡❧ ♠✐s♠♦ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦✳ ❉❡❧ ♠✐s♠♦ ♠♦❞♦ ♣❛r❛ ❧❛
❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ❡s ♠í♥✐♠❛✱ ♥♦ r❡♣r❡s❡♥t❛ ♠❛②♦r ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛✳

✻✻
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Gráficas SnAM Vs. antropomórfico, primer articulación
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❋✐❣✉r❛ ✻✳✷✿ ●r❛✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❡r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✳

❆❤♦r❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✻✳✸ s❡ ♦❜s❡r✈❛♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ θ2 ♣❛r❛ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ❛rt✐❝✉✲
❧❛❝✐ó♥✳ ❊❧ á♥❣✉❧♦ ♣❛r❛ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼ ❡s ♠❛②♦r q✉❡ ❡❧ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r
❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦✱ ♣❡r♦ s❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❞❡❧ t✐❡♠♣♦
♣❛r❛ ❛♠❜❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❡s s✐♠✐❧❛r✳ P❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥
❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦ ❡s ♠❛②♦r✱ ❛❞❡♠ás ❞❡ q✉❡ ♣r❡s❡♥t❛ ♠❛②♦r ✈❛✲
r✐❛❝✐ó♥ ❛ tr❛✈és ❞❡❧ t✐❡♠♣♦✳ ❈♦♠♦ ❡s ❞❡ ❡s♣❡r❛r ❧❛ ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ t❛♠❜✐é♥ ❡s ♠❛②♦r
❡♥ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦✳
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Gráficas SnAM Vs. antropomórfico, segunda articulación
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❋✐❣✉r❛ ✻✳✸✿ ●r❛✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✳

P♦r ú❧t✐♠♦ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✻✳✹ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ θ3 ♣❛r❛ ❧❛ t❡r❝❡r
❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✳ ❉❡ ♥✉❡✈❛ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♠♦ ❡♥ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❡❧ á♥❣✉❧♦ ❞❡❧
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ó✜❝♦ ❡s ♠❛②♦r✱ ♣❡r♦ ❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ q✉❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧❛s ❛rt✐✲
❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❛♠❜♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ❡s s✐♠✉❧❛r✳ P❛r❛ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥
❡s ♠❛②♦r ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦✱ ❧♦ ♠✐s♠♦ ♦❝✉rr❡ ♣❛r❛ ❧❛
❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✳
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Gráficas SnAM Vs. antropomórfico, tercer articulación
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❋✐❣✉r❛ ✻✳✹✿ ●r❛✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ t❡r❝❡r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✳

❙❡ ♣✉❡❞❡ ❞❡❝✐r q✉❡ ♣❛r❛ ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ♣r♦♣✉❡st❛✱ ❡❧ ♣r♦✲
t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ✭❙♥❆▼✮ ❡s ❡❧ q✉❡ ♣r❡s❡♥t❛ ♠❡❥♦r ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦✱ ♣✉❡st♦ q✉❡
♣r❡s❡♥t❛ ✈❛❧♦r❡s ♠ás ❡st❛❜❧❡s ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❡♥ s✉ t❡r❝❡r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✱
❡♥ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❛ ❝♦♥ ❧❛s ♠✐s♠❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦✳

✻✾



✻✳✷✳✷✳ Pr♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❱s✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦✳

❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦✱ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❧❛ ♠✐s♠❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ q✉❡ ❡♥ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ ❛♥t❡r✐♦r✱
♣❡r♦ s❡ r❡❛❧✐③❛ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❛ ❝♦♥ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦✳

❋✐❣✉r❛ ✻✳✺✿ ❙✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❱s✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✻✳✻ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣❛r❛ ❧❛ ♣r✐♠❡r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✳ ❊♥ ❡st❡
❝❛s♦ ♥♦ ❤❛② ♠✉❝❤♦ q✉❡ ❛♥❛❧✐③❛r ♣✉❡st♦ q✉❡ ❡♥ t♦❞♦s ❧♦s ❛s♣❡❝t♦s ♣❛r❛ ❛♠❜♦s
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s✱ ❧❛s r❡s♣❡❝t✐✈❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❛♥ ❡❧ ♠✐s♠♦ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥✲
t♦✳ ❊s ♣♦r ❡st❡ ♠♦t✐✈♦ q✉❡ ❡♥ ❧❛s ❣rá✜❝❛s s❡ ❛♣❛r❡♥t❛ q✉❡ s♦❧♦ s❡ ♠♦str❛r❛♥ ❧♦s
✈❛❧♦r❡s ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦✳

P❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✻✳✼ s❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ❞❡❧ á♥❣✉❧♦ ❝♦♥ r❡s♣❡❝✲
t♦ ❞❡❧ t✐❡♠♣♦ ♣❛r❛ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❡s ♠❛②♦r ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r
❡s❢ér✐❝♦✳ ▼✐❡♥tr❛s q✉❡ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞✱ ❡s ♠❛②♦r ♣❛r❛ ❡❧ ❙♥❆▼✳ ❆✉♥✲
q✉❡ ❧❛ ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆♠ ❡s ♠❛②♦r✱ ❡st❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ♥♦ r❡♣r❡s❡♥t❛
✉♥❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❛✳

❆❤♦r❛✱ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ t❡r❝❡r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✻✳✽✱ ❡st❛s s♦♥ ❞❡
❞✐❢❡r❡♥t❡ ❝❧❛s❡✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ♣❛r❛ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆♠ ❧❛ t❡r❝❡r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❡s
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♥♦ ❡s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❡ ❣r❛✜❝❛r ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❞✐❝❤❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❡♥ ✉♥ ♠✐s♠♦ ♣❧❛♥♦
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Gráficas SnAM Vs. esférico, primer articulación
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Gráficas SnAM Vs. esférico, segunda articulación
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▲❛ s✐❣✉✐❡♥t❡✱ ❡s ✉♥❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❝✐r❝✉❧❛r✱ ✐❣✉❛❧ q✉❡ ❡♥ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❛♥t❡r✐♦r✱
s❡ ♣r❡♣❛ró ✉♥❛ ♣❧❛♥t✐❧❧❛ q✉❡ ♣❡r♠✐t❛ ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛✳ ❆❞❡♠ás✱
s❡ ❤❛❝❡ ✉s♦ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❝❛rt❡s✐❛♥♦❬✾❪✱ ♣❛r❛ t❡♥❡r ✉♥ ♣❛tró♥ ❞❡ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥
② q✉❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ r❡s✉❧t❡ ♠❛s ✉♥✐❢♦r♠❡✳ P❛r❛ ❡st❡ ❝❛s♦ s❡ ❤❛❝❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❛
❝♦♥ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦✱ ❙❈❆❘❆ ② ❡s❢ér✐❝♦✳
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❛q✉í s❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ❞❡❧ á♥❣✉❧♦ ♣❛r❛ ❧❛s ❞♦s ❛rq✉✐t❡❝t✉r❛s
❡s ❧❛ ♠✐s♠❛✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ θ̇1 ✭❚❤♣✶✮ ❡♥ ❧❛ ❣rá✜❝❛ s❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡
❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ❡s ❧✐❣❡r❛♠❡♥t❡ ♠❛②♦r ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼✳ P❛r❛ ❧❛
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Gráficas SnAM Vs. antropomórfico, primer articulación
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❝❛s♦ ♥♦t❛♠♦s q✉❡ ❧♦s á♥❣✉❧♦s θ2 ✭❚❤✷✮ s♦♥ ♠✉② ❞✐st✐♥t♦s ♣❛r❛ ❧❛s ❛rq✉✐t❡❝t✉r❛s✱
♣♦r ❡st❛ r❛③ó♥✱ ♦❜s❡r✈❛♠♦s q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ θ̇2 ✭❚❤♣✷✮ ❡s ♠í♥✐♠❛
❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼✳ ❉❡❧ ♠✐s♠♦ ♠♦❞♦✱ ❡♥ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥
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P❛r❛ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ t❡r❝❡r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✱ ♠♦str❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ❣rá✜❝❛ ✻✳✶✷ s❡
♦❜s❡r✈❛ q✉❡ ❡❧ á♥❣✉❧♦ θ3 ✭❚❤✸✮ ❡s ♠❛②♦r ♣❛r❛ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼✱ ♣❡r♦
♣r❡s❡♥t❛♥ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ s✐♠✐❧❛r✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥✱ ❞❡
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Gráficas SnAM Vs. antropomórfico, primer articulación
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♦❜s❡r✈❛ q✉❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❡❧ ♠✐s♠♦ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ♣❛r❛ ❡❧ á♥❣✉❧♦ θ1✱ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞
❛♥❣✉❧❛r θ̇1 ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r θ̈1 ❡♥ ❛♠❜❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s✳ ❉❡ ♥✉❡✈❛ ❝✉❡♥t❛ ❧❛s
❣rá✜❝❛s ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦ q✉❡❞❛♥ s♦❜r❡♣✉❡st❛s ❡♥ ❧❛s ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r
❙♥❆▼✱ ♣♦r ❧♦ q✉❡ s❡ ❛♣❛r❡♥t❛ q✉❡ s♦❧♦ s❡ ❣r❛✜❝❛r❛♥ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r
❡s❢ér✐❝♦✳

P❛r❛ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✱ ❣rá✜❝❛ ✻✳✶✺✱ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦ t✐❡♥❡ ✉♥
á♥❣✉❧♦ θ2 ✭❚❤✷✮ ♠❛②♦r✱ ❛✉♥q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ♣r❡s❡♥t❛❞❛ ❡♥ ❛♠❜♦s ❝❛s♦s ❡s s✐✲
♠✐❧❛r✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛♥❣✉❧❛r✱ θ̇2 ✭❚❤♣✷✮✱ s❡ ♣✉❡❞❡ ✈❡r q✉❡ ❡❧ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ♠❡♥♦r ❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❝ó♥ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r
❡s❢ér✐❝♦✳ P❛r❛ ❧❛ ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ θ̈2 ✭❚❤✷♣✷✮✱ ❡s ❧❛ ♠✐s♠❛ s✐t✉❛❝✐ó♥✱ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r
❙♥❆▼ ♣r❡s❡♥t❛ ♠❡♥♦r ✈❛r✐❛❝✐ó♥✳

❊♥ ❧❛ t❡r❝❡r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✱ ❣rá✜❝❛ ✻✳✶✻✱ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛ q✉❡ s♦♥ ❞❡ ❞✐st✐♥t❛ ❝❧❛s❡✱
s❡ ❣r❛✜❝❛♥ ❡♥ ❞✐st✐♥t♦s ♣❧❛♥♦s ❝❛rt❡s✐❛♥♦s ❛ ❧❛ ♣❛r✱ s❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥
❞❡ θ3 ❡♥ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼ ❡s ♠ás s✉❛✈❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❞❡s♣❧❛③❛♠✐❡♥t♦
b3 ❡♥ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦✳ ❊♥ ❝✉❛♥t♦ ❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ♣❛r❛ ❛♠❜♦s
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ♥♦ ❤❛② ♠✉❝❤♦ q✉❡ ❞❡❝✐r✱ ❝♦♥ s✉s ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ❛♠❜❛s ♣r❡s❡♥t❛♥
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❡st❛❜❧❡✳ ❊♥ ❝✉❛♥t♦ ❛ ❧❛ ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r θ̈3 ❡s ❡st❛❜❧❡ ② ❧✐♥❡❛❧✳
❙✐ ❜✐❡♥ ❧❛ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ♣r❡s❡♥t❛❞❛ ❡♥ ❡st❡ ❛♥á❧✐s✐s ♥♦ ❡s ❝♦♥❝❧✉②❡♥t❡✱ ♣❡r♠✐t❡
♦❜s❡r✈❛r ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❝❛❞❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r✳ P❛r❛ ♦♣t❛r ♣♦r ✉♥❛ ✉ ♦tr❛
❛rq✉✐t❡❝t✉r❛ s❡rá ♥❡❝❡s❛r✐♦ t♦♠❛r ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ♦tr♦s ❢❛❝t♦r❡s✳ ❘❡s✉❧t❛rá ✐♥t❡r❡s❛♥t❡
♦❜s❡r✈❛r ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆ ❡♥ ❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❡st❛
♠✐s♠❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛✳
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Gráficas SnAM Vs. esférico, primer articulación
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Gráficas SnAM Vs. esférico, segunda articulación
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Gráficas SnAM, tercer articulación
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Gráficas esférico, tercer articulación
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✻✳✸✳✸✳ Pr♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❱s✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆✳

❋✐❣✉r❛ ✻✳✶✼✿ ❙✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❱s✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r s❝❛r❛✳

P❛r❛ ❧❛ ❣rá✜❝❛ ✻✳✶✽✱ ❡♥ ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ s❡ ♥♦t❛ q✉❡ ❡❧ á♥❣✉❧♦ θ1
✭❚❤✶✮ ♣❛r❛ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼ ❡s ♠❛②♦r✱ ♣❡r♦ ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❡♥ ❛♠❜❛s
❛rq✉✐t❡❝t✉r❛s ❡s ♠✉② s✐♠✐❧❛r✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛♥❣✉❧❛r θ̇1 ❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥
❡s ♠í♥✐♠❛✳ P❛r❛ ❧❛ ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r θ̈1✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ q✉❡ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ t❛♠❜✐é♥
❡s ♣❡q✉❡ñ❛✳

❆❤♦r❛ ❡♥ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✱ ❣rá✜❝❛ ✻✳✶✾✱ s❡ ♥♦t❛ q✉❡ ❡❧ á♥❣✉❧♦ θ2 ❞❡❧
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼ ❡s ♠ás ♣❡q✉❡ñ♦ ② ❝♦♥ ♠❡♥♦r ✈❛r✐❛❝✐ó♥✳ P❛r❛ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ θ̇2
② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ θ̈2✱ ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❡s ♠❡❥♦r ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼✱
②❛ q✉❡ t❛♠❜✐é♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ q✉❡ ❡st♦s ♣r❡s❡♥t❛♥ ❡s ♠❡♥♦r q✉❡ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆✳

P❛r❛ ❧❛ t❡r❝❡r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✱ ❣rá✜❝❛ ✻✳✷✵✳ t❛♠❜✐é♥ s♦♥ ❞❡ ❞✐st✐♥t❛ ❝❧❛s❡✱ ♣♦r
❧♦ ❝✉❛❧ ❧❛s ❣rá✜❝❛s s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❛ ❧❛ ♣❛r ❛✉♥q✉❡ ❡♥ ❞✐st✐♥t♦s ♣❧❛♥♦s ❝❛rt❡s✐❛♥♦s✳
❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ❡♥ ❡s♣❡❝✐❛❧ r❡s✉❧t❛ ✐♥t❡r❡s❛♥t❡ ❛♥❛❧✐③❛r ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r
❙❈❆❘❆✱ s✐ ❜✐❡♥ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ b3 s❡ ♠✉❡str❛ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥✱ ❡♥ r❡❛❧✐❞❛❞ ❡st♦ ♥♦
❞❡❜❡rí❛ ❞❡ s❡r ❛sí✱ tr❛tá♥❞♦s❡ ❞❡ ✉♥❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ♣❧❛♥❛✱ ❡st❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ❡s ❞❡❜✐✲
❞❛ ❛ q✉❡ s❡ tr❛t❛ ❞❡ ✉♥❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ♠❛♥✉❛❧✱ ❛❞❡♠ás ❞❡❧ ❛❥✉st❡ ♣♦r ♠í♥✐♠♦s
❝✉❛❞r❛❞♦s ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❛❞❡❝✉❛❞❛s✳ ❆ ♣❡s❛r ❞❡ ❡st❛s s✐t✉❛❝✐♦♥❡s ❡s ✐♠✲
♣♦rt❛♥t❡ r❡♠❛r❝❛r q✉❡ t❛♥t♦ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ḃ3 ❝♦♠♦ ❧❛ ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ b̈3 s❡ ❛♣r♦①✐♠❛♥
❛ ❝❡r♦✱ ❧♦ ❝✉❛❧ ❝♦♥❝✉❡r❞❛ ❝♦♥ ❧❛ ❛rq✉✐t❡❝t✉r❛ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆✳
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Gráficas SnAM Vs. SCARA, primer articulación
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Gráficas SnAM Vs. SCARA, segunda articulación
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Gráficas SnAM, tercer articulación
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Gráficas SCARA, tercer articulación
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P❛r❛ ❡st❡ ❝❛s♦✱ s❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆ ♣r❡s❡♥t❛ ✈❡♥t❛❥❛ ❡♥ ❧❛
t❡r❝❡r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❛❧ ❝♦♠♣❛r❛r❧♦ ❝♦♥ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼✳ ❚❛♠❜✐é♥ s❡ ♣✉❡❞❡
♥♦t❛r ❝ó♠♦✱ ❛ ♣❡s❛r ❞❡ t❡♥❡r ❧❛ ♠✐s♠❛ ❝❧❛s❡ ❞❡ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r
❡s❢ér✐❝♦ ② ❙❈❆❘❆✱ ❧❛ ♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥ ❞✐st✐♥t❛ ❣❡♥❡r❛ ✈❛r✐❛❝✐♦♥❡s ✐♥t❡r❡s❛♥t❡s✳
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✻✳✹✳ ❚r❛②❡❝t♦r✐❛ ❙✐♥✉s♦✐❞❛❧

P♦r ú❧t✐♠♦ s❡ ❛♥❛❧✐③❛ ✉♥❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✐♥❝❧✐♥❛❞❛✱ ❞❡ ✐❣✉❛❧ ♠♦❞♦ s❡
t✐❡♥❡ ✉♥❛ ♣❧❛♥t✐❧❧❛ q✉❡ ❢❛❝✐❧✐t❛ ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥✳ P❛r❛ ❡st❡ ❝❛s♦✱ s❡ ❝♦♠♣❛r❛♥ ❧♦s
✈❛❧♦r❡s ❞❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❝♦♥ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦r♠ór✜❝♦ ② ❡s❢ér✐❝♦✳

✻✳✹✳✶✳ Pr♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❱s✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜✲
❝♦✳

❋✐❣✉r❛ ✻✳✷✶✿ ❙✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❱s✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦✳

❊♥ ❧❛ ♣r✐♠❡r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✱ ❣rá✜❝❛ ✻✳✷✷✱ ❡❧ á♥❣✉❧♦ θ1 ✭❚❤✶✮✱ ♣❛r❛ ❛♠❜❛s ❛r✲
q✉✐t❡❝t✉r❛s ❡s ❡❧ ♠✐s♠♦✳ ❊♥ ❝✉❛♥t♦ ❛ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛♥❣✉❧❛r θ̇1 ✭❚❤♣✶✮ ♣❛r❛ ❡❧
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼ ❡s ❧✐❣❡r❛♠❡♥t❡ ♠❛②♦r✱ ♣❡r♦ ♥♦ ❡s ✉♥❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
▲♦ ♠✐s♠♦ ♣❛s❛ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r θ̈1 ✭❚❤✷♣✶✮✱ ❞♦♥❞❡ ♥✉❡✈❛✲
♠❡♥t❡ ♣❛r❛ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼ ❡s ♠❛②♦r✳
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Gráficas SnAM Vs. antropomórfico, primer articulación
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❋✐❣✉r❛ ✻✳✷✷✿ ●r❛✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❡r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✳

❊♥ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✱ ❣rá✜❝❛ ✻✳✷✸✱ s❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡ ❡❧ á♥❣✉❧♦ θ2 ✭❚❤✷✮ ❡s
♠❛②♦r ❡♥ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼✱ ♣❡r♦ ❝♦♥ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ♠ás ❡st❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❛❞♦
❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦✳ ▲❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛♥❣✉❧❛r θ̇2 ✭❚❤♣✷✮ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r
❙♥❆▼ ❡s ♠❡♥♦r ② ❡st❛❜❧❡✳ ▲❛ ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r θ̈2 ✭❚❤✷♣✷✮ t❛♠❜✐é♥ ❡s ♠❡♥♦r✳
❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ❡s ❡✈✐❞❡♥t❡ q✉❡ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼
♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ♠❡❥♦r ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦✳
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Gráficas SnAM Vs. antropomórfico, primer articulación
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❋✐❣✉r❛ ✻✳✷✸✿ ●r❛✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✳

P❛r❛ ❧❛ t❡r❝❡r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✱ ❣rá✜❝❛ ✻✳✷✷✱ ❡❧ á♥❣✉❧♦ θ3 ✭❚❤✸✮ ❡s ♠❛②♦r ❡♥ ❡❧
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼✳ P❛r❛ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❛♥❣✉❧❛r θ̇3 ✭❚❤♣✸✮✱ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ♠❡❥♦r ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦✱ ❝♦♥ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ♠❡♥♦s
♣r♦♥✉♥❝✐❛❞❛ ❝♦♠♣❛r❛❞❛ ❝♦♥ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦✳ ❉❡❧ ♠✐s♠♦ ♠♦❞♦
❧❛ ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ θ̈3 ✭❚❤✷♣✸✮ ❧❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥
❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ♠ás ❡st❛❜❧❡✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐ó♥✱ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼ t✐❡♥❡ ✉♥
♠❡❥♦r ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ♣❛r❛ s❡❣✉✐r ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧✳
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Gráficas SnAM Vs. antropomórfico, primer articulación
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✻✳✹✳✷✳ Pr♦♣t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❱s✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦✳

❋✐❣✉r❛ ✻✳✷✺✿ ❙✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❱s✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦✳

❊♥ ❧❛ ❣rá✜❝❛ ✻✳✷✻ s❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡ ❡❧ á♥❣✉❧♦ θ1 ✭❚❤✶✮ ❡s ✐❣✉❛❧ ❡♥ ❛♠❜❛s
❛rq✉✐t❡❝t✉r❛s✳ ▲♦ ♠✐s♠♦ ♦❝✉rr❡ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ θ̇1 ②
❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ θ̈1✱ ♥♦ ❤❛② ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❡♥tr❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡
❛♠❜❛s ❛rq✉✐t❡❝t✉r❛s✳

P❛r❛ ❧❛ s❡❣✉♥❞❛ ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✱ ❣rá✜❝❛ ✻✳✷✼✱ ❡❧ á♥❣✉❧♦ θ2 ✭❚❤✷✮❡s ♠❛②♦r ❡♥ ❡❧
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦✱ ♣❡r♦ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ s✐♠✐❧❛r ❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r
❙♥❆▼✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ θ̇2 ✭t❤♣✷✮✱ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼ ♣r❡s❡♥t❛
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ♠ás ❡st❛❜❧❡✱ ❝♦♥ ♠❡♥♦r ✈❛r✐❛❝✐ó♥✳ ▲♦ ♠✐s♠♦ ♦❝✉rr❡ ❝♦♥ ❧❛
❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ θ̈2✱ s✐❡♥❞♦ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼ ❧❛ ♠❡❥♦r ♦♣❝✐ó♥✳

P❛r❛ ❧❛ t❡r❝❡r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✱ ❣rá✜❝❛ ✻✳✷✽✱ s✐❡♥❞♦ ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡ ❝❧❛s❡ ❡♥ ❧❛s ❛r✲
q✉✐t❡❝t✉r❛s✱ s❡ ♥♦t❛ q✉❡ ❡❧ á♥❣✉❧♦ θ3 t✐❡♥❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ s✉❛✈❡ ② ❡st❛❜❧❡✱
❧♦ ♠✐s♠♦ ♦❝✉rr❡ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ❡①t❡♥s✐ó♥ b3✳ ❊♥ ❝✉❛♥t♦ ❛ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞✱ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐✲
❞❛❞ ❛♥❣✉❧❛r θ̇3 ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ❡st❛❜❧❡✱ ♠✐❡♥tr❛s
q✉❡ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ḃ3 ❛✉♥q✉❡ t❛♠❜✐é♥ ❡s ❡st❛❜❧❡✱ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ♠ás
♣r♦♥✉♥❝✐❛❞❛✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❧❛ ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥✱ ❡♥ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼ ❧❛ ❛❝❡❧❡r❛✲
❝✐ó♥ ❛♥❣✉❧❛r θ̈3 t✐❡♥❡ ✉♥ ♠❡❥♦r ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦✱ ♣✉❡st♦ q✉❡ ❡♥ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r
❡s❢ér✐❝♦ ❧❛ ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ b̈3 t✐❡♥❡ ✈❛r✐❛❝✐♦♥❡s ♠ás ♣r♦♥✉♥❝✐❛❞❛s✳
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Gráficas SnAM Vs. esférico, primer articulación

 

 

SnAM

Sph

0 2 4 6 8 10 12 14
−0.05

0

0.05

0.1

0.15

T
h

p
1

t

 

 
SnAM

Sph

0 2 4 6 8 10 12 14
−0.04

−0.02

0

0.02

0.04

T
h

2
p

1

t

 

 

SnAM

Sph

❋✐❣✉r❛ ✻✳✷✻✿ ●r❛✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❡r ❛rt✐❝✉❧❛❝✐ó♥✳
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Gráficas SnAM Vs. esférico, segunda articulación
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Gráficas SnAM, tercer articulación
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❈❛♣ít✉❧♦ ✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ② tr❛❜❛❥♦s ❛
❢✉t✉r♦

▲❛ ❡❧❛❜♦r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❡ ♣r♦②❡❝t♦ ❢✉❡ ♣♦s✐❜❧❡ ❣r❛❝✐❛s ❛ ❧❛ ♣❧❛t❛❢♦r♠❛ ❞❡ ❞❡s❛✲
rr♦❧❧♦ ❆❉❊❋■❉✱ ②❛ q✉❡ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ t♦❞❛s ❧❛s ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛s ♥❡❝❡s❛r✐❛s ♣❛r❛ ❧❛
✈✐♥❝✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞✐s♣♦s✐t✐✈♦s ❞❡ ❡♥tr❛❞❛✱ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥✱ ♣r♦❝❡s❛♠✐❡♥t♦ ② s✐♠✉❧❛❝✐ó♥
❞❡ ❧❛s tr❛②❡❝t♦r✐❛s✱ ♣r❡s❡♥t❛♥❞♦ ❧❛ ✈❡♥t❛❥❛ ❞❡ s❡r ❡s❝❛❧❛❜❧❡✱ ♣✉❞✐❡♥❞♦ s❡r ❡st❡
♣r♦②❡❝t♦ ❧❛ ❜❛s❡ ♣❛r❛ ✉♥ ❢✉t✉r♦ ♣r♦②❡❝t♦ ❝♦♥ ✉♥ ❣r❛❞♦ ♠ás ❛❧t♦ ❞❡ ❡s♣❡❝✐❛❧✐③❛✲
❝✐ó♥✳

❊❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦✱ ❡q✉✐♣❛❞♦ ❝♦♥ ❡♥❝♦❞❡rs ❡♥ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ s✉s ❛rt✐❝✉❧❛✲
❝✐♦♥❡s✱ ❝♦♥❡❝t❛❞❛s ❛❧ s✐st❡♠❛ ❙◆❆P P❆❈ ❞❡ ❖♣t♦ ✷✷✱ ♣❡r♠✐t❡ ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥
❞❡ ❧♦s ❞❛t♦s ♥❡❝❡s❛r✐♦s ♣❛r❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ tr❛②❡❝t♦r✐❛s✳ ▲❛ tr❛✲
②❡❝t♦r✐❛ ❡s ❛❞q✉✐r✐❞❛ ♣✉♥t♦ ❛ ♣✉♥t♦✱ ❝❛♣t✉r❛❞♦ ✉♥ ♣✉♥t♦ s❡ ❡s♣❡r❛ ✉♥ ❧❛♣s♦ ❞❡
t✐❡♠♣♦ ❞❡t❡r♠✐♥❛❞♦ ❤❛st❛ ❝❛♣t✉r❛r ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♣✉♥t♦✳ ❉❡ ❡st❡ ♠♦❞♦ s❡ ♦❜t✐❡♥❡
❧❛ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ♥❡❝❡s❛r✐❛ ♣❛r❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛✳

❆❞❡♠ás ❞❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ✉t✐❧✐③❛❞♦ ♣❛r❛ ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥✱ s❡ ♣r♦♣✉s✐❡r♦♥
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ❝♦♥ ❛rq✉✐t❡❝t✉r❛s ❞✐st✐♥t❛s✳ ❘❡✈✐s❛❞❛s ❧❛s ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛s ♥❡❝❡s❛✲
r✐❛s ♣❛r❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❝✐♥❡♠át✐❝♦✱ s❡ ❞✐♦ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛ ❧❛ ❝✐♥❡♠❛t✐❝❛ ❞✐r❡❝t❛ ❡ ✐♥✈❡rs❛
❞❡ ❝❛❞❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛sí ❝♦♠♦ ❧❛ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s
♠✐s♠♦s✳

❍❛❝✐❡♥❞♦ ✉s♦ ❞❡ ❧♦s ❞❛t♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ❡♥ ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥✱ s❡ ♣r❡s❡♥tó ❧❛ s✐♠✉✲
❧❛❝✐ó♥ ❞❡❧ s❡❣✉✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛✱ s❡ ❡①❤✐❜✐ó ❧❛ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦s ❛rq✉✐✲
t❡❝t✉r❛s ❛ ❧❛ ♣❛r✱ ♣❡r♠✐t✐❡♥❞♦ ❛sí ✈✐s✉❛❧✐③❛r ❧❛s ✈❛r✐❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦
❞❡ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❛rq✉✐t❡❝t✉r❛s ❛♥t❡ ✉♥❛ ♠✐s♠❛
tr❛②❡❝t♦r✐❛✳

❊s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ r❡s❛❧t❛r ❡❧ ✉s♦ ❞❡ ♠ét♦❞♦s ♥✉♠ér✐❝♦s q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛♥ ❡♥ ❧❛ s♦❧✉✲
❝✐ó♥ ❛ ❧❛ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ❞❡ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s✳ ❊♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ♣❛r❛ ❧❛ ♦❜t❡♥❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛
✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧ s❡ ❤✐③♦ ✉s♦ ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛s ✜♥✐t❛s✱ ♣❡r♦ ✉♥
r❡q✉❡r✐♠✐❡♥t♦ ♣❛r❛ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❡ ♠ét♦❞♦ ❡s q✉❡ ❧♦s ❞❛t♦s ✉t✐❧✐③❛❞♦s ❝♦✲
rr❡s♣♦♥❞❛♥ ❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ s✉❛✈❡ ② ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛❜❧❡✱ ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧❡③❛ ❡♠♣ír✐❝❛
❞❡ ❧♦s ❞❛t♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦✱ ❡st♦s ♣r❡s❡♥t❛♥ ❡rr♦r❡s ②
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❡s ♥❡❝❡s❛r✐♦ ❛❞❡❝✉❛r ❧♦s ❞❛t♦s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ♠í♥✐♠♦s ❝✉❛❞r❛❞♦s✳ ❊st♦s
♠ét♦❞♦s s✉❡❧❡♥ ✉t✐❧✐③❛rs❡ ❡♥ ❝♦♥❥✉♥t♦✱ ②❛ q✉❡ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛♥ ❜✉❡♥♦s r❡s✉❧t❛❞♦s
② ❧❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛❢í❛ r❡✈✐s❛❞❛ ❛sí ❧♦ r❡❝♦♠✐❡♥❞❛✳

P❛r❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥✱ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s ❛rt✐✲
❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❝❛❞❛ ❛rq✉✐t❡❝t✉r❛✱ s❡ ❝r❡ó ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ●❡tP♦❱❡❆❝P❛r❛♠❡t❡rs✳ ❊st❛
❢✉♥❝✐ó♥ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ t♦❞♦ ❧♦ ♥❡❝❡s❛r✐♦ ♣❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ❡❧ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s
r❡q✉❡r✐❞♦s✱ ② ❛❧ tr❛t❛rs❡ ❞❡ ✉♥❛ ❣r❛♥ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❞❛t♦s ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s s♦♥ ❡♥tr❡✲
❣❛❞♦s ❡♥ ✉♥ ❛r❝❤✐✈♦ ❞❡ t❡①t♦ ❝♦♥ ✉♥ ❢♦r♠❛t♦ ❞✐s❡ñ❛❞♦ ♣❛r❛ ❢❛❝✐❧✐t❛r s✉ ❛♥á❧✐s✐s
❛ tr❛✈és ❞❡ ❧❛ ❣r❛✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♠❡❞✐❛♥t❡ s♦❢t✇❛r❡s ❡s♣❡❝✐❛❧✐③❛❞♦s
❝♦♠♦ ❡s ❡❧ ❝❛s♦ ♠❛t❧❛❜✳ ▲❛ ❣r❛✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♣❡r♠✐t✐ó ❛♥❛❧✐③❛r ❡❧
❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ❞❡ ✉♥❛ ♠❛♥❡r❛ ♠ás
s❡♥❝✐❧❧❛✳

❊♥ r❡s✉♠❡♥✱ ❡❧ ♣r❡s❡♥t❡ ♣r♦②❡❝t♦ ❞❡ t❡s✐s t✐❡♥❡ ✉♥ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❝♦♠♣❧❡t♦✱ ❞♦♥❞❡
s❡ ♦❜s❡r✈❛ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ✐♥t❡r❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r✐❛ ❞❡ ❧❛ ♠❡❝❛tró♥✐❝❛✳ ❙❡ ❞✐♦ ❝✉♠♣❧✐♠✐❡♥t♦
❛ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❡s♣❡r❛❞♦s ❛❧ ✐♥✐❝✐♦✳ ❚❛♠❜✐é♥ s❡ ❞❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛ ❧♦s r❡t♦s ✐♥❡s♣❡r❛✲
❞♦s ❡♥ ❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❞❡❧ ♣r♦②❡❝t♦✳ ❙❡ ❝♦♠♣r♦❜ó ❧❛ ✉t✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s
❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❛❢♦r♠❛ ✢❡①✐❜❧❡ ❆❉❊❋■❉✱ q✉❡ ♣❡r♠✐t✐❡r♦♥ ❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞❡ ❡st❡
♣r♦②❡❝t♦✳
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❚r❛❜❛❥♦s ❛ ❢✉t✉r♦

❉❡s❛rr♦❧❧❛❞♦ ❡st❡ ♣r♦②❡❝t♦ ❡①✐st❡♥ t❛r❡❛s ❛ ❞❡s❛rr♦❧❧❛r ❡♥ ✉♥ ❢✉t✉r♦✳ ❊♥tr❡
t❛❧❡s tr❛❜❛❥♦s ❛ ❢✉t✉r♦ ❞❡st❛❝❛ ❧❛ ♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛r ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥ ❞❡
❧❛s tr❛②❡❝t♦r✐❛s ♠❡❞✐❛♥t❡ ✉♥ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ q✉❡ ♣r❡s❡♥t❡ ♠❡❥♦r❡s ❝❛r❛❝t❡rís✲
t✐❝❛s✳ ❉❡❜✐❞♦ ❛❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❣❡♥ér✐❝♦ ést❡ ♣r❡s❡♥t❛ ✢❡①✐ó♥✱ ❧♦ ❝✉❛❧
♠♦❞✐✜❝❛ ❧✐❣❡r❛♠❡♥t❡ ❧❛s ♠❡❞✐❝✐♦♥❡s r❡❛❧✐③❛❞❛s✳

❊♥ ❝✉❛♥t♦ ❛ ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥✱ t❛♠❜✐é♥ s❡ ♣♦❞rí❛ ❤❛❝❡r ❛♥á❧✐s✐s ❝♦♥ ♠❛♥✐♣✉✲
❧❛❞♦r❡s s❡r✈♦❝♦♥tr♦❧❛❞♦s✱ ❡st♦ ♣❡r♠✐t✐rí❛ ❡❧✐♠✐♥❛r ❧♦s ❡rr♦r❡s ♣♦r ❧❛ ❛❞q✉✐s✐❝✐ó♥
♠❛♥✉❛❧✳

❚❛♠❜✐é♥ r❡s✉❧t❛rí❛ ✐♥t❡r❡s❛♥t❡ ❡①t❡♥❞❡r ❧♦s ❝♦♥❝❡♣t♦s ❛q✉í ♣r❡s❡♥t❛❞♦s ❛
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ❞❡ ✻●❉▲✱ ❞❡ ❡st❡ ♠♦❞♦ t❛♠❜✐é♥ s❡ ♣♦❞r✐❛ ✐♥❝❧✉✐r ❡♥ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s
❜r❛③♦s r♦❜ót✐❝♦s ✐♥❞✉str✐❛❧❡s✳

❙❡ ♣♦❞rí❛♥ ❞❡s❛rr♦❧❧❛r ❡str❛t❡❣✐❛s ♣❛r❛ q✉❡ s❡ ♣✉❡❞❛ r❡❛❧✐③❛r ✉♥ ❛♥á❧✐s✐s
❝✉❛♥t✐t❛t✐✈♦✱ ② ♥♦ ú♥✐❝❛♠❡♥t❡ ❝✉❛❧✐t❛t✐✈♦ ❝♦♠♦ ❡♥ ❡❧ ♣r❡s❡♥t❡ ♣r♦②❡❝t♦✱ ❡st♦
♣❡r♠✐t✐rí❛ t❡♥❡r ♠❛s ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❞❛r ✉♥ ✈❡r❡❞✐❝t♦ ❞❡ ❝✉❛❧ ❛rq✉✐t❡❝t✉r❛
♣r❡s❡♥t❛ ♠❡❥♦r ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ❢r❡♥t❡ ❛ ✉♥❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛❞❛✳

✾✻



❆♣é♥❞✐❝❡ ❆

▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ♣r♦♣✉❡st♦s✳

❙❡ ♣r♦♣♦♥❡♥ tr❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ♣❛r❛ r❡❛❧✐③❛r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❛ ❝♦♥ ❡❧ ♣r♦t♦t✐✲
♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦✱ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ♣r♦♣✉❡st♦s s♦♥ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦✱
❙❈❆❘❆ ② ❡s❢ér✐❝♦✳ ❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ❝✐♥❡♠át✐❝♦ ♣❛r❛ ❞✐❝❤♦s
♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s✳

❆✳✶✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦

❋✐❣✉r❛ ❆✳✶✿ ❈♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦

✾✼



i θi bi ai αi

1 θ∗1 b1 0 90
2 θ∗2 0 a2 0
3 θ∗3 0 a3 0

❈✉❛❞r♦ ❆✳✶✿ P❛rá♠❡tr♦s ❍✲❉ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦

❆✳✶✳✶✳ P❛rá♠❡tr♦s ❉✲❍

T 3
0 = B1B2B3 ✭❆✳✶✮

T 3
0 =









C1 0 S1 0
S1 0 −C1 0
0 1 0 b1
0 0 0 1

















C2 −S2 0 a2C2

S2 C2 0 a2S2

0 0 1 0
0 0 0 1

















C3 −S3 0 a3C3

S3 C3 0 a3S3

0 0 1 0
0 0 0 1









✭❆✳✷✮

T 3
0 =









C1C23 −C1S23 S1 a2C1C2 + a3C1C23

S1C23 −S1S23 −C1 a2S1C2 + a3S1C23

S23 C23 0 b1 + a2S2 + a3S23

0 0 0 1









✭❆✳✸✮

❆✳✶✳✷✳ ❈✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛✳

θ1 = tan−1

(

Py

Px

)

✭❆✳✹✮

γ = π − θ3 ✭❆✳✺✮

c2 = a22 + a23 − 2a2a3 cos γ ✭❆✳✻✮

cos γ =
a22 + a23 − c2

2a2a3
✭❆✳✼✮

cos γ = cos(π − θ3) = − cos θ3 ✭❆✳✽✮

cos θ3 =
c2 − a22 − a23

2a2a3
= D ✭❆✳✾✮

r =
√

p2x + p2y ✭❆✳✶✵✮

c2 = r2 + (pz − b1)
2 ✭❆✳✶✶✮

✾✽



❋✐❣✉r❛ ❆✳✷✿ ❈✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦

θ3 = tan−1

(

±
√
1−D2

D

)

✭❆✳✶✷✮

θ2 = tan−1

(

pz − b1

r

)

− tan−1

(

a3 sin θ3
a2 + a3 cos θ3

)

✭❆✳✶✸✮

❆✳✶✳✸✳ ❏❛❝♦❜✐❛♥♦ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦

J =

[

❡0 × (♦3 − ♦0) ❡1 × (♦3 − ♦1) ❡2 × (♦3 − ♦2)
❡0 ❡1 ❡2

]

✭❆✳✶✹✮

❉♦♥❞❡✿

♦0 =





0
0
0



 ✭❆✳✶✺✮

❡0 =





0
0
1



 ✭❆✳✶✻✮

❡1 = ❡2 =





S1

−C1

0



 ✭❆✳✶✼✮

✾✾



❉❡ ❞♦♥❞❡ ♦❜t❡♥❡♠♦s✿

J =

















−(a2S1C2 + a3S1C23) −(a2C1S2 + a3C1S23) −(a3C1S23)
a2C1C2 + a3C1C23 −(a2S1S2 + a3S1S23) −(a3S1S23)

0 a2C2 + a3C23 a3C23

0 S1 S1

0 −C1 −C1

1 0 0

















✭❆✳✶✽✮

❆✳✶✳✹✳ ❈✐♥❡♠át✐❝❛ ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞

Ẋ = J(q)q̇ ✭❆✳✶✾✮

q̇ = J−1(q)Ẋ ✭❆✳✷✵✮

J−1(q) =
[AdjJ(q)]T

Det(J(q))
✭❆✳✷✶✮

A = [AdjJ(q)]T ✭❆✳✷✷✮

❉♦♥❞❡✿

A11 = a2a3S1S3 ✭❆✳✷✸✮

A12 = −a2a3C1S3 ✭❆✳✷✹✮

A13 = 0 ✭❆✳✷✺✮

A21 = a2a3C1C2C23 + a23C1C
2
23 ✭❆✳✷✻✮

A22 = −a2a3S1C2C23 − a23S1C
2
23 ✭❆✳✷✼✮

A23 = a2S23(a2C2 + a3C23)(C
2
1 − S2

1) ✭❆✳✷✽✮

A31 = −C1 (a2C2 + a3C23)
2 ✭❆✳✷✾✮

A32 = S1 (a2C2 + a3C23)
2 ✭❆✳✸✵✮

A33 = (a22S2C2 + a2a3S223 + a23S23C23)(S
2
1 − C2

1 ) ✭❆✳✸✶✮

✭❆✳✸✷✮

Det(J(q) = (−a22a3C2S3 − a2a
2
3S3C23)(S

2
1 − C2

1 ) ✭❆✳✸✸✮

Ẍ = J̇(q)q̇+ J(q)q̈ ✭❆✳✸✹✮

q̈ = J−1(q)
(

Ẍ − J̇(q)q̇
)

✭❆✳✸✺✮

✶✵✵



J̇11 = −a2θ̇1C1C2 + a2θ̇2S1S2 − a3θ̇1C1C23 + a3

(

θ̇2 + θ̇3

)

S1S23 ✭❆✳✸✻✮

J̇12 = a2θ̇1S1S2 − a2θ̇2C1C2 + a3θ̇1S1S23 − a3

(

θ̇2 + θ̇3

)

C1C23 ✭❆✳✸✼✮

J̇13 = a3θ̇1S1S23 − a3

(

θ̇2 + θ̇3

)

C1C23 ✭❆✳✸✽✮

J̇21 = −(a2θ̇1S1C2 + a2θ̇2C1S2 + a3θ̇1S1C23 + a3

(

θ̇2 + θ̇3

)

C1S23) ✭❆✳✸✾✮

J̇22 = −a2θ̇1C1S2 − a2θ̇2S1C2 − a3θ̇1C1S23 − a3

(

θ̇2 + θ̇3

)

S1C23 ✭❆✳✹✵✮

J̇23 = −a3θ̇1C1S23 − a3

(

θ̇2 + θ̇3

)

S1C23 ✭❆✳✹✶✮

J̇31 = 0 ✭❆✳✹✷✮

J̇32 = −a2θ̇2S2 − a3

(

θ̇2 + θ̇3

)

S23 ✭❆✳✹✸✮

J̇33 = −a3

(

θ̇2 + θ̇3

)

S23 ✭❆✳✹✹✮

J̇41 = J̇51 = J̇61 = J̇62 = J̇63 = 0 ✭❆✳✹✺✮

J̇42 = J̇43 = θ̇1C1 ✭❆✳✹✻✮

J̇52 = J̇53 = θ̇1S1 ✭❆✳✹✼✮

✭❆✳✹✽✮

❆✳✷✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆

❋✐❣✉r❛ ❆✳✸✿ ❈♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆

✶✵✶



❆✳✷✳✶✳ P❛rá♠❡tr♦s ❉✲❍

i θi bi ai αi

1 θ∗1 b1 a1 0
2 θ∗2 0 a2 180
3 0 b∗3 0 0

❈✉❛❞r♦ ❆✳✷✿ P❛rá♠❡tr♦s ❍✲❉ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆

T 3
0 = B1B2B3 ✭❆✳✹✾✮

T 3
0 =









C1 −S1 0 a1C1

S1 C1 0 a1S1

0 0 1 b1
0 0 0 1

















C2 S2 0 a2C2

S2 −C2 0 a2S2

0 0 −1 0
0 0 0 1

















1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 b3
0 0 0 1









✭❆✳✺✵✮

T 3
0 =









C12 S12 0 a1C1 + a2C12

S12 −C12 0 a1S1 + a2S12

0 0 −1 b1 − b3
0 0 0 1









✭❆✳✺✶✮

❆✳✷✳✷✳ ❈✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛

❋✐❣✉r❛ ❆✳✹✿ ❈✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆

b3 = b1 − pz ✭❆✳✺✷✮

✶✵✷



c2 = a21 + a22 − 2a1a2 cos γ ✭❆✳✺✸✮

c2 = p2x + p2y ✭❆✳✺✹✮

cos γ = cos(π − θ2) = − cos θ2 ✭❆✳✺✺✮

cos θ2 =
c2 − a21 − a22

2a1a2
= D ✭❆✳✺✻✮

θ2 = tan−1

(

±
√
1−D2

D

)

✭❆✳✺✼✮

θ1 = tan−1

(

px

py

)

− tan−1

(

a2 sin θ2
a1 + a2 cos θ2

)

✭❆✳✺✽✮

❆✳✷✳✸✳ ❏❛❝♦❜✐❛♥♦ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆

J =

[

❡0 × (♦3 − ♦0) ❡1 × (♦3 − ♦1) ❡2
❡0 ❡1 ✵

]

✭❆✳✺✾✮

❉♦♥❞❡✿

♦0 =





0
0
0



 ✭❆✳✻✵✮

❡0 = ❡1 =





0
0
1



 ✭❆✳✻✶✮

❡2 =





0
0
−1



 ✭❆✳✻✷✮

❉❡ ❞♦♥❞❡ ♦❜t❡♥❡♠♦s✿

J =

















−(a1S1 + a2S12) −a2S12 0
a1C1 + a2C12 a2C12 0

0 0 −1
0 0 0
0 0 0
1 1 0

















✭❆✳✻✸✮

✶✵✸



❆✳✷✳✹✳ ❈✐♥❡♠át✐❝❛ ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞

Ẋ = J(q)q̇ ✭❆✳✻✹✮

q̇ = J−1(q)Ẋ ✭❆✳✻✺✮

J−1(q) =
[AdjJ(q)]T

Det(J(q))
✭❆✳✻✻✮

A = [AdjJ(q)]T ✭❆✳✻✼✮

❉♦♥❞❡✿

A11 = −a2C12 ✭❆✳✻✽✮

A12 = −a2S12 ✭❆✳✻✾✮

A13 = 0 ✭❆✳✼✵✮

A21 = a1C1 + a2C12 ✭❆✳✼✶✮

A22 = a1S1 + a2S12 ✭❆✳✼✷✮

A23 = 0 ✭❆✳✼✸✮

A31 = 0 ✭❆✳✼✹✮

A32 = 0 ✭❆✳✼✺✮

A33 = −a1a2S2 ✭❆✳✼✻✮

✭❆✳✼✼✮

Det(J(q) = a1a2S2 ✭❆✳✼✽✮

Ẍ = J̇(q)q̇+ J(q)q̈ ✭❆✳✼✾✮

q̈ = J−1(q)
(

Ẍ − J̇(q)q̇
)

✭❆✳✽✵✮

J̇11 = −a1θ̇1C1 − a2(θ̇1 + θ̇2)C12 ✭❆✳✽✶✮

J̇12 = −a2(θ̇1 + θ̇2)C12 ✭❆✳✽✷✮

J̇21 = −a1θ̇1S1 − a2(θ̇1 + θ̇2)S12 ✭❆✳✽✸✮

J̇22 = −a2(θ̇1 + θ̇2)S12 ✭❆✳✽✹✮

J̇13 = J̇23 = J̇31 = J̇32 = J̇33 = 0 ✭❆✳✽✺✮

✶✵✹



❆✳✸✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦

❋✐❣✉r❛ ❆✳✺✿ ❈♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦

❆✳✸✳✶✳ P❛rá♠❡tr♦s ❉✲❍

i θi bi ai αi

1 θ∗1 b1 0 90
2 θ∗2 0 0 90
3 0 b∗3 0 0

❈✉❛❞r♦ ❆✳✸✿ P❛rá♠❡tr♦s ❍✲❉ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦

T 3
0 = B1B2B3 ✭❆✳✽✻✮

T 3
0 =









C1 0 S1 0
S1 0 −C1 0
0 1 0 b1
0 0 0 1

















C2 0 S2 0
S2 0 −C2 0
0 1 0 0
0 0 0 1

















1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 b3
0 0 0 1









✭❆✳✽✼✮

T 3
0 =









C1C2 S1 C1S2 b3C1S2

S1C2 −C1 S1S2 b3S1S2

S2 0 −C2 b1 − b3C2

0 0 0 1









✭❆✳✽✽✮

✶✵✺



❆✳✸✳✷✳ ❈✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛

❋✐❣✉r❛ ❆✳✻✿ ❈✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦

θ1 = tan−1

(

Py

Px

)

✭❆✳✽✾✮

r =
√

P 2
x + P 2

y ✭❆✳✾✵✮

θ2 = tan−1

(

Pz − b1

r

)

✭❆✳✾✶✮

b3 =
√

r2 + (Pz − b1)2 ✭❆✳✾✷✮

❆✳✸✳✸✳ ❏❛❝♦❜✐❛♥♦ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦

J =

[

❡0 × (♦3 − ♦0) ❡1 × (♦3 − ♦1) ❡2
❡0 ❡1 ✵

]

✭❆✳✾✸✮

❉♦♥❞❡✿

♦0 =





0
0
0



 ✭❆✳✾✹✮

♦1 =





0
0
b1



 ✭❆✳✾✺✮

✶✵✻



❡0 =





0
0
1



 ✭❆✳✾✻✮

❡1 =





S1

−C1

0



 ✭❆✳✾✼✮

❡2 =





C1S2

S1S2

−C2



 ✭❆✳✾✽✮

❉❡ ❞♦♥❞❡ ♦❜t❡♥❡♠♦s✿

J =

















−b3S1S2 b3C1C2 C1S2

b3C1S2 b3S1C2 S1S2

0 b3S2 −C2

0 S1 0
0 −C1 0
1 0 0

















✭❆✳✾✾✮

❆✳✸✳✹✳ ❈✐♥❡♠át✐❝❛ ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞

Ẋ = J(q)q̇ ✭❆✳✶✵✵✮

q̇ = J−1(q)Ẋ ✭❆✳✶✵✶✮

J−1(q) =
[AdjJ(q)]T

Det(J(q))
✭❆✳✶✵✷✮

A = [AdjJ(q)]T ✭❆✳✶✵✸✮

❉♦♥❞❡✿

A11 = −b3S1 ✭❆✳✶✵✹✮

A12 = b3C1 ✭❆✳✶✵✺✮

A13 = 0 ✭❆✳✶✵✻✮

A21 = b3C1S2C2 ✭❆✳✶✵✼✮

A22 = b3S1S2C2 ✭❆✳✶✵✽✮

A23 = b3S
2
2 ✭❆✳✶✵✾✮

A31 = b23C1S
2
2 ✭❆✳✶✶✵✮

A32 = b23S1S
2
2 ✭❆✳✶✶✶✮

A33 = −b23S2C2 ✭❆✳✶✶✷✮

✶✵✼



Det(J(q) = b23S2 ✭❆✳✶✶✸✮

Ẍ = J̇(q)q̇+ J(q)q̈ ✭❆✳✶✶✹✮

q̈ = J−1(q)
(

Ẍ − J̇(q)q̇
)

✭❆✳✶✶✺✮

J̇11 = −ḃ3S1S2 − b3θ̇1C1S2 − b3θ̇2S1C2 ✭❆✳✶✶✻✮

J̇12 = ḃ3C1C2 − b3θ̇1S1C2 − b3θ̇2C1S2 ✭❆✳✶✶✼✮

J̇13 = −θ̇1S1S2 + θ̇2C1C2 ✭❆✳✶✶✽✮

J̇21 = ḃ3C1S2 − b2θ̇1S1S2 + b3θ̇2C1C2 ✭❆✳✶✶✾✮

J̇22 = ḃ3S1C2 + b3θ̇1C1C2 − b3θ̇2S1S2 ✭❆✳✶✷✵✮

J̇23 = θ̇1C1S2 + θ̇2S1C2 ✭❆✳✶✷✶✮

J̇31 = 0 ✭❆✳✶✷✷✮

J̇32 = ḃ3S2 + b3θ̇2C2 ✭❆✳✶✷✸✮

J̇33 = θ̇2S2 ✭❆✳✶✷✹✮

J̇42 = θ̇1C1 ✭❆✳✶✷✺✮

J̇52 = θ̇1S1 ✭❆✳✶✷✻✮

J̇41 = J̇43 = J̇51 = J̇53 = J̇61 = J̇62 = J̇63 = 0 ✭❆✳✶✷✼✮

✶✵✽



❆✳✹✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼

❋✐❣✉r❛ ❆✳✼✿ ❈♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼

❆✳✹✳✶✳ P❛rá♠❡tr♦s ❉✲❍

i θi bi ai αi

1 θ∗1 b1 a1 90
2 θ∗2 b2 a2 180
3 θ∗3 b3 a3 0

❈✉❛❞r♦ ❆✳✹✿ P❛rá♠❡tr♦s ❍✲❉ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼

T 3
0 = B1B2B3 ✭❆✳✶✷✽✮

T 3
0 =









C1 0 S1 a1C1

S1 0 −C1 a1S1

0 1 0 b1
0 0 0 1

















C2 S2 0 a2C2

S2 −C2 0 a2S2

0 0 −1 b2
0 0 0 1

















C3 −S3 0 a3C3

S3 C3 0 a3S3

0 0 1 b3
0 0 0 1









✭❆✳✶✷✾✮

✶✵✾



T 3
0 =









C1C2−3 C1S2−3 −S1 a1C1 + a2C1C2 + b2S1 − b3S1 + a3C1C2−3

S1C2−3 S1S2−3 C1 a1S1 + a2S1C2 − b2C1 + b3C1 + a3S1C2−3

S2−3 −C2−3 0 b1 + a2S2 + a3S2−3

0 0 0 1









✭❆✳✶✸✵✮

❆✳✹✳✷✳ ❈✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛

▲❛ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❣❡♥ér✐❝♦ ❢✉❡ ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞❛ ❡♥ ❬✶✹❪
♣r❡✈✐♦ ❛ ❡st❡ ♣r♦②❡❝t♦✳

❆✳✹✳✸✳ ❏❛❝♦❜✐❛♥♦ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼

J =

[

❡0 × (♦3 − ♦0) ❡1 × (♦3 − ♦1) ❡2 × (♦3 − ♦2)
❡0 ❡1 ❡2

]

✭❆✳✶✸✶✮

❉♦♥❞❡✿

♦0 =





0
0
0



 ✭❆✳✶✸✷✮

❡0 =





0
0
1



 ✭❆✳✶✸✸✮

❡1 =





S1

−C1

0



 ✭❆✳✶✸✹✮

❡2 =





−S1

C1

0



 ✭❆✳✶✸✺✮

❉❡ ❞♦♥❞❡ ♦❜t❡♥❡♠♦s✿

J =

















−(a1S1 + a2S1C2 − b2C1 + b3C1 + a3S1C2−3) −(a2C1S2 + a3C1S2−3) a3C1S2−3

a1C1 + a2C1C2 + b2S1 − b3S1 + a3C1C2−3 −(a2S1S2 + a3S1S2−3) a3S1S2−3

0 a2C2 + a3C2−3 −a3C2−3

0 S1 −C1

0 −C1 S1

1 0 0

















✭❆✳✶✸✻✮

✶✶✵



❆✳✹✳✹✳ ❈✐♥❡♠át✐❝❛ ❞❡ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞

Ẋ = J(q)q̇ ✭❆✳✶✸✼✮

q̇ = J−1(q)Ẋ ✭❆✳✶✸✽✮

J−1(q) =
[AdjJ(q)]T

Det(J(q))
✭❆✳✶✸✾✮

A = [AdjJ(q)]T ✭❆✳✶✹✵✮

❉♦♥❞❡✿
A11 = a2a3S1S3 ✭❆✳✶✹✶✮

A12 = −a2a3C1S3 ✭❆✳✶✹✷✮

A13 = 0 ✭❆✳✶✹✸✮

A21 = a1a3C1C2−3 + a2a3C1C2C2−3 + a3b2S1C2−3

− a3b3S1C2−3 + a23C1C
2
2−3 ✭❆✳✶✹✹✮

A22 = a1a3S1C2−3 + a2a3S1C2C2−3 − a3b2C1C2−3

+ a3b3C1C2−3 + a23S1C
2
2−3 ✭❆✳✶✹✺✮

A23 = a1a3S2−3 + a2a3C2S2−3 + a23S2−3C2−3 ✭❆✳✶✹✻✮

A31 = a1a2C1C2 + a1a3C1C2−3 + a22C1C
2
2 + a2a3C1C2C2−3 + a2b2S1C2

+ a3b2S1C2−3 − a2b3S1C2 − a3b3S1C2−3 + a2a3C1C2C2−3 + a23C1C
2
2−3

✭❆✳✶✹✼✮

A32 = a1a2S1C2 + a1a3S1C2−3 + a22S1C
2
2 + a2a3S1C2C2−3 − a2b2C1C2

− a3b2C1C2−3 + a2b3C1C2 + a3b3C1C2−3 + a2a3S1C2C2−3 + a23S1C
2
2−3

✭❆✳✶✹✽✮

A33 = a1a2S2 + a1a3S2−3 + a22S2C2 + a2a3S22−3 + a3S2−3C2−3 ✭❆✳✶✹✾✮

Det(J (q)) = −a2a3S3(a1 + a2C2 + a3C2−3) ✭❆✳✶✺✵✮

✶✶✶



Ẍ = J̇(q)q̇+ J(q)q̈ ✭❆✳✶✺✶✮

q̈ = J−1(q)
(

Ẍ − J̇(q)q̇
)

✭❆✳✶✺✷✮

J̇11 = −a1θ̇1C1 − a2θ̇1C1C2 + a2θ̇2S1S2 − b2θ̇1S1 + b3θ̇1S1

− a3θ̇1C1C2−3 + a3(θ̇2 − θ̇3)S1S2−3 ✭❆✳✶✺✸✮

J̇12 = a2θ̇1S1S2 − a2θ̇2C1C2 + a3θ̇1S1S2−3 − a3(θ̇2 − θ̇3)C1C2−3 ✭❆✳✶✺✹✮

J̇13 = −a3θ̇1S1S2−3 + a3(θ̇2 − θ̇3)C1C2−3 ✭❆✳✶✺✺✮

J̇21 = −a1θ̇1S1 − a2θ̇1S1C2 − a2θ̇2C1S2 + b2θ̇1C1 − b3θ̇1C1

− a3θ̇1S1C2−3 − a3(θ̇2 − θ̇3)C1S2−3 ✭❆✳✶✺✻✮

J̇22 = −a2θ̇1C1S2 − a2θ̇2S1C2 − a3θ̇1C1S2−3 − a3(θ̇2 − θ̇3)S1C2−3 ✭❆✳✶✺✼✮

J̇23 = a3θ̇1C1S2−3 + a3(θ̇2 − θ̇3)S1C2−3 ✭❆✳✶✺✽✮

J̇31 = 0 ✭❆✳✶✺✾✮

J̇32 = −a2θ̇2S2 − a3(θ̇2 − θ̇3)S2−3 ✭❆✳✶✻✵✮

J̇33 = a3(θ̇2 − θ̇3)S2−3 ✭❆✳✶✻✶✮

✶✶✷



❆♣é♥❞✐❝❡ ❇

❈ó❞✐❣♦s

❇✳✶✳ ❈ó❞✐❣♦s ♣❛r❛ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡ ❧♦s ♠❛✲

♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ♣r♦♣✉❡st♦s✳

❆ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s ❝ó❞✐❣♦s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞♦s ♣❛r❛ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛
❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡ ❧♦s ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ♣r♦♣✉❡st♦s✳ ▲♦s ❝ó❞✐❣♦s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞♦s
s♦♥ ❜❛s❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s ♠♦str❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❛♣é♥❞✐❝❡ ❆✳

❇✳✶✳✶✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❆♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦✳

❈ó❞✐❣♦ ❇✳✶✿ ❈ó❞✐❣♦ ❞❡ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❆♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦

✶ ❇❖❖▲ ❈▼❆♥t❤r♦♣♦♠♦r♣❤✐❝ ✿✿ ❙❡t■♥✈❡rs❡P♦s✐t✐♦♥✭❉❴❍✯ ♣❉❍ ✱ ❈❛rtP♦✐♥t

♣♦✐♥t✮

✷ ④

✸ ❞♦✉❜❧❡ r✱ ❝✱ ❞❀

✹ ♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✵❪❂ ❛t❛♥✷✭♣♦✐♥t✳②✱♣♦✐♥t✳①✮❀

✺ r❂sqrt✭♣♦✐♥t✳①✯♣♦✐♥t✳①✰♣♦✐♥t✳②✯♣♦✐♥t✳②✮❀

✻ ❝❂sqrt✭r✯r✰✭ ♣♦✐♥t✳③✲♣❉❍ ✲❃❜❬✵❪✮✯✭♣♦✐♥t✳③✲♣❉❍ ✲❃❜❬✵❪✮✮❀

✼ ❞❂✭❝✯❝✲♣❉❍ ✲❃❛❬✶❪✯♣❉❍ ✲❃❛❬✶❪✲♣❉❍ ✲❃❛❬✷❪✯♣❉❍ ✲❃❛❬✷❪✮ ✴✭✷✯♣❉❍ ✲❃❛

❬✶❪✯♣❉❍ ✲❃❛❬✷❪✮❀

✽ ♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✷❪❂ ❛t❛♥✷✭sqrt✭✶✲❞✯❞✮✱❞✮❀

✾ ♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✶❪❂ ❛t❛♥✷✭♣♦✐♥t✳③✲♣❉❍ ✲❃❜❬✵❪✱r✮✰❛t❛♥✷✭♣❉❍ ✲❃❛❬✷❪✯

s✐♥✭♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✷❪✮✱♣❉❍ ✲❃❛❬✶❪✰♣❉❍ ✲❃❛❬✷❪✯ ❝♦s✭♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✷❪✮✮❀

✶✵ r❡t✉r♥ ❚❘❯❊❀

✶✶ ⑥

❇✳✶✳✷✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆✳

❈ó❞✐❣♦ ❇✳✷✿ ❈ó❞✐❣♦ ❞❡ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆

✶ ❇❖❖▲ ❈▼❙❈❆❘❆ ✿✿ ❙❡t■♥✈❡rs❡P♦s✐t✐♦♥✭❉❴❍✯ ♣❉❍ ✱ ❈❛rtP♦✐♥t ♣♦✐♥t✮

✶✶✸



✷ ④

✸ ❞♦✉❜❧❡ r✱ ❝✱ ❞❀

✹ ♣❉❍ ✲❃❜❬✷❪❂♣❉❍ ✲❃❜❬✵❪✲ ♣♦✐♥t✳③❀

✺ ❝❂sqrt✭♣♦✐♥t✳①✯♣♦✐♥t✳①✰♣♦✐♥t✳②✯♣♦✐♥t✳②✮❀

✻ ❞❂✭❝✯❝✲♣❉❍ ✲❃❛❬✵❪✯♣❉❍ ✲❃❛❬✵❪✲♣❉❍ ✲❃❛❬✶❪✯♣❉❍ ✲❃❛❬✶❪✮ ✴✭✷✯♣❉❍ ✲❃❛

❬✵❪✯♣❉❍ ✲❃❛❬✶❪✮❀

✼ ♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✶❪❂ ❛t❛♥✷✭sqrt✭✶✲❞✯❞✮✱❞✮❀

✽ ♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✵❪❂ ❛t❛♥✷✭♣♦✐♥t✳②✱♣♦✐♥t✳①✮✲❛t❛♥✷✭♣❉❍ ✲❃❛❬✶❪✯ s✐♥✭

♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✶❪✮✱♣❉❍ ✲❃❛❬✵❪✰♣❉❍ ✲❃❛❬✶❪✯ ❝♦s✭♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✶❪✮✮❀

✾ r❡t✉r♥ ❚❘❯❊❀

✶✵ ⑥

❇✳✶✳✸✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦

❈ó❞✐❣♦ ❇✳✸✿ ❈ó❞✐❣♦ ❞❡ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦

✶ ❇❖❖▲ ❈▼❙♣❤❡r✐❝❛❧ ✿✿ ❙❡t■♥✈❡rs❡P♦s✐t✐♦♥✭❉❴❍✯ ♣❉❍ ✱ ❈❛rtP♦✐♥t ♣♦✐♥t✮

✷ ④

✸ ❞♦✉❜❧❡ r❀

✹ ♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✵❪❂ ❛t❛♥✷✭♣♦✐♥t✳②✱♣♦✐♥t✳①✮❀

✺ r❂sqrt✭♣♦✐♥t✳①✯♣♦✐♥t✳①✰♣♦✐♥t✳②✯♣♦✐♥t✳②✮❀

✻ ♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✶❪❂P■✴✷✰ ❛t❛♥✷✭♣♦✐♥t✳③✲♣❉❍ ✲❃❜❬✵❪✱r✮❀

✼ ♣❉❍ ✲❃❜❬✷❪❂ sqrt✭r✯r✰✭✭ ♣♦✐♥t✳③✲♣❉❍ ✲❃❜❬✵❪✮✯✭♣♦✐♥t✳③✲♣❉❍ ✲❃❜❬✵❪✮

✮✮❀

✽ r❡t✉r♥ ❚❘❯❊❀

✾ ⑥

❇✳✶✳✹✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼

❈ó❞✐❣♦ ❇✳✹✿ ❈ó❞✐❣♦ ❞❡ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼

✶ ❇❖❖▲ ❈▼❈✉st♦♠ ✿✿ ❙❡t■♥✈❡rs❡P♦s✐t✐♦♥✭❉❴❍✯ ♣❉❍ ✱ ❈❛rtP♦✐♥t ♣♦✐♥t✮

✷ ④

✸ r❡t✉r♥ ❙❡t■♥✈P♦s✸❘✾✵❴✵❴✾✵✭♣❉❍ ✱♣♦✐♥t✮❀

✹ ⑥

▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❙❡t■♥✈P♦s✸❘✾✵❴✵❴✾✵✭♣❉❍✱♣♦✐♥t✮❀ ❢✉❡ ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞❛ ♣r❡✈✐❛♠❡♥✲
t❡ ❛ ❡st❡ ♣r♦②❡❝t♦✱ s❡ ♣✉❡❞❡ ✈❡r ✉♥❛ ❡①♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ s✉ ❢✉♥❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❡♥ ❬✶✹❪✳

❇✳✷✳ ❈ó❞✐❣♦s ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ●❡tP♦❱❡❆❝P❛r❛♠❡✲

t❡rs

❙❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ●❡tP♦❱❡❆❝P❛r❛♠❡t❡rs ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛❞♦r❡s ♣r♦♣✉❡st♦s✳ ❈♦♠♦ s❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜s❡r✈❛r✱ ♣r✐♠❡r♦ s❡ ❤❛❝❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❛ ❞❡
❧♦s ❞❛t♦s q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❛ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ ② ❡❧ ❛❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧♦s ♠✐s♠♦s✳
❉❡s♣✉és s❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥ ❧♦s ❥❛❝♦❜✐❛♥♦s✱ ❧❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ② ❛❝❡❧❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❛rt✐❝✉❧❛❝✐♦✲
♥❡s✳ P♦r ú❧t✐♠♦ s❡ ✐♠♣r✐♠❡♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❡♥ ✉♥ ❛r❝❤✐✈♦ ✳❝s✈✳

✶✶✹



❇✳✷✳✶✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❛♥tr♦♣♦♠ór✜❝♦✳

❈ó❞✐❣♦ ❇✳✺✿ ❈ó❞✐❣♦ ❞❡ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆

✶ ✈♦✐❞ ❈▼❆♥t❤r♦♣♦♠♦r♣❤✐❝ ✿✿ ●❡tP♦❱❡❆❝P❛r❛♠❡t❡rs✭✈♦✐❞✮

✷ ④

✸ ❢❧♦❛t s✶❬✸✵✵❪ ✱ ❝✶❬✸✵✵❪✱ s✷❬✸✵✵❪✱ ❝✷ ❬✸✵✵❪❀

✹ ❢❧♦❛t s✷✸❬✸✵✵❪ ✱❝✷✸ ❬✸✵✵❪❀

✺ ❞♦✉❜❧❡ ❛✶❂♣❉❍ ✲❃❛❬✵❪❀

✻ ❞♦✉❜❧❡ ❛✷❂♣❉❍ ✲❃❛❬✶❪❀

✼ ❞♦✉❜❧❡ ❛✸❂♣❉❍ ✲❃❛❬✷❪❀

✽ ❞♦✉❜❧❡ ❜✶❂♣❉❍ ✲❃❜❬✵❪❀

✾ ❞♦✉❜❧❡ ❜✷❂♣❉❍ ✲❃❜❬✶❪❀

✶✵ ❞♦✉❜❧❡ ❜✸❂♣❉❍ ✲❃❜❬✷❪❀

✶✶ ❞♦✉❜❧❡ ❝❀

✶✷ ✐♥t ❥✱❦❀

✶✸ ❋■▲❊ ✯♣♦✐♥ts❀

✶✹ ❋■▲❊ ✯♣♦s✐❝✐♦♥❀

✶✺ ❈❛rtP♦✐♥t P❬✸✵✵❪❀

✶✻ ❢❧♦❛t ❆♥❣❧❡s ❬✸✵✵❪❬✸❪❀

✶✼ ❢❧♦❛t t❤❡t❛✶ ❬✸✵✵❪✱ t❤❡t❛✷ ❬✸✵✵❪✱ t❤❡t❛✸ ❬✸✵✵❪❀

✶✽ ▼❛tr✐① ❏❬✸✵✵❪✱ ❏✐♥✈ ❬✸✵✵❪✱❏♣ ❬✸✵✵❪❀

✶✾ ❞♦✉❜❧❡ ✈❡❧ ❬✸✵✵❪❬✸❪ ✱ ❛❝❡❧ ❬✸✵✵❪❬✸❪❀

✷✵ ❱❡❝t♦r q♣❬✸✵✵❪ ✱q✷♣ ❬✸✵✵❪❀

✷✶

✷✷ ❈❙tr✐♥❣ str❀

✷✸ ✐❢✭✭ ❢♦♣❡♥❴s ✭✫♣♦✐♥ts ✱✧♣♦✐♥ts✳❝s✈✧✱ ✧r✧✮✮❂❂❚❘❯❊✮

✷✹ ❆❢①▼❡ss❛❣❡❇♦①✭✧■♠♣♦s✐❜❧❡ ❛❜r✐r ❛r❝❤✐✈♦✧✮❀

✷✺ ❡❧s❡

✷✻ ④

✷✼ ❞♦④

✷✽ ❢s❝❛♥❢✭♣♦✐♥ts ✱✧ ✪❧❢✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢ ✱ ✪❧❢ ✱ ✪❧❢ ✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢✧

✱✫P❬❥❪✳①✱✫P❬❥❪✳②✱✫P❬❥❪✳③✱✫✈❡❧❬❥❪❬✵❪✱✫✈❡❧❬❥❪❬✶❪✱✫✈❡❧❬❥❪❬✷❪✱✫ ❛❝❡❧

❬❥❪❬✵❪✱✫ ❛❝❡❧❬❥❪❬✶❪✱✫ ❛❝❡❧❬❥❪❬✷❪✮❀

✷✾ ❥✰✰❀

✸✵ ⑥✇❤✐❧❡✭✦❢❡♦❢✭♣♦✐♥ts✮✮❀

✸✶ ❥✲✲❀

✸✷ ⑥

✸✸ ❢❝❧♦s❡✭♣♦✐♥ts✮❀

✸✹

✸✺

✸✻ ✴✴ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❢♦r ❛♥t❤r♦♣♦♠♦r♣❤✐❝

✸✼ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✸✽ ④

✸✾ ❙❡t■♥✈❡rs❡P♦s✐t✐♦♥✭♣❉❍ ✱P❬❦❪✮❀

✹✵ t❤❡t❛✶❬❦❪❂♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✵❪❀

✹✶ t❤❡t❛✷❬❦❪❂♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✶❪❀

✹✷ t❤❡t❛✸❬❦❪❂♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✷❪❀

✹✸

✹✹ s✶❬❦❪❂s✐♥✭t❤❡t❛✶❬❦❪✮❀

✹✺ ❝✶❬❦❪❂❝♦s✭t❤❡t❛✶❬❦❪✮❀

✹✻ s✷❬❦❪❂s✐♥✭t❤❡t❛✷❬❦❪✮❀

✹✼ ❝✷❬❦❪❂❝♦s✭t❤❡t❛✷❬❦❪✮❀

✹✽ s✷✸❬❦❪❂s✐♥✭t❤❡t❛✷❬❦❪✰ t❤❡t❛✸❬❦❪✮❀

✹✾ ❝✷✸❬❦❪❂❝♦s✭t❤❡t❛✷❬❦❪✰ t❤❡t❛✸❬❦❪✮❀

✺✵ ⑥

✶✶✺



✺✶ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✺✷ ④

✺✸ ❏❬❦❪✳❝♦❧❂✸❀

✺✹ ❏❬❦❪✳r♦✇❂✸❀

✺✺

✺✻ ❏❬❦❪✳q❬✵❪❬✵❪❂ ✲✭❛✷✯s✶❬❦❪✯❝✷❬❦❪✰❛✸✯s✶❬❦❪✯❝✷✸❬❦❪✮❀

✺✼ ❏❬❦❪✳q❬✵❪❬✶❪❂ ✲✭❛✷✯❝✶❬❦❪✯s✷❬❦❪✰❛✸✯❝✶❬❦❪✯s✷✸❬❦❪✮❀

✺✽ ❏❬❦❪✳q❬✵❪❬✷❪❂ ✲❛✸✯❝✶❬❦❪✯s✷✸❬❦❪❀

✺✾

✻✵ ❏❬❦❪✳q❬✶❪❬✵❪❂ ✲✭❛✷✯❝✶❬❦❪✯❝✷❬❦❪✰❛✸✯❝✶❬❦❪✯❝✷✸❬❦❪✮❀

✻✶ ❏❬❦❪✳q❬✶❪❬✶❪❂ ✲✭❛✷✯s✶❬❦❪✯s✷❬❦❪✰❛✸✯s✶❬❦❪✯s✷✸❬❦❪✮❀

✻✷ ❏❬❦❪✳q❬✶❪❬✷❪❂ ✲❛✸✯s✶❬❦❪✯s✷✸❬❦❪❀

✻✸

✻✹ ❏❬❦❪✳q❬✷❪❬✵❪❂✵❀

✻✺ ❏❬❦❪✳q❬✷❪❬✶❪❂ ❛✷✯❝✷❬❦❪✰❛✸✯❝✷✸❬❦❪❀

✻✻ ❏❬❦❪✳q❬✷❪❬✷❪❂ ❛✸✯❝✷✸❬❦❪❀

✻✼

✻✽ ❏❬❦❪✳q❬✸❪❬✵❪❂✵❀

✻✾ ❏❬❦❪✳q❬✸❪❬✶❪❂ s✶❬❦❪❀

✼✵ ❏❬❦❪✳q❬✸❪❬✷❪❂ s✶❬❦❪❀

✼✶

✼✷ ❏❬❦❪✳q❬✹❪❬✵❪❂✵❀

✼✸ ❏❬❦❪✳q❬✹❪❬✶❪❂ ✲❝✶❬❦❪❀

✼✹ ❏❬❦❪✳q❬✹❪❬✷❪❂ ✲❝✶❬❦❪❀

✼✺

✼✻ ❏❬❦❪✳q❬✺❪❬✵❪❂✶❀

✼✼ ❏❬❦❪✳q❬✺❪❬✶❪❂✵❀

✼✽ ❏❬❦❪✳q❬✺❪❬✷❪❂✵❀

✼✾ ⑥

✽✵ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✽✶ ④

✽✷ ❏✐♥✈❬❦❪✳❝♦❧ ❂✸❀

✽✸ ❏✐♥✈❬❦❪✳r♦✇ ❂✸❀

✽✹ ❏✐♥✈❬❦❪❂ ●❡t■♥✈❡rs❡✭❏❬❦❪✮❀

✽✺ ⑥

✽✻ ✴✴ ❞t❤❡t❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

✽✼ ❢♦r✭❦❂✵❀ ❦❁❥❀ ❦✰✰✮

✽✽ ④

✽✾ q♣❬❦❪✳r♦✇❂✸❀

✾✵ q♣❬❦❪❂ ▼❛t❱❡❝Pr♦❞✭❏✐♥✈❬❦❪✱✈❡❧❬❦❪✮❀

✾✶ ⑥

✾✷

✾✸ ✴✴ ❈♦♠♣✉t❡ ❆❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❉❛t❛

✾✹ ❞♦✉❜❧❡ t❤♣✶ ❬✸✵✵❪ ✱ t❤♣✷ ❬✸✵✵❪✱ t❤♣✸ ❬✸✵✵❪❀

✾✺ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✾✻ ④

✾✼ t❤♣✶❬❦❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✵❪❀

✾✽ t❤♣✷❬❦❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✶❪❀

✾✾ t❤♣✸❬❦❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✷❪❀

✶✵✵

✶✵✶ ❏♣❬❦❪✳❝♦❧❂✸❀

✶✵✷ ❏♣❬❦❪✳r♦✇❂✸❀

✶✵✸

✶✵✹ ❏♣❬❦❪✳q❬✵❪❬✵❪❂ ✲❛✷✯t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯❝✷❬❦❪✰❛✷✯t❤♣✷❬❦❪✯s✶

❬❦❪✯s✷❬❦❪✲❛✸✯t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯❝✷✸❬❦❪✰❛✸✯✭t❤♣✷❬❦❪✰t❤♣✸❬❦❪✮✯s✶❬❦❪✯

s✷✸❬❦❪❀

✶✶✻



✶✵✺ ❏♣❬❦❪✳q❬✵❪❬✶❪❂ ❛✷✯t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪✯s✷❬❦❪✲❛✷✯t❤♣✷❬❦❪✯❝✶❬

❦❪✯❝✷❬❦❪✰❛✸✯t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪✯s✷✸❬❦❪✲❛✸✯✭t❤♣✷❬❦❪✰t❤♣✸❬❦❪✮✯❝✶❬❦❪✯❝✷✸

❬❦❪❀

✶✵✻ ❏♣❬❦❪✳q❬✵❪❬✷❪❂ ❛✸✯t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪✯s✷✸❬❦❪✲❛✸✯✭t❤♣✷❬❦❪✰

t❤♣✸❬❦❪✮✯❝✶❬❦❪✯❝✷✸❬❦❪❀

✶✵✼

✶✵✽ ❏♣❬❦❪✳q❬✶❪❬✵❪❂ ❛✷✯t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪✯❝✷❬❦❪✰❛✷✯t❤♣✷❬❦❪✯❝✶❬

❦❪✯s✷❬❦❪✰❛✸✯t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪✯❝✷✸❬❦❪✰❛✸✯✭t❤♣✷❬❦❪✰t❤♣✸❬❦❪✮✯❝✶❬❦❪✯s✷✸

❬❦❪❀

✶✵✾ ❏♣❬❦❪✳q❬✶❪❬✶❪❂ ✲❛✷✯t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯s✷❬❦❪✲❛✷✯t❤♣✷❬❦❪✯s✶

❬❦❪✯❝✷❬❦❪✲❛✸✯t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯s✷✸❬❦❪✲❛✸✯✭t❤♣✷❬❦❪✰t❤♣✸❬❦❪✮✯s✶❬❦❪✯

❝✷✸❬❦❪❀

✶✶✵ ❏♣❬❦❪✳q❬✶❪❬✷❪❂ ✲❛✸✯t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯s✷✸❬❦❪✲❛✸✯✭t❤♣✷❬❦❪✰

t❤♣✸❬❦❪✮✯s✶❬❦❪✯❝✷✸❬❦❪❀

✶✶✶

✶✶✷ ❏♣❬❦❪✳q❬✷❪❬✵❪❂✵❀

✶✶✸ ❏♣❬❦❪✳q❬✷❪❬✶❪❂ ✲❛✷✯t❤♣✷❬❦❪✯s✷❬❦❪✲❛✸✯✭t❤♣✷❬❦❪✰t❤♣✸❬❦

❪✮✯s✷✸❬❦❪❀

✶✶✹ ❏♣❬❦❪✳q❬✷❪❬✷❪❂ ✲❛✸✯✭t❤♣✷❬❦❪✰t❤♣✸❬❦❪✮✯s✷✸❬❦❪❀

✶✶✺

✶✶✻ ❏♣❬❦❪✳q❬✸❪❬✵❪❂✵❀

✶✶✼ ❏♣❬❦❪✳q❬✸❪❬✶❪❂ t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪❀

✶✶✽ ❏♣❬❦❪✳q❬✸❪❬✷❪❂ t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪❀❀

✶✶✾

✶✷✵ ❏♣❬❦❪✳q❬✹❪❬✵❪❂✵❀

✶✷✶ ❏♣❬❦❪✳q❬✹❪❬✶❪❂ t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪❀❀

✶✷✷ ❏♣❬❦❪✳q❬✹❪❬✷❪❂ t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪❀❀

✶✷✸

✶✷✹ ❏♣❬❦❪✳q❬✺❪❬✵❪❂✵❀

✶✷✺ ❏♣❬❦❪✳q❬✺❪❬✶❪❂✵❀

✶✷✻ ❏♣❬❦❪✳q❬✺❪❬✷❪❂✵❀

✶✷✼ ⑥

✶✷✽ ✴✴❚❤✐s ✐s t❤❡ ❢✐♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✷t❤❡t❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

✶✷✾ ❢♦r✭❦❂✵❀ ❦❁❥❀ ❦✰✰✮

✶✸✵ ④

✶✸✶ ❞♦✉❜❧❡ ❛✉①❬✸❪✱❛✉①✷ ❬✸❪❀

✶✸✷ q✷♣❬❦❪✳r♦✇❂✸❀

✶✸✸

✶✸✹ ❛✉① ❬✵❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✵❪❀

✶✸✺ ❛✉① ❬✶❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✶❪❀

✶✸✻ ❛✉① ❬✷❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✷❪❀

✶✸✼

✶✸✽ ❱❡❝t♦r ❛r❣❀

✶✸✾ ❛r❣✳r♦✇❂✸❀

✶✹✵ ❛r❣❂▼❛t❱❡❝Pr♦❞✭❏♣❬❦❪✱❛✉①✮❀

✶✹✶ ❛✉①✷ ❬✵❪❂ ❛❝❡❧❬❦❪❬✵❪✲❛r❣✳✈❬✵❪❀

✶✹✷ ❛✉①✷ ❬✶❪❂ ❛❝❡❧❬❦❪❬✶❪✲❛r❣✳✈❬✶❪❀

✶✹✸ ❛✉①✷ ❬✷❪❂ ❛❝❡❧❬❦❪❬✷❪✲❛r❣✳✈❬✷❪❀

✶✹✹ q✷♣❬❦❪❂ ▼❛t❱❡❝Pr♦❞✭❏✐♥✈❬❦❪✱❛✉①✷✮❀

✶✹✺ ⑥

✶✹✻

✶✹✼ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✶✹✽ ④

✶✹✾ ✐❢✭✭ ❢♦♣❡♥❴s ✭✫♣♦s✐❝✐♦♥ ✱✧r❡s✉❧t❛❞♦s❛♥tr♦♣♦♠♦r❢✐❝♦✳❝s✈✧✱ ✧❛✰✧✮

✮❂❂❚❘❯❊✮❀

✶✺✵ ❡❧s❡

✶✺✶ ④

✶✶✼



✶✺✷ ✐❢✭❦❂❂✵✮

✶✺✸ ④

✶✺✹ ❢♣r✐♥t❢❴s✭♣♦s✐❝✐♦♥ ✱✧♣① ✱ ♣② ✱ ♣③✱ t❤✶ ✱ t❤✷ ✱ t❤✸ ✱ t❤♣✶ ✱ t❤♣✷ ✱

t❤♣✸ ✱ t❤✷♣✶ ✱ t❤✷♣✷ ✱ t❤✷♣✸❭♥✧✮❀

✶✺✺ ⑥

✶✺✻ ❢♣r✐♥t❢❴s✭♣♦s✐❝✐♦♥ ✱✧ ✪❞✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢✱ ✪

❧❢✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢ ✱ ✪❧❢❭♥✧✱❦✱P❬❦❪✳①✱P❬❦❪✳②✱P❬❦❪✳③✱t❤❡t❛✶❬❦❪✱t❤❡t❛✷❬❦

❪✱t❤❡t❛✸❬❦❪✱q♣❬❦❪✳✈❬✵❪✱q♣❬❦❪✳✈❬✶❪✱q♣❬❦❪✳✈❬✷❪✱q✷♣❬❦❪✳✈❬✵❪✱q✷♣❬❦

❪✳✈❬✶❪✱q✷♣❬❦❪✳✈❬✷❪✮❀

✶✺✼ ❢❝❧♦s❡✭♣♦s✐❝✐♦♥✮❀

✶✺✽ ⑥

✶✺✾ ⑥

✶✻✵ ⑥

❇✳✷✳✷✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆✳

❈ó❞✐❣♦ ❇✳✻✿ ❈ó❞✐❣♦ ❞❡ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆

✶

✷ ✈♦✐❞ ❈▼❙❈❆❘❆ ✿✿ ●❡tP♦❱❡❆❝P❛r❛♠❡t❡rs✭✈♦✐❞✮

✸ ④

✹ ❢❧♦❛t s✶❬✸✵✵❪ ✱ ❝✶❬✸✵✵❪✱ s✷❬✸✵✵❪✱ ❝✷ ❬✸✵✵❪❀

✺ ❢❧♦❛t s✶✷❬✸✵✵❪ ✱❝✶✷ ❬✸✵✵❪❀

✻ ❞♦✉❜❧❡ ❛✶❂♣❉❍ ✲❃❛❬✵❪❀

✼ ❞♦✉❜❧❡ ❛✷❂♣❉❍ ✲❃❛❬✶❪❀

✽ ❞♦✉❜❧❡ ❛✸❂♣❉❍ ✲❃❛❬✷❪❀

✾ ❞♦✉❜❧❡ ❜✶❂♣❉❍ ✲❃❜❬✵❪❀

✶✵ ❞♦✉❜❧❡ ❜✷❂♣❉❍ ✲❃❜❬✶❪❀

✶✶ ❞♦✉❜❧❡ ❜✸ ❬✸✵✵❪❀

✶✷ ❞♦✉❜❧❡ ❝❀

✶✸ ✐♥t ❥✱❦❀

✶✹ ❋■▲❊ ✯♣♦✐♥ts❀

✶✺ ❋■▲❊ ✯♣♦s✐❝✐♦♥❀

✶✻ ❈❛rtP♦✐♥t P❬✸✵✵❪❀

✶✼ ❢❧♦❛t ❆♥❣❧❡s ❬✸✵✵❪❬✸❪❀

✶✽ ❢❧♦❛t t❤❡t❛✶ ❬✸✵✵❪✱ t❤❡t❛✷ ❬✸✵✵❪❀

✶✾ ▼❛tr✐① ❏❬✸✵✵❪✱ ❏✐♥✈ ❬✸✵✵❪✱❏♣ ❬✸✵✵❪❀

✷✵ ❞♦✉❜❧❡ ✈❡❧ ❬✸✵✵❪❬✸❪ ✱ ❛❝❡❧ ❬✸✵✵❪❬✸❪❀

✷✶ ❱❡❝t♦r q♣❬✸✵✵❪ ✱q✷♣ ❬✸✵✵❪❀

✷✷

✷✸ ❈❙tr✐♥❣ str❀

✷✹ ✐❢✭✭ ❢♦♣❡♥❴s ✭✫♣♦✐♥ts ✱✧♣♦✐♥ts✳❝s✈✧✱ ✧r✧✮✮❂❂❚❘❯❊✮

✷✺ ❆❢①▼❡ss❛❣❡❇♦①✭✧■♠♣♦s✐❜❧❡ ❛❜r✐r ❛r❝❤✐✈♦✧✮❀

✷✻ ❡❧s❡

✷✼ ④

✷✽ ❞♦④

✷✾ ❢s❝❛♥❢✭♣♦✐♥ts ✱✧ ✪❧❢✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢ ✱ ✪❧❢ ✱ ✪❧❢ ✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢✧

✱✫P❬❥❪✳①✱✫P❬❥❪✳②✱✫P❬❥❪✳③✱✫✈❡❧❬❥❪❬✵❪✱✫✈❡❧❬❥❪❬✶❪✱✫✈❡❧❬❥❪❬✷❪✱✫ ❛❝❡❧

❬❥❪❬✵❪✱✫ ❛❝❡❧❬❥❪❬✶❪✱✫ ❛❝❡❧❬❥❪❬✷❪✮❀

✸✵ ❥✰✰❀

✸✶ ⑥✇❤✐❧❡✭✦❢❡♦❢✭♣♦✐♥ts✮✮❀

✸✷ ❥✲✲❀

✸✸ ⑥

✸✹ ❢❝❧♦s❡✭♣♦✐♥ts✮❀

✶✶✽



✸✺ ✴✴ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❢♦r ❙❈❆❘❆

✸✻ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✸✼ ④

✸✽ ❙❡t■♥✈❡rs❡P♦s✐t✐♦♥✭♣❉❍ ✱P❬❦❪✮❀

✸✾ t❤❡t❛✶❬❦❪❂♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✵❪❀

✹✵ t❤❡t❛✷❬❦❪❂♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✶❪❀

✹✶ ✴✴ t❤❡t❛✸❬❦❪❂♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✷❪❀

✹✷ ❜✸❬❦❪❂♣❉❍ ✲❃❜❬✷❪❀

✹✸

✹✹ s✶❬❦❪❂s✐♥✭t❤❡t❛✶❬❦❪✮❀

✹✺ ❝✶❬❦❪❂❝♦s✭t❤❡t❛✶❬❦❪✮❀

✹✻ s✷❬❦❪❂s✐♥✭t❤❡t❛✷❬❦❪✮❀

✹✼ ❝✷❬❦❪❂❝♦s✭t❤❡t❛✷❬❦❪✮❀

✹✽ s✶✷❬❦❪❂s✐♥✭t❤❡t❛✶❬❦❪✰ t❤❡t❛✷❬❦❪✮❀

✹✾ ❝✶✷❬❦❪❂❝♦s✭t❤❡t❛✶❬❦❪✰ t❤❡t❛✷❬❦❪✮❀

✺✵ ⑥

✺✶ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✺✷ ④

✺✸ ❏❬❦❪✳❝♦❧❂✸❀

✺✹ ❏❬❦❪✳r♦✇❂✸❀

✺✺

✺✻ ❏❬❦❪✳q❬✵❪❬✵❪❂ ✲✭❛✶✯s✶❬❦❪✰❛✷✯s✶✷❬❦❪✮❀

✺✼ ❏❬❦❪✳q❬✵❪❬✶❪❂ ✲❛✷✯s✶✷❬❦❪❀

✺✽ ❏❬❦❪✳q❬✵❪❬✷❪❂ ✲✵❀

✺✾

✻✵ ❏❬❦❪✳q❬✶❪❬✵❪❂✭ ❛✶✯❝✶❬❦❪✰❛✷✯❝✶✷❬❦❪✮❀

✻✶ ❏❬❦❪✳q❬✶❪❬✶❪❂ ❛✷✯❝✶✷❬❦❪❀

✻✷ ❏❬❦❪✳q❬✶❪❬✷❪❂✵❀

✻✸

✻✹ ❏❬❦❪✳q❬✷❪❬✵❪❂✵❀

✻✺ ❏❬❦❪✳q❬✷❪❬✶❪❂✵❀

✻✻ ❏❬❦❪✳q❬✷❪❬✷❪❂ ✲✶❀

✻✼

✻✽ ❏❬❦❪✳q❬✸❪❬✵❪❂✵❀

✻✾ ❏❬❦❪✳q❬✸❪❬✶❪❂✵❀

✼✵ ❏❬❦❪✳q❬✸❪❬✷❪❂✵❀

✼✶

✼✷ ❏❬❦❪✳q❬✹❪❬✵❪❂✵❀

✼✸ ❏❬❦❪✳q❬✹❪❬✶❪❂✵❀

✼✹ ❏❬❦❪✳q❬✹❪❬✷❪❂✵❀

✼✺

✼✻ ❏❬❦❪✳q❬✺❪❬✵❪❂✶❀

✼✼ ❏❬❦❪✳q❬✺❪❬✶❪❂✶❀

✼✽ ❏❬❦❪✳q❬✺❪❬✷❪❂✵❀

✼✾ ⑥

✽✵ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✽✶ ④

✽✷ ❏✐♥✈❬❦❪✳❝♦❧ ❂✸❀

✽✸ ❏✐♥✈❬❦❪✳r♦✇ ❂✸❀

✽✹ ❏✐♥✈❬❦❪❂ ●❡t■♥✈❡rs❡✭❏❬❦❪✮❀

✽✺ ⑥

✽✻ ✴✴ ❞t❤❡t❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

✽✼ ❢♦r✭❦❂✵❀ ❦❁❥❀ ❦✰✰✮

✽✽ ④

✽✾ q♣❬❦❪✳r♦✇❂✸❀

✾✵ q♣❬❦❪❂ ▼❛t❱❡❝Pr♦❞✭❏✐♥✈❬❦❪✱✈❡❧❬❦❪✮❀

✾✶ ⑥

✶✶✾



✾✷

✾✸ ✴✴ ❈♦♠♣✉t❡ ❆❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❉❛t❛

✾✹ ❞♦✉❜❧❡ t❤♣✶ ❬✸✵✵❪ ✱ t❤♣✷ ❬✸✵✵❪✱ t❤♣✸ ❬✸✵✵❪❀

✾✺ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✾✻ ④

✾✼

✾✽ t❤♣✶❬❦❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✵❪❀

✾✾ t❤♣✷❬❦❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✶❪❀

✶✵✵ ❏♣❬❦❪✳❝♦❧❂✸❀

✶✵✶ ❏♣❬❦❪✳r♦✇❂✸❀

✶✵✷

✶✵✸ ❏♣❬❦❪✳q❬✵❪❬✵❪❂ ✲❛✶✯t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪✲❛✷✯✭t❤♣✶❬❦❪✰t❤♣✷❬❦

❪✮✯❝✶✷❬❦❪❀

✶✵✹ ❏♣❬❦❪✳q❬✵❪❬✶❪❂ ✲❛✷✯✭t❤♣✶❬❦❪✰t❤♣✷❬❦❪✮✯❝✶✷❬❦❪❀

✶✵✺ ❏♣❬❦❪✳q❬✵❪❬✷❪❂✵❀

✶✵✻

✶✵✼ ❏♣❬❦❪✳q❬✶❪❬✵❪❂ ✲❛✶✯t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪✲❛✷✯✭t❤♣✶❬❦❪✰t❤♣✷❬❦

❪✮✯s✶✷❬❦❪❀

✶✵✽ ❏♣❬❦❪✳q❬✶❪❬✶❪❂ ✲❛✷✯✭t❤♣✶❬❦❪✰t❤♣✷❬❦❪✮✯s✶✷❬❦❪❀❀

✶✵✾ ❏♣❬❦❪✳q❬✶❪❬✷❪❂✵❀

✶✶✵

✶✶✶ ❏♣❬❦❪✳q❬✷❪❬✵❪❂✵❀

✶✶✷ ❏♣❬❦❪✳q❬✷❪❬✶❪❂✵❀

✶✶✸ ❏♣❬❦❪✳q❬✷❪❬✷❪❂✵❀

✶✶✹

✶✶✺ ❏♣❬❦❪✳q❬✸❪❬✵❪❂✵❀

✶✶✻ ❏♣❬❦❪✳q❬✸❪❬✶❪❂✵❀

✶✶✼ ❏♣❬❦❪✳q❬✸❪❬✷❪❂✵❀

✶✶✽

✶✶✾ ❏♣❬❦❪✳q❬✹❪❬✵❪❂✵❀

✶✷✵ ❏♣❬❦❪✳q❬✹❪❬✶❪❂✵❀

✶✷✶ ❏♣❬❦❪✳q❬✹❪❬✷❪❂✵❀

✶✷✷

✶✷✸ ❏♣❬❦❪✳q❬✺❪❬✵❪❂✵❀

✶✷✹ ❏♣❬❦❪✳q❬✺❪❬✶❪❂✵❀

✶✷✺ ❏♣❬❦❪✳q❬✺❪❬✷❪❂✵❀

✶✷✻ ⑥

✶✷✼ ✴✴❚❤✐s ✐s t❤❡ ❢✐♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✷t❤❡t❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

✶✷✽ ❢♦r✭❦❂✵❀ ❦❁❥❀ ❦✰✰✮

✶✷✾ ④

✶✸✵ ❞♦✉❜❧❡ ❛✉①❬✸❪✱❛✉①✷ ❬✸❪❀

✶✸✶ q✷♣❬❦❪✳r♦✇❂✸❀

✶✸✷

✶✸✸ ❛✉① ❬✵❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✵❪❀

✶✸✹ ❛✉① ❬✶❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✶❪❀

✶✸✺ ❛✉① ❬✷❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✷❪❀

✶✸✻

✶✸✼ ❱❡❝t♦r ❛r❣❀

✶✸✽ ❛r❣✳r♦✇❂✸❀

✶✸✾ ❛r❣❂▼❛t❱❡❝Pr♦❞✭❏♣❬❦❪✱❛✉①✮❀

✶✹✵ ❛✉①✷ ❬✵❪❂ ❛❝❡❧❬❦❪❬✵❪✲❛r❣✳✈❬✵❪❀

✶✹✶ ❛✉①✷ ❬✶❪❂ ❛❝❡❧❬❦❪❬✶❪✲❛r❣✳✈❬✶❪❀

✶✹✷ ❛✉①✷ ❬✷❪❂ ❛❝❡❧❬❦❪❬✷❪✲❛r❣✳✈❬✷❪❀

✶✹✸ q✷♣❬❦❪❂ ▼❛t❱❡❝Pr♦❞✭❏✐♥✈❬❦❪✱❛✉①✷✮❀

✶✹✹ ⑥

✶✹✺

✶✹✻ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✶✷✵



✶✹✼ ④

✶✹✽ ✐❢✭✭ ❢♦♣❡♥❴s ✭✫♣♦s✐❝✐♦♥ ✱✧r❡s✉❧t❛❞♦❙❈❆❘❆✳❝s✈✧✱ ✧❛✰✧✮✮

❂❂❚❘❯❊✮❀

✶✹✾ ❡❧s❡

✶✺✵ ④

✶✺✶ ✐❢✭❦❂❂✵✮

✶✺✷ ④

✶✺✸ ❢♣r✐♥t❢❴s✭♣♦s✐❝✐♦♥ ✱✧♥✱ ♣①✱ ♣②✱ ♣③✱ t❤✶ ✱ t❤✷ ✱ ❜✸✱

t❤♣✶ ✱ t❤♣✷ ✱ ❜♣✸ ✱ t❤✷♣✶ ✱ t❤✷♣✷ ✱ t❤✷♣✸❭♥✧✮❀

✶✺✹ ⑥

✶✺✺ ❢♣r✐♥t❢❴s✭♣♦s✐❝✐♦♥ ✱✧ ✪❞✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❧❢

✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢❭♥✧✱❦✱P❬❦❪✳①✱P❬❦❪✳②✱P❬❦❪✳③✱t❤❡t❛✶❬❦❪✱

t❤❡t❛✷❬❦❪✱❜✸❬❦❪✱q♣❬❦❪✳✈❬✵❪✱q♣❬❦❪✳✈❬✶❪✱q♣❬❦❪✳✈❬✷❪✱q✷♣❬❦❪✳✈❬✵❪✱

q✷♣❬❦❪✳✈❬✶❪✱q✷♣❬❦❪✳✈❬✷❪✮❀

✶✺✻ ❢❝❧♦s❡✭♣♦s✐❝✐♦♥✮❀

✶✺✼ ⑥

✶✺✽ ⑥

✶✺✾ ⑥

❇✳✷✳✸✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡s❢ér✐❝♦✳

❈ó❞✐❣♦ ❇✳✼✿ ❈ó❞✐❣♦ ❞❡ ❝✐♥❡♠át✐❝❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙❈❆❘❆

✶

✷ ✈♦✐❞ ❈▼❙♣❤❡r✐❝❛❧ ✿✿ ●❡tP♦❱❡❆❝P❛r❛♠❡t❡rs✭✈♦✐❞✮

✸ ④

✹ ❢❧♦❛t s✶❬✸✵✵❪ ✱ ❝✶❬✸✵✵❪✱ s✷❬✸✵✵❪✱ ❝✷ ❬✸✵✵❪❀

✺ ❢❧♦❛t s✶✷❬✸✵✵❪ ✱❝✶✷ ❬✸✵✵❪❀

✻ ❞♦✉❜❧❡ ❛✶❂♣❉❍ ✲❃❛❬✵❪❀

✼ ❞♦✉❜❧❡ ❛✷❂♣❉❍ ✲❃❛❬✶❪❀

✽ ❞♦✉❜❧❡ ❛✸❂♣❉❍ ✲❃❛❬✷❪❀

✾ ❞♦✉❜❧❡ ❜✶❂♣❉❍ ✲❃❜❬✵❪❀

✶✵ ❞♦✉❜❧❡ ❜✷❂♣❉❍ ✲❃❜❬✶❪❀

✶✶ ❞♦✉❜❧❡ ❜✸ ❬✸✵✵❪❀

✶✷ ❞♦✉❜❧❡ ❝❀

✶✸ ✐♥t ❥✱❦❀

✶✹ ❋■▲❊ ✯♣♦✐♥ts❀

✶✺ ❋■▲❊ ✯♣♦s✐❝✐♦♥❀

✶✻ ❈❛rtP♦✐♥t P❬✸✵✵❪❀

✶✼ ❢❧♦❛t ❆♥❣❧❡s ❬✸✵✵❪❬✸❪❀

✶✽ ❢❧♦❛t t❤❡t❛✶ ❬✸✵✵❪✱ t❤❡t❛✷ ❬✸✵✵❪ ✱ t❤❡t❛✸ ❬✸✵✵❪❀

✶✾ ▼❛tr✐① ❏❬✸✵✵❪✱ ❏✐♥✈ ❬✸✵✵❪✱❏♣ ❬✸✵✵❪❀

✷✵ ❞♦✉❜❧❡ ✈❡❧ ❬✸✵✵❪❬✸❪ ✱ ❛❝❡❧ ❬✸✵✵❪❬✸❪❀

✷✶ ❱❡❝t♦r q♣❬✸✵✵❪ ✱q✷♣ ❬✸✵✵❪❀

✷✷

✷✸ ❈❙tr✐♥❣ str❀

✷✹ ✐❢✭✭ ❢♦♣❡♥❴s ✭✫♣♦✐♥ts ✱✧♣♦✐♥ts✳❝s✈✧✱ ✧r✧✮✮❂❂❚❘❯❊✮

✷✺ ❆❢①▼❡ss❛❣❡❇♦①✭✧■♠♣♦s✐❜❧❡ ❛❜r✐r ❛r❝❤✐✈♦✧✮❀

✷✻ ❡❧s❡

✷✼ ④

✷✽ ❞♦④

✷✾ ❢s❝❛♥❢✭♣♦✐♥ts ✱✧ ✪❧❢✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢ ✱ ✪❧❢ ✱ ✪❧❢ ✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢✧

✱✫P❬❥❪✳①✱✫P❬❥❪✳②✱✫P❬❥❪✳③✱✫✈❡❧❬❥❪❬✵❪✱✫✈❡❧❬❥❪❬✶❪✱✫✈❡❧❬❥❪❬✷❪✱✫ ❛❝❡❧

❬❥❪❬✵❪✱✫ ❛❝❡❧❬❥❪❬✶❪✱✫ ❛❝❡❧❬❥❪❬✷❪✮❀

✶✷✶



✸✵ ❥✰✰❀

✸✶ ⑥✇❤✐❧❡✭✦❢❡♦❢✭♣♦✐♥ts✮✮❀

✸✷ ❥✲✲❀

✸✸ ⑥

✸✹ ❢❝❧♦s❡✭♣♦✐♥ts✮❀

✸✺

✸✻ ✴✴ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❢♦r s♣❤❡r✐❝❛❧

✸✼ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✸✽ ④

✸✾ ❙❡t■♥✈❡rs❡P♦s✐t✐♦♥✭♣❉❍ ✱P❬❦❪✮❀

✹✵ t❤❡t❛✶❬❦❪❂♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✵❪❀

✹✶ t❤❡t❛✷❬❦❪❂♣❉❍ ✲❃t❤❡t❛ ❬✶❪❀

✹✷ ❜✸❬❦❪❂♣❉❍ ✲❃❜❬✷❪❀

✹✸

✹✹ s✶❬❦❪❂s✐♥✭t❤❡t❛✶❬❦❪✮❀

✹✺ ❝✶❬❦❪❂❝♦s✭t❤❡t❛✶❬❦❪✮❀

✹✻ s✷❬❦❪❂s✐♥✭t❤❡t❛✷❬❦❪✮❀

✹✼ ❝✷❬❦❪❂❝♦s✭t❤❡t❛✷❬❦❪✮❀

✹✽ ⑥

✹✾ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✺✵ ④

✺✶ ❏❬❦❪✳❝♦❧❂✸❀

✺✷ ❏❬❦❪✳r♦✇❂✸❀

✺✸

✺✹ ❏❬❦❪✳q❬✵❪❬✵❪❂ ✲❜✸❬❦❪✯s✶❬❦❪✯s✷❬❦❪❀

✺✺ ❏❬❦❪✳q❬✵❪❬✶❪❂ ❜✸❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯❝✷❬❦❪❀

✺✻ ❏❬❦❪✳q❬✵❪❬✷❪❂ ❝✶❬❦❪✯s✷❬❦❪❀

✺✼

✺✽ ❏❬❦❪✳q❬✶❪❬✵❪❂ ❜✸❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯s✷❬❦❪❀

✺✾ ❏❬❦❪✳q❬✶❪❬✶❪❂ ❜✸❬❦❪✯s✶❬❦❪✯❝✷❬❦❪❀

✻✵ ❏❬❦❪✳q❬✶❪❬✷❪❂ s✶❬❦❪✯s✷❬❦❪❀

✻✶

✻✷ ❏❬❦❪✳q❬✷❪❬✵❪❂✵❀

✻✸ ❏❬❦❪✳q❬✷❪❬✶❪❂ ❜✸❬❦❪✯s✷❬❦❪❀

✻✹ ❏❬❦❪✳q❬✷❪❬✷❪❂ ✲❝✷❬❦❪❀

✻✺

✻✻ ❏❬❦❪✳q❬✸❪❬✵❪❂✵❀

✻✼ ❏❬❦❪✳q❬✸❪❬✶❪❂ s✶❬❦❪❀

✻✽ ❏❬❦❪✳q❬✸❪❬✷❪❂✵❀

✻✾

✼✵ ❏❬❦❪✳q❬✹❪❬✵❪❂✵❀

✼✶ ❏❬❦❪✳q❬✹❪❬✶❪❂ ✲❝✶❬❦❪❀

✼✷ ❏❬❦❪✳q❬✹❪❬✷❪❂✵❀

✼✸

✼✹ ❏❬❦❪✳q❬✺❪❬✵❪❂✶❀

✼✺ ❏❬❦❪✳q❬✺❪❬✶❪❂✵❀

✼✻ ❏❬❦❪✳q❬✺❪❬✷❪❂✵❀

✼✼ ⑥

✼✽ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✼✾ ④

✽✵ ❏✐♥✈❬❦❪✳❝♦❧ ❂✸❀

✽✶ ❏✐♥✈❬❦❪✳r♦✇ ❂✸❀

✽✷ ❏✐♥✈❬❦❪❂ ●❡t■♥✈❡rs❡✭❏❬❦❪✮❀

✽✸ ⑥

✽✹ ✴✴ ❞t❤❡t❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

✽✺ ❢♦r✭❦❂✵❀ ❦❁❥❀ ❦✰✰✮

✽✻ ④

✶✷✷



✽✼ q♣❬❦❪✳r♦✇❂✸❀

✽✽ q♣❬❦❪❂ ▼❛t❱❡❝Pr♦❞✭❏✐♥✈❬❦❪✱✈❡❧❬❦❪✮❀

✽✾ ⑥

✾✵

✾✶ ✴✴ ❈♦♠♣✉t❡ ❆❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❉❛t❛

✾✷ ❞♦✉❜❧❡ t❤♣✶ ❬✸✵✵❪ ✱ t❤♣✷ ❬✸✵✵❪✱ ❜♣✸ ❬✸✵✵❪❀

✾✸ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✾✹ ④

✾✺

✾✻ t❤♣✶❬❦❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✵❪❀

✾✼ t❤♣✷❬❦❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✶❪❀

✾✽ ❜♣✸❬❦❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✷❪❀

✾✾

✶✵✵ ❏♣❬❦❪✳❝♦❧❂✸❀

✶✵✶ ❏♣❬❦❪✳r♦✇❂✸❀

✶✵✷

✶✵✸ ❏♣❬❦❪✳q❬✵❪❬✵❪❂ ✲ ❜♣✸❬❦❪✯s✶❬❦❪✯s✷❬❦❪✲❜✸❬❦❪✯t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬

❦❪✯s✷❬❦❪✲❜✸❬❦❪✯t❤♣✷❬❦❪✯s✶❬❦❪✯❝✷❬❦❪❀

✶✵✹ ❏♣❬❦❪✳q❬✵❪❬✶❪❂ ❜♣✸❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯❝✷❬❦❪✲❜✸❬❦❪✯t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦

❪✯❝✷❬❦❪✲❜✸❬❦❪✯t❤♣✷❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯s✷❬❦❪❀

✶✵✺ ❏♣❬❦❪✳q❬✵❪❬✷❪❂ ✲ t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪✯s✷❬❦❪✰t❤♣✷❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯❝✷

❬❦❪❀

✶✵✻

✶✵✼ ❏♣❬❦❪✳q❬✶❪❬✵❪❂ ❜♣✸❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯s✷❬❦❪✲❜✸❬❦❪✯t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦

❪✯s✷❬❦❪✰❜✸❬❦❪✯t❤♣✷❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯❝✷❬❦❪❀

✶✵✽ ❏♣❬❦❪✳q❬✶❪❬✶❪❂ ❜♣✸❬❦❪✯s✶❬❦❪✯❝✷❬❦❪✰❜✸❬❦❪✯t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦

❪✯❝✷❬❦❪✲❜✸❬❦❪✯t❤♣✷❬❦❪✯s✶❬❦❪✯s✷❬❦❪❀

✶✵✾ ❏♣❬❦❪✳q❬✶❪❬✷❪❂ t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯s✷❬❦❪✰t❤♣✷❬❦❪✯s✶❬❦❪✯❝✷❬

❦❪❀

✶✶✵

✶✶✶ ❏♣❬❦❪✳q❬✷❪❬✵❪❂✵❀

✶✶✷ ❏♣❬❦❪✳q❬✷❪❬✶❪❂ ❜♣✸❬❦❪✯s✷❬❦❪✰❜✸❬❦❪✯t❤♣✷❬❦❪✯❝✷❬❦❪❀

✶✶✸ ❏♣❬❦❪✳q❬✷❪❬✷❪❂ t❤♣✷❬❦❪✯s✷❬❦❪❀

✶✶✹

✶✶✺ ❏♣❬❦❪✳q❬✸❪❬✵❪❂✵❀

✶✶✻ ❏♣❬❦❪✳q❬✸❪❬✶❪❂ t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪❀

✶✶✼ ❏♣❬❦❪✳q❬✸❪❬✷❪❂✵❀

✶✶✽

✶✶✾ ❏♣❬❦❪✳q❬✹❪❬✵❪❂✵❀

✶✷✵ ❏♣❬❦❪✳q❬✹❪❬✶❪❂ t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪❀

✶✷✶ ❏♣❬❦❪✳q❬✹❪❬✷❪❂✵❀

✶✷✷

✶✷✸ ❏♣❬❦❪✳q❬✺❪❬✵❪❂✵❀

✶✷✹ ❏♣❬❦❪✳q❬✺❪❬✶❪❂✵❀

✶✷✺ ❏♣❬❦❪✳q❬✺❪❬✷❪❂✵❀

✶✷✻ ⑥

✶✷✼ ✴✴❚❤✐s ✐s t❤❡ ❢✐♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✷t❤❡t❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

✶✷✽ ❢♦r✭❦❂✵❀ ❦❁❥❀ ❦✰✰✮

✶✷✾ ④

✶✸✵ ❞♦✉❜❧❡ ❛✉①❬✸❪✱❛✉①✷ ❬✸❪❀

✶✸✶ q✷♣❬❦❪✳r♦✇❂✸❀

✶✸✷

✶✸✸ ❛✉① ❬✵❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✵❪❀

✶✸✹ ❛✉① ❬✶❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✶❪❀

✶✸✺ ❛✉① ❬✷❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✷❪❀

✶✸✻

✶✸✼ ❱❡❝t♦r ❛r❣❀

✶✷✸



✶✸✽ ❛r❣✳r♦✇❂✸❀

✶✸✾ ❛r❣❂▼❛t❱❡❝Pr♦❞✭❏♣❬❦❪✱❛✉①✮❀

✶✹✵ ❛✉①✷ ❬✵❪❂ ❛❝❡❧❬❦❪❬✵❪✲❛r❣✳✈❬✵❪❀

✶✹✶ ❛✉①✷ ❬✶❪❂ ❛❝❡❧❬❦❪❬✶❪✲❛r❣✳✈❬✶❪❀

✶✹✷ ❛✉①✷ ❬✷❪❂ ❛❝❡❧❬❦❪❬✷❪✲❛r❣✳✈❬✷❪❀

✶✹✸ q✷♣❬❦❪❂ ▼❛t❱❡❝Pr♦❞✭❏✐♥✈❬❦❪✱❛✉①✷✮❀

✶✹✹ ⑥

✶✹✺

✶✹✻ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✶✹✼ ④

✶✹✽ ✐❢✭✭ ❢♦♣❡♥❴s ✭✫♣♦s✐❝✐♦♥ ✱✧r❡s✉❧t❛❞♦❙♣❤❡r✐❝❛❧✳❝s✈✧✱ ✧❛✰✧✮✮❂❂

❚❘❯❊✮❀

✶✹✾ ❡❧s❡

✶✺✵ ④

✶✺✶ ✐❢✭❦❂❂✵✮

✶✺✷ ④

✶✺✸ ❢♣r✐♥t❢❴s✭♣♦s✐❝✐♦♥ ✱✧♥✱ ♣①✱ ♣②✱ ♣③✱ t❤✶ ✱ t❤✷ ✱ ❜✸✱ t❤♣✶ ✱ t❤♣✷

✱ ❜♣✸ ✱ t❤✷♣✶ ✱ t❤✷♣✷ ✱ t❤✷♣✸❭♥✧✮❀

✶✺✹ ⑥

✶✺✺ ❢♣r✐♥t❢❴s✭♣♦s✐❝✐♦♥ ✱✧ ✪❞✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢✱ ✪

❧❢✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢ ✱ ✪❧❢❭♥✧✱❦✱P❬❦❪✳①✱P❬❦❪✳②✱P❬❦❪✳③✱t❤❡t❛✶❬❦❪✱t❤❡t❛✷❬❦

❪✱❜✸❬❦❪✱q♣❬❦❪✳✈❬✵❪✱q♣❬❦❪✳✈❬✶❪✱q♣❬❦❪✳✈❬✷❪✱q✷♣❬❦❪✳✈❬✵❪✱q✷♣❬❦❪✳✈

❬✶❪✱q✷♣❬❦❪✳✈❬✷❪✮❀

✶✺✻ ❢❝❧♦s❡✭♣♦s✐❝✐♦♥✮❀

✶✺✼ ⑥

✶✺✽ ⑥

✶✺✾

✶✻✵ ⑥

❇✳✷✳✹✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼

❈ó❞✐❣♦ ❇✳✽✿ ❈ó❞✐❣♦ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ●❡tP♦❱❡❆❝P❛r❛♠❡t❡rs ♣❛r❛ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r
❙♥❆▼

✶

✷ ✈♦✐❞ ❈▼❈✉st♦♠ ✿✿ ●❡tP♦❱❡❆❝P❛r❛♠❡t❡rs✭✈♦✐❞✮

✸ ④

✹ ❋■▲❊ ✯♣♦s✐❝✐♦♥❀

✺ ✐♥t ✐✱❥❂✵✱❦❀

✻ ❈❙tr✐♥❣ str❀

✼ ❢❧♦❛t ♣♦s ❬✸✵✵❪❬✸❪❀

✽ ❞♦✉❜❧❡ ✈❡❧ ❬✸✵✵❪❬✸❪ ✱ ❛❝❡❧ ❬✸✵✵❪❬✸❪❀

✾ ❱❡❝t♦r q♣❬✸✵✵❪ ✱q✷♣ ❬✸✵✵❪❀

✶✵ ❢❧♦❛t ❤❂✵✳✵✹❀

✶✶ ❢❧♦❛t ❙♥❆▼❆♥❣❘❛❞ ❬✸✵✵❪❬✸❪❀

✶✷ ❢❧♦❛t ❙♥❆▼❆♥❣ ❬✸✵✵❪❬✸❪❀

✶✸

✶✹ ❉❴❍ ❉❤✺❀

✶✺ ▼❛tr✐① ❇✐ ❬✸✵✵❪❀

✶✻ ▼❛tr✐① ❏❬✸✵✵❪✱ ❏✐♥✈ ❬✸✵✵❪✱❏♣ ❬✸✵✵❪❀

✶✼

✶✽ ❢❧♦❛t t❤❡t❛✶ ❬✸✵✵❪✱ t❤❡t❛✷ ❬✸✵✵❪ ✱ t❤❡t❛✸ ❬✸✵✵❪ ✱s✶❬✸✵✵❪✱❝✶❬✸✵✵❪✱

s✷❬✸✵✵❪✱❝✷❬✸✵✵❪ ✱ s✷♠✸ ❬✸✵✵❪✱ ❝✷♠✸ ❬✸✵✵❪❀

✶✾ ❢❧♦❛t ❛✶✱❛✷ ✱❛✸✱❜✶✱❜✷✱❜✸❀

✶✷✹



✷✵

✷✶ ✴✴ ❘❡❝♦✈❡r ❉❛t❛ ❢r♦♠ t①t ❢✐❧❡

✷✷

✷✸ ✐❢✭✭ ❢♦♣❡♥❴s ✭✫♣♦s✐❝✐♦♥ ✱✧♣♦s✐t✐♦♥✳t①t✧✱ ✧r✧✮✮❂❂❚❘❯❊✮

✷✹ ❆❢①▼❡ss❛❣❡❇♦①✭✧■♠♣♦s✐❜❧❡ ❛❜r✐r ❛r❝❤✐✈♦✧✮❀

✷✺ ❡❧s❡

✷✻ ④

✷✼ ❞♦④

✷✽ ❢s❝❛♥❢✭♣♦s✐❝✐♦♥ ✱✧ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✧✱✫❙♥❆▼❆♥❣❬❥❪❬✵❪✱✫

❙♥❆▼❆♥❣❬❥❪❬✶❪ ✱✫ ❙♥❆▼❆♥❣❬❥❪❬✷❪✮❀

✷✾ ❙♥❆▼❆♥❣❬❥❪❬✵❪❂ ❙♥❆▼❆♥❣❬❥❪❬✵❪✯P■✴✶✽✵❀

✸✵ ❙♥❆▼❆♥❣❬❥❪❬✶❪❂ ❙♥❆▼❆♥❣❬❥❪❬✶❪✯P■✴✶✽✵❀

✸✶ ❙♥❆▼❆♥❣❬❥❪❬✷❪❂ ❙♥❆▼❆♥❣❬❥❪❬✷❪✯P■✴✶✽✵❀

✸✷

✸✸ ❥✰✰❀

✸✹ ⑥✇❤✐❧❡✭✦❢❡♦❢✭♣♦s✐❝✐♦♥✮✮❀

✸✺ ❥✲✲❀

✸✻

✸✼ ⑥

✸✽ ❢❝❧♦s❡✭♣♦s✐❝✐♦♥✮❀

✸✾

✹✵ ✴✴ ❆❞❥✉st ❞❛t❛ ❜② ▲❡❛st sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞ ✳✳✳ ❛♣♣❧② t❤r❡❡ t✐♠❡s

❢♦r t❤✶ ✱ t❤✷ ❛♥❞ t❤✸

✹✶ ❞♦✉❜❧❡ t✐♠❡ ❬✸✵✵✵❪ ✱ ❛♥❣✶ ❬✸✵✵✵❪ ✱ ❛♥❣✷ ❬✸✵✵✵❪ ✱ ❛♥❣✸ ❬✸✵✵✵❪ ✱ ❈♦♥❊qt❤✶

❬✹❪✱ ❈♦♥❊qt❤✷ ❬✹❪✱ ❈♦♥❊qt❤✸ ❬✹❪❀

✹✷

✹✸ ❢♦r✭✐❂✵❀✐❁❥❀✐✰✰✮

✹✹ ④

✹✺ ✴✴ t❤✐s ✐s ❛♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✹✵ ♠s ✱ ❜❡tt❡r ✐❢

t❤❡ t✐♠❡ ✐s ❞❡❢✐♥❡❞ ❧✐❦❡ ❛ ♠❛❝r♦

✹✻ t✐♠❡❬✐❪❂✐✯✵✳✵✹❀

✹✼ ❛♥❣✶❬✐❪❂ ❙♥❆▼❆♥❣❬✐❪❬✵❪❀

✹✽ ❛♥❣✷❬✐❪❂ ❙♥❆▼❆♥❣❬✐❪❬✶❪❀

✹✾ ❛♥❣✸❬✐❪❂ ❙♥❆▼❆♥❣❬✐❪❬✷❪❀

✺✵ ⑥

✺✶

✺✷ ▲❙q✉❛r❡s❋✐t✶✳♦♣❡r❛t✐♦♥✭t✐♠❡ ✱❛♥❣✶ ✱❥✱✸✮❀

✺✸ ▲❙q✉❛r❡s❋✐t✷✳♦♣❡r❛t✐♦♥✭t✐♠❡ ✱❛♥❣✷ ✱❥✱✸✮❀

✺✹ ▲❙q✉❛r❡s❋✐t✸✳♦♣❡r❛t✐♦♥✭t✐♠❡ ✱❛♥❣✸ ✱❥✱✸✮❀

✺✺

✺✻ ❢♦r✭✐❂✵❀✐❁✹❀✐✰✰✮

✺✼ ④

✺✽ ❈♦♥❊qt❤✶❬✐❪❂ ▲❙q✉❛r❡s❋✐t✶✳❛❬✐❪❀

✺✾ ❈♦♥❊qt❤✷❬✐❪❂ ▲❙q✉❛r❡s❋✐t✷✳❛❬✐❪❀

✻✵ ❈♦♥❊qt❤✸❬✐❪❂ ▲❙q✉❛r❡s❋✐t✸✳❛❬✐❪❀

✻✶ ⑥

✻✷ ✴✴ ✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴✴

✻✸

✻✹ ✴✴ ❈♦♠♣✉t❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❛t❛

✻✺ ❢♦r✭✐❂✵❀✐❁❥❀✐✰✰✮

✻✻ ④

✻✼ ❉❤✺❂❉❤✹❀

✻✽ ❉❤✺✳t❤❡t❛ ❬✵❪❂ ❈♦♥❊qt❤✶ ❬✸❪✯ ♣♦✇✭t✐♠❡❬✐❪✱✸✮✰❈♦♥❊qt❤✶ ❬✷❪✯ ♣♦✇✭

t✐♠❡❬✐❪✱✷✮✰❈♦♥❊qt❤✶ ❬✶❪✯ t✐♠❡❬✐❪✰ ❈♦♥❊qt❤✶ ❬✵❪❀

✻✾ ❉❤✺✳t❤❡t❛ ❬✶❪❂ ❈♦♥❊qt❤✷ ❬✸❪✯ ♣♦✇✭t✐♠❡❬✐❪✱✸✮✰❈♦♥❊qt❤✷ ❬✷❪✯ ♣♦✇✭

t✐♠❡❬✐❪✱✷✮✰❈♦♥❊qt❤✷ ❬✶❪✯ t✐♠❡❬✐❪✰ ❈♦♥❊qt❤✷ ❬✵❪❀

✶✷✺



✼✵ ❉❤✺✳t❤❡t❛ ❬✷❪❂ ❈♦♥❊qt❤✸ ❬✸❪✯ ♣♦✇✭t✐♠❡❬✐❪✱✸✮✰❈♦♥❊qt❤✸ ❬✷❪✯ ♣♦✇✭

t✐♠❡❬✐❪✱✷✮✰❈♦♥❊qt❤✸ ❬✶❪✯ t✐♠❡❬✐❪✰ ❈♦♥❊qt❤✸ ❬✵❪❀

✼✶

✼✷ ❇✐❬✐❪❂ ❋✉❧❧❋♦r✇❛r❞❑✐♥❡♠❛t✐❝s ✭✫❉❤✺✮❀

✼✸ ❇✐❬✐❪❂ ❋✉❧❧❋♦r✇❛r❞❑✐♥❡♠❛t✐❝s ✭✫❉❤✺✮❀

✼✹ ♣♦s❬✐❪❬✵❪❂❇✐❬✐❪✳q❬✵❪❬✸❪❀

✼✺ ♣♦s❬✐❪❬✶❪❂❇✐❬✐❪✳q❬✶❪❬✸❪❀

✼✻ ♣♦s❬✐❪❬✷❪❂❇✐❬✐❪✳q❬✷❪❬✸❪❀

✼✼

✼✽ t❤❡t❛✶❬✐❪❂❉❤✺✳t❤❡t❛ ❬✵❪❀

✼✾ t❤❡t❛✷❬✐❪❂❉❤✺✳t❤❡t❛ ❬✶❪❀

✽✵ t❤❡t❛✸❬✐❪❂❉❤✺✳t❤❡t❛ ❬✷❪❀

✽✶ ⑥

✽✷ ✴✴ ❈♦♠♣✉t❡ ❱❡❧♦❝✐t② ❞❛t❛

✽✸ ✴✴✴✯✯✯ ❏❆❈❖❇■❆◆ ✯✯✯

✽✹ ❛✶❂❉❤✹✳❛❬✵❪❀

✽✺ ❛✷❂❉❤✹✳❛❬✶❪❀

✽✻ ❛✸❂❉❤✹✳❛❬✷❪❀

✽✼ ❜✶❂❉❤✹✳❜❬✵❪❀

✽✽ ❜✷❂❉❤✹✳❜❬✶❪❀

✽✾ ❜✸❂❉❤✹✳❜❬✷❪❀

✾✵ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✾✶ ④

✾✷ s✶❬❦❪❂s✐♥✭t❤❡t❛✶❬❦❪✮❀

✾✸ ❝✶❬❦❪❂❝♦s✭t❤❡t❛✶❬❦❪✮❀

✾✹ s✷❬❦❪❂s✐♥✭t❤❡t❛✷❬❦❪✮❀

✾✺ ❝✷❬❦❪❂❝♦s✭t❤❡t❛✷❬❦❪✮❀

✾✻ s✷♠✸❬❦❪❂s✐♥✭t❤❡t❛✷❬❦❪✲t❤❡t❛✸❬❦❪✮❀

✾✼ ❝✷♠✸❬❦❪❂❝♦s✭t❤❡t❛✷❬❦❪✲t❤❡t❛✸❬❦❪✮❀

✾✽ ⑥

✾✾ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✶✵✵ ④

✶✵✶ ❏❬❦❪✳❝♦❧❂✸❀

✶✵✷ ❏❬❦❪✳r♦✇❂✸❀

✶✵✸ ❏❬❦❪✳q❬✵❪❬✵❪❂ ✲✭❛✶✯s✶❬❦❪✰❛✷✯s✶❬❦❪✯❝✷❬❦❪✲❜✷✯❝✶❬❦❪✰❜✸✯

❝✶❬❦❪✰❛✸✯s✶❬❦❪✯❝✷♠✸❬❦❪✮❀

✶✵✹ ❏❬❦❪✳q❬✵❪❬✶❪❂ ✲✭❛✷✯❝✶❬❦❪✯s✷❬❦❪✰❛✸✯❝✶❬❦❪✯s✷♠✸❬❦❪✮❀

✶✵✺ ❏❬❦❪✳q❬✵❪❬✷❪❂ ❛✸✯❝✶❬❦❪✯s✷♠✸❬❦❪❀

✶✵✻

✶✵✼ ❏❬❦❪✳q❬✶❪❬✵❪❂ ❛✶✯❝✶❬❦❪✰❛✷✯❝✶❬❦❪✯❝✷❬❦❪✰❜✷✯s✶❬❦❪✲❜✸✯s✶

❬❦❪✰❛✸✯❝✶❬❦❪✯❝✷♠✸❬❦❪❀

✶✵✽ ❏❬❦❪✳q❬✶❪❬✶❪❂ ✲✭❛✷✯s✶❬❦❪✯s✷❬❦❪✰❛✸✯s✶❬❦❪✯s✷♠✸❬❦❪✮❀

✶✵✾ ❏❬❦❪✳q❬✶❪❬✷❪❂ ❛✸✯s✶❬❦❪✯s✷♠✸❬❦❪❀

✶✶✵

✶✶✶ ❏❬❦❪✳q❬✷❪❬✵❪❂✵❀

✶✶✷ ❏❬❦❪✳q❬✷❪❬✶❪❂ ❛✷✯❝✷❬❦❪✰❛✸✯❝✷♠✸❬❦❪❀

✶✶✸ ❏❬❦❪✳q❬✷❪❬✷❪❂ ✲❛✸✯❝✷♠✸❬❦❪❀

✶✶✹

✶✶✺ ❏❬❦❪✳q❬✸❪❬✵❪❂✵❀

✶✶✻ ❏❬❦❪✳q❬✸❪❬✶❪❂ s✶❬❦❪❀

✶✶✼ ❏❬❦❪✳q❬✸❪❬✷❪❂ ✲s✶❬❦❪❀

✶✶✽ ❏❬❦❪✳q❬✹❪❬✵❪❂✵❀

✶✶✾ ❏❬❦❪✳q❬✹❪❬✶❪❂ ✲❝✶❬❦❪❀

✶✷✵ ❏❬❦❪✳q❬✹❪❬✷❪❂ ❝✶❬❦❪❀

✶✷✶ ❏❬❦❪✳q❬✺❪❬✵❪❂✶❀

✶✷✷ ❏❬❦❪✳q❬✺❪❬✶❪❂✵❀

✶✷✸ ❏❬❦❪✳q❬✺❪❬✷❪❂✵❀

✶✷✻



✶✷✹ ⑥

✶✷✺ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✶✷✻ ④

✶✷✼ ❏✐♥✈❬❦❪✳❝♦❧ ❂✸❀

✶✷✽ ❏✐♥✈❬❦❪✳r♦✇ ❂✸❀

✶✷✾ ❏✐♥✈❬❦❪❂ ●❡t■♥✈❡rs❡✭❏❬❦❪✮❀

✶✸✵ ⑥

✶✸✶

✶✸✷ ❢♦r✭✐❂✵❀✐❁❥❀✐✰✰✮

✶✸✸ ④

✶✸✹

✶✸✺ ✈❡❧❬✐❪❬✵❪❂✭ ♣♦s❬✐✰✶❪❬✵❪ ✲ ♣♦s❬✐ ✲✶❪❬✵❪✮ ✴✭✷✯❤✮❀

✶✸✻ ✈❡❧❬✐❪❬✶❪❂✭ ♣♦s❬✐✰✶❪❬✶❪ ✲ ♣♦s❬✐ ✲✶❪❬✶❪✮ ✴✭✷✯❤✮❀

✶✸✼ ✈❡❧❬✐❪❬✷❪❂✭ ♣♦s❬✐✰✶❪❬✷❪ ✲ ♣♦s❬✐ ✲✶❪❬✷❪✮ ✴✭✷✯❤✮❀

✶✸✽

✶✸✾ ❛❝❡❧❬✐❪❬✵❪❂✭ ♣♦s❬✐✰✶❪❬✵❪ ✲✷✯ ♣♦s❬✐❪❬✵❪✰ ♣♦s❬✐

✲✶❪❬✵❪✮ ✴✭❤✯❤✮❀

✶✹✵ ❛❝❡❧❬✐❪❬✶❪❂✭ ♣♦s❬✐✰✶❪❬✶❪ ✲✷✯ ♣♦s❬✐❪❬✶❪✰ ♣♦s❬✐

✲✶❪❬✶❪✮ ✴✭❤✯❤✮❀

✶✹✶ ❛❝❡❧❬✐❪❬✷❪❂✭ ♣♦s❬✐✰✶❪❬✷❪ ✲✷✯ ♣♦s❬✐❪❬✷❪✰ ♣♦s❬✐

✲✶❪❬✷❪✮ ✴✭❤✯❤✮❀

✶✹✷ ⑥

✶✹✸ ✴✴❚❤✐s ✐s t❤❡ ❢✐♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❞t❤❡t❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

✶✹✹ ❢♦r✭❦❂✵❀ ❦❁❥❀ ❦✰✰✮

✶✹✺ ④

✶✹✻ q♣❬❦❪✳r♦✇❂✸❀

✶✹✼ q♣❬❦❪❂ ▼❛t❱❡❝Pr♦❞✭❏✐♥✈❬❦❪✱✈❡❧❬❦❪✮❀

✶✹✽ ⑥

✶✹✾

✶✺✵ ✴✴ ❈♦♠♣✉t❡ ❆❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❉❛t❛

✶✺✶ ❞♦✉❜❧❡ t❤♣✶ ❬✸✵✵❪ ✱ t❤♣✷ ❬✸✵✵❪✱ t❤♣✸ ❬✸✵✵❪❀

✶✺✷ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✶✺✸ ④

✶✺✹ t❤♣✶❬❦❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✵❪❀

✶✺✺ t❤♣✷❬❦❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✶❪❀

✶✺✻ t❤♣✸❬❦❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✷❪❀

✶✺✼

✶✺✽ ❏♣❬❦❪✳❝♦❧❂✸❀

✶✺✾ ❏♣❬❦❪✳r♦✇❂✸❀

✶✻✵

✶✻✶ ❏♣❬❦❪✳q❬✵❪❬✵❪❂ ✲❛✶✯t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪✲❛✷✯t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯❝✷

❬❦❪✰❛✷✯t❤♣✷❬❦❪✯s✶❬❦❪✯s✷❬❦❪✲❜✷✯t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪✰❜✸✯t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪✲❛✸

✯t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯❝✷♠✸❬❦❪✰❛✸✯✭t❤♣✷❬❦❪✲t❤♣✸❬❦❪✮✯s✶❬❦❪✯s✷♠✸❬❦❪❀

✶✻✷ ❏♣❬❦❪✳q❬✵❪❬✶❪❂ ❛✷✯t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪✯s✷❬❦❪✲❛✷✯t❤♣✷❬❦❪✯❝✶❬

❦❪✯❝✷❬❦❪✰❛✸✯t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪✯s✷♠✸❬❦❪✲❛✸✯✭t❤♣✷❬❦❪✲t❤♣✸❬❦❪✮✯❝✶❬❦❪✯

❝✷♠✸❬❦❪❀

✶✻✸ ❏♣❬❦❪✳q❬✵❪❬✷❪❂ ✲❛✸✯t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪✯s✷♠✸❬❦❪✰❛✸✯✭t❤♣✷❬❦

❪✲t❤♣✸❬❦❪✮✯❝✶❬❦❪✯❝✷♠✸❬❦❪❀

✶✻✹

✶✻✺ ❏♣❬❦❪✳q❬✶❪❬✵❪❂ ✲❛✶✯t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪✲❛✷✯t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪✯❝✷

❬❦❪✲❛✷✯t❤♣✷❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯s✷❬❦❪✰❜✷✯t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪✲❜✸✯t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪✲❛✸

✯t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪✯❝✷♠✸❬❦❪✲❛✸✯✭t❤♣✷❬❦❪✲t❤♣✸❬❦❪✮✯❝✶❬❦❪✯s✷♠✸❬❦❪❀

✶✻✻ ❏♣❬❦❪✳q❬✶❪❬✶❪❂ ✲❛✷✯t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯s✷❬❦❪✲❛✷✯t❤♣✷❬❦❪✯s✶

❬❦❪✯❝✷❬❦❪✲❛✸✯t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯s✷♠✸❬❦❪✲❛✸✯✭t❤♣✷❬❦❪✲t❤♣✸❬❦❪✮✯s✶❬❦❪✯

❝✷♠✸❬❦❪❀

✶✻✼ ❏♣❬❦❪✳q❬✶❪❬✷❪❂ ❛✸✯t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪✯s✷♠✸❬❦❪✰❛✸✯✭t❤♣✷❬❦❪✲

t❤♣✸❬❦❪✮✯s✶❬❦❪✯❝✷♠✸❬❦❪❀

✶✷✼



✶✻✽

✶✻✾ ❏♣❬❦❪✳q❬✷❪❬✵❪❂✵❀

✶✼✵ ❏♣❬❦❪✳q❬✷❪❬✶❪❂ ✲❛✷✯t❤♣✷❬❦❪✯s✷❬❦❪✲❛✸✯✭t❤♣✷❬❦❪✲t❤♣✸❬❦

❪✮✯s✷♠✸❬❦❪❀

✶✼✶ ❏♣❬❦❪✳q❬✷❪❬✷❪❂ ❛✸✯✭t❤♣✷❬❦❪✲t❤♣✸❬❦❪✮✯s✷♠✸❬❦❪❀

✶✼✷

✶✼✸ ❏♣❬❦❪✳q❬✸❪❬✵❪❂✵❀

✶✼✹ ❏♣❬❦❪✳q❬✸❪❬✶❪❂ t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪❀

✶✼✺ ❏♣❬❦❪✳q❬✸❪❬✷❪❂ ✲ t❤♣✶❬❦❪✯❝✶❬❦❪❀❀

✶✼✻

✶✼✼ ❏♣❬❦❪✳q❬✹❪❬✵❪❂✵❀

✶✼✽ ❏♣❬❦❪✳q❬✹❪❬✶❪❂ t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪❀❀

✶✼✾ ❏♣❬❦❪✳q❬✹❪❬✷❪❂ ✲ t❤♣✶❬❦❪✯s✶❬❦❪❀❀

✶✽✵

✶✽✶ ❏♣❬❦❪✳q❬✺❪❬✵❪❂✵❀

✶✽✷ ❏♣❬❦❪✳q❬✺❪❬✶❪❂✵❀

✶✽✸ ❏♣❬❦❪✳q❬✺❪❬✷❪❂✵❀

✶✽✹

✶✽✺

✶✽✻ ⑥

✶✽✼ ✴✴❚❤✐s ✐s t❤❡ ❢✐♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✷t❤❡t❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

✶✽✽ ❢♦r✭❦❂✵❀ ❦❁❥❀ ❦✰✰✮

✶✽✾ ④

✶✾✵ ❞♦✉❜❧❡ ❛✉①❬✸❪✱❛✉①✷ ❬✸❪❀

✶✾✶ q✷♣❬❦❪✳r♦✇❂✸❀

✶✾✷

✶✾✸ ❛✉① ❬✵❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✵❪❀

✶✾✹ ❛✉① ❬✶❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✶❪❀

✶✾✺ ❛✉① ❬✷❪❂q♣❬❦❪✳✈❬✷❪❀

✶✾✻

✶✾✼ ❱❡❝t♦r ❛r❣❀

✶✾✽ ❛r❣✳r♦✇❂✸❀

✶✾✾ ❛r❣❂▼❛t❱❡❝Pr♦❞✭❏♣❬❦❪✱❛✉①✮❀

✷✵✵ ❛✉①✷ ❬✵❪❂ ❛❝❡❧❬❦❪❬✵❪✲❛r❣✳✈❬✵❪❀

✷✵✶ ❛✉①✷ ❬✶❪❂ ❛❝❡❧❬❦❪❬✶❪✲❛r❣✳✈❬✶❪❀

✷✵✷ ❛✉①✷ ❬✷❪❂ ❛❝❡❧❬❦❪❬✷❪✲❛r❣✳✈❬✷❪❀

✷✵✸ q✷♣❬❦❪❂ ▼❛t❱❡❝Pr♦❞✭❏✐♥✈❬❦❪✱❛✉①✷✮❀

✷✵✹ ⑥

✷✵✺

✷✵✻ ✴✴ ✇r✐t✐♥❣ r❡s✉❧ts

✷✵✼ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✷✵✽ ④

✷✵✾ ✐❢✭✭ ❢♦♣❡♥❴s ✭✫♣♦s✐❝✐♦♥ ✱✧r❡s✉❧t❛❞♦s✳❝s✈✧✱ ✧❛✰✧✮✮❂❂❚❘❯❊✮❀

✷✶✵ ❡❧s❡

✷✶✶ ④

✷✶✷ ✐❢✭❦❂❂✵✮

✷✶✸ ④

✷✶✹ ❢♣r✐♥t❢❴s✭♣♦s✐❝✐♦♥ ✱✧♥ ♣①✱ ♣②✱ ♣③✱ t❤✶ ✱ t❤✷ ✱ t❤✸ ✱ t❤♣✶ ✱ t❤♣✷

✱ t❤♣✸ ✱ t❤✷♣✶ ✱ t❤✷♣✷ ✱ t❤✷♣✸❭♥✧✮❀

✷✶✺ ⑥

✷✶✻ ❢♣r✐♥t❢❴s✭♣♦s✐❝✐♦♥ ✱✧ ✪❞✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢✱ ✪

❧❢✱ ✪❧❢✱ ✪❧❢ ✱ ✪❧❢❭♥✧✱❦✱♣♦s❬❦❪❬✵❪✱♣♦s❬❦❪❬✶❪✱♣♦s❬❦❪❬✷❪✱ t❤❡t❛✶❬❦❪✱

t❤❡t❛✷❬❦❪✱t❤❡t❛✸❬❦❪✱q♣❬❦❪✳✈❬✵❪✱q♣❬❦❪✳✈❬✶❪✱q♣❬❦❪✳✈❬✷❪✱q✷♣❬❦❪✳✈

❬✵❪✱q✷♣❬❦❪✳✈❬✶❪✱q✷♣❬❦❪✳✈❬✷❪✮❀

✷✶✼ ❢❝❧♦s❡✭♣♦s✐❝✐♦♥✮❀

✷✶✽

✷✶✾ ⑥

✶✷✽



✷✷✵ ⑥

✷✷✶

✷✷✷

✷✷✸ ❢♦r✭❦❂✵❀❦❁❥❀❦✰✰✮

✷✷✹ ④

✷✷✺ ✐❢✭✭ ❢♦♣❡♥❴s ✭✫♣♦s✐❝✐♦♥ ✱✧♣♦✐♥ts✳❝s✈✧✱ ✧❛✰✧✮✮❂❂❚❘❯❊✮❀

✷✷✻ ❡❧s❡

✷✷✼ ④

✷✷✽ ❢♣r✐♥t❢❴s✭♣♦s✐❝✐♦♥ ✱✧ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱ ✪❢✱

✪❢❭♥✧✱♣♦s❬❦❪❬✵❪✱♣♦s❬❦❪❬✶❪✱♣♦s❬❦❪❬✷❪✱✈❡❧❬❦❪❬✵❪✱✈❡❧❬❦❪❬✶❪✱✈❡❧❬❦

❪❬✷❪✱ ❛❝❡❧❬❦❪❬✵❪✱ ❛❝❡❧❬❦❪❬✶❪✱ ❛❝❡❧❬❦❪❬✷❪✮❀

✷✷✾ ❢❝❧♦s❡✭♣♦s✐❝✐♦♥✮❀

✷✸✵

✷✸✶ ⑥

✷✸✷ ⑥

✷✸✸ ⑥

✶✷✾



❆♣é♥❞✐❝❡ ❈

❱❛❧✐❞❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s
♦❜t❡♥✐❞♦s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❆❉❊❋■❉

❙❡ ❜✉s❝❛ ✈❛❧✐❞❛r ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡ ♣♦s✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ♦❜t❡♥✐❞♦s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❆❉❊✲
❋■❉✳ P❛r❛ ❡❧❧♦ s❡ ❤❛❝❡ ✉s♦ ❞❡ ✉♥ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡❞✐❝❛❞♦✱ ❞❡ r❡♥♦♠❜r❡ ♠✉♥❞✐❛❧✳
❆❞❛♠s ✭❆✉t♦♠❛t❡❞ ❉②♥❛♠✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙②st❡♠s✮✱ ❡s ✉♥ s♦❢t✇❛r❡
q✉❡ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ t♦❞❛s ❧❛s ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛s ♥❡❝❡s❛r✐❛s ♣❛r❛ ♠♦❞❡❧❛r ② s✐♠✉❧❛r s✐st❡✲
♠❛s ♠❡❝á♥✐❝♦s✳ ❙❡ ❤❛❝❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❛ ❡♥tr❡ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❞❡ ♣♦s✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦
♦❜t❡♥✐❞♦s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❆❉❊❋■❉ ② ❆❞❛♠s✳ ❙❡ ♦❜s❡r✈❛ q✉❡ ❛♠❜♦s s♦❢t✇❛r❡s t✐❡♥❡♥
❡❧ ♠✐s♠♦ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦✱ ✈❛❧✐❞❛♥❞♦ ❛sí ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ❡♥ ❆❉❊❋■❉✳

❈✳✶✳ ▼❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❙♥❆▼

❚♦♠❛♥❞♦ ✉♥ ♣✉♥t♦ ❛r❜✐tr❛r✐♦ ❡♥ ❧❛ tr❛②❡❝t♦r✐❛ s❡ ♦❜t✐❡♥❡♥ ❧♦s s✐❣✉✐❡♥t❡s
r❡s✉❧t❛❞♦s ♠❡❞✐❛♥t❡ ❆❉❊❋■❉✿

♣①❂✵✳✹✷✸✽✱ ♣②❂✲✵✳✶✹✽✶✱ ♣③❂✵✳✵✶✻✸✱ t❤✶❂✲✵✳✸✸✻✷✱ t❤✷❂✲✵✳✺✵✻✷✱ t❤✸❂ ✵✳✾✹✷✸

❙❡ ♠♦❞❡❧❛ ❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛❞♦r ❡♥ ❆❞❛♠s ✭❋✐❣✉r❛ ❈✳✶✮ ② s❡ ♦❜t✐❡♥❡♥ r❡s✉❧t❛❞♦s
♠♦str❛❞♦s ❡♥ ❧❛s ✜❣✉r❛s ✭❈✳✷✮✱ ✭❈✳✸✮ ② ✭❈✳✹✮✳ ❊❧ ✈❛❧♦r ❞❡ ♣① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛
✏❈✉rr❡♥t✑ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✭❈✳✷✮✳ ❆❤♦r❛ ♣❛r❛ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s ♣② ② ♣③✱ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝✐❛
s❡ ✈❡ ✐♥✈❡rt✐❞❛ ✭♣② ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✭❈✳✹✮ ② ♣③ ❛ ✭❈✳✸✮ ✮✱ ❡st♦ ❞❡❜✐❞♦ ❛
❝♦♠♦ s♦♥ t♦♠❛❞♦s ❧♦s ❡❥❡s ❞❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡♥tr♦ ❞❡ ❆❞❛♠s✱ ♣❡r♦ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s
✈❛❧♦r❡s ❡s♣❡r❛❞♦s✳ ❚❛♠❜✐é♥ ❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ r❡s❛❧t❛r q✉❡ ♣❛r❛ ❡❧ ♣♦s✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦✱
❧❛s ✉♥✐❞❛❞❡s ✉t✐❧✐③❛❞❛s ❡♥ ❆❉❊❋■❉ s♦♥ ♠❡tr♦s✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❆❞❛♠s ✉t❧✐③❛
♠✐❧í♠❡tr♦s✳

✶✸✵



❋✐❣✉r❛ ❈✳✶✿ ❙✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ♣r♦t♦t✐♣♦ ❙♥❆▼ ♠❡❞✐❛♥t❡ ❆❉❆▼❙✳

❋✐❣✉r❛ ❈✳✷✿ P♦s✐❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡❢❡❝t♦r ✜♥❛❧ ❡♥ ❳✭♣①✮✳

✶✸✶
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