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RESUMEN

El presente trabajo estudia objetos autogravitantes compactos tanto en la Relatividad
General como en modificaciones a la misma. Primero se abordan diferentes criterios que
justifican ir més alla de la Relatividad General, argumentandose la importancia de los
objetos compactos autogravitantes como una de las principales herramientas para poder
discernir entre las multiples teorias de la gravitacion. De entre esta variedad de teorias he-
mos estudiado la existencia de objetos compactos estaticos y esféricamente simétricos en
dos teorias populares: la llamada teorfa de gravedad f(R) y la teorfa beyond Horndeski. En
el caso de las teorfas f(R), construimos objetos compactos constituidos de materia oscura
fermionica con auto-interaccion en el limite degenerado, a las cuales llamamos Estrellas
Oscuras Frias. Encontramos que en este caso es imposible usando sélo las propiedades
gravitatorias de las Estrellas Oscuras Frias discriminar entre el modelo gravitatorio de
fondo y caracteristicas de los fermiones oscuros. En el contexto de los modelos beyond
Horndeski estudiados se demostré la existencia tedrica de solitones en un espacio tiempo
plano, los cuales luego de ser acoplados a la gravedad adquieren caracteristicas distintivas
en los objetos auto-gravitantes compactos construidos. Se estudian algunas posibles obser-
vables astrofisicas que diferenciarian a estas configuraciones de las predicciones para esas
mismas observables en el marco de la Relatividad General. En ambas teorias estudiadas
se demuestra que es posible recuperar bajo ciertos limites los resultados predichos por la
Relatividad General.



Prélogo

Durante las ultimas décadas varias de las predicciones arrojadas por el modelo gravitatorio
propuesto por Albert Einstein: la Relatividad General [5], han sido confirmadas. Ya no
son solo los llamados test cldsicos [6-8] los que la favorecen; observaciones fuera del
Sistema Solar [9], e incluso de nuestra Galaxia [10], parecen apoyar a este modelo como
la teoria que mejor describe la interaccién gravitatoria [11].! Sin embargo, para tener
un modelo concordante con toda la evolucién del Universo (y ciertos comportamientos
gravitatorios), esta no es suficiente, al menos no considerando solo a la materia observada.
En busca de encontrar esa teoria fisica concordante se han propuesto varias ideas; algunas
proponen extender el Modelo Estandar de Particulas anadiéndole un sector oscuro [17-
19], otras plantean extender la Relatividad General incluyendo nuevos grados de libertad
(gravitatorios) [20,21] o incluso dimensiones extras [22,23]. De manera general todas estas
extensiones tendran que ser acorde a los resultados observacionales, o en otras palabras,
la Relatividad General se ha de recuperar a las diferentes escalas donde las observaciones
la validan, p. ej. en nuestro sistema solar donde los test cldsicos la corroboran. En un
posterior capitulo se abordara con mas detalles las diferentes posibilidades mediante las
cuales se podria extender a la Relatividad General.

Debido a la gran diversidad de modelos tedricos propuestos, en muchas ocasiones resulta
necesario combinar distintos observables astrofisicos para poder discernir o al menos aco-
tar, los distintos parametros libres que suelen presentarse en cada modelo. En ese sentido,
los objetos compactos son excelentes laboratorios; en especial ahora que es posible detec-
tar su emisién en ondas gravitacionales. En este trabajo abarcaremos tanto extensiones al
Modelo Estandar de Particula, como a la Relatividad General, en ocasiones en conjunto
y por separado, en todos los casos el andlisis realizado se centra en el contexto de los
objetos compactos. Cada capitulo presenta un estudio sobre las caracteristicas principales
de estos objetos, con el objetivo de senalar particularidades que permitan motivar futuros
analisis observacionales. La estructura seguida en la realizacién del presente trabajo es la
siguiente:

En el Capitulo 1 se exponen diferentes criterios que justifican (a criterio del autor) ir
mas alld de la Relatividad General, argumentandose la importancia de los objetos com-
pactos como una de las principales herramientas para poder discernir entre las multiples
teorias de la gravitacion. El contenido y conclusiones mostradas se sustenta en revisiones
bibliograficas realizadas, e interpretaciones personales del autor.

!Para una revisién detallada (y actualizaciones) de los llamadostest cldsicos, y otros modernos se puede
consultar [12-16]



Prélogo VI

En el Capitulo 2 se estudian objetos compactos tedricos formados por particulas fermiéni-
cas oscuras frias cuyo modelo fue propuesto por [24] (y es deducido en el Capitulo). Para
el andlisis de estos objetos se consideraron dos modelos gravitatorios: la Relatividad Ge-
neral y la gravedad f(R) = R+ aR?. Los resultados obtenidos senalan la existencia de
diferentes degeneraciones entre los pardametros libres del modelo (gravedad y materia),
las cuales limitarian el potencial observacional de estas estrellas. Aunque el anélisis es
aplicado a un modelo particular, los resultados demuestran que los modelos f(R) son
propensos a presentar la confusién observacional descrita en el Capitulo, siendo imposible
al menos, usando solo propiedades gravitatorias de las estrellas oscuras frias: i) identificar
el modelo gravitatorio de fondo, ii) discernir entre propiedades de la materia oscura o
modelo gravitatorio. Al finalizar el Capitulo se exponen las conclusiones del mismo.

En el Capitulo 3 se explora la posible influencia del grado escalar extra, existente en una
familia de modelos wviables en la gravedad beyond Horndeski, en la formacién de ciertos
objetos compactos. Una primera parte explora estos objetos (solitones no topoldgicos)
viviendo en un espacio tiempo plano. Como resultado se demuestra que tales objetos
tedricos son sustentados por las no linealidades de las ecuaciones del campo. En estas
secciones se analizan los diferentes comportamientos y posibilidades para la existencia
y estabilidad de las soluciones encontradas. Una segunda parte generaliza el resultado
anterior en presencia de la gravedad; investigandose la existencia y comportamientos,
asi como las propiedades que pudiesen presentar estos solitones gravitacionales. En las
ultimas dos secciones del Capitulo se estudia el limite de desacoplamiento (conexién con
las soluciones en espacio plano) para una de las familias de los modelos estudiados, y de
manera cualitativa se presentan posibles trazas observacionales de los objetos compactos
encontrados. Al finalizar cada seccion principal se exponen las conclusiones parciales de
las mismas.

En la parte final del texto se presentan las conclusiones finales. Se culmina el trabajo pre-
sentando las referencias consultadas, mientras que las ecuaciones complementarias pueden
ser consultadas en los notebooks publicados en [25].



Notacion y acronimos

Se adopté la signatura (—,+,+,+) para la métrica, y la definicién para los tensores de
Riemann, Ricci y Einstein usada en Sean M. Carroll [26] y presentada en el Capitulo 1,
asi como la del escalar de Ricci. Los indices griegos (p. €j. p,v...) toman los valores
0,1,2 y 3, donde el valor cero representa la coordenada temporal mientras que los tres
restantes las espaciales. En los casos donde no se usen indices griegos implicard que solo
se esta trabajando con coordenadas espaciales. Durante todo el trabajo, a menos que se
indique lo contrario, se usaran unidades naturales en donde ¢ = h = 1. Por conveniencia
en ocasiones fue usada la masa de Planck: m, = 1/ \/@, y la masa reducida de Planck:
Mp, = 1/v/8% @G, en cada uno de los casos es debidamente senialado en el texto.

Durante todo el texto se usan los siguiente acrénimos:

Nombre Acrénimos
Relatividad General RG
Materia Oscura MO
Energia Oscura EO
Constante Cosmolégica CC
Friedmann-Lemailtre-Robertson-Walker FLRW
Tolman-Oppenheimer-Volkoff TOV
Tolman-Oppenheimer-Volkoff modificadas TOVm
Ecuacién de Estado EdE
Estrellas Oscuras Frias EOF.
Estrellas de bosones EBs
Estrellas beyond Horndeski EbH
Objetos Exoticos Compactos OECs
Modelo Estandar de Particulas MEP
Einstein-Klein-Gordon EKG
Klein-Gordon KG
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1 ;Relatividad General o sus

Modificaciones?

“La religién es la cultura de la fe;
la ciencia es la cultura de la duda.”

Richard Feynman

A continuacién se expondréan diferentes criterios que justifican (a criterio del autor) ir méas
alld de la Relatividad General (RG)? [5], senaldndose posibles opciones que permitirfan
extender la misma. También son presentados diferentes argumentos que senalan la im-
portancia de los objetos compactos como una de las principales herramientas para poder
discernir entre las multiples teorias de la gravitacién que son presentadas como posibles

alternativas (p. ej. ver Fig. 1.2).

La RG es una teoria que desde sus inicios rompié con los paradigmas establecidos al
geometrizar el espacio y el tiempo, fusiondndolos en un tunico ente, el espacio-tiempo.
Desde su creacion esta fue confrontada tedrica y observacionalmente, un ejemplo de ello
son los llamados test clésicos: precesion del perihelio de Mercurio [6], deflexién de un rayo
de luz al pasar cerca del Sol [7], corrimiento al rojo gravitacional de la luz (redshift) [8],

los cuales la colocaron (con el tiempo) como el modelo estandar de la gravedad.

2Para una introduccién pueden consultarse las referencias [26-29].



/RG o sus Modificaciones? 2

A diferencia de la gravedad newtoniana, donde la interacciéon gravitatoria es instantanea
y dada por la ley de la gravitacion universal de Newton, para la RG esta interaccién
es descrita a través de la relacion dinamica entre la métrica g,,, la cual caracteriza la
geometria del espacio-tiempo, y la materia que lo distorsiona; esto mediante la curvatura

que sufre la primera, producto de la segunda, y que se codificada en el tensor de Riemann
R = 01705 — 0,17 o + 17,51, — TP, (1.1)

Donde se escoge a la conexion I'g libre de torsion ( By = Fgﬁ), y de tal forma que preserve
a la métrica (V,g,, = 0). En el caso de la RG (y algunas extensiones) esta conexion es

calculada mediante los simbolos de Christoffel.

Para proporcionar una descripcion dinamica del modelo propuesto por Einstein, una de las
posibilidades es partir de una accion que contenga implicita o explicitamente a la métrica,
el tensor de Riemann, conexion, etc. y aplicar el principio variacional usual. Resulta que
la teorfa més simple (en el sentido de que es un solo término, no aparecen productos
tensoriales, ni derivadas de la métrica de orden superior a dos) que se puede construir con
todos estos ingredientes es la accién de Einstein—Hilbert

1
SEH = /d4$\/ —g (WR—i_Lm) y (12&)

donde g = det(g,,) es el determinante de la métrica, R es el escalar de Ricci (R =
g" R ) ¥ Ly, representa el lagrangiano asociado a los campos de materia.Variando la

accién (1.2a) con respecto a la métrica se llega a las ecuaciones del campo o de Einstein

R
G =R — Eg“” =87GT,,, (1.2b)
donde T}, = \/—_ig(s(@fm) = _529%"‘ + guvLm, es el tensor de energfa momento que re-
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1/e

Mecanica Relatividad
Cuéantica TCC Especial
|h\c\e\G‘—‘>|h|c|e|G|
Relatividad
Mecénica de  Maxwell elatividad General
Newton E&M Especial 7
|ﬁ|c|e\G| —>|h\c\e|G‘ —‘>|h\c|e|G’| |h|c|e\G|
Gravitacion de Relatividad 1,
Newton General | b[,f"a'"{ba
ticy

|h\c\e|G|—>|h|c|e|G| (*\ i

G Chp

Figura 1.1: Se muestra pictéricamente como se conectan las diferentes leyes de la Fisi-
ca. Izquierda: el diagrama ilustra la relacion entre las respectivas constantes
(h,c,e,G) y diferentes teorias fisicas. Notar que los recuadros azules indican
que la constante esta implicita en la teoria. Derecha: el conocido monolitico
dimensional de la Fisica, el mismo senala papel que juegan las tres constantes
universales h, ¢, G en los modelos fundamentales. Los acronimos TCC y GCNR
representan la Teoria Cudntica de Campos y Gravedad Cuantica No Relativis-
ta respectivamente. Notar que es un monolitico ilustrativos y no tiene sentido
pensar en desplazamiento por los ejes. Ambos graficos son adaptaciones de los
presentados en [30,31].

presenta las fuentes de materia consideradas, y que cumple la ecuacién de conservacion
V#T,,, = 0. El término G, es el llamado tensor de Einstein. Es valido senalar que en
ocasiones y por motivos que se argumentaran méas adelante, se suele anadir un término
extra /—gA/(87(G) al integrando de la accién (1.2a), lo que conlleva a la aparicién de un

término g, A en la parte izquierda de las ecuaciones del campo (1.2b).

1.1 ;Por qué ir mas alla de la RG? ;Por qué modificarla?

La RG es sin duda alguna la teorfa de gravitacién més exitosa con la que contamos; des-
afortunadamente, la misma es considerada como una teoria incompleta. La razon para tal

criterio se fundamenta en la imposibilidad de ser completamente cuantizada (asumien-
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do la metodologfa canénica)®. Aunque bien es cierto que se pudiera argumentar que los
efectos cudnticos no son importantes a las escalas tipicas donde la gravedad juega un
papel predominante: longitudes (energias) mayores (menores) que la de Planck. Existen
situaciones extremas donde ambos regimenes, el cudntico y el clasico, pueden llegar a ser
igual de importantes, p. e€j. dentro del horizonte de eventos de agujeros negros o a tiem-
pos cercanos de la llamada singularidad del Big Bang, y para los cuales la RG predice
la existencias de singularidades espacio-temporales. La aparicién de este comportamiento
implicaria que la teoria no es capaz de describir satisfactoriamente esas regiones, siendo

posiblemente necesaria una extension cuantica de la misma.

Por otro lado, aunque la RG més el Modelo Esténdar de Particulas (MEP) han superado
los test cldsicos, y muchos otros mas modernos (p. €j. [37-41]), existen otras observaciones
que no han podido ser descritas totalmente en este marco. Por ejemplo, observaciones a
escalas cosmoldgicas han mostrado que el Universo se expande aceleradamente [42,43],
algo que no es posible obtener usando solo estos dos ingredientes (més un espacio tiempo
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)), siendo necesario anadir un nuevo ingre-
diente al cual se le llamé Energia Oscura (EO) [44]. Una de las maneras de resolver estas
discrepancias y continuar dentro del marco de la RG, fue anadiendo un término extra A
denominado Constante Cosmoldgica (CC) en la accién de Einstein—Hilbert (1.2a). La CC
puede interpretarse como una componente de materia con una densidad de energia cons-
tante que llena el espacio en forma homogénea, y que produce una presioén negativa que
tiende a acelerar la expansién del Universo, tal como las observaciones lo reflejan.* Una

problematica similar surge del anélisis de otros observables como lo son: las curvas de rota-

3La RG no es una teoria completa a altas energia, aunque no es objetivo del presente trabajo profundizar
en gravedad cudntica el lector puede revisar p. ej. los trabajos pioneros sobre la cuantizacién de la
RG de DeWitt [32,33] y las revisiones [34-36] para mds detalles.

4Existen otras formas dentro de la RG (pero extendiendo el MEP) con la cual se puede abordar la
EO, un ejemplo serian el anadir un campo escalar extra acoplado minimamente a la gravedad, p.
ej. los modelos Quintessence, K-essence. Para una revisién de las diferentes posibilidades se puede
consultar [45].
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cién de galaxias [46-48], dispersiones de velocidad en galaxias [49,50], lentes gravitaciona-
les [51,52], formacién de estructuras [53], observacion de la relacién magnitud-corrimiento
al rojo para supernovas tipo la a altos redshifts [54], medidas de las anisotropias en la
temperatura y polarizacién del fondo césmico de microondas (CMB) [55,56], fluctuaciones
en la densidad bariénica de materia (BAO) [57], entre otros. En todos estos casos se ha
notado la imposibilidad de reproducir estas observaciones sin considerar una componente
extra de materia denominada Materia Oscura (MO)®. La introduccién de este sector os-
curo en el marco de RG+MEP (més la métrica FLRW) dio lugar al modelo cosmolégico
estandar ACDM, el cual predice que el Universo tiene aproximadamente un 27 % de MO
y un 68 % de EO en forma de constante cosmoldgica [56,62]. Siendo este modelo capaz

de reproducir la mayoria de los datos observacionales anteriormente comentados.

Lo anterior pareciera indicar que no se precisa recurrir a una modificacién de la RG,
siendo solo necesario anadir este sector oscuro (considerar una extensién al MEP) para
poder, a través del modelo efectivo ACDM, reproducir nuestro Universo. Sin embargo esta
extension también presenta ciertos problemas. Por ejemplo desde un punto de vista tedrico
la constante A trae consigo el llamado problema de la Constante Cosmoldgica [63,64],
de acuerdo al cual la densidad de energia de vacio sugerida por la Teoria Cuantica de
Campos, es mucho mayor que la densidad de energia observada para la EO. Mientras que
en el caso de la MO ain se desconoce su naturaleza® o incluso varios modelos propuestos

no son capaces de explicar de manera satisfactoria, ciertas relaciones fenomenolégicas, p.

Es necesario sefialar que llamaremos MO a los nuevos campos introducidos (grados de libertad) que
estén acoplados minimamente a la gravedad (ver [58—61] para una revisién de candidatos y estado del
arte), y gravedad modificada a los que estén acoplados no-minimamente, es decir los que modifiquen
el modo en que se comporta la gravedad.

6Existen miultiples experimentos que intentan descifrar la naturaleza de la MO usando diferentes
enfoques para la detecciéon directa de posibles candidatos. Ejemplos de estos son los experimen-
tos LUX [65, 66], PandaX-1I [67,68], PICO [69-71], DAMA/LIBRA [72-74], SuperCDMS (75, 76],
CRESST-III [77-79]. Aunque algunas de estas colaboraciones han reportados ciertas anomalias, las
mismas no han podido ser confirmadas por otras colaboraciones (en la referencia [80] expone al-
gunas consideraciones al respecto), estableciéndose solo ciertas cotas a los diferentes candidatos a
MO. [81-83] El lector puede consultar las revisiones [80,84-86] para conocer el estado del arte.
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¢j. larelacion de Tully Fisher [87,88], la de Faber-Jackson [49] o la regla de Renzo [89]. Una
alternativa que solventa estos problemas del sector oscuro (pero presenta otros) son los
modelos de gravedad modificada. Por otro lado, ni siquiera el modelo ACDM estéa exento
de discrepancias observacionales, en anos recientes ha aparecido una tensién entre la tasa
de expansion actual de nuestro universo Hy, deducida a partir del mejor ajuste para el
modelo ACDM usando los datos de Planck [62], y la medicién obtenida por la colaboracién
SHOES [90,91]. Adicionalmente existe una tensién leve con otras mediciones de H, basadas
en retrasos en el tiempo de rotacién de cudsares. [92] (ver [93] para una revisién actual del

tema). Quedando asi atin, para ACDM vy el sector oscuro varias interrogantes abiertas.

Otro enfoque que pudiera justificar el ir mas alld de la RG esta centrado en la impor-
tancia de construir modelos alternativos a teorias establecidas, capaces de reproducir los
resultados experimentales, pero que predigan comportamientos diferentes que pudiesen
servir como nuevos test al modelo establecido. En este sentido, ir mas alla de la RG, en
particular construir modelos con comportamientos fenomenolégicos diferentes més alla del
Sistema Solar, en los regimenes ultravioleta, o infrarrojo, permitiria distinguir la RG (o
ACDM) de cualquier otra teorfa de gravedad, y ayudarnos a construir la teoria completa”,

o al menos, ayudar a comprender con mayor profundidad la propia RG y a la gravedad.

1.2 ;Cémo modificar o extender a la RG?

Aunque sencilla en su formulacién Ec. (1.2), la RG no puede ser extendida arbitraria-
mente, cualquier modificacién a esta se vera restringida por las observaciones y debera
ser consistente matematicamente (p. ej., no presente inestabilidades o modos fantasmas).
Dentro de esta consistencia matematica el teorema de Lovelock restringe fuertemente

cualquier posible extension. Este plantea que la tinica posibilidad para obtener una expre-

"La Figura 1.1 ilustra de manera esquemética a que nos referimos con teoria completa.
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Derivadas de Orden Nuevos Campos
Superior escalar vectorial tensorial
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Figura 1.2: Se muestran posibles extensiones a la RG provenientes de relajar al menos
una de las asunciones del teorema de Lovelock. El recuadro gris representa
el modelo més general que cumple dicho teorema (1.3) (RG y ACDM). Este
se conecta con las cinco posibles formas de sortearlo (recuadros principales).
Notar que algunos modelos gravitatorios cumplen con mas de una (regiones
sobrepuestas) y que todos se conectan a (A)RG (regién gris). Es vélido aclarar
que los sub-recuadros (dentro de algunos principales) solo indican posibles
clasificaciones, pero todos se conectan con la RG, lo cual es indicado mediante
la superposicién del respectivo recuadro principal con la region gris.

sién tipo Euler-Lagrange construida a partir de una densidad escalar L = L(g,,), en un
espacio-tiempo cuatro dimensional, local, donde exista una simetria en los indices de la
métrica g, y que contenga solo derivadas de segundo orden (para asi evitar inestabilidades

de Ostrogradsky [94,95] 8) es [97,98]

1
EM = ay/—g (R’“’ — §gWR) + A/ —gg9"", (1.3)

donde «a, A son constantes y R, R* son el escalar y tensor de Ricci, respectivamente.

A simple vista comparando las ecuaciones (1.3) y (1.2b) (puede incluir el término de CC),

se concluye que si se desea construir una teoria gravitacional 4D, partiendo de un principio

8La inestabilidad de Ostrogradsky aparece en teorias no degeneradas que tiene una variable dindmica
y que poseen derivadas de orden superior a dos. En estos casos los modelos presentan un grado de
libertad extra el cual es inestable. Para los casos en que la teoria es degenerada el teorema puede ser
adaptado, aunque de manera general requiere un andlisis Hamiltoniano. Ver [96] para una revisién al
respecto.
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variacional que incluya a la métrica y sus derivadas, entonces la forma méds general para
no presentar inestabilidades de Ostrogradsky son las ecuaciones de Einstein (1.2b).° Por
tanto, para poder construir una nueva teoria gravitatoria es necesario evadir este Teorema,

para ello se ha de relajar al menos una de las asunciones realizadas por Lovelock, mediante:
i- Considerar una teoria con nuevos campos, més allé (o en lugar) del tensor métrico.

Considerar una teoria con mas de cuatro dimensiones espacio-temporales.

—
I

i
iii- Considerar una teoria con derivadas de la métrica de orden mayor a dos en las

ecuaciones del campo (posible inconveniente la inestabilidad de Ostrogradsky).
iv- Renunciar a consideraciones tomadas al aplicar el principio de minima accién.
v- Considerar una teoria no local.

La Figura 1.2 muestra esquematicamente algunos modelos propuestos en la literatura que

se construyen a partir de al menos una de las opciones enumeradas anteriormente.

En este trabajo nos centraremos en dos teorias alternativas a la RG: la gravedad f(R)
y beyond Horndeski. Ambas entrarfan en los casos i) e iii) puesto que sus ecuaciones
del campo pueden ser de orden superior a dos y propagar un grado de libertad escalar
adicional a los dos de la RG. Una propiedad interesante que presenta la gravedad f(R),
y de manera general las teorias con derivadas superiores, es que bajo ciertas suposiciones
y mediante una transformacion conforme es posible reescribirlas como una subclase de
modelos de la gravedad beyond Horndeski. En este trabajo no se recurrirda a este tipo
de transformaciones y se tratardn como dos modelos distintos abordados en el marco de

Jordan. 10

9Notar que el teorema implica que la forma de las ecuaciones debe ser (1.3) o en efecto (1.2b), pero eso
no implica que la accién deba ser solo la de EH (1.2a).

10Existen multiples marcos conformes (transformaciones que cambian las escalas, pero no los dngulos),
pero en el contexto de las teorias escalares-tensoriales vale destacar dos: el marco de Jordan, el cual es
aquel donde el tensor de energia-momento se conserva de forma covariante y en el que las particulas
de prueba siguen las geodésicas de la métrica. El marco de Einstein donde las ecuaciones de campo
del modelo toman la forma estructural de (1.2b) (de ahi el nombre), pero con un contenido de materia
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1.3 Objetos compactos como laboratorios

La mayoria de los objetos compactos se forman como resultado del equilibrio entre dos
fuerzas, la gravitatoria y una efectiva proveniente de la materia que constituye el obje-
to. Propiedades como masa, radio y compacidad estan directamente relacionadas con el
modelo gravitatorio de fondo. Por tal motivo, es légico pensar que una caracterizacion
adecuada de estos objetos pudiera traer luz en la busqueda del modelo final, o al me-
nos proponer nuevos experimentos que nos permita validar o desechar predicciones de los

disintos modelos.

Luego de la primera deteccién de ondas gravitacionales [99], la colaboraciéon LIGO-Virgo
ha reportado alrededor de 50 nuevas detecciones [41,100-102] que han arrojado resultados
abrumadores e interesantes, como por ejemplo GW170817 [103] y GW190521 [104]. Esta
nueva forma de mirar al cosmos ha demostrado su enorme potencial observacional y de
cotejo (con teorfas més alld de la RG), no siendo extrano los constantes intentos por
mejorar la tecnologica usada y el tratamiento estadistico, e incluso la aparicion de nuevas
colaboraciones y proyectos, p. j. KAGRA [105,106], IndIGO (para el 2023) [107], TianQin
(en el espacio) [108]. Por todo lo anterior, es légico pensar que en un futuro cercano serd
posible alcanzar resoluciones experimentales, capaces de detectar la firma en las ondas
gravitacionales de una mayor variedad de objetos compactos, incluido aquellos que estan
constituidos por materia no estdndar [109]. En tal sentido es importante explorar las
caracteristicas distintivas que permitirian distinguir, o al menos acotar mediante estos

candidatos observacionales, las distintas teorias de gravitacion.

Por otro lado, también existen propuestas tedricas que intentan explicar mediante objetos
compactos sumamente extendidos, y cuyos constituyentes son nuevos campos, el compor-

tamiento atipico en las curvas de rotaciéon y dispersion de velocidades en las galaxias.

inusual, aparece un acoplamiento entre la materia y el campo y por tanto esta no sigue las geodésicas
de la nueva métrica (con la excepcién de campos de radiacién).
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Aunque en el presente trabajo no se estudia la fenomenologia a estas escalas, varias de las
conclusiones realizadas nos permiten con cautela, inferir la existencia o no de diferencias

notables a estas escalas con respecto a la RG.

Por dltimo, como se muestra en las secciones 3.3.2.3 y 3.3.2.4, las configuraciones obtenidas
pueden imitar (al menos con la resolucién experimental actual) algunos comportamientos
de agujeros negros tipo Schwarszchild. Esta caracteristica permitiria que una generali-
zacion (para soluciones numéricas de los términos métricos) del test propuesto en [110],
sobre el uso de la sombra de candidatos observacionales a agujeros negros, pudieran ser

relevantes o complementario a la hora de identificar la teoria de gravedad de fondo.



2 Gravedad modificada o propiedades

de la materia oscura fermionica

“La Fisica es el sistema operativo del universo.”

Hugo Scolnik

Como se argumentdé en el Capitulo anterior, las modificaciones a la RG suelen proponerse
como una posible explicaciéon a fenémenos observacionales que esta, en conjunto con el
MEP no puede describir. Usualmente se introducen buscando reproducir el papel de la
MO o EO. Sin embargo, es légico pensar que incluso con la existencia de MO, existan
posibles modificaciones a RG. Estas parecieran ser obligatorias, especialmente si se busca
por ejemplo, la renormalizacion de las interacciones gravitatorias a altas energias. En este
Capitulo hemos considerado un escenario en el que estdn presentes tanto la MO (una

extension al MEP), como modificaciones a la RG.

Como es conocido, la MO no interactia (o lo hace muy débilmente) con el MEP, ha-
ciendo imposible (o muy dificil) su deteccién mediante observaciones electromagnéticas o
cualquiera otra prueba del MEP. Esto conlleva a que sus posibles propiedades deban ser
estudiadas a través de su huella gravitatoria, siendo, los objetos compactos un excelente
laboratorio para ello. En esta bisqueda de nueva evidencia gravitatoria, una posible traza

pudiera provenir de los objetos tedricos denominados estrellas oscuras (objetos compactos

11
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constituidos por particulas de MO).!!

El estudio de estos objetos y su huella gravitatoria puede dar pistas en la bisqueda de la
teoria gravitatoria correcta. Sin embargo, una posibilidad incomoda seria la existencia de
una degeneracion o confusién en la determinacion de las propiedades de la MO (a través
de su huella gravitatoria en estas estrellas) y el asumir una teoria de gravedad diferente a
la RG. Lo anterior impediria determinar si los efectos gravitatorios atribuidos a la MO en
la RG son debidos a esta, o simplemente son consecuencias de otro modelo de gravitatorio
de fondo. En este escenario, el presente Capitulo intenta clarificar dicha situacién. Para
ello, se construyen estructuras auto-gravitantes constituidas por esta MO fermiénica en
ambas teorias de la gravedad, y se estudian sus propiedades. Para diferenciarlas de cual-
quier otro tipo de estrellas oscuras, en lo adelante las llamaremos Estrellas Oscuras Frias
(EOF). En este punto es valido comentar que los objetos estudiados son auto-gravitantes,
esféricamente simétricos y estan constituidos por MO fermidnica en el limite degenerado,

la cual no interactiia con el MEP, siendo por tanto frios.?

Para una mejor comprension de las ideas expuestas durante el Capitulo, en las prime-
ras dos secciones 2.1 y 2.2 se exponen los aspectos teodricos relacionados con el modelo
y la metodologia utilizada. Posteriormente en la seccién 2.3 son mostrados los resulta-
dos obtenidos del estudio de las EOF en la RG (f(R) = R) y en gravedad R-cuadrada
(f(R) = R+ aR?). En la seccién 2.4 se abordan las semejanzas y diferencias de estos
objetos en ambos modelos gravitatorios, validandose la existencia de la degeneracion an-

teriormente comentada, y exponiéndose algunos ejemplos de las mismas. Finalmente, en

HDel estudio de la evolucién de nuestro Universo, es conocido que las sobre densidades de MO pueden
formar pequenos grupos o cimulos, los cuales pueden evolucionar para formar objetos compactos, es
decir, objetos auto-gravitantes hechos de esta materia. A diferencia de sus equivalentes no oscuros,
que alcanzan el equilibrio hidrodindmico por el mecanismo fusién, las estrellas oscuras lo hacen de la
energfa liberada por la aniquilacién de la MO. [111-113].

12Ge denominan frias debido a que no se acoplan los fotones oscuros al MEP, no pudiéndose emitir fotones.
Por otro lado, también es asumido que su temperatura estd por debajo de la temperatura de Fermi,
lo que implica velocidades mucho menores a la de la luz pequenas.
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la seccién 2.5 son presentadas algunas conclusiones parciales de nuestro estudio. Aunque
los resultados expuestos son para un modelo particular, las conclusiones de estos pueden

ser generalizadas a otros modelos f(R) con uno o mas pardmetros libres.

2.1 Gravedad tipo f(R)

Como se pudo apreciar de la Figura 1.2, existen multiples formas, y un gran nimero
de modelos que son considerados extensiones de la RG. Varias son las opciones, en la
bisqueda de una nueva teoria de gravedad, siendo la extension mas simple las llamadas
teorfas f(R). Estas mantienen los axiomas de la RG, pero proponen una dependencia
funcional del escalar de Ricci, es decir se extiende (1.2a) a

1

S:/d4x\/—_g<167TG (R)+Lm>. 2.1)

La principal motivacién de estas teorias es obtener, mediante cambios en la parte geométri-
ca de las ecuaciones de Einstein, comportamientos gravitatorios que reproduzcan la evi-
dencia observacional actual.

2.1.1 Ecuaciones del campo

Realizando la variacién de la accién (2.1) con respecto a la métrica g"” es posible obtener

las respectivas ecuaciones del campo (ver [114,115] para una deduccién formal).

1
fRR,LLI/ — §g;wf(R) + g,thfR - vzxvpr = 87TGT,uu ) (22>

donde se usaron las definiciones: V,V* = O y df(R)/dR = fg. Es vélido aclarar que

dichas ecuaciones son deducidas bajo el formalismo métrico estandar. En el mismo se
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supone una dependencia funcional respecto a la métrica en la accién (2.1). A diferencia
de la RG, en la gravedad f(R) se llega de manera general a otro modelo si se usase el

formalismo de Palatini, donde métrica y conexién son definidas como independientes.'3

Este sistema (2.2) representa las ecuaciones generalizadas del campo en el formalismo
métrico (EGC). A diferencia del sistema (1.2b), (el cual se recupera tomando f(R) = R)
estas ya no son de segundo orden, sino de cuarto orden en la métrica (contribucién de

segundas derivadas en R de los operadores Oy V,V,).

Contrayendo la ecuacién (2.2) con g", obtenemos la traza de las EGC

frR +30fr — 2f(R) = 87GT, (2.3)

donde se usé: g,,,g" =0l =4,y T = T),,g"”, como la traza del tensor de energia-momento

de la materia.

Analizando la ecuacién (2.3) se puede apreciar que solo en casos particulares existe una
relacion lineal entre R y T' como ocurre para la RG. Mientras que, para casos mas gene-
rales, el término O fx no se hace cero. Esto se puede interpretar como la existencia de un
grado escalar libre propagéndose ® = fr v la ecuacién (2.3) determinaria la dindmica de

ese campo escalar. [118]

Otras de las ventajas que brindan estas teorias es su posibilidad de brindar una expansion
acelerada relativamente fécil. Por ejemplo, para una soluciéon de vacio, T}, = 0, con
R = cte., tendremos que Of(R) = 0 y de la ecuacién (2.3), es posible formular la relacién
R =2f(R)/fgr. Sustituyendo esta relacién en la ecuacién (2.2) (para el vacio), se obtiene
para R = 0, R,, = 0 (Minkowski) y para los demds casos R = R; = cte, tendremos
que R,, = g,,R1/4. La expresién anterior se puede reescribir como, g,, Aegr donde Ao =

guwR1/4, lo que representaria un espacio-tiempo de Sitter (constante cosmoldgica positiva)

13Para un estudio formal, véase [114,116-118] y las referencias allf citadas.
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o anti-de Sitter (constante cosmolégica negativa) en dependencia del signo de R;.

En ocasiones es conveniente reescribir la ecuacién tensorial (2.2) como

G

eff
G#V - F (T#V + T/W) y (24)
donde el término T;’,ff viene dado por
e 1 f(R> — R.fR
T,uzf/f - 87G ( 9 Guv + VyvufR - guVDfR . (25)

Se ha de senalar que la definicién de T, ;’f no satisface ninguna condicién de energia.
Esta definicién en la practica ha demostrado ser util, al interpretarlo como un fluido de
curvatura [116]. Por otro lado, de la comparacion con Ec. (2.4), es posible definir una de
las caracteristicas distintivas de los modelos alternativos, la existencia de una constante

de Newton efectiva, G,

G

Ge =
T fr

(2.6)

a partir de la cual, es posible inferir ciertos comportamientos gravitatorios.

Es valido aclarar que normalmente la funcién f(R) ha de cumplir con ciertos criterios: ser
mondtonamente creciente y convexa, fgr, frr > 0 [119,120]. La primera condicién fr > 0
garantiza una constante gravitatoria efectiva (2.6) positiva. La segunda, se introduce
para evitar inestabilidades gravitatorias. Sin embargo, no esté claro si esas condiciones
son realmente necesarias en el contexto de los objetos compactos, ambas son impuestas
desde el punto de vista dindmico para describir la evolucién del Universo, y no en todo
el espacio de soluciones. En [121] se hace un pequefio andlisis de ésta y otras condiciones

que se imponen.

En la siguiente seccion deduciremos las ecuaciones que nos describen la estructura de

objetos estéticos esféricamente simétricos en el marco de la gravedad tipo f(R).
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2.1.2 Ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff modificadas

Para el estudio de los objetos compactos, al igual que en la RG, es necesario obtener la
relacién entre el radio y la masa del objeto. Para el caso de las f(R) esta viene dada por
las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff modificadas (TOVm). Para ello se parte
de las ecuaciones del campo (2.2) considerando como ansatz del elemento de linea y una

métrica estatica, esféricamente simétrica dada por

ds* = —N?(r)dt® + ¢*(r)dr* + r*df* + r* sin® 0dp* . (2.7)

Usando las componentes (0,0), (1,1) y la traza (2.3), se llega a las expresiones TOVm?!

N’ 1
N " 2kr 2fr+ 1R frn) {TZTM + kg? [TQf + (2 — TQR) fR}
—2k (fr +2rR frRr)} , (2.8a)
g _ 1
g 2kN?r (2fr + TR frR) {QQTQTOO +kN? [92 (_T2f + [_2 + T2R] fR)
+2(f + 7 [2R +7R") frr+ 7R frrr])]} (2.8b)
"o 2 o M g_/ / 92 <T+ 4kf - 2kaR) . Rl2fRRR
R" = (_r N + g> R + 6k fron Fon (2.8¢)

donde f = f(R), y los sub-indices R indican el niimero de derivadas con respecto al escalar
de Ricci (R). Por comodidad se omitieron las dependencias radiales de todas las funciones,
y cuyas derivadas con respecto a r son indicadas por el simbolo ’. Los términos 7°° y 71
son las componentes 0 — 0 y 1 — 1 (respectivamente) de un tensor de energia-momento

correspondiente a un fluido perfecto.

Notar que a diferencia de las ecuaciones de TOV para la RG [122], las teorfas f(R)

incluyen una ecuacién diferencial extra de segundo orden (2.8c). Esta es consecuencia del

148y obtencién puede encontrarse en los notebook publicados en [25]
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nuevo grado de libertad comentado anteriormente, y dicha ecuacién nos da su dinamica.

De manera similar a la RG, es necesaria una tultima ecuacién que nos relacione las com-
ponentes del tensor de energia momento. Su obtencién es mediante la ecuacion de conser-
vacion

v, " =0. (2.84)

Finalmente el sistema de ecuaciones (2.8a)-(2.8d) representarian las TOVm y restringen

la estructura de un objeto esféricamente simétrico que esté en equilibrio hidrostatico.

2.2 Ecuacion de Estado

Las principales caracteristicas de los objetos compactos en el marco de las f(R), pueden
ser deducidas mediante la resolucién del sistema (2.8). Sin embargo, tal proceso conllevaria
primeramente conocer la relacién entre la densidad de energia 7%, y la presién T, de
la materia del objeto, es decir, su Ecuacién de Estado (EAE). De este modo, el problema
principal es entonces la construccion apropiada de la EdE; que, de manera general, ha
de describir las propiedades microscépicas de la materia por la que esta constituida la

estrella.

En esta seccion se obtendrd la EAE para un gas de fermiones oscuros fuertemente degene-
rado y auto-interactuante. Dicha EJE fue previamente propuesta en [24]. El procedimiento
seguido a continuacion es equivalente al descrito para materia ordinaria en una primera

parte por [123] y en una segunda en [124,125].
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2.2.1 Tensor de energia-momento

Varias de las propiedades mecénicas de un sistema (p. ej. energia interna, presién) pueden
ser descritas como el promedio de ciertas funciones dependientes de las coordenadas y
momentos de las particulas que las constituyen. Para obtener las componentes del tensor

de energia momento en un marco co-mévil'®

, consideremos la materia como un fluido ideal
0scuro

T = (p + pm) v"u” + ¢"'pm , (2.9)

donde p es la densidad total de masa del fluido, p,, es su presién.'®

Usando las herramientas dadas por la teoria cinética de los gases es posible encontrar las
expresiones para la presién y la densidad de energia (componentes del tensor de energia-
momento). Para ello, asumamos que el fluido esté constituido por un niimero muy grande
de particulas cuya masa en reposo viene dada por m, las cuales tienen sus respectivos
momentos P’y son descritos microscopicamente a un tiempo ¢ por una funcién de distri-
bucién por unidad de volumen y unidad de momento F(7,p,t)'". Usando esta funcién es
posible determinar el ntimero de particulas dN con un momento entre, p, '+ dp, y que
estan contenidas en un elemento de volumen dV = d3r, localizado en un punto del espacio
de fase 7

dN = F(7,p,t) d*r d°p. (2.10)

De manera directa se puede definir la densidad de particula n en un punto 7 como la

integral sobre todos los posibles momentos contenidos dentro del elemento de volumen

15Se define la cuatri-velocidad como: u, = [ég, 0,0, 0]
16Recordar que se estdn usando unidades naturales donde A =c = 1.
17Se puede probar que F(7,,t) es un invariante de Lorentz, ver seccién 4.3 de [123]
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d3r, es decir

n(t) = /F(F,ﬁ,t) p. (2.11)

- N = /n(F,t)d?’r. (2.12)

Haciendo uso de la relacién anterior, se puede definir la funcién de probabilidad f(7, p,t) =

F(r,p,t)/n(rt), lo que lleva a

1
1 = /F(F,ﬁ,t)di”p (2.13a)

n
= / f(7 P t)d®p, (2.13Db)

donde f es la probabilidad de encontrar una particula en el elemento de volumen d*r con

un momento entre p'y p+ dp.

Debido a que estamos trabajando con cantidades, es conveniente definir el promedio (Q)

de cualquier cantidad @)

@ = 5 [erdy (2.14a)
= /Qfd3p, (2.14b)

donde por simplicidad se omitié poner las dependencias.

on las definiciones anteriores, ya estamos listos para comenzar la deduccion de las com-
Con las defi t , t list la ded de 1
ponentes del tensor de energia momento, con respecto a un marco de referencia co-mévil

con el fluido.

La componente 79 representa la densidad de energfa total del fluido, la cual no es més
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que la suma de las energias de todas las particulas por unidad de volumen del espacio de
fase. Esto lo podemos ver como el producto del niimero de particulas (dN') con momento
entre p'y p+ dp por su energia: dE = E(p)dN, dividido por el diferencial de volumen. Lo

que lleva a,'®

T°% = —pulu® = (/EF(F,ﬁ, t) d?’p) uu® (2.16)

donde E = /p? + m3.

Por otro lado, las componentes T en el marco co-movil representan las componentes de

la presion del fluido. Haciendo un estudio de las unidades, tendremos que,
[presién| = fuerza por unidad de érea,
[fuerza] = momento por unidad de tiempo,

entonces, podemos decir que la presién es el impulso (momento) por unidad de tiempo
por unidad de area, es decir, es el flujo de momento. Siendo entonces necesario obtener la
expresién para el tensor de densidad de flujo de momento (por unidad de drea) IIV. Para
luego identificar las componentes correspondiente a T, v llegar asi a obtener la expresién

para la presion del fluido.

Nuestro punto de partida es la ecuacion de los momentos de Boltzmann, la misma brinda
las ecuaciones dinamicas de cantidades que se conservan durante las colisiones, como
es el caso del momento (se considera que las colisiones entre particulas son eldsticas).

Calculando el diferencial total de F'(7,p,t), y usando el convenio de suma de Einstein se

180tra manera de verlo es usando la ecuacién (2.14b), tendremos que

E 1
—p=\</7'>=V. /Efd3p (2.15)

donde Vi, representa el elemento minimo de volumen considerado en el espacio de fase.
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obtiene la ecuacion de transporte de Boltzmann

(d_F> _OF  OF  OF 217

dt §+u8ri+f8pi’

donde f? corresponde a la i-ésima componente de la fuerza externa que actiia sobre las

particulas del fluido y u’ representa la i-ésima componente de la velocidad de la particula.

Multiplicando la ecuacién (2.17) por cualquier cantidad fisica Q(7, p, t) e integrando sobre

los momentos, tendremos

dF or ,OF OF
o) e fo(S st orif)en

Se puede probar que si ) se conserva durante las colisiones, Q(7, p)+Q (7, p1) = Q(7,p’) +

Q(7, "), entonces el miembro izquierdo de la ecuacién (2.18) es igual a cero (ver seccién

3.2 de [123]). Por otro lado podemos reescribir los términos del miembro derecho como

/Q—d3 = %/QFd?’p—/%—?Fd?’

- §<n<@>>—n<%>, (2.190)
Jorsian - & focra- [

= .(n<Qu < (2.19b)
Jers: e - / (QFF) (QF) Fdp,

_ Ei://dpm dp, (Qf'F) ‘:_ < (giafl)> ’

- _n<a(§f)>, (2.19¢)

donde se hizo uso de que cuando p' — +o0, F' — 0 lo que implica que el término (Q f*F) es
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cero para cualquier cantidad @. Sustituyendo los términos obtenidos en la ecuacién (2.18),

se obtiene el teorema de conservacion para la cantidad )

S oo () () (290

Como en nuestro caso la magnitud fisica () es funcién solo del momento p, y no explici-

tamente de la posicién 7 o el tiempo ¢t y asumiendo que la fuerza f* solo depende de la

posicién 7, tendremos

9 O o
g (1@ + 5 (0 (Qu) = n '

aQ\
apz‘> —0. (2.21)

La ecuacién de momentos de Boltzmann, se obtiene definiendo Q = p' = mu’ (la compo-

nente i-ésima del momento de la particula)'® y sustituyéndola en Ec. (2.21), quedando

8' (n (Wu')) — n fio! =0, (2.22)

0 )
O () +m

donde el término nm (u/u’) es el producto de nu’ (flujo de particulas que atraviesa una
unidad de drea orientada perpendicularmente al i-ésimo eje de coordenada), por la j-ésima
componente de su momento mu’, promediado sobre todas las particulas. Es decir, es la

cantidad que deseamos calcular, el tensor de densidad de flujo de momento I17°¢.

Reescribiendo nm (u‘u?) como

7 = nm<uiuj>,
= nm{((v' +U) (v + 1)),
= nm (v + 0" (U7) + 7 (U") +(U'V7)) ,

= nmv'v) + nm (U'U7) , (2.23)

19Esta eleccién de @ se le conoce como el segundo momento o momento de segundo orden de F.
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donde se descompuso u!, la componente i-ésima de la velocidad de la particula, usando
la relacién: @ = 0+ U , donde U es la velocidad aleatoria de la particula relativa a
la velocidad media del flujo, y cumple que, <lj > = 0. La velocidad v, es la del fluido
(velocidad macroscépica), lo cual no es mas que la velocidad promedio de las particulas

del fluido (). El segundo término del miembro derecho se identifica como T

TV = nm<Uin> ,

= /UipfF(F,ﬁ, t) d*p, (2.24)

donde se usé la definicién Ec. (2.14b).

Para recuperar la ecuacién correspondiente a un fluido ideal (2.9), es necesario asumir
que la funcién de distribuciéon F'(7, p, t) es isotrépica en el marco co-mévil. Lo que implica
que el tensor de energfa momento es diagonal, T% = ¢¥p,,, donde ¢ son las componentes

espaciales de la métrica (isotrépica) y pm, es

1

con la velocidad U = /E. El factor 1 /3 es producto de considerar isotropia para F' (7, p, t).

Finalmente se tiene que
ij o i g o SR 3
Y =g¢"pm =5 [ U-FE(Fp.t) Ip. (2.26)

Las ecuaciones (2.16) y (2.26) nos brindarfan las relaciones buscadas.



2.2. ECUACION DE ESTADO 24

2.2.2 Gas de fermiones oscuros

La determinacién de las propiedades de las particulas de materia oscura es uno de los
grandes problemas de la fisica moderna. En ese sentido son muchos los trabajos que
abordan dicha tematica, tanto desde el punto de vista tedrico como experimental [59,
61, 126]. Propiedades como la masa, o el espin son desconocidas, proponiéndose varios
modelos y candidatos. En el caso de los modelos fermidnicos, estos pueden en su mayoria

clasificarse en dos tipos:

i. modelos fermionicos pesados: particulas masivas débilmente interactuantes, WIMPs,

p.€j. gravitino, neutralinos ligeros, axino [60, 127, 128],
ii. modelos fermiénicos ultraligeros: p.ej. neutrinos estériles [129-132].

Varias son las ventajas tedricas que presentan algunos de estos candidatos fermiénicos. Por
ejemplo, ajustan a la densidad de MO observada [133], estan acorde con las predicciones

de estructuras a pequenas escalas [134,135], entre otras.

Teniendo presente estas ventajas, cabe preguntarse, ;serd posible deducir a través de los
objetos compactos, alguna de las propiedades de la MO fermiénica? Para responder esta
interrogante, lo primero que se debe hacer es definir la EdE correspondiente a esta materia.
A la formulacién de la misma, se puede llegar mediante los mismos principios aplicados
para un gas de fermiones del MEP. En este trabajo exploraremos un modelo simple, en el

cual los fermiones oscuros se encuentran en el limite degenerado e interaccionan entre si.

Usando los resultados de la secciéon anterior y dado que la funcién de distribucién de las
particulas, se puede relacionar con su funcion de distribucion de probabilidades mediante

(ver [136] para una deduccién formal)

F(rp,t) = f(rpt), (2.27)
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donde f(7,p,t) representa la probabilidad de que una celda (un orbital de energia E) en
el espacio de fase esté ocupada. El término g corresponde al peso estadistico, lo cual no es
mas que el nimero de estados que una particula podria tener con un valor del momento
p dado, p. ej. para particulas masivas g = 2s + 1, donde s es el espin. El término (27)3

representa el volumen de una celda en el espacio de fase.?”

Debido a que son fermiones, se asume que la funciéon de distribucion de probabilidades

f(7,p,t) viene dada por la estadistica de Fermi-Dirac

o 1
FD) = T et (2.28)
donde kp es la constante de Boltzmann, la energia de las particulas E(p) = \/p* + m? y

el potencial quimico efectivo estd dado por: |u| = m+/®(r) + 1, donde ®(r) representa el

potencial gravitatorio.?!

De esta distribucién puede apreciarse un limite particular: para el caso T'(r) — 0, con
w(r) > 0y finito, el valor de la distribucién f(7,p) tiende a uno para energias menores
a u(r) y a cero para energias mayores. Este comportamiento nos permite aproximar a la

funcion de distribucién (2.28) en el caso extremo 7' — 0 como una funcién escalén (o de

Heaviside)??
sy |1 EO) <) -
0 si E(p) > Ep(r).

20Se pudiera suponer que cualquier volumen contendria un ntmero infinito de estados, lo cual no es
correcto, pues debido al principio de incertidumbre no es posible conocer simultdneamente con una
exactitud menor a 27h la posicion y el momento de una particula. Tendremos entonces que el volumen
minimo, v, debe ser aproximadamente del orden de (27h)2 que en las unidades usadas es (2m)3.
Esto implica que todos los puntos del espacio comprendidos dentro del v,,;, corresponden al mismo
estado cudntico de la particula (mismo microestado).

21Es necesario sefalar que nada garantiza que los fermiones oscuros obedezcan una ley de Botzmann con
la misma constante kp, en nuestro caso se asume que si es asi. Sino fuera el caso entonces su efecto
se verfa reflejado en la respectiva energia de Fermi Er(r). Por otro lado el potencial gravitatorio ®(r)
contendria posibles modificaciones a la RG.

22En ocasiones se expresa en funcién de los momentos, p < pr(r) y p > pr(r) respectivamente.
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donde Ep(r) es la energia de Fermi

Er(r) = u(r) = my/B(r) + 1 = v/pe(r)? + i, (2.30)

con prp = m+/®(r) el momento de Fermi.

El aproximar la funcion de distribucion de probabilidad como una funcion tipo Heaviside,
implica fisicamente que todos los estados de energia menor a la de Fermi estdn ocupados
y todos los estados de energia mayor, estan vacios. En estos casos se dice que el gas esta

fuertemente degenerado (los efectos cudnticos son importantes).

Usando la ecuacién (2.16) y suponiendo que el gas ideal de fermiones esta fuertemente
degenerado. Es decir se define la funcién de probabilidad como Ec. (2.29) tendremos que

la densidad de energia seria

87T PF
= o), VR
0
m4 T
= — Va2 + 12%dx,

2 Jo

4 1

= —:7:2 [—x4F(x%+1)3/2——xSF(x%—i-l)l/Z—gln (I’F+\/$%’+1):|7
mt [xp 1 1

= p[z( ?:4—1)1/2((117%4-1)—5)—gln(l‘p-f—\/x%’-f-l)},

= m*p(xp), (2.31)

donde

plzr) =

# {(295} +ap)(1422)Y2 —1n (xp + \/“”%“j)] : (2.32)

Notar que se usé la expresiéon para la energia E = /p? + m?2. Posterior a ello se pasé a

coordenadas esféricas en el espacio de fase y se integro respecto a los angulos. El valor
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de g se tomo6 como dos debido a que podemos tener dos posibles estados del espin para
un mismo punto del espacio de fase y se introdujo el cambio de variables z = p/mc. Este
parametro codifica si la particula se puede considerar relativista o no. Para el calculo de la
integral se usé un Handbook de integrales [137, pag 67], el resultado obtenido estd acorde

al reflejado en [125]%.

De manera similar usando la Ec. (2.25), se obtiene la presién

1 -
Pm = g/UﬁF(F,p,t) d3p7

1 8«

PF 2
= / P pap
32m)* Sy prem?

m4

TR .174
dx,
32 /0 V14 22

mt 1[5, 12 3 2 12, 9 2
= 3.1 rp(xh + 1) —§xp(xF+1) +§ln rp+a/rn+1)|,

= m*Pum(zr), (2.33)

donde

_ 1
P = 5, [(2:(;3’; —3zp) (1+23)"% +31n (xF + 4/ 7% + 1)] : (2.34)

Las ecuaciones (2.31) y (2.33) nos describen las propiedades de un gas ideal de fermiones
que no interaccionan entre si. Sin embargo, una EAE mas realista implicaria posibles auto-
interacciones entre las particulas oscuras, el considerarlas pudiera resolver algunos de los

problemas presentados por el modelo A-CDM a las escalas galacticas [138].

Una manera simple de hacerlo, es considerando dos sistemas de fermiones auto-interactuantes

23Fn ocasiones se expresa la funcién In en términos de la funcién sinh™!, haciendo uso de la siguiente
propiedad,
sinh™'z =1n (az + Va2 + 1) .
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y cuyo lagrangiano de interaccién (interacciéon de Yukawa) viene dado por

LM = —gxxy, (2.35)

donde las particulas fermidnicas oscuras x tienen una masa m. La particula mediadora de
la interaccién es representada por 1, cuya masa es my.2* El pardmetro g es la constante

de acoplamiento.

De manera efectiva y como primera aproximacion, se puede introducir esta interaccion
en el sistema (2.31)-(2.33), como un término proporcional al producto de las densidades
de particulas n%. En busca de introducir las unidades adecuadas se introduce una cons-
tante m; = my /g que representarfa la escala de energia a la cual ocurre la interaccién.
En la préoxima seccién se abordara mas sobre este parametro. Se tendra entonces que,

Pint ~ n?/m?, es decir

1 2
Pint = m_%(/F(_" _;t)dsp) )

1 8t [PF )2
= — , pdp |

mi \ (27)* Jo

1
4 2.6
= m ﬁy Tp,
= m4ﬁinta (236)
con
Dint = L y?xl, . (2.37)
974

Para el desarrollo anterior se hizo uso de la definicion de la densidad de particulas
Ec. (2.11) y se sigui6 el mismo proceder aplicado anteriormente. Se introdujo la nueva va-

riable y = m/m; = g m/my, como la constante adimensional efectiva, la cual parametriza

24La Ec. (2.35) representa un acoplamiento simple tipo Yukawa, donde el campo escalar v es el boson
oscuro mediador de la interaccién.
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la intensidad de la interaccién entre los fermiones oscuros, en términos del acoplamiento

g, la masa del mediador my, y la masa del fermién oscuro m.

La correspondiente contribucién de la interaccién a la presion se puede calcular de manera
directa derivando la energia con respecto al volumen, tomando el nimero de particulas

N como constante y T = 0

(8E>
Pint = —\| 577 )
ov N, T=0
.2 (Opint/n)
- on
L (2.38)
= —5 =M Dint, .
m% p t
con
— 1 2_6

Para el célculo anterior se tuvo presente la expresién para el ntimero de particulas N,
Ec. (2.12) de donde se obtiene de manera directa que n = N/V, lo que conduce a,
OV = —0nV?/N = —0nV/n, que en conjunto con, E = p;ns V = pins N'/n, nos permite

llegar a la expresiéon de p;,,, obtenida anteriormente.

Considerando los resultados anteriores, ecuaciones (2.32), (2.34), (2.36) y (2.38) podemos

modelar un fluido de MO fermiénica auto-interactuante en el limite degenerado como [24]

Pm = " [P+ Dini] (2.41)
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de donde tendremos finalmente de (2.26) y (2.16) que

T = —pufu® = m? [+ pie] w0, (2.42)

Tij = gij Pm = m4 [I_)rn + pmt] gij; (24?))

notar que este modelo de MO solo tiene dos parametros libres y y m.

Un limite superior para el pardmetro y puede deducirse a partir de la seccién eficaz (cross-

section) del lagrangiano (2.35),

4 4
g 2 _ly

7 8rmi 81 m? (2.44)
y la restriccién observacional mas fuerte sobre o, proveniente de la falta de desaceleracién
de la MO en las colisiones de ctimulos: o/m < 0.47g/cm” [139]. Usando este resultado

tendremos

3/4
y < 15.24 (GZLV) . (2.45)

La Ec. (2.45) nos demarca el limite superior en funcién de la masa del fermién oscuro, p.
ej. para una m = 1 TeV, la constante adimensional efectiva que parametriza la intensidad

de la interaccién, y puede ser tan grande como ~ 1500.

2.3 Estrellas oscuras frias

En secciones anteriores se dedujeron las ecuaciones de TOVm correspondientes a la gra-
vedad f(R), asi como la ecuacién de estado para un gas de fermiones oscuros fuertemente
degenerado, calculdndose a partir de esta, las componentes 7% y T"" del tensor de energia

y momento. Con estos resultados ya se cuentan con todos los elementos para el estudio

de las llamadas EOF.
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Figura 2.1: Representacion de la resolucién paramétrica del sistema (2.41)-(2.40). El rango
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usado fue, 0 < zp < 20, para distintos valores del parametro que codifica la
intensidad de la auto-interaccion y. Notar que, para valores de p grandes y y #

0, las diferentes curvas convergen a la ecuacién de estado p = p (sombreado
gris claro). En sentido contrario, para valores de p pequenos las mismas se
aproximan a la del gas ideal no auto-interactuante, y = 0 (sombreado gris

oscuro).

Como primer paso, se construiran y estudiaran los objetos auto-gravitantes que se pueden

formar, primeramente en la RG (f(R) = R), y luego en el modelo de gravedad R-cuadrada

(f(R) = R+ aR?). Para posteriormente estudiar las degeneraciones que pueden ocurrir y

que nos impedirian, a partir de estos objetos, deducir propiedades de la MO fermidnica.

2.3.1 EOF en Relatividad General

Procedamos a construir las EOF en el contexto de la RG, para ello solo es necesario

resolver el sistema de ecuaciones (2.8a)-(2.8d) tomando f(R) = R. El hacerlo reduce el
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sistema a las ecuaciones de TOV usuales [122]

g’ 8mp—1) +g

g = o : (2.46a)
T
2 (725 _
ON' — N (g (87T7’_]7+1) 1)’ (2.46D)
T
N(p+p
g = N+t (2.46¢)

Notar que como era de esperar, no esta presente la ecuacién para R’. Adicionalmente
fueron introducidos por conveniencia los siguientes cambios de variables

~ ~ m
mep:pm4, p:pm4, r:rm—g, (2.47)

donde las barras indican que son cantidades sin dimensiones y la constante m,, es la masa

de Planck, definida como m, = G~/2.

La relacion p(p) es la interpolacion de los resultados de evaluar 0 < zp < 20, en las

ecuaciones de la densidad (2.40), y la presién (2.41), para un valor de y fijo. (ver Fig. 2.1).

Analizando la Figura 2.1 se pueden llegar a las siguientes observaciones respecto a la

region de parametros escogidos para la EdE:

- A medida que el valor de p se incrementa las diferentes curvas (valores distintos
de y) convergen a la ecuacién de estado p = p (sombreado gris claro), notar que
mientras mas grande es el valor de y mas rapida es ésta convergencia. Por otro lado

la rama y = 0 (sin auto-interaccion) estd desconectada de este comportamiento.

- A medida que el valor de p decrece, las distintas curvas se aproximan a la del gas ideal
no auto-interactuante, y = 0 (sombreado gris oscuro). Observandose una relacién
inversamente lineal con el valor de y, es decir, cuanto mayor sea el valor de y, se

debe tomar valores de p més pequenos para alcanzar el limite de no interaccion.
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Antes de proseguir con la construccién de estos objetos y a modo de contextualizar los
valores definidos para el pardmetro y = m/my, el cual caracteriza la intensidad de la
interaccién entre los fermiones oscuros, donde m; senala la escala de energia a la cual
ocurren las interacciones. Se puede apreciar que y puede variar en dependencia del objeto
que se desee estudiar, p. ej. para los neutrinos (neutralinos) con una interaccién débil y
una masa alrededor de 1 eV (1 KeV) tendrdn que y ~ 10~ (y ~ 1/3). Por otro lado para
una estrella de neutrones tipica con una masa del neutréon de =~ 1 GeV y que interacciona
fuertemente m; ~ 100 MeV se llega a que y ~ 10. Para este trabajo se definié el rango de
valores: 0 < y < 10 el cual es consistente con el limite superior de m ~ 1 GeV, expresado

por la ecuacion (2.45).

Finalmente para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales (2.46a)-(2.46¢) es necesario
definir las condiciones de frontera en el origen, en el caso de las EOF dentro del marco
de la RG estas son: A(r =0) = B(r =0) =1, p(r =0) = p. Con py el pardmetro libre
que indicara la presion central del objeto que se desea construir. Para nuestro anélisis se

consideraron valores entre 10~ m?* y 10 m*.

Con todo lo anterior ya es posible construir EOF en el marco de la RG. La Figura 2.2
muestra dos configuraciones tipicas, en el recuadro izquierdo aparecen los correspondientes
perfiles de densidad de energia en funcién del radio para una densidad central p, =
2.1 x 107 m* y dos valores diferentes de la intensidad de la auto-interaccién: y = 1 (Iinea
discontinua) y y = 3 (linea continua). Mientras que en el recuadro derecho se muestran
sus respectivos perfiles de masa M (r), los cuales fueron calculados mediante la definicién

de la masa ADM?®

(1 _ %) My (2.48)

NO| 3

25Es posible definir la masa a partir de otras definiciones, por ejemplo [140]
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Figura 2.2: Perfiles para la densidad de energia y masa en funcién de la coordenada radial
r para EOF. Como ejemplo se eligié py = 2.1 x 107%m?, y dos valores para
el pardmetro que mide la intensidad de auto-interaccién: y = 1 (linea discon-
tinua) y y = 3 (linea continua). Las lineas verticales indican los respectivos
radios R de los objetos, r > R (regiones sombreadas) pueden ser descritas
mediante sus métricas de Schwarzschild equivalentes. Como se aprecia consi-
derar auto-interaccion produce una estructura auto-gravitante més masiva y
con un perfil de densidad més alargado.

En la Figura 2.2 se senala con lineas verticales los respectivos radios R de las EOF
presentadas. Estos son definidos de manera similar a sus andlogas no oscuras, es decir,
representan el radio donde p(R) = 0, y a partir del cual se aplica la relacién p(r > R) = 0.
Como era esperado, la masa permanece constante para r > Ry la introduccién de la auto-
interaccion produce una estructura auto-gravitante mas masiva, cuyo perfil de densidad

es mas aplanado.

De manera general es posible construir toda la familia de EOF para nuestro espacio de
pardametros (po,y) — (R, M, y). Recuérdese que cada valor de y implica una ecuacién de
estado diferente. Estas configuraciones se muestran en la Figura 2.3 y como se aprecia,
varios de los resultados anteriormente inferidos de la Figura 2.1, son obtenidos. Es decir,
configuraciones con densidades centrales bajas y valores pequenos de y, son equivalentes
a las obtenidas ignorando los términos de interaccién. En otras palabras, estos objetos

se pueden describir a través de un gas ideal de Fermi. Para valores de y més altos, los
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Figura 2.3: La linea continua negra corresponde a M wvs R para y = 0 (sin auto-

interaccién), mientras que las punteadas azules indican las diferentes familias
de EOF construidas con constante de acoplamiento en un rango entre y = 1y
y = 5, en el marco de la RG. Los puntos negros senalan la configuracién que
delimita la estabilidad.

términos de interaccion se vuelven cada vez més importantes y el punto de transicion de
la curva relativista a no relativista se mueve a densidades mas bajas. Un comportamiento
similar ocurre con la configuracién que delimita la frontera entre las diferentes regiones de
estabilidad (puntos negros)?®, para valores de y > 0 esta frontera se mueve hacia la derecha
(densidades centrales mas bajas). Por otro lado, la masa de las EOF crecié al considerar
interacciones mas fuertes, valores mas grandes para y. Lo anterior era esperado puesto que
este incremento conlleva a un fortalecimiento en la presion de degeneracion, necesitandose

por tanto méas masa para contrarrestarla, y llegar asi al equilibrio hidrostético.

A este punto, y para una mejor comprension de los resultados presentados es conveniente

26En el caso de las EOF, se definié la frontera de estabilidad similar a sus hermanas no oscuras, es decir
a partir de la configuracién con maxima masa gravitatoria.
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presentar las relaciones que nos permiten recuperar las unidades fisicas tipicas

_ -2
Mynys = 1.638><1()12M<K7ZV> M, (2.49)
_ m -2
Ropys = 0.078R<Kev> pe, (2.50)
4 m \*% kg
oy = 23x 1071 p (KeV) =. (2.51)

Analizando las figuras 2.2-2.3 y teniendo presente las transformaciones anteriores, se puede
apreciar que este tipo de objetos pueden mimetizar diferentes tipos de objetos astrofisicos.
Por ejemplo si m = 1 KeV tendremos que M,p,s ~ 10"2Mg y Rynys ~ 0.1 pe. Esto abre
la posibilidad de mimetizar un agujero negro supermasivo.?” Por otro lado, si m ~ 1
TeV, entonces Mppys ~ 107°M, v Rphys ~ 1 cm. Pudiendo mimetizar objetos tipo axion-

stars [145-147].

Finalmente se terminara esta seccién enumerando algunas propiedades generales de las

EOF en la GR:

1. Para una EdE definida (y fija), la masa total de las EOF aumenta a medida que lo
hace pg. Existiendo un valor critico p,, para el cual esta alcanza su maxima masa,
Mo Para pg > p, la masa total M es menor que M,,,, y se supone con cautela

que las configuraciones son inestables.

2. La introduccién de auto-interaccién entre los fermiones oscuros (y > 0), hace que
las EOF resultantes aumenten el valor de sus masas respecto al caso sin auto-
interaccién, e incluso, con respecto a configuraciones con EdE correspondientes a

valores menores del parametro y.

3. El radio de los objetos R disminuye a medida que aumenta py.

2TEs valido aclarar que a diferencia de los agujeros negros, las EOF no tienen horizonte de eventos, siendo
muy similares a las EBs [141-143] o Gravastars [144].
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Figura 2.4: Se muestran los perfiles para el escalar de Ricci (panel izquierdo) y su derivada
(panel derecho) como funcién de la variable radial r para dos configuraciones
con una misma densidad central py = 2.1 x 107%m* y v = 0.05m2/m*, pero
con las elecciones: y = 1 (linea discontinua) y y = 3 (linea continua). Se
aprecia el valor escogido para Ry garantiza que se cumplan las condiciones:
R(r,) < Ry/10* y |R'(r.) < Ro/10*. A modo informativo se sefialan con
lineas verticales los respectivos radios R a partir del cual p(r > R) = 0, como
se aprecia siempre son menores que los correspondientes r,.

A continuacién, extenderemos nuestro analisis a un modelo més general de gravedad, en

busca de encontrar como esta generalizacién afecta en las propiedades de las EOF.

2.3.2 EOF en gravedad R + aR?

Procedamos a construir las EOF en el marco de la gravedad R-cuadrada
f(R)=R+aR* (a>0), (2.52)

donde « es una constante con unidades de inverso del escalar de Ricci.

Como se puede observar la Ec. (2.52), equivale a considerar el siguiente orden de una
posible expansion en series de R. Sin embargo, a pesar de su relativa sencillez, es ca-
paz de brindar comportamientos muy interesantes, p. €j. el modelo de Starobinsky [148]

puede reproducir de manera acertada el mecanismo de inflacién. Una segunda versién de
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este, denominado Starobinsky 2007 [121], es ampliamente investigado actualmente en el

contexto cosmolégico.

Para construir las EOF en el marco de la gravedad R-cuadrada, y similar al caso anterior,
se parte de las ecuaciones de TOVm (2.8a)-(2.8¢c). Siendo solo necesario sustituir la funcién
f(R) = R+ aR? en las mismas, llegdndose a

, 924+ ¢*(-2+aR (-4 +R) 4+ 1677%p) + 4a (R + 7 (2R +7R")))

= _ _ , (253
g 47 (1 + 2aR + TaR) (2.53a)

N (=2 —4aR + B? (24 1677p + aR (4 — r*R)) — 8FaR)

N' = S — : (2.53b)
47 (1 + 2R + FaR)
S 1 [ — e Y} 2<_ R _ =
=——————|6aR( —1—-2aR+2raRk 1+2aR)(24 R—
6ra(l +2aR) L ( aft +2ral) + g (r(1 + 26R)2Amp +
87p) + 6 (=6 + R (2 — 124 + 3r%aR) + 1677%) ') | (2.53¢)
o __N'(p+p)
= 7 2.53d
p N Y ( )
donde se usaron los cambios de variables (2.47), en conjunto con
~ 2 /4 P42
a=am,/m*, R=Rm"/m,, (2.54)

con R y & variables adimensionales. Vale destacar que a diferencia de la RG, para este
modelo si aparece la ecuacion adicional que describe el comportamiento del escalar de
Ricci, siendo esto, una consecuencia del grado escalar adicional de libertad con el que

cuenta la teoria.

Antes de proseguir con la construccién de estos objetos pongamos en contexto la posible
signatura y valores que puede tomar el parametro libre o. El mismo ha sido restringido

por observaciones a diferentes escalas:

- En el contexto cosmoldgico el considerar o < 0, implica la aparicion de inestabili-

dades en los modos (fantasmas) [149]. Mientras que en el contexto de la estrella de
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neutrones valores negativos de «, conllevan a que el perfil del escalar de Ricci ten-
ga un comportamiento oscilante fuera de la estrella, no siendo posible recuperar la
métrica de Schwarzschild para r > R [150]. Este tipo de comportamiento también
se presentd en las EOF, por estas razones solo son presentados los resultados de la

rama a > 0.
- En el régimen de gravedad fuerte, |o| estd restringido a ser < 10! cm? [151].

- En el limite de campo débil, diferentes experimentos nos dan diferentes limites,
siendo el Eot-Wash el limite mds estricto, |a| < 107% cm?. El experimento Gravity
Probe B restringe |a| a valores |a] < 5 x 10 cm?, mientras que las medidas de la

precesién del pilsar B PSR J0757-3039 imponen |o| < 2.3 x 10! cm? [152].

Aunque los diferentes limites discrepan entre si, todos siguen siendo significativos. Lo
anterior es debido a que este tipo de teoria presenta un efecto tipo Chameleon (ver [153])
y, por lo tanto, los efectos de a podrian apreciarse a diferentes escalas de estudio. En

unidades fisicas es posible expresar a « en funcién de & como

a =579 %1075 ( (2.55)

m )-2 9
cm
1TeV 7
de donde se deduce que para masas del fermién oscuro del orden, m ~ 1 TeV, y valores

de @ ~ 107!, se estarfa en concordancia con el limite més fuerte || < 107% cm?. En este

capitulo se consideraran valores de a < 0.05.

El siguiente paso para el analisis numérico es definir las condiciones de fronteras com-
patibles con configuraciones regulares en el origen. Anteriormente en el contexto de la
RG, habiamos impuesto condiciones para los componentes métricos A, B, y p en r = 0.
Dichas condiciones se mantiene, pero debido al nuevo grado de libertad, es necesario es-

tablecer condiciones de frontera sobre el escalar de Ricci y su derivada. Luego de realizar
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Figura 2.5: Se muestran las componentes del tensor métrico, N(r) (panel izquierdo) y
g(r) (panel derecho) como funciones de la coordenada radial r, para una con-
figuracién con: pg = 2.1x107°m*, y = 3 y a = 0.05m2/m*. Por construccién
las EOF recuperan asintéticamente las componentes de Schwarzschild (lineas
punteadas negras): Nyw (1) = (1 = Tsehw /7)Y ¥ Gsenw (1) = N (r), donde
Tsehw = 2M/m?%, (linea vertical punteada), con M = 0.52m$m 2. Adicional-
mente se indica el radio R a partir del cual p(r > R) = 0, como se aprecia es
menor que 7, = 8.

una expansion en series del sistema (2.53) alrededor del origen, y resolviéndolas orden a

orden, se encontraron las siguientes condiciones de contorno para el escalar de Ricci y su

derivada
R(r=0)=Ry, R(r=0)=0, (2.56)

donde la prima indica derivada con respecto a r y Ry es una constante arbitraria.

Aunque el estudio alrededor del origen permite cierta libertad en la eleccion de Ry, el
imponer que las EOF sean objetos localizados y asintéticamente planos remueve la misma.
El valor escogido para Ry debe garantizar que el perfil del escalar de Ricci decaiga como
r=2 cuando r — oo, o lo que es igual, que el escalar de Ricci tienda asintéticamente a
cero cuando r — oo. Para encontrar el valor adecuado de Ry, se implementé un algoritmo
de shooting [154], para el cual se elige un valor particular del radio tal que, R(r,) ~ 0,

cumpliéndose las condiciones: R(r,) < Ry/10% y |R'(r,)| < Ry/10%, ver p. ej. Figura 2.4.
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Figura 2.6: Perfiles para la densidad de energia y masa en funcién de la coordenada radial
r. Como ejemplo se eligieron las mismas configuraciones de la Figura 2.6 en
un modelo con o = 0.05m2/m*. Las lineas verticales indican los respectivos
radios a partir de los cuales p(r > R;) = 0, como se aprecia estos son menores
que sus respectivos r,. Similar a la RG considerar auto-interaccion produce
una estructura auto-gravitante mas masiva y con un perfil de densidad mas
alargado.

Una consecuencia directa del decaimiento asintético del escalar de Ricci, se ve reflejada
en la masa de estas EOF. En estos modelos, al igual que hicimos para la RG, la masa
se calcula mediante la ecuacién (2.48), pero a diferencia de esta tltima, no se cumple
la relacién p(R) = 0 — M = cte. En gravedad R-cuadrada se puede observar de la
ecuacién (2.53d) que para p = 0, va a existir una dependencia del escalar de Ricci, esto
va a implicar que el radio al que debemos evaluar la masa (y a partir del cual permanece
constante) es r = 7,. Lo anterior es debido a que a partir de ese radio se cumple que,
R(r > r,) ~ 0,y por tanto la métrica del espacio-tiempo se aproxima a la de Schwarzschild
(ver Figura 2.5). Otra observacién importante es que la densidad de masa tiende a cero
mas rapido que el escalar de Ricci, lo que implica que la masa pueda aumentar incluso
si la estrella tiene una contribucion insignificante de fermiones. Lo mismo se aplica a la
derivada del escalar de Ricci. Por lo tanto, los fermiones oscuros estaran contenidos en un

radio R menor que r, (ver Figs. 2.5, 2.4, 2.6).

Con una metodologia similar a la aplicada para la RG, y teniendo presente los detalles
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Figura 2.7: Se muestra la relacion Myg vs Rgg para la familia de configuraciones con o =
0.05 mIQ)/m‘l. Esta figura es equivalente a la Fig. 2.3. La linea negra continua
corresponde al caso sin auto-interaccion y = 0, mientras que las punteadas
azules corresponden a EAE con pardmetro de auto-interaccion entre y = 1y
y = 5. La linea gris representa la familia de EOF en RG con y = 0, esta fue
introducida a modo de comparacién.

anteriormente comentados, se resuelve numéricamente el sistema de ecuaciones (2.53a)-
(2.53c). Perfiles tipicos de la densidad, p(r), y de la masa, M(r), para EOF en grave-
dad R-cuadrada son mostrados en la Figura 2.6. En este caso se tom6 un modelo con
a=0.05 m?) /m?* y fueron escogidas las misma densidad central y valores de y presentados
en Figura 2.2. Como se aprecia no existen muchas diferencias visuales entre las configu-
raciones construidas en el marco de la RG y las obtenidas en la gravedad R-cuadrada
con o = 0.05 mf, /m?, la razén de tal resultado es debido a que no fueron construidas en
la region dentro del espacio de parametros donde las diferencias son mas notables, p. €j.
densidades mas altas, valores de los parametros a o y mayores. En la proxima seccion
se abordara en mas detalle las relaciones entre estos parametros y como afectaran en las

propiedades de los objetos.

Andlogo a la RG es posible construir toda la familia de EOF para nuestro espacio de
pardmetros (po,y, @) — (Rgg, Mgg,y, ). A modo ilustrativo la Figura 2.7 muestra parte

de esta familia de soluciones para a = 0.05 mf, /m?, en el espacio de pardmetros Mgy vs
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Ryg, con diferentes valores de y. Es importante recordar que existe una contribucion a la
masa proveniente del escalar de curvatura atin cuando p = 0 (ver Figs. 2.5, 2.4, 2.6) y que
formalmente, el escalar de Ricci serfa nulo en el infinito, R(r — oo) = 0 (andlogo a las
EBs). Por tal motivo se definieron las cantidades Mgg = 0.99M (99 % de la masa) y Rog,
representando este ultimo, el radio al cual el 99 % de la masa es alcanzada. En ocasiones,

y como se aplica en el préximo capitulo, se usa el 95 %.

Finalmente, como se ha podido apreciar de los resultados presentados, en la gravedad
R-cuadrada, las EOF tienen similar comportamiento al obtenido en la RG. Pero el haber
introducido el parametro libre, «, indujo una modificacién en la estructura global de la
configuracion. En particular, en la gravedad R-cuadrada, las masa maxima M,,,,, obtenida
para una familia de soluciones (p. ej. puntos negros Fig. 2.7), es més pequenas que la
respectiva calculadas en la RG para el mismo valor del parametro de auto-interaccion y
(comparar Figs. 2.3 y-2.7). Lo anterior también se cumple si comparamos configuraciones

particulares construidas con una misma densidad central y parametro de auto-interaccion
Y.
Para entender este comportamiento, tomemos el limite newtoniano de la gravedad R-
cuadrada. En este caso, el potencial gravitacional newtoniano para la gravedad R-cuadrada
es [155]

V(r)= _GM GMe_ﬁr, (2.57)

T 3r

donde 8 = %\/3_(1 Notar que la fuerza gravitatoria aumenta si § > 0 y, en consecuencia,
se necesitaria una cantidad menor de masa para compensar la presién producida por los
fermiones oscuros. Esta reduccién en la masa de la configuraciéon se puede observar en
la Figura 2.7. Nétese que la linea negra sélida que corresponde y = 0 en la gravedad
R-cuadrada, siempre estd por debajo del equivalente en RG (la linea gris), de manera

similar ocurre si comparamos comparar los resultados de las Figs. 2.3 y-2.7 para otros
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valores de y. Lo anterior significa que todas las EOF en la gravedad R-cuadrada poseen

una masa menor que sus equivalente en la RG.

2.4 Semejanzas y diferencias entre las EOF en RG, y

gravedad R-cuadrada

Las EOF son objetos constituidos por particulas fermidnica oscuras auto-interactuantes
que similar a otros candidatos oscuros, no interaccionan con las particulas del modelo
estandar. Sin embargo, en principio, se pudieran detectar mediante pruebas que estudien
su marca gravitatoria, p. ej. el efecto que las EOF pudiesen inducir gravitacionalmente a
otras estrellas (semejante a [156,157]), o a través de la radiacion gravitatoria provenientes
de colisiones donde estén involucrados estos objetos. En este ltimo caso, es conocido que
las ondas gravitatorias provenientes de objetos sin horizonte (como es el caso de las EOF),
tienen un comportamiento facilmente distinguible en comparacion con las senales de ob-
jetos compactos que si lo poseen [158]. Esto pareciera abrir la posibilidad de determinar
la verdadera naturaleza de estos objetos compactos (en caso de detectarse alguna senal

con estas caracteristicas).

Sin embargo, segiin lo comentado al finalizar la secciéon anterior, las EOF parecen presen-
tar similares caracteristicas tanto en la RG, como en la gravedad R-cuadrada. Lo anterior
apoyaria la hipdtesis de la existencia de una degeneracién entre las propiedades de la MO
fermiénica (codificadas en el pardmetro y), y el modelo gravitatorio de fondo. Imposibili-
tando asi determinar las propiedades de estas mediante su evidencia gravitatoria. Como
se verd en esta seccion dicha degeneracién nos pondria cierto sesgo en el contexto de los

objetos compactos entre:

- RG + MO fermidnica auto-interactuante y gravedad R-cuadrada + MO fermioénica.
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Figura 2.8: Maxima compacidad correspondiente a las EOF estables en funcién del
parametro de auto-interaccion, y. Se muestran tres modelos diferentes: RG
(linea negra) y dos pertenecientes a la gravedad R-cuadrada (lineas azules).
A modo de comparacién se muestra la compacidades tedricas méximas (lineas
horizontales) para una EBs sin auto-interaccién, C' & 0.1 [143] y con auto-
interaccién, C' = 0.158 [159]. La regién sombreada de gris indica las compa-
cidades correspondientes a objetos observados en el marco del MEP, p. ej.
C ~ 0.1 — 0.2 para estrellas de neutrones.

- RG + MO fermiénica y gravedad R-cuadrada + MO fermiénica auto-interactuante.

- RG 4+ MO fermidnica auto-interactuante y gravedad R-cuadrada + MO fermiénica

auto-interactuante.

2.4.1 Compacidad

Un objeto que se encuentre relativamente alejado de una EOF, sentird siempre el mismo
potencial gravitatorio proveniente de esta estrella, sin importarle el modelo de fondo.
Esto serd cierto, siempre y cuando la relacién M /R sea la misma en ambos modelos. La

cantidad M /R define la compacidad del objeto y la denotaremos como C'

GM

C=-_" 2.58
R ? ( )
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donde G es la constante de Newton, M y R son las respectivas masas y radios de los
objetos. Es importante senalar que para el caso de gravedad R-cuadrada, la masa y el
radio vendran dados por Mgg v Rgg respectivamente. Por otro lado nétese que el pardmetro

es C adimensional.

De manera general vamos a tener que la compacidad de las EOF se va a ver afectada por
las auto-interacciones. Como fue mostrado anteriormente, considerar valores grandes para
y conlleva objetos més masivos, sin embargo, aunque sus radios también aumentan, este
no lo hace tan significativamente como la masa. Por lo tanto, tendremos que la compacidad
de la estrella aumentara a medida que aumenta y. Estos cambios implicaran variaciones
en varias propiedades, como por ejemplo, la posible radiaciéon gravitatoria emitida por
una estrella asimétrica, o un binario de EOF, y por supuesto, un cambio en la relacion

masa-radio induciria cambios en el potencial gravitacional que las estrellas producen.

Teniendo esto presente, estudiamos el cambio en la compacidad maxima?® de las EOF
en funcién del valor del parametro de auto-interaccién y. La Figura 2.8 ilustra los re-
sultados obtenidos. Como se puede apreciar para y 2 5y a = 0.05 mf, /m?* se obtienen
configuraciones tedricas mas compactas que las estrellas detectadas dentro del marco del
MEP (regién gris), p. €j. la compacidad del Sol es ~ 107°, para las estrellas de neutrones
C' ~ 0.1—-0.2 [160], aunque tedricamente se ha podido llegar a valores superiores [161]. Por
otro lado, varias de las configuraciones construidas cruzan los limites teodricos: C' =~ 0.1,
EBs sin auto-interaccion [143], y C' = 0.158, EBs con auto-interaccién [159], aunque
ninguna alcanza el limite C' =~ 0.35 correspondiente a una EBs con un potencial exdti-
co [162]. Tampoco se llega a cruzar las fronteras delimitadas por el limite de Buchdahl,
C' =4/9 [163] y el de un agujero negro de Schwarzschild, C' = 1/2. Por otro lado se aprecia

que un aumento en el valor de «, implica una disminucion en la compacidad maxima. Lo

28Entiéndase como compacidad méxima aquella que corresponde a la configuracién estable cuya relacién
masa/radio sea maxima.
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Figura 2.9: La figura muestra la posible degeneracién que puede existir entre los parame-
tros libres y el modelo gravitatorio de fondo. Los perfiles A, B, C corresponden
a objetos con una misma densidad central, py = 4.1 x 107° m*, mientras que
D fue construido con py = 3.4 x 1075 m*. Como se aprecia, la configuraciéon A
(obtenida en RG), es equivalente al perfil B (obtenido en R-cuadrada). Ten-
dremos entonces que, con la respectiva eleccion de los pardmetros («,y) se
podria reproducir cualquier perfil obtenido en la RG y viceversa. Algo similar
ocurre cuando consideramos otra densidad, p. ej. D, una eleccién mayor para
y, permitiria reproducir tanto A, como B.

anterior esta relacionado al hecho de que la masa méaxima disminuye, mientras que Rgg

no cambia significativamente.

Un resultado interesante que se aprecia de la Figura 2.8, es que existen puntos (configura-
ciones) donde la curva correspondiente a la compacidad de las EOF en RG, se cruza con
la correspondiente a la de gravedad R-cuadrada, p. ej para y ~ 2.8. Lo anterior seria un
ejemplo de la confusién que puede existir entre las propiedades de la MO codificadas en

y v modificaciones a la RG, algo que se discutirda con mayor profundidad a continuacién.

2.4.2 Confusion

Los resultados anteriores mostraron una relacion lineal entre los pardametros libres, y, «,

y la masa de la EOF resultante. En esta seccién mostraremos que mediante una eleccion
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Figura 2.10: Las figuras muestran posibles confusiones que pueden existir entre la relacion
entre masa y radio en RG y f(R). Izquierda: la linea azul corresponde a una
familia de configuraciones en la RG con y = 3, mientras que la negra repre-
senta otra familia, pero en la gravedad R-cuadrada con y = 0. Los puntos
negros senalan configuraciones con una misma masa y radio, lo que conlle-
varia a una posible evidencia gravitatoria equivalente. Derecha: se ilustra la
misma idea, pero con otros valores para y y «. Para este caso, dadas las in-
certidumbres astrofisicas tipicas, seria dificil distinguir pequenas variaciones
en la compacidad de las EOF de ambos modelos representadas por la regién
sombreada. Por lo tanto, en este caso, se puede confundir un nimero infinito
de configuraciones.

adecuada de las cantidades, m, y, o y po, es posible obtener configuraciones equivalentes
(con distintos valores de estos parametros) en ambos modelos gravitatorios. Lo cual abre

la posibilidad a interpretaciones confusas de posibles evidencias de estos objetos.

Para ilustrar este punto, hemos construido tres configuraciones diferentes que se muestran

en la Figura 2.9,

- Configuracién A: la linea sélida corresponde a py = 4.1 x 107°m*, y =2y a =0

(RG con auto-interaccion),

- Configuracién B: la linea de puntos corresponde a py = 4.1 x 107°m?*, y = 2.2 y

o = 0.05m2/m* (gravedad R-cuadrada con auto-interaccién),

- Configuracién C: la linea de puntos corresponde a py = 4.1 x 1075m?, y = 1y

a = 0.05m;/m* (gravedad R-cuadrada con auto-interaccién),
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- Configuracién D: la linea discontinua corresponde a py = 3.4 x 107°m*, y =5y

a = 0.05m)/m* (gravedad R-cuadrada con auto-interaccién).

Notemos que la configuracién A tiene la misma densidad central que la B, y la C, diferen-
ciandose en sus respectivos valores para el pardametro de auto-interaccién y. Sin embargo,
como se puede ver en la Figura 2.9, para los casos A y B, las masas y radios obtenidos
son casi indistinguibles. Por lo tanto, cualquier particula de prueba seguiria la misma
trayectoria en ambas configuraciones, siendo imposible distinguir observacionalmente si
dicha trayectoria se debe a la caracteristica (el valor) de la auto-interaccién en la RG, o

a una modificacion de esta.

Estudiemos ahora la configuracion de menor densidad central, la D. De la Figura 2.9 se
puede apreciar que la misma corresponde a la maxima masa, ain cuando es el objeto de
menor densidad central. Dicho resultado es debido a que consideramos un valor mayor de
la auto-interaccién y, lo que se tradujo en un aumento de la masa total y en este caso,
llegando a ser mayor que la linea sélida que representa a la RG. Por lo tanto, se puede
asegurar que existird un valor de y € [1,5] donde una EOF en la gravedad R-cuadrada
con pg = 3.4x107°m*, y a = 0.05 mZ/m4, serd equivalente a la obtenida en la RG con
y =2y p = 41x107°m?*. Asi, al igual que en el caso anterior (iguales densidades
centrales), cualquier senal gravitatoria para estos dos objetos, serd casi idéntica para

diferentes valores de la constante de acoplamiento.

Expongamos otras posibilidades de confusion que se pueden presentar. Para ello se cons-
truye la familia de configuraciones con y = 3 en RG y su equivalente para y = 0 en
gravedad R-cuadrada con a = 0.5 mi /m?. Los resultados se muestran en el panel izquier-
do de la Figura 2.10. Como se aprecia, en el grafico My vs Rgg hay 2 puntos que se
interceptan, es decir existen dos configuraciones (por punto) con las las misma compaci-

dad. Lo anterior implicara que cualquier objeto alejado de estas EOF sentira el mismo
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potencial gravitatorio, siendo imposible detectar diferencias dinamicas. Por lo tanto, si
una estrella luminosa esta orbitando alguna de estas EOF y su dinamica es el tinico ob-
servable que tenemos, no podriamos restringir de manera certera las propiedades de las
particulas de MO?°. Es decir, pudiera darse el caso donde no existiera auto-interaccién
alguna, y el efecto detectado se deba a una teoria gravitatoria de fondo diferente a la RG,

p. €j. las configuraciones se interceptan en la Figura 2.10.

En el ejemplo anterior se abordaron dos posibles configuraciones que imponian un sesgo
en la determinacién de las propiedades de la MO. Pero esta confusién puede acrecen-
tarse si tenemos presente las incertidumbres astrofisicas tipicas con las que se realizan
las mediciones. Es decir, pequenas variaciones en las compacidades o en la relacién Mg
vs Rgg serian dificiles de identificar. Ilustremos esta posibilidad construyendo todas las
configuraciones posibles con y = 0.5 en la RG y todas las configuraciones para y = 0
en gravedad R-cuadrada con o = 0.1 m}% /m?. Los resultados son mostrados en el panel
derecho de la Figura 2.10. Como se puede apreciar hay una region en la que se solapan
ambas curvas (regién sombreada), lo que implicaria, teniendo presente la incertidumbre
observacional, que se puedan confundir un niimero infinito de configuraciones. Dicho re-
sultado acrecentaria mas aun la situacién presentada en el ejemplo anterior, Figura 2.10

(panel izquierdo).

Los ejemplos anteriores nos demuestran posibles confusiones que pudieran presentarse en
el estudio de potenciales observaciones de EOF. Siendo una de las principales consecuen-
cias la imposibilidad de poder definir, al menos usando solo estos objetos compactos, las
propiedades de la MO fermiénica. La dependencia de las cantidades masa y radio con
respecto al modelo gravitatorio y al pardmetro de auto-interaccién nos impone una fuerte
limitacion, apareciendo las degeneraciones anteriormente presentadas, las cuales impiden

definir correctamente el modelo de gravedad de fondo, asi como las propiedades del gas

29Recuerde que en este caso esa sera la masa de la particula de MO y la fuerza de la auto-interaccion.
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de fermiones oscuro.

2.5 Conclusiones Parciales

En este capitulo se propuso un modelo gravitatorio en el que podian estar presentes tanto
la MO, como modificaciones a la GR. En particular, fue definida la MO como un fermion
auto-interactuante en el limite degenerado [24], y a la gravedad R-cuadrada, como la
posible modificaciéon. En este escenario, se construyeron y estudiaron estructuras auto-

gravitantes constituidas por fermiones oscuros en el limite degenerado, a las cuales se les

llamé EOF.

En una primera parte se dedujeron las ecuaciones de estructura (2.8a)-(2.8c), para a un
objeto estético, esféricamente simétrico, y cuya ecuacién de estado para la MO, Ecs. (2.40)-
(2.41) [24] fue deducida asumiendo fermiones oscuros en el limite degenerado, donde la
auto-interaccion es descrita mediante un término proporcional a la densidad de particulas

al cuadrado.

Posterior a esto se estudio el modelo de MO propuesto, en el marco de la RG, llegandose
a obtener EOF més compactas que las EBs con, y sin auto-interaccién (modelo EKG).
Demostrandose que estos objetos en dependencia de la masa del fermion, pueden llegar a

ser tan masivos, y compactos como para ser considerados imitadores de agujeros negros.

La introduccién de un modelo gravitatorio tipo, f(R) = R+ aR?, implic la aparicién de
ciertas particularidades en las EOF. Por ejemplo, la existencia de una relacién entre la
masa de estas estrellas y el efecto del término cuadritico aR?: un incremento en el valor
de «, conlleva a configuraciones con menor masa. Esta reducciéon en la masa implicara

EOF menos compactas en la gravedad R-cuadrada en comparacion con su contraparte en

RG.
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En una tdltima parte del Capitulo se argumentaron posibles degeneraciones que se podrian
presentar en futuras detecciones de estos objetos tedricos. Como fue senalado, observa-
ciones que se centren en propiedades tales como masa, radio o compacidad pueden verse
sesgadas por la posibilidad de construir EOF similares tanto en la RG, como en la grave-
dad R-cuadrada. Tal situacién imposibilitaria la determinacién de las propiedades de esta
MO (codificadas en el pardmetro y y m) mediante observaciones astrofisicas. Es vélido
senalar que aunque estas posibles confusiones fueron demostradas para un modelo alter-
nativo particular. Es muy probable que la misma se mantenga para cualquier otro modelo

f(R) arbitrario que tenga uno o mas parametros libres.



3 Posibles implicaciones de un grado
de libertad escalar extra proveniente

del sector gravitatorio

“No hay rama de la matemdtica, por abstracta que sea,

que no pueda aplicarse algin dia a los fenémenos del mundo real.”

Nikolai Lobachevski

3.1 El modelo gravedad (beyond) Horndeski

Como se coment6 en el Capitulo 1, la RG+MEP no es una teoria completa. La misma
no describe correctamente el régimen ultravioleta (asumiendo la cuantizacién candnica) y
necesita de componentes de materia exdtica para reproducir algunos resultados a escalas
galacticas y cosmoldgicas. Varias han sido las propuestas que intentan solventar parte de
las deficiencias comentadas (ver Fig. 1.2), un ejemplo de estas teorias es la gravedad f(R)
estudiada en el Capitulo anterior. En particular este tipo de modelos entran en la familia
de teorfas que promueven un grado de libertad escalar extra (recordar que la RG cuenta

con dos grados de libertad tensoriales provenientes del gravitén). Como puede inferirse

23
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para este caso, el grado escalar proviene de haber modificado la relacién geométrica a nivel
de la accion, aunque de manera general existen varias formas de introducirlo, en todos los
casos se ha de evitar inestabilidades taquidnicas e inestabilidades tipo Ostrograski [94,95],
o en caso de tenerse derivadas con orden superior a dos, se debe garantizar que no se

propague un grado de libertad escalar adicional (fantasma).°

En este sentido, la gravedad de Horndeski [164-166] corresponde al modelo mas general
que introduce un campo escalar en la accion, y donde las ecuaciones del campo son a lo
sumo de segundo orden (evita inestabilidades tipo Ostrograski). 3! La accién para esta

teorfa viene dada por 32

5
S = Sgrav + Sm - /d4$\/ _g (Z 'Ci[gul/a ¢] + ‘Cm[ng? \II]) ’ (31)
=2

donde Sy, caracteriza al sector gravitacional y esta constituido por la suma de los térmi-

nos

Ly = Gslo, X], (3.2a)
Ly = Gslo, X]|Og, (3.2b)
Li = Gulo XIR —2Gux (6. X)(06 = 9 9,.) (3.2¢)
Ly = Galo, X|Gu" + 5Gox(6, X)(06° = 3066,0" +26,0°0",) . (3.24)

Notar que fueron utilizadas las siguientes definiciones: ¢, = V0, ¢, = V, V0, O¢ =

¢, como el operador de d'"Alembert y X = ¢g"¢,¢, representa el término cinético. Por

30Es necesario acotar que todas las inestabilidades tipo Ostrograski conllevan a la existencias de fantas-
mas, pero no todos los grados de libertad escalares fantasmas son consecuencia de inestabilidades tipo
Ostrograski.

31Es valido sefialar que esto es asumiendo que la teorfa es covariante, cumple invariancia local de Lorentz
y esta formulada en cuatro dimensiones espacio-temporales.

32En el presente Capftulo se sigue trabajando con una signatura de la métrica (—, +, +, +) y en unidades
donde i = ¢ = 1. El tnico cambio que por conveniencia se adopta es: Mp, = 1/vV8rG = 2.431 X
1018 GeV.
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otro lado se us6 una notacién diferencial de sub-indices en las funciones G; y F; (p. €j. G;x
denota derivada parcial con respecto al término canénico X ). Como es usual, los términos
Ry G, representan el escalar de Ricci y el tensor de Einstein respectivamente. El término
de materia £,, puede incluir todos los campos del MEP, e incluso otros componentes que
contribuyen al sector oscuro del Universo. Para garantizar el principio de equivalencia
débil, se asume que estos campos estan minimamente acoplados a la métrica del espacio-

tiempo g, (marco de Jordan).

Una extension que abandona la restriccion de ecuaciones de segundo orden, pero que sigue
propagando solo tres grados de libertad (dos tensoriales y uno escalar) son los llamados
modelos Degenerate Higher Order Scalar Tensor (DHOST) [167,168]. Los mismos contie-
nen un subconjunto conocido como Gleyzes-Langlois-Piazza-Vernizzi (GLPV) [169, 170]
(también llamado beyond Horndeski [171]). Este subconjunto extiende a derivadas supe-
riores en la métrica la gravedad de Horndeski, la forma en que se logra es con la adicién

de los términos

szt = F4 [¢, X]euypaeulylp/g¢u¢ul¢wj’¢pp’ , (33&)

ngt = F5[¢, X]Euupae,wyfp/g/¢H¢ul¢wj,¢pp/qﬁga/, (33b)

a las respectivas densidades lagrangianas £4 y L5 en (3.2¢) y (3.2d). El término e**”
representa el tensor totalmente antisimétrico de Levi-Civita. En los casos donde las fun-
ciones F; # 0, apareceran derivadas de orden superior en la accién, las cuales conllevaran
a operadores diferenciales de orden superior a dos en las ecuaciones de movimiento. Lo

anterior no implicard inestabilidades de Ostrogradski como fue probado en [167-170].

El modelo GLPV engloba una serie de teorias que son, en general, no renormalizables, y
que deben entenderse como teorias efectivas de campo a baja energia (TEC) [172-179].

Sin embargo, una propiedad interesante que presenta este modelo, es la posibilidad de re-
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cuperar mediante elecciones particulares de las funciones G; y F;, muchos de los modelos
mas estudiados en el ambito gravitacional, por ejemplo: un acoplamiento no minimo de
la forma f(¢)R puede ser obtenido tomando la funcién G4 = f(¢), en cuyo limite G4 =
cte. = %Mgl, se recupera la RG. En caso de quererse incluir un término tipo constante cos-
moldgica A, se tendria que anadir Go = — M3 A. Las diferentes elecciones de G3 han sido
investigadas en el contexto de Kinetic Gravity Braiding [180] y G-inflation [181], mientras
que elecciones de G5 pueden conducir a modelos tipo k-inflation [182], k-essence [183,184].
Una eleccién interesante de este término es: Gy = —3X — V(¢), con V(¢) = m?|¢[?, la
cual representa la gravedad de EKG. Por tltimo, las teorfas f(R) estudiadas en el capitulo
anterior pueden ser representadas como una subclase de la gravedad de beyond Horndeski,

mediante sus modelos equivalentes escalares-tensoriales (ver p. ej. [116,118]).

Todo lo comentado anteriormente senala varias de las razones por la cual el modelo GLPV
puede resultar interesante en un estudio. Otro motivos que se puede argumentar es que la
introduccion de las funciones F; permiten recuperar de manera elegante que la velocidad de
propagacién de las ondas gravitacionales (cqw) sea igual a la velocidad de la luz en el vacio
() 33, algo que dejaba de ser cierto al considerar acoplamientos no minimos en los términos
Ly, y Ls entre la gravedad y el campo escalar dentro del modelo Horndeski [187,188]. En el

marco de beyond Horndeski, estos se pueden eliminar por completo seleccionando [189,190]

Gsx =0,  F5=0, 2G4x—XFi+Gs54=0. (3.4)

En adelante cuando se cumpla la restriccion (3.4) diremos que son modelos viables be-
yond Horndeski. Lo anterior puesto que cuando no se cumple (3.4) los modelos requerirédn

un ajuste fino para estar de acuerdo con la restriccion impuesta por las observaciones

33Las detecciones simultaneas de la onda gravitatoria GW170817 [103] y su contraparte electromagnéti-
ca GRB170817A [185,186] fijaron el limite de propagacién de una onda gravitacional en el vacié a:
-3 x 1071 < caw/c—1<7x 10716 0 lo que es lo mismo cqw = c. Vale sefalar que en el contexto
de los objetos compactos esta constriccién no es trascendental.
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GW170817 [103] y GRB170817A [185,186], o se veran obligados a cumplir ciertas condi-

ciones particulares [191,192], no siendo garantizada su viabilidad de forma genérica.

Como es bien conocido el balance entre los términos lineales y no lineales en las ecuaciones
permite la existencia de estados ligados estables no dispersivos. A dichas soluciones se les
suele llamar solitones, y cumplen que una vez que se producen, sobreviven permanen-
temente. Como se puede apreciar de las ecuaciones (3.2) (con o sin (3.3a)) estas serdn
altamente no lineales pudiendo existir estos solitones. De manera general, este tipo de
soluciones estd fuertemente restringidas para dimensiones mayores a 1 (D > 1) por el
teorema de G.H. Derrick [193]. La demostraciéon del mismo se deriva del hecho de que,
en mas de una dimensién espacial, y considerando las configuraciones como estaticas,
é(t, ) = ¢(T), no existe ningin punto de energia estable (60F = 0, §°E > 0) para varia-
ciones uniformes del campo tipo, ¢, (%) = ¢(AZ). Sin embargo, como fue propuesto por el
propio Derrick, considerar una dependencia temporal no dispersiva en la solucién, o un

campo (una eleccién particular) con espin no nulo permitiria sortear dicho teorema.

En el contexto que nos atane, los solitones pueden ser clasificados en dos tipos: solito-
nes topoldgicos(ST) [194] y solitones no topoldgicos(SNT) [195]. 3* En este trabajo nos

centraremos en

- Solitones no topoldgicos: la condicién de frontera en el infinito para un solitéon no
topoldgico es la misma que para el estado de vacio. La condicién necesaria para la
existencia de solitones no topolégicos es que debe haber una ley de conservacién

aditiva. [195]

En este Capitulo se demostrara que los términos cinéticos no canénicos en la accion (3.1)
permitirdn y seran la fuente de objetos solitonicos. En una primera parte se investigara las

condiciones para su existencia y estabilidad en el régimen donde la métrica puede ser con-

34En [196] se hace un estudio de ambos tipos de solitones en teorfas de campos escalares.
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siderada como plana, para posteriormente extender el estudio a un espacio-tiempo curvo,
considerando un acoplamiento no-minimo con el campo. En este ltimo caso se explorara
la conexion existente entre los solitones construidos teniendo presente a la gravedad, y
los obtenidos en el régimen plano. También se analizara la estabilidad y se presentaran
ciertos analisis fenomenoldgicos que pudieran permitir diferenciar estos objetos de otros

objetos compactos.

3.2 Términos cinéticos no candnicos, ;fuentes de

solitones en espacio plano?

Como se comentd, la aparicién de soluciones solitonicas viene propiciada por la no lineali-
dad en las ecuaciones del movimiento del campo. Usualmente, en las teorias escalares estas
son introducidas para un espacio-tiempo plano a través del potencial del campo escalar
(como se puede apreciar en [195,196]). Sin embargo, seria légico preguntarse, jes posible
introducir la no linealidad en las ecuaciones de otra forma? Por ejemplo, considerando
un potencial lineal y términos cinéticos no lineales como los que aparecen en los modelos

viables beyond Horndeski.

Intentemos responder dicha pregunta en la presente seccién para el caso donde no existe
un acoplamiento entre el campo ¢ y el espacio-tiempo. En la proxima seccion 3.3, se
estudiara la existencia de estos objetos en presencia de la gravedad. En ambos casos se
intentara acotar mediante el estudio de estas soluciones los parametros libres de esta

familia de modelos.
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3.2.1 Ecuaciones de movimiento

Partiendo de la accién (3.1) con L£,,[g,., Y] = 0 y tomando las elecciones particulares de

L;

Ly, = —-m?pp— X, (3.5a)

£4 - _2G4X(D¢ D(E - qblwq_ﬁ;w) . (35b>

y su respectiva extension (3.3a), 3° donde el considerar Lz = 0, estd dado por la obligacién

de contar con una ley aditiva de conservacién. Dicha ley debido al ansatz®¢

é— e P, (3.6)

que usaremos, conlleva a la necesidad de un nimero par de campos por cada monomio,
lo que implicaria un Gz ~ ¢ (o potencias impares de este). Puesto que solo nos interesan
como fuente de estos objetos términos cinéticos no canodnicos, y por simplicidad se fija
L3 = 0. La eleccion de Ls = 0 esta dada por los criterios cosmolégicos de viabilidad que
conllevan a G5 = 0. Por otro lado, notar que debido a que se asume un espacio plano, el
escalar de curvatura R no aparece en (3.5b). También se usé la definicién X = g“”gbuq_ﬁ,,,

en donde ¢ es el complejo conjugado de ¢.

La funcién G4 es escogida de tal forma que solo tenga una dependencia explicita de X y

35El considerar un campo escalar complejo no introduce ambigiiedad alguna en las posibles elecciones
de los campos e“”pae“l”/pl"d)ugi)u/ v Ppp €n Ec.(3.3a). Se probd que cualquiera combinacién real del
término es equivalente.

36Es ansatz garantizar que las ecuaciones tengan una simetrfa interna tipo U(1), es decir son invariante
ante transformaciones de fase, lo que nos garantiza la existencia de una ley aditiva de conservacion.
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cuya potencia siempre sea un entero positivo

C()Ag 01)(1\12l CQX2 03X3
6 6 6 + 6 A4 .
A 2dy  3dsX
6 % T3t

Gy[X] (3.7a)

Fy[X] (3.7b)

donde los puntos suspensivos indican las potencias superiores. La expansién de Fj es
obtenida a partir de la restriccién (3.4), fijando la relacién entre los coeficientes d; y ¢; a:
d; = 2¢;. Debido a que estos son adimensionales, se tendra que: Ay y As tienen unidades

de energia, Ay = A3 = [M]. La relacién entre ambas viene dada por [197]
Ay = (Mp A3V, (3.8)

con As indicdndonos la escala donde la contribucién procedente de la auto-interaccion
entre las derivadas, se vuelve importante (ver [197-199]). Notar que las expresiones (3.7)

estén escritas de forma que G4 = [M?] y Fy, = [M~°].

Tomando £,,[g,., ¥] = 0 en la accién (3.1) y L;[g,, ¢] dado por Ecs. (3.5), y Ec. (3.3a)
con una dependencia explicita en las funciones G4 y Fj solo de X, llegamos luego de

realizar la variacion con respecto al campo a
KG + 2CL G4XX<X> + 2b G4XXX(X) + 2CF4(X) + dF4x(X) + €F4XX(X) = O, (39)

donde KG = 95#“ — m2p, sera el operador de Klein-Gordon (KG), y los coeficientes
a, b, c,d, e pueden encontrarse en los notebooks publicados en [25]. Ha de comentarse que
aun cuando en el término d aparezcan derivadas terceras del campo, la eleccién de nuestro
ansatz (3.11) hace que dichos términos se eliminen mutuamente, quedando siempre una

ecuacion diferencial de segundo orden en el campo.
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De la ecuacién (3.9) se aprecia que el orden cero (G4 ~ cte.) y uno (G4 ~ X) en (3.7a),
con F, = 0, reduce el andlisis al modelo de KG, no existiendo por lo tanto soluciones
soliténicas. Para el caso G4 ~ X con Fy # 0 y dado como el primer término de (3.7b), se

demostrara mas adelante que si es posible este tipo de soluciones.

Por comodidad para el anélisis reescribiremos la funcion G4 como

I s o
donde 7; = —2¢;A5* /AS es una constante de acoplamiento efectiva con dimensién 7; =

[M?*7%] en donde i el orden que se considere. En este trabajo solo nos centraremos en
los ordenes uno y dos (n = 2), aunque el procedimiento presentado es genérico y puede
aplicarse a cualquier otra eleccién de potencias de X y su respectiva funcion F}y viable,

Ec. (3.7b).

Procedamos entonces a investigar la existencia de una solucién para el campo escalar ca-
racterizada por un perfil radial que tiende asintéticamente a cero y posee una dependencia

temporal armonica. Lo anterior se logra a través del ansatz

P(t,r) = o(r)e™t, (3.11)

donde o(r) serd real y dependera solo de la coordenada radial. La constante real w repre-

senta la frecuencia angular de la fase del campo en el plano complejo.

Sustituyendo los respectivos casos particulares de Ec. (3.10) y sus derivadas en (3.9) y

teniendo presente la métrica esférica (2.7) con N? = ¢g? = 1, se llega a
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Modelo I: G4 ~ X, Fy # 0y dado por el primer término de (3.7b)

r (o - w202)2 [ (w? = m?) o +ro” 4+ 20"] + 2m0’ |:O'// (o' + 2rw’o) (3w’o® — 0”)

+wto?0’(30 — 2ro’) — wa?(2ro’ + 50)} =0, (3.12a)

donde se asumié que la funcién o es al menos del tipo C? (dos veces continuamente
diferenciables) y |¢'| # wo para todo valor finito de la variable radial . Dichas asunciones

son necesarias puesto que el considerar la correspondiente funcion Fj introduce potencias

inversas de X, o lo que es equivalente, potencias inversas del término, ¢’? — w?o?.

Modelo II: G4 ~ X2, Fy =0,

o"r? 4+ 20'r + (W — m?)or? —n, [120" ? 4+ 8w'o”r(ro” + 20") + 8w?c”r(2ra” + 30")

+ 4w?o’o (5(0' +2ro”) + 2r°w® /ﬂ =0. (3.12b)

Si al lagrangiano (3.5b) le anadimos el respectivo término Fy (segundo término de (3.7b)),

se tendra que la ecuacion de movimiento es modificada al

Modelo III: G4 ~ X2, F, # 0,

o"r? 4+ 20'r + (W — m*)or? —ny [360" 2 4 8wio?r(a”r + 20") + 8w?o?(2r%¢” + 5ro’)

- 4w20'0<11(0’ +2ro”) + 2r2w20’)] = 0. (3.12¢)

Como se puede apreciar ambas ecuaciones (3.12b) y (3.12c¢) difieren solo en coeficientes
numéricos, por lo que esperamos que centrar nuestro estudio en el primero de ambos

modelos no nos hace perder generalidad en el caso Gy ~ X2.

Por tltimo, notar que en todas las Ecs. (3.12), existe una invariancia bajo paridad (o —

—0) y como se esperaba haciendo 7; = 0 se recupera la ecuacién de KG. Es decir, los
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términos que acompanan a 7); son los culpables de la aparicién de las no linealidades y de

las soluciones tipo soliton.

El procedimiento de construccién para las soluciones que se presenta a continuacion es
similar para todos los casos, aunque en ocasiones se comentaran particularidades que los
diferencian. Es valido aclarar que aunque pueden haber particularidades, las conclusiones

presentadas son, en su mayoria, genéricas para todos los modelos que estudiamos.

3.2.1.1 Comportamiento cerca del origen origen: r = 0

Antes de comenzar la resolucién numérica de las ecuaciones (3.12) es necesario realizar
un analisis del comportamiento de la funciéon y sus derivadas en los regimenes r — 0,
y r — 00, este andlisis nos permitira definir si existen los comportamientos asintéticos

deseados. En esta seccién nos enfocaremos en r — 0.
Expandiendo en serie de Taylor alrededor de » = 0 las funciones

"

o(r) = ao+ggr+%r2+..., (3.13a)
)

o(r) = 06+06’r+%r2+... , (3.13b)

" " (3) U(()4) 2

o'(r) = o, + o0, T +..., (3.13¢)

con o(r = 0) = 0y, o'(r = 0) = 0y, etc., y sustituyéndolas en las respectivas ecuaciones, se

encuentra que luego de agruparlas en potencias de r estas presentan la siguiente estructura,

2 ron / roon (4)N .2
n; o Ao(00, 04, 0y) + 0y A1(00, 04, 04,05 ) T+ As(d0, ..., 00 )T

oot An(og, .o =0, (3.14)

donde los A,, son funciones y el sub-indice n indica el orden en la expansién. Ha de
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comentarse que para el caso, G4 ~ X? la funcién Ay no tiene dependencia de o}, (sefialado

en azul).

Como es usual, el siguiente paso consiste en resolver orden a orden en busca de obtener la
expresién para las funciones en el origen. Los dos primeros términos de la expansién (3.14)
apuntan a que puede existir una degeneracion en el valor de la derivada del campo en
el origen, (. Es decir, dos familias de soluciones, o), = 0 y o # 0. La rama o # 0
pudiera ser descartada bajo el requerimiento de que el perfil del campo debe ser suave en
el origen [200]. Dicho requerimiento es usual cuando se considera espacio curvo, puesto que
puede aparecer una singularidad (en la métrica) si o’ # 0, tal como ocurre en las estrellas
de bosones tipicas. Sin embargo, si nos mantenemos dentro del modelo de espacio-tiempo
plano, es decir, no asumimos que estos objetos (o7, # 0) pueden acoplarse en algin limite
con la gravedad, no hay razones sélidas para exigir o, = 0. Por lo tanto, en la presente
seccién se construirdn ambas ramas de soluciones, pero el mayor analisis se enfocara en

la rama que puede conectarse en algin limite con la gravedad, es decir oj, = 0.

Comencemos con la rama of, = 0: Directamente de (3.14) se aprecia que los dos primeros
términos son cero; los restantes, por el contrario van a presentar un comportamiento
peculiar. Dicha peculiaridad proviene del hecho de haber tomado o(, = 0, lo que implica

que las funciones A,, pierdan la dependencia con respecto a las derivadas O'(()p >n), donde

p indica el orden de la derivada. Por ejemplo, la funciéon A; ya no dependera de 0(()3) y

4 , e
a(() ), y solo lo hard de o(, lo que nos permitira resolverla para (. Por otro lado, As,

. 3 .
solo dependerd de of y a(() ), pero como ya encontramos oj, podremos a través de As

3 g
calcular a(() ). De manera general cada A, nos permitird obtener a(()"), quedando como

unico parametro libre og, el cual representa la amplitud central del solitén.

Aunque es cierto que podemos calcular cada uno de los términos de la serie, el tener

ecuaciones no lineales puede llevarnos a que estos estén degenerados. Tal situacion ocurre
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al calcular o a partir de A para cada uno de los modelos,

6m104° + 18m10ow’aq” + 3ogw’oq + oqw’® (w® —m?) =0, Mod. T, (3.15a)
12500 4+ 60m200w’cq” — 307, (1 — 8maogw®) — oo (w> —m?*) =0, Mod. II,  (3.15b)

36m200° + 132mo0w’cy” — 30y (1 — 8mpogw®) — o9 (w? —m?) =0, Mod. III.  (3.15¢)

Como se aprecia, para cada caso, o, podria ser alguna de las soluciones reales de la
respectiva ecuacién cubica. En la seccion 3.2.2 se estudia a profundidad las tres familias
de soluciones, los resultados son resumidos en las Figuras 3.3, 3.8 y 3.9.

Analicemos ahora la rama o) # 0. Como se aprecia, el primer término de (3.14) nos
permite obtener of en funcién de oy y of, para luego, a partir de A;, obtener 0((]3), y
asi consecutivamente. De manera general, tendremos que cada funcién A, nos permitira
encontrar la expresion para a(()n+2) en funcién de los parametros libres oy, 0. A diferencia
de la rama o(, = 0, en esta, al menos hasta orden seis no se encontraron degeneraciones a

la hora de calcular las respectivas O'[()n+2).

Por tltimo (y a modo de demostracién), comentemos sobre el limite 7; — 0, donde en
cada caso se recupera KG. Como fue senalado con anterioridad en espacio plano no existen
soluciones localizadas para un campo de KG. Esto se puede ver directamente tomando

n; = 0 en cualquiera de las ecuaciones de movimiento (3.12), quedando

/

2
o+ 4 (W —mP)o =0, (3.16)
T

cuya solucién analitica es

eV m2—w?2 < c1 Co ) (3 17)

62r\/m27w2 - 2v/m2 — w2
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de donde directamente se aprecia que valores de las constantes de integracion ¢y, ¢y # 0 €
R con w/m < 1, la solucién para r — oo diverge hacia £ oo, en dependencia del signo de

co. Lo cual es el caso de campos tipo KG, donde luego de hacer el analisis en el origen, se
llega a que o) = 0, implicando que ¢; = —0y/(2vVm? — w?) y ¢y = —2vVm? — w?oy.

Esta falta de existencia de soluciones cuando n; — 0 también se puede apreciar en el

andlisis realizado alrededor de r = 0. Para el caso o, = 0 se puede probar que las raices de

las respectivas ecuaciones para o (Ec. (3.15)), divergen como 1/,/n;. Mientras que para
(3)

oy # 0 dicha divergencia ocurre para o5’ y va como 1/n;. Lo anterior va a implicar que

o ¢ C™ y por ende no existe dicha solucién en ese limite.

3.2.1.2 Comportamiento asintético en el infinito: » — oo

Habiéndose validado la existencia de un comportamiento adecuado’” en la regién alrededor
de r = 0, nos queda ahora estudiar el comportamiento asintotico de las ecuaciones en busca
de verificar que sean localizadas, es decir lim o = 0.38 Para ello no solo tomaremos el
T oo
limite cuando r — oo, sino también haremos una expansién de campo débil. Lo anterior
viene fundamentado del hecho de que para radios grandes los valores del campo deben
ser pequenos. Incluso, puede ocurrir que sin ser el radio muy grande el valor del campo
ya sea muy pequeno en comparacion a su amplitud central oy. La metodologia aplicada
consiste en la realizacién de una expansion de campo débil, o(r) = eoq(r), con el pardmetro

adimensional € < 1,a los respectivos modelos (3.12), y la aplicacién del limite cuando

r — oo a la respectivas ecuaciones de primer orden en e.

Para el caso G4 ~ X con F, # 0, Ec. (3.12a), se tiene que todos los términos tienen

el mismo peso en el limite de campo débil, es decir, todos son del mismo orden en e.

37Notar que un comportamiento adecuado alrededor del origen no garantiza que este se pueda extender
hasta el infinito, p. €j. lo probado para 7; = 0

38Es valido sefialar que para tener un solitén no solo es necesario que el campo vaya a cero en el infinito,
sino que lo haga lo suficientemente répido, es decir: ¢ — 0 en r — oo mas rapido que 1/r2.
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Aplicando el limite r — oo al resultado tendremos que la ecuacién de movimiento se

reduce a

(0 —w?ol)?[o] + (w* —m*)oy] = 0. (3.18)

Recordando la constriccién |o’| # wo sobre el modelo, tendremos que la tinica solucién es

— /2 — 2 /m2_.,2
op=e VT e + "V T 0. (3.19)
Evidentemente las constricciones ¢o = 0 y |w| < m nos garantizarian el comportamiento

deseado, lo que implicara que

¢ = oV (3.20)

donde o, = o(r.) y . es el valor del radio donde se cumple la igualdad

O_/

0= (3.21)
En otras palabras, si la relacién (3.21) se cumple para algin valor del radio, podemos ase-
gurar que la solucién tendra el comportamiento asintético deseado y va a venir descrito
por (3.19) con ¢ = 0, y |w| < m. La figura 3.6 muestra un ejemplo de ello. Otro compor-
tamiento interesante ocurre cuando m = w, en este caso, el campo se vuelve constante

(no necesariamente nulo). Un tltimo comportamiento ocurre cuando |w| < m, para este

caso si consideramos ¢; = ¢» tendremos
o1 = 2¢ cos (7“ |m? — w2|> . (3.22)

Lo que implica una solucién infinitamente oscilante con una amplitud constante igual a
2cq, que viene dada por

2¢1 = o, sec (r* |m? — w2|> , (3.23)
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con r, la raiz de la igualdad

o’ cot (r |m? — w2|>
o=— . (3.24)
e

La Figura 3.4 muestra un ejemplo de este comportamiento.

Analicemos ahora el caso Gy ~ X?, Ec. (3.12b), (3.12c). A diferencia del anterior al aplicar
el limite de campo débil si habra contribuciones de diferentes 6rdenes en e. Tomando la

ecuacion correspondiente al primer orden se llega a

/
" 201

ol + =L 4+ (W —m*oy, =0. (3.25)

Esta ecuacién coincide con la obtenida para el modelo de KG (3.17) y cuya solucién es

. erx/m27w2 c1 n Co (3 26)
L= r e2rvm?—w? 2/ m2 — w2 ’ )

A diferencia de KG nada nos impide ahora tener ¢o = 0 con |w| < m, lo que implicaria
un decaimiento proporcional a 1/r primeramente, para luego hacerlo exponencialmente,

teniendo asi el comportamiento deseado. La restriccion co = 0 implicara que

¢ = oy eV et (3.27)

siendo el valor r, el radio al cual se cumple la siguiente igualdad

o'r

TR

(3.28)

g =

De manera similar al caso anterior, podemos afirmar que la solucién que logre cum-

plir (3.28) tendra el comportamiento asintético deseado y vendra descrito por (3.26) con
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¢ =0y |w] < m. Un ejemplo de este tipo de soluciones puede verse en la Figura 3.6.
Otra posibilidad (no explorada en este trabajo) serfa |w| > m con ¢y = —2ic;vVm? — w?.
Para este caso oy serfa una funcién oscilante real, suprimida por el inverso del radio

2¢y cos (T |m? — w2|)

o = . (3.29)

r

La aparicién del factor 1/r pareciera indicar que la oscilacién se amortiguaria hasta hacerse
nula. Algo que no es del todo cierto, la misma se amortiguara, pero a partir de cierto
radio dejara de hacerlo y oscilard con la misma amplitud infinitamente. Lo anterior se
puede obtener si completamos nuestra metodologia, es decir, si aplicamos el limite r —
oo a la Ec. (3.26). Al hacerlo se obtendria la solucién del caso anterior (3.19), cuyo
comportamiento oscilante ya fue discutido y viene dado por (3.22). Un ejemplo de este

comportamiento es mostrado en la Figura 3.4.

Una ultima posibilidad es w = m, para este caso pareceria que el escalar decaeria como
1/r hasta hacerse nulo. Pero, nuevamente, completando el andlisis con el limite  — oo
y recordando el resultado para w = m del modelo anterior. Podemos concluir que el
comportamiento asintético para esta familia decaeria como 1/r hasta determinado valor

del radio, a partir del cual permanecera constante (ver Figura 3.5).

Antes de proceder a construir las soluciones numéricas que validan nuestro analisis es

necesario enfatizar los siguientes aspectos:

i. Para esta familia de soluciones podremos definir para los casos favorables dos com-
portamientos asintéticos convergentes. El primero Ec. (3.26), nos describe la solucién
a partir de valores del campo suficientemente pequenos, la cual para radios grandes

convergeria al segundo comportamiento Ec. (3.19).

ii. Soluciones que sean capaces de satisfacer la igualdad Ec. (3.21) o Ec. (3.28) para
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iii.

1v.

cierto radio r, van a tener el comportamiento asintético deseado.

El considerar w — m va a implicar que las soluciones decaeran hasta un cierto radio
r, como 1/r para luego permanecer constantes. Mientras mas cercano sea el valor

de w a m mas pequeno sera r,.

Soluciones con |w| > m a partir de un cierto radio comenzaran a oscilar infinita-

mente.

Por 1ltimo, notemos que en ninguno de los casos el término 7; estuvo presente en
la ecuacién. El introducir la funcién G4 y/o Fy no aporté términos relevantes en el
limite de campo débil o radios grandes. De manera general, como se aprecia de (3.9)
y teniendo presente (3.28), el considerar potencias mayores a dos para la funcién
(G4 no cambiard el comportamiento asintético comentado. Lo anterior es debido a
que los nuevos términos seran de orden mayor en € a los casos expuestos. Por tanto
podemos suponer que estos nuevos casos presentaran el comportamiento asintotico

ya comentado.

Procedamos ahora a construir numéricamente estas soluciones o lo que es igual, conecte-

mos ambos comportamientos asintéticos descritos.

3.2.2 Perfiles Numéricos

Hasta ahora hemos estudiado el comportamiento de las ecuaciones que describen la

dindmica del campo a diferentes regimenes. En esta seccién obtendremos numéricamen-

te los perfiles completos, probando asi la existencia de solitones no topoldgicos en es-

tos modelos. Adicionalmente, se confirmaran los diferentes comportamientos encontrados

analiticamente en las secciones anteriores 3.2.1.1 y 3.2.1.2.

Por facilidades numéricas e interpretacién de los resultados es usual introducir cambios
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de variables que nos permitan trabajar con variables adimensionales.?® En este sentido es
necesario discriminar entre los modelos G4y ~ X y los G4 ~ X®coni > 2y i € N. En
el primero de ellos, p. ej. Modelo I (Ec. (3.12a)), debido a que el nimero de campos o
correspondientes a los términos que multiplican a n; es igual a los correspondientes que
no le multiplican, no es posible absorber la dependencia n;. En compensacién, de esta
ecuacién se puede apreciar que el perfil o sera invariante ante las unidades x que se elijan,

y mediante los cambios de variables

r=r/m, w=awm, nlzﬁl/mg, o=y, (3.30)

es posible a través de v, dado una configuracién, obtener las restantes. Tales cambios de
variable también permiten remover la dependencia de m en Ec. (3.12a). Notar que las
barras indican cantidades adimensionales. La relacion entre 71, ¢1, Ay vy A3z, vendria dada

por

ﬁl N _261]\% o _261Mp1

Por otro lado, los modelos G4 ~ X* con ¢ > 2 presentardn un comportamiento peculiar,
los términos que multiplican a las respectivas 7; siempre tendran un ntimero de campos
igual a 2i — 1 (se puede ver de Ec. (3.9)), mientras que los que no lo hacen, su niimero es
1 (dados por KG). Lo anterior nos permite absorber la dependencia de n; y m con

o

=7 =W = 3.32
r=r/m, w=om, o P IVE) (3.32)

La relacién entre 7;, ¢;, Ay y As, vendria dada por 7; = —2ciA§*4i /Ag con Ay dada por

Ec. (3.8).

Con lo anterior ya estamos listos para resolver numéricamente cada uno de los casos. Para

39Recordar que se estd trabajando en unidades donde ¢ = A = 1.
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Figura 3.1: Se muestran dos perfiles de amplitud 6, = 0.1 correspondientes a la rama
o, # 0, con 7y = —1, ) = —0.01 (linea azul) y 7, = 1, ) = —0.12 (linea
roja) respectivamente. Los puntos negros indican el intercepto entre las res-
pectivas constricciones |0’| = wo (lineas grises punteadas) y los perfiles. Como
se aprecia ninguna de las configuraciones satisface la relacién |o’| # wo, pu-
diendo aparecer por tanto divergencias tipo 1/X.

ello usamos un método de Runge- Kutta de orden 4 y los resultados del anélisis alrede-
dor del origen r = 0 (seccién 3.2.1.1), como condiciones iniciales para buscar soluciones

numéricas que deriven en los resultados asintéticos encontrados.

3.2.2.1 Modelo G4 ~ X con F; # 0

Comencemos estudiando primeramente el caso G4 ~ X con Fj # 0. Como fue comentado,
para estos modelos existen dos ramas de soluciones, (11, 00,0, # 0) y (m1, 00,0, = 0).
También, a partir de las relaciones (3.30), serd posible obtener todo un conjunto de solu-
ciones &; generadas de un tnico perfil ). Dicho conjunto puede ser construido mediante:

&; = 3@);, con la asignacion de i valores a 1);. Una caracterfstica que se tendrd es que

cada nueva solucién &; poseers la misma frecuencia @ correspondiente a la del perfil 7).

La Figura 3.1 muestra dos soluciones tipicas para la rama (1, 09, 0(, # 0). Dichas confi-

guraciones presentan el comportamiento asintdtico correspondiente a w/m = w < 1. De
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r [/u’lr 7 [n/’lj

10 20 30 40 50 60 70 80 10 20 30 40 50

0.10 @ 1 0.10 o =01 @
0.91275 -1 — 0.91275
0.10958 -1 — 0.10958

0.08F 0.08F

0.02F 0.02

0.00

00 25 30 75 100 125 B0 175 200 00 05 10 15 20 25 30 35 40
ro[m™'] r [m™]

Figura 3.2: Perfiles correspondientes a la rama o(, = 0 con la misma amplitud central que
en la Fig. 3.1. Izquierda: se consideran diferentes valores de 7; > 0. Como
se puede apreciar ambas configuraciones cumplen la relacién |o’| # wo, cuya
igualdad es representada por lineas punteadas grises. Derecha: representa so-
luciones con 7; = —1, ndtese que para 7; < 0 en ocasiones la relacién |o'| # wo
no se cumple (punto negro).

manera ilustrativa se tomaron los casos (o = 0.1,6(, = —0.01,7, = —1) y (69 = 0.1,0( =
—0.12,7; = 1). Como se aprecia, mientras méas negativo es el valor de &{, menos suave es la
funcién en las cercanias del origen. Por otro lado, soluciones con a;, > 0 no se encontraron.
Los puntos negros en la Figura sefialan el valor del radio al cual |0’| = wo (lineas grises
punteadas), lo que pudiera implicar la aparicién de una divergencia dada por el término
1/X. Como se puede visualizar de la Figura 3.2, el considerar o, — 0 pudiera aliviar el
problema, lo cual hace inferir la necesidad de que o, = 0. En lo adelante se considerara a

la familia de soluciones con &, # 0 como no fisicas.

Estudiemos ahora la rama (1n1,00,0, = 0). La Figura 3.2 nos muestra cuatro perfiles
tipicos: dos con 1, > 0 (izquierda) y dos con 1, < 0 (derecha). Del recuadro derecho
se puede apreciar que para este modelo no solo existe la comentada degeneracién sobre
el parametro w, sino también aparece una nueva relacionada con oy, es decir, podemos

tener dos solitones con la misma amplitud oy, pero con frecuencias diferentes. Como se
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Figura 3.3: Se muestran las regiones donde se encuentran o no raices negativas reales para
la Ec. (3.15a). Las que lo cumplen (viables) son senaladas en azul y las que no
(no viables) en gris. Las lineas blancas delimitan los puntos correspondientes
aw =0 w=1ymn =0 donde no se presentan soluciones soliténicas no
topoldgicas. Las regiones con 1; > 0 fueron obtenidas mediante la relacién
Ec. (3.33), mientras que las correspondientes a 7; < 0 numéricamente.

puede observar, el hecho de tener las mismas amplitudes centrales no implicara que los
objetos sean iguales. En otras palabras, la no linealidad de las ecuaciones introducen una
degeneracién en las amplitudes centrales y/o frecuencias, pudiéndose tener en principio,
para una misma frecuencia w infinitas soluciones, o viceversa, para una amplitud central
09 infinitas frecuencias. A continuaciéon veamos que lo anterior es cierto siempre y cuando

se cumplan ciertas restricciones (ver Fig. 3.3).

Retomemos de la Figura 3.2, nuevamente el recuadro derecho, 17, < 0, como se aprecia la
combinacién: 7; = —1,5¢ = 0.1, = 0.91275 no satisface la relacién |¢o’| # wo. Mientras
que la configuracién: 7 = —1,5¢ = 0.1, = 0.10958 nunca corta la linea que delimita la
igualdad, permaneciendo siempre esta colindante al perfil. Tendremos entonces que aun
con o, = 0 pueden existir configuraciones para 7; < 0 que presenten un divergencia 1/X.
En oposicién, el considerar 7; > 0 evita la apariciéon de dicha divergencia para los casos

considerados en este trabajo. La Figura 3.1 (izquierda) muestra como para valores de 7;



3.2. SOLITONES EN ESPACIO PLANO 75

positivos, el perfil nunca cruza la linea punteada gris que denota la igualdad en la relacién.

Por otro lado, para obtener el comportamiento asintético deseado en esta rama (o, = 0), es
necesario que la solucién cumpla con que off < 0. Recordemos que del estudio alrededor de
r = 0, se encontrd que las raices de la ecuacién (3.15a) nos dan el valor de o). Analizando
las tres raices resultantes de resolver (3.15a), e imponiendo ciertos criterios: n; < 0, o/ < 0,
0 < w < 1, es posible llegar a una relacién analitica entre 7; y @,

_ <8w4—4@2+\/1+8w2—1

= 484 (@? — 1)

, para m; <0. (3.33)

Por otro lado, el considerar n; > 0 no permite obtener relacién analitica alguna. Por tanto,
para este caso, se ha de escoger combinaciones (w, 7;) tales que permitan al menos una
raiz real negativa. De las multiples resoluciones numéricas realizadas fueron inferidas las

siguientes relaciones:

i. considerar valores pequenos para w implicard la elecciéon de un valor grande para
7—]17
ii. considerar valores cercanos a 1 para w implicard que 7; pueda ser del orden de uno,

iii. estas relaciones no son inversamente proporcionales. Es decir, el considerar un w

cercano a la unidad no implica que 7; no pueda ser grande.

Un resumen grafico de las regiones viables para esta rama (o, = 0), se representa en la
Figura 3.3. Las regiones sombreadas de azul delimitan el espacio de parametros para el
cual of € Ry of < 0. Por el contrario, la regién gris representa donde no se satisface
al menos una de estas relaciones. Notar que los puntos correspondientes a w =0, w =1
y n1 = 0 no presentan soluciones. Los resultados muestran que en principio se podrian
construir infinitas soluciones para 7; < 0, las mismas deben estar en la respectiva region

sombreada de azul (dada por Ec. (3.33)) y a la misma vez deben cumplir con la relacién
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Figura 3.4: Comportamientos asintéticos correspondiente a w > 1, para la rama o}, = 0.
[zquierda: modelo G4 ~ X con Fy # 0y 1y > 0. Como es visualizado el com-
portamiento asintético puede ser descrito satisfactoriamente por Ec. (3.22).
Derecha: modelo Gy ~ X2 con Fy # 0y ny < 0 (60°Y). Como se predijo, el
campo oscila amortiguadamente, Ec. (3.29), para luego hacerlo con una am-
plitud constante, Ec. (3.22). En cada caso las respectivas constantes ¢; fueron
computadas usando las relaciones (3.23) y (3.27).

|o’| # wo. Mientras que las soluciones con 77; > 0 presentan el comportamiento descrito
arriba. La correspondiente region azul fue obtenida de forma numérica, destacandose que

para w ~ 1 el valor de 7; es finito, contrario a la rama 7; < 0.

3.2.2.2 Comportamiento asintético numérico

En esta seccién validaremos mediante las soluciones numéricas obtenidas, los diferentes

tipos de comportamientos asintoticos descritos en la secciéon anterior.

La Figura 3.4 nos corrobora lo predicho en el caso @ > 1 tanto en los Modelos I (izquier-
da), como para el Modelo II (derecha), ambos corresponden a la rama o = 0. Como se
esperaba, para G4 ~ X con Fy # 0, el perfil oscila con una amplitud semi-constante a
partir de cierto radio, en este ejemplo, 7 ~ 20. Notar que el comportamiento asintéti-

co puede ser descrito a primera aproximacion por su respectivo resultado analitico para
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Figura 3.5: Se muestra el comportamiento asintotico para una amplitud 57V = 0.34 en
el modelo G4 ~ X2 con Fy # 0, y @ =~ 1. Como se esperaba primeramente el
perfil decae como 1/r (linea gris punteada), para luego tender asintéticamente
a una constante (linea discontinua negra).

campos pequenos y radios grandes, Ec. (3.22). Por otro lado, para G4 ~ X2 con Fy # 0,1
se puede observar en la Figura 3.4 (derecha) que, como se predijo, el campo oscilaria
amortiguadamente hasta un cierto radio, luego del cual la amplitud de la oscilaciéon per-
maneceria constante. Siendo posible entonces describir una primera regién, aproximacion
campos pequenos, por el respectivo resultado analitico, Ec. (3.29), mientras que la se-
gunda, campos pequetios y radios grandes, por Ec. (3.22). Las respectivas constantes c¢;

fueron calculadas usando las relaciones (3.23) y (3.27) respectivamente en cada caso.

Otro de los comportamientos asintéticos abordados en la seccién anterior corresponde
a w =~ 1. En este caso, se tendria que el perfil a partir de cierto radio, permaneceria
constante, pudiendo ser esta diferente de cero. La Figura 3.5 muestra una solucién corres-
pondiente al Modelo III, a diferencia del I, en este caso se puede definir dos regiones: una
primera (campos pequenos), que se comportaria ~ 1/r y una segunda (radios grandes) que
seria constante. Para el ejemplo mostrado estos comportamientos son senalados por lineas

punteadas y discontinuas respectivamente. Como se puede apreciar como era esperado la

40E] considerar Fy =00 G4 ~ X™ con n > 2 y n € N, no cambiarfa la interpretacién asintética.
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Figura 3.6: Comportamiento asintético para w < 1 correspondiente a la rama oj, = 0 con
Fy # 0. Las respectivas figuras insertadas tienen el eje y en escala logaritmica,
validando asi el decaimiento exponencial. Izquierda: modelo G4 ~ X . Derecha:
G4 ~ X2 En ambos casos sus comportamientos asintéticos (lineas punteadas
grises) pueden ser descritos por Ec. (3.19) y Ec. (3.26) respectivamente.

solucién tiende asintéticamente a una constante, en este caso o =2 0.0022 [—n,~"/2m~2].

Por tltimo, la Figura 3.6 nos muestra el caso @ < 1 correspondiente a la rama o = 0
para ambos modelos. Se puede apreciar tanto en G4 ~ X, como G4 ~ X2, que el com-
portamiento puede ser descrito por sus respectivas primeras aproximaciones analiticas
Ec. (3.19) y Ec. (3.26) respectivamente. Como se esperaba, el campo es exponencialmente
decreciente; esto se puede ver de las respectivas imagenes insertadas. Notar que la escala
en el eje de las ordenadas (y) es logaritmico, y que se observen lineas rectas validan el

decaimiento exponencial.

Ha de comentarse que aunque los ejemplos mostrados corresponden a casos particulares,
se puede probar que el comportamiento es valido independientemente del modelo, de la
rama elegida para o, de la signatura para 7;, o de los parametros libres w y 0¢. En lo
adelante nos centraremos en @ < 1, ya que soluciones con este tipo de comportamiento

corresponden a solitones no topoldgicos.
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Figura 3.7: Se muestran soluciones ti}ao solitones no topoldgico correspondientes a los
modelos G4 ~ X2, con 6(()i = 0.9. Izquierda: las configuraciones corresponden

a la rama o) # 0 con o, = 1073. Derecha: se muestran configuraciones con
o, = 0 tanto para 7y > 0 (lineas discontinuas), como 7, < 0 (lineas sélidas).

En ambos casos se aprecia que considerar Fy # 0 implica un ensanchamiento
de los perfiles.

3.2.2.3 Modelo G, ~ X?

Procedamos ahora a caracterizar al Modelo II y ITI. Como se podra apreciar, varios de los
comportamientos presentados son similares a los reportados en [195] donde consideran un
modelo con un término cinético candnico y un potencial con términos de auto-interaccion.

De forma general los resultados presentados pueden ser generalizados con precaucién a

potencias mayores de X.

La Figura 3.7 muestra varias soluciones para estos modelos: dos correspondientes a la
rama oy # 0 (izquierda) y cuatro a o) = 0 (derecha). De manera similar a lo ocurrido
para G4 ~ X con Fj # 0, es posible construir soluciones donde la derivada en el origen
no sea nula. Sin embargo, a diferencia de la primera, esta rama es igual de viable que la
otra (o, = 0), ya que no apareceran divergencias tipo 1/X. Sin embargo, numéricamente

solo se pudieron construir configuraciones que cumplian con: —0.1 < gj, < 0.

Debido a que en proximas secciones se introducird un acoplamiento no-minimo con la

gravedad, el nuestro mayor enfoque serd en la rama o = 0. Perfiles tipicos para estos
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Figura 3.8: Se muestra la relacién oy vs w para la rama ¢, = 0 con Fj; = 0. La regién azul
demarca soluciones que asintéticamente tienden a una constante diferente de
cero. La region gris, por el contrario senala las configuraciones que oscilaran
infinitamente. Mientras que la linea negra correspondera a los solitones no
topologicos. Izquierda: muestra los resultados para 7, > 0 (5(+1)) como se
aprecia existe un limite superior/inferior en la amplitud central/frecuencia.
Derecha: representa la relacion para ny < 0, no apareciendo un limite superior
finito, lim w =~ 0. En ambos casos el limite inferior para oy viene dado por

6(()71)—>oo
la configuraciéon asintéticamente plana con w ~ 1.
modelos son mostrados en la Figura 3.7 (derecha). Las lineas discontinuas corresponden
a modelos con 7, > 0, es decir perfiles o*!), mientras que las sélidas a 1, < 0, soluciones
o=, Notar que a partir de los perfiles &Y y gracias a la simetria de las ecuaciones, es
posible obtener toda la familia de soluciones (n;) correspondientes a las respectivas £ns.

Para ello se usa la relacion
5D

o(m) = W ) (3.34)

donde *1) es el perfil correspondiente a n; = 1. El término 7); serfa negativo cuando el
perfil considerado corresponda a n = —1, de tal forma que quede positivo el mismo. Para
este caso se tendria a(n) = 6+ /\/En,. En lo adelante se usardn indistintamente &+

para indicar la signatura de 7).

Por otro lado, de la Figura 3.7 (derecha), se aprecia que el considerar 7, > 0 implicard

una solucion o perfil mas ancho que su equivalente en 7, < 0. Este comportamiento viene
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Figura 3.9: Se muestra la relacién oy vs w para la rama (, = 0 con Fj # 0. La regién azul
demarca soluciones que asintéticamente tienden a una constante diferente de
cero. La region gris, por el contrario senala las configuraciones que oscilaran
infinitamente. Mientras que la linea negra correspondera a los solitones no
topologicos. Izquierda: muestra los resultados para n > 0 (6(+1)) como se
aprecia existe un limite superior/inferior en la amplitud central/frecuencia.
Derecha: representa la relacion para n < 0, no apareciendo un limite superior
finito, lim w =~ 0. En ambos casos el limite inferior para oy viene dado por

6(()71)—>oo
la configuraciéon asintéticamente plana con w ~ 1.
dado por una caracteristica que presentan las derivadas de o(*!). Las mismas, al exigirse

un comportamiento asintoticamente nulo en las soluciones, se ven limitadas a un cierto

conjunto de valores, lo que lleva a una relacién inversa entre la amplitud del campo y el

+1)

Y

valor de la segunda derivada en el origen. En otras palabras, el aumentar la amplitud 6(()
implicara una disminucién del valor de su respectiva & y un aumento no tan considerable
en el radio. Sin embargo, el ensanchamiento del perfil (*1) esté limitado por la existencia
para un valor critico maximo 6(()“), a partir del cual las soluciones asintéticamente nulas
no existen (ver las Figuras 3.8 y 3.9 (izquierdas)). Por tltimo, notar que la inclusiéon de
los términos F en ambos casos, implicard un incremento en el ancho del sus respectivos

perfiles Y. Como se explicard en la préxima seccién esto estara directamente ligado al

nimero de particulas escalares.

De manera similar al modelo G4 ~ X, es posible constringir el espacio de parametros para
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Figura 3.10: Se muestra la relacién entre las derivadas: primera (color rojo), segunda

(color azul) y los respectivos perfiles (color naranja). Fueron escogido las dos

ultimas amplitudes encontradas 6(()+1) =09y 6(()“) = 0.92 correspondientes

al modelo G4 ~ X? con F; = 0. Como se aprecia considerar 6(()“) > 0.92

implicard que la curva correspondiente a la primera derivada se corte con la
respectiva relacién Ec. 3.36 (lineas de color negro). Lo que implicard que la
segunda derivada se indetermine.

estos modelos. Las Figuras 3.8 y 3.9 nos muestran los resultados numéricos obtenidos
para Fy = 0 y F; # 0 respectivamente. En ambos casos se obtuvo que siempre sera
posible encontrar al menos una raiz real para las Ec. (3.15b) y Ec (3.15¢) respectivamente.
Sin embargo, el obtener raices reales no implicard que todas las soluciones tengan un
comportamiento asintéticamente nulo. Las Figuras muestran tres regiones que delimitan
los tres comportamientos asintdticos encontrados. Una region azul donde se encontrardn
soluciones que asintoticamente decaeran a una constante diferente de cero, Flggo g&ED) =
cte. # 0. Una regién gris delimitada por @ = 1 donde se encontraran soluciones que
oscilaran con una amplitud constante a radios grandes, o = 2¢; cos <r |m? — w2|> . Para
esta region tendremos dos posibilidades: la primera, que dicha oscilacién ocurra alrededor
de una constante diferente de cero. La segunda, que ocurra alrededor de cero (ver p. ej.

Fig. 3.4). Este ultimo caso corresponderia a extender la tltima region, la cual es senalada

por las respectivas lineas negras. Esta corresponde a las soluciones asintéticamente nulas,
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Figura 3.11: Se muestra la relacién entre oéﬂ) vs 1y con Gy ~ X% F; = 0 (izquierda)
y Fy # 0 (derecha) ambos en la rama ¢, = 0. La relaciones son obtenidas
mediante la Ec. (3.34) y los resultados presentados en las Figuras 3.8 y 3.9.
Las regiones azules representan el conjunto de soluciones no viables, mientras
que las grises las viables (solitones no topoldgicos). Las lineas discontinuas
demarcan la configuracion limitrofe con w = 1 y las soélidas los respectivos

limites superiores de a((JH) para cada caso. La linea blanca delimita ny = 0

para la cual no existen soluciones viables.

o simplemente a solitones no topoldgicos. Para estas soluciones el limite superior en la
frecuencia viene dado por w = 1, el cual tendra en dependencia del modelo y signatura
de 7o un limite inferior diferente en la amplitud central 5éi), (ver Figuras 3.8 y 3.9).
Analicemos ahora el limite inferior para la frecuencia (superior para la amplitud). Como
se puede ver de las Figuras 3.8 y 3.9 (derecha), considerar 7, < 0 (6"%) con F, =0y
(—

Fy # 0, implica que no existe un limite finito para &, Y. La linea negra que senala las

configuraciones deseadas, se acercara asintéticamente como lim w & 0. Apareciendo
68_1)—>oo

en ese limite, perfiles con amplitudes y radios muy grandes. Por el contrario, considerar

ny > 0 (64+Y), Figuras 3.8 y 3.9 (izquierda), implicara la existencia de un limite finito en

la amplitud central 6(()i). El mismo fue encontrado numéricamente y varia en dependencia

del modelo estudiado, siendo mucho mayor para Fj # 0.

Aunque los limites presentados en las Figuras 3.8 y 3.9 fueron obtenidos numéricamente,

la aparicion o no de los mismos puede ser entendido al analizar las respectivas ecuaciones
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dindmicas (3.12b) y (3.12¢). A continuacién mostraremos el procedimiento para Fy = 0,
Ec. (3.12b), la cual puede ser escrita como
(20’ + (w? — m2)7")7" — 4w?nyo’ (41%0202 + (5 + 2r*w?)oo’ + 67"0’2>

o’ = . (3.35)
—r2 4+ <8T2w402 + 40rw?co’ + 4(3 + 4r2w2)0’2>

donde atin no se han introducido las variables adimensionales. Veamos el caso donde
la segunda derivada pudiera no existir. Para ello, igualemos a cero el denominador y

resolvamos para la primera derivada, llegdandose a

—10r,w?omn, £ 1, \/7]2 (3 + 4r2w? — dnyo2w* (8r2w? — 19))
Tconst. = : (3.36)
2m (3 + 4rfw2>

Como se puede apreciar, el denominador con 7, # 0 no se anulard para ninguna com-

binaciéon de r y w. Lo cual abre la posibilidad de la existencia un valor de r, donde

/

! onst.- Analicemos ahora el radicando de la expresiéon Ec. (3.36). Notemos que

o(ry) =0
considerar 7, < 0 va a implicar que este es negativo y por ende su raiz no existird en el
dominio de los reales. Dicho resultado implica directamente que para 7, < 0 o equivalen-

temente o(=Y| no va a existir un valor del radio para el cual ¢/(r,) = o’ Siendo esto

const.*

el porque, =Y no presenta un limite superior (ver Fig. 3.8 (derecha)).

Por otro lado, el considerar 7, > 0 pareciera presentar similar comportamiento, ya que el
ultimo término del radicando pudiera dominar a los demas. Lo anterior no es correcto,
puesto que este estd acompanado por una potencia cuarta en la frecuencia, la cual, al
ser menor que uno reduce drasticamente el peso del mismo en el radicando. Se pudiera
pensar que el considerar una oy grande compensaria la influencia de w*. Dicha hipdtesis
no es viable para soluciones asintéticamente nulas, puesto que para estas, existe una

relacion inversa entre o y w. Un incremento en la amplitud, implicara una frecuencia atin
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menor. Todo lo anterior nos lleva a suponer que oY pudiera presentar una amplitud
superior limite. La misma fue encontrada numéricamente (ver Fig. 3.8) y el acercamiento

a esta amplitud limite es mostrado por la Figura 3.10. En esta se muestran las derivadas

y los perfiles correspondientes a: 5(()“) =09y 6(()H) = 0.92, siendo la ultima, el limite

superior de este modelo. Con lineas de color negro son mostradas las respectivas soluciones

/

onst.- Como se puede observar, alrededor de © = 2 la primera derivada del

negativas o

/

tonst. legando a cast igualarse para

campo (color rojo) se va acercando a su respectiva &

el caso limite 5é+1) = 0.92, lo que lleva a que la segunda derivada del campo (color azul)

1)

cambie bruscamente. Considerar una amplitud 6[()+ > (.92 va a implicar la existencia de

/

tonst. ¥ que la segunda derivada se indetermine, siendo esta la razén del porque,

o(r) =0
para 1o > 0 existe un limite superior/inferior para la amplitud central/ frecuencia. Por
ultimo, es valido aclarar que un comportamiento similar aparece de analizar el modelo
Fy # 0y que los limites correspondientes son consecuencias de exigir un comportamiento
asintéticamente nulo (ver Fig. 3.9 (derecha)). Para los demés casos, no asintéticamente

nulos, regiones azules y grises en Fig. 3.8 y Fig. 3.9 no se indetermina la segunda derivada.

Finalmente, la Figura 3.11 muestra la relacion entre U(()ﬂ) y 12, la misma puede ser obte-

nida a partir de la relacién Ec. (3.34) y los resultados presentados en las Figuras 3.8 y 3.9.
Las regiones grises senalan el espacio de parametros donde se pueden obtener solitones no
topoldgicos. Las azules indican soluciones que asintoticamente tiendan a una constante
diferente de cero, o que oscilen. Las regiones grises tienen un limite inferior (lineas discon-
tinuas) dado por las respectivas amplitudes con w ~ 1, mientras que para 7, > 0 aparece
un limite superiores (lineas sélidas) dado por las respectivas amplitudes limites de cada
modelo. Notar que para el caso Fy # 0, su limite superior es mas grande que el respectivo
de Fy = 0 y por ello su franja es més ancha. En la figura también se representan las
soluciones —U(():tl), como se comentd con anterioridad las ecuaciones son invariante ante

cambio de signatura. Lo cual explica la simetria con respecto al eje z que se observa en la
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Figura 3.11. Por tultimo, se puede apreciar que las configuraciones no existen para 7, = 0

(linea blanca), en todos los casos tienden asintéticamente a infinito.

3.2.3 Estabilidad

En secciones anteriores se definié y restringié la existencia de soluciones tipo solitones
no topoldgicos en modelos tipo beyond Horndeski. Siendo ahora necesario estudiar la
estabilidad de los mismos. Para ello emplearemos una metodologia basada en los criterios
de estabilidad usuales aplicados a solitones en teorfas tenso-escalares [195,201,202] y nos
centraremos en los modelos G4, ~ X?. Es vélido sefialar que, aunque dichos criterios se
obtuvieron para modelos con un término cinético candnico, los mismos se fundamentan
en cantidades como la energia, la carga y el nimero de particulas de los solitones. Dichas
cantidades pueden también ser computadas para las soluciones encontradas para estos

modelos a través del teorema de Noether.

3.2.3.1 Teorema Noether

Analizado las densidades lagrangianas correspondiente a los modelos tipo beyond Horn-
deski, Ec. 3.2, destaca que estas no dependen explicitamente de las coordenadas x*, sino
de los valores puntuales del campo ¢°, de su primera y segunda derivada. Lo anterior con-
lleva a la existencia de una invariancia ante una transformacién geométrica z* — x* 4 a*,

del espacio-tiempo

Li[¢, X,2"] — Li[¢, X, 2" +a"],
= E,L [(b, X, l"u] + @Ma,wci [¢7 X? xﬂ} ’
= Li[p, X, 2" + 0, (a"Li[p, X, 2"]) ,

£1[¢7 X7 x“] — £2[¢7 X7 x,u] + 5£Z[¢7 X7 xﬂ] ) (337>
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donde se asumio a* como un desplazamiento pequeno y constante, y se hizo una expansion
en series de potencias de a*. Como se puede apreciar 0L;[¢, X, z#] serfa una divergencia,
por tanto las ecuaciones de movimiento quedan invariantes ante esta transformacion con-

tinua. Por el teorema de Noether tendremos la siguiente corriente j¥ asociada a esta

invariancia
0,5" = 0,(a"0",) =0 “E g (67,) =0,
o [‘9 (0,¢") a”<8(878u¢i>)18“¢ (B g) rOnd + 0L, (3.38)

donde por simplicidad se omitieron las dependencias funcionales y ©%, es el tensor de

energia-momento.

Es vélido aclarar que los indices v y i juegan un rol diferente a los tipicos que acompanan
al tensor de energia-momento deducido de forma geométrica (7"). Para este caso, P,

corresponde a la energfa total £ (u = 0) y los tres momentos p* (u = 1,2,3) 4

P, ::/@OH Vidiz, (3.39)

donde 7y := det n;;, con n;; la parte espacial de la métrica 2.7. Lo anterior garantiza que las

cargas de Noether representen la conservacion de la energia y el momento respectivamente

' término de superficie
0 :/ﬁy@’uﬁdiﬁx = /80@0Hﬁd3x —|—W

o d B 3 d
_E @“ﬁdl’—dtpu,

donde se uso el teorema de Gauss-Ostrogradski y se asumio que los campos correspon-

dientes a los términos de superficie, se anulan lo suficientemente rapido para que sus

41Ver [203] para una explicacién mds detallada de estas diferencias.
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respectivas contribuciones sean despreciables en el infinito. Es decir, ni la energia, ni el

momento escapan al infinito.

Por otro lado, como fue impuesto las densidades lagrangianas presentan una simetria
interna U(1) o de isospin. Es decir, cuentan con una transformacién continua que deja al

lagrangiano invariante ¢ — e~
¢' = ¢ —i0¢' = ¢ + 09T, (3.40)

donde se hizo una expansion en series de potencias de 6. La respectiva corriente de Noether

asociada es

o' = 0,

oL < oL 4 oL <
o= O e, (25 sei ) —20, [ —25 ). (341
7= 3G T (a@mz) ¢F> (a@ayw)) Pr- (34

Semejante al caso anterior, podemos definir la carga escalar () o el nimero total de

particulas NV, del objeto

Q/q= N = /joﬁd3x, (3.42)

donde ¢ es la carga del boséon por unidad de masa. Directamente se puede probar in-
tegrando en un volumen a, 9,j" = 0, que dichas cantidades se conservan. Por tltimo,
tendremos que la masa o energia libre vendra dada por E, = M, := Nm. Esta linea recta

en el plano E vs N representara las soluciones de ondas planas con momento nulo.

3.2.3.2 Estabilidad de solitones en G, ~ X?

A continuacion se determinard la estabilidad de las soluciones encontradas para los mo-
delos G4 ~ X?2. Dicha estabilidad est4 delimitada por dos puntos criticos en el espacio de

parametros. Estos pueden ser calculados a través de la relacién entre £, N( 0 Q) y w.
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Figura 3.12: La figuras muestran la relacién entre E (lineas sélidas ), N (lineas discon-
tinuas) y w para la familia de modelos G, ~ X2. Los graficos superiores

corresponden a Fy = 0 y los inferiores a Fy # 0 con 1y, > 0 (izquierdas) y

12 < 0 (derechas). Los puntos criticos w, (estrella roja) y ws (tridngulo ne-
gro) representan los puntos donde las pendientes son cero Ec. (3.43) y donde
se cruzan ambas curvas Ec. (3.44), respectivamente. Las cantidades E y N
crecen cuando w — 07 y w — m~. Excepto en los casos 7; > 0 donde la
region azul representa el rompimiento de la teoria.

El primer punto critico w, nos delimita la regién para la cual soluciones con w < w, serdn

estables ante una perturbacién d¢ (estabilidad cldsica 4%). La condicién

dN/dw = dE/dw =0,

(3.43)

nos fijard una frecuencia critica w,, la cual va a tener relacionado sus respectivas cantidades

1 dN

42Configuraciones estables cldsicamente serdn aquellas que cumplan que: ~ 5. < 0. Lo anterior garan-
tizaria que ante perturbacion d¢, el respectivo hamiltoniano tenga un autovalor negativo, lo cual
asegura que ante una excitacién el solitén regrese a la solucién sin perturbar. [201]
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Figura 3.13: La figuras muestran la relacién entre E' y N a través del parametro w para la
familia de modelos G4 ~ X2. Los graficos superiores corresponden a Fy = 0
y los inferiores a Fy # 0 con 1y > 0 (izquierdas) y ny < 0 (derechas). Los
valores criticos correspondientes a w, (estrella roja) y wy (tridngulo negro)
nos delimitan las regiones de estabilidad. La rama superior (w — m™) es
inestable y la inferior (w — 07) meta/estable (ver Tabla 3.1). La linea azul
representa las respectivas configuraciones con £ = Nm.

N. y E.. De manera general se va a tener que E. > E, = mN lo que va a implicar que
una parte de las soluciones en la region clasicamente estable, pudieran decaer ante una
excitacion en sus respectivas solucién de onda plana, lo que desharia el correspondiente
soliton. Apareciendo asi otra constriccién en la estabilidad delimitada por el segundo

punto critico wy dado por

E(ws) = mN(wy) , (3.44)

frecuencias mayores a w, tendrian una energia menor a F, y por tanto estarian a salvo de
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decaer al caso libre ante una perturbacion.

Por otro lado las configuraciones clédsicamente estables con £ > E,, y derivado de los
criterios de estabilidad cudntica %3 pudieran llegar a ser meta-estables, es decir, el tiempo
de vida del objeto antes de deshacerse pudiera ser muy grande. Es valido aclarar que esta
conclusiéon de estabilidad cuantica ha de tratarse con cautela puesto que la cuantizacion
fue obtenida para modelos con un término cinético candnico (ver [195,201]), no siendo del

todo claro si dicho resultado se pudiera generalizar a estos modelos.

Resumiendo: se presentan dos puntos criticos dados por w. y ws, cuyas respectivas
cantidades asociadas N y F nos delimitan las regiones en el espacio de parametros. Cuando
w > w,. las soluciones no son estables ante excitaciones del campo, mientras que para w, <
w < wy las soluciones van a tener una £ > E, lo que llevara a una posible meta-estabilidad.
Mientras que soluciones con w > w, cumpliran todos los requisitos de estabilidad clasica

y cuantica.

Estable Meta, Inestable
Clésica & Cuéntica Estable Cléasica & Cuéntica
E=mN dN/dw =0 ¢ SNT
n ii ! — w
0 Wy We w=m

Calculando las componentes temporales de Ec. (3.38), Ec. (3.41), y teniendo presente

los lagrangianos (3.5) para G4 ~ X?, el ansatz Ec. (3.11) y la métrica esférica (2.7) con

43Esta estabilidad viene del hecho de promover a operadores el campo y estudiar sus autovalores y sus
respectivos modos (ver [195,201]).
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A? = B? = 1, podremos obtener las respectivas expresiones

, Angwosdo’
3% = 2we?+ TDT [XS =+ 2a2X2 - X (2a1 + 7“2w2) — 6rw? — §<X2 + 4a1x
+3m2)} , (3.45a)
Anowlo’ o3 3
0% = %+ (m2 + w2) o2 - TPY 20 7 [6112)(2 —azx?® + arx + 4rw? + 2¢ (rw2
r w?r
%
+—55 + X2 + alx) , (3.45D)
w?r

donde x' = r'"! (£1no), & =r' (L1no’) y a1 = ap = 1, a3 = 0 para G4 ~ X? con
Fy = 0, mientras que a; = a3 = 2, as = 3 para G4 ~ X? con Fy # 0. Notar que el
considerar este tltimo modelo introduce un término x? en ©%,. Mientras que en el caso

limite w ~ m™, tendremos que
% ~mji’+--- - Ex~E +--, (3.46)

lo que implica que solitones proximos al limite de onda plana tendran una energia mayor
que la respectiva en reposo, lo cual como fue comentado afectard su estabilidad (ver

Fig. 3.16).

Usando el resultado anterior y resolviendo numéricamente las integrales Ec. (3.39) y
Ec. (3.42) en conjunto con los perfiles numéricos obtenidos, es posible calcular la respec-
tiva energia y numero de particulas correspondiente a cada solucion solitonica. Notar que
una vez introducidas las cantidades adimensionales 3.32; tendremos que: N = [m=%|ny|~!]

y E = [m~na| ']

Las Figuras 3.12 muestran la relacién entre E (lineas sélidas) y N (lineas discontinuas)
a través del pardmetro w para cada uno de los modelos con G4 ~ X?. Las lineas negras
corresponden al caso Fy = 0, con 1y > 0 (Fig. 3.12 superior izquierda) y 7, < 0 (Fig 3.12

superior derecha). Mientras que las lineas rojas representan al caso Fy # 0 para 1y > 0
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(Fig. 3.12 inferior izquierda) y 72 < 0 (Fig 3.12 inferior derecha). Usando los criterios
Ec. (3.43) y Ec. (3.44) es posible encontrar a través de estas relaciones los dos puntos
criticos correspondientes a cada caso. Las estrellas de color rojo representan las respectivas
w. que delimitan las regiones estables clasicamentes, mientras que los tridngulos negros
corresponden a wy, la cual nos senala la regiéon a partir de donde la energia de los solitones

es menor que su respectiva energfa en libre (ver Fig. 3.13).

Por otro lado, de las Figuras 3.12 se puede notar dos tipos de comportamientos, el primero:
la respectiva energia E y nimero de particulas N en un mismo modelo siempre sera mayor
en el caso 172 > 0. Dicho resultado estd directamente relacionado con el ancho de los
perfiles (ver Fig. 3.7). El segundo: las cantidades 'y N divergen con w — m~ y crecen
exponencialmente cuando w — 07. Estos comportamientos no se cumplen plenamente
para modelos con 7 > 0. Como se demostrd, en estos casos, la teoria deja de ser valida
en un w determinado (circulos negros en Fig. 3.12) a través de la indeterminacién de o”.
Notar que esta ruptura del modelo impide para el caso Fy = 0 con 1y > 0, la existencia
de configuraciones con una energia menor a la libre. En el otro sentido, aunque w —
m~ implique una divergencia tanto en £, como N los resultados solo estan limitados a
soluciones con decaimiento asintéticamente nulo, el cual, como vimos, solo es posible de
obtener hasta valores w ~ m. Lo anterior explica el porque en las Fig. 3.12 y Fig. 3.13 las

ramas correspondientes a w — 07 tienen en ocasiones una energfa mayor a w — m™.

De las Figuras 3.13 tendremos que excepto para F; = 0 con 1y > 0, existiran solitones
estables clasica y cudnticamente. Dichos limites estan representados con estrellas rojas V..
(E.) y tridngulos negros Ny (E) respectivamente, siendo el tiltimo de ellos el intercepto
con la linea azul que representa F, = mN. Como era de esperar estos puntos criticos
son equivalentes a los presentados en Fig. 3.12, de ahi que, w — m™ corresponda a la
rama superior (inestable), y w — 07 a la rama inferior (parcialmente estable cldsica y

cuanticamente). Por ultimo, tendremos que para w — m~ la energia del solitén va a ser
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Estable Meta Inestable No existen
Clasica & Cuantica Estable Clésica & Cuantica SNT
12 >0 - 0.954 S w < 0.981 0981 SwsS1
=y 12 <0 w < 0.877 0.877 S w < 0.967 0.967 Sw 1
72 >0 0.770 Sw £0.949 0.949 Sw <0.993 0993 Sw Sl v
f70 1y <0 w < 0.879 0.879 Sw < 0.981 0981 Sws1

Tabla 3.1: Regiones de estabilidad para modelos G4 ~ X? dadas por el parametro w [m]

siempre superior a la respectiva libre (linea azul), lo anterior valida el resultado Ec. 3.46.

Para culminar esta seccion se presenta un resumen de las regiones estables para cada uno

de los modelos de la familia G4 ~ X? en la Tabla 3.1.

3.2.4 Conclusiones Parciales

En esta seccién se logré demostrar que las no linealidades introducidas por los términos
no canonicos de Ly (con y sin Fy) son los que permiten la existencia teérica de solitones no
topoldgicos en un espacio-tiempo plano. Dichas soluciones van a presentar caracteristicas
comunes y particulares, por ejemplo, como particularidad las soluciones en G4 ~ X con
Fy # 0 muestran una doble degeneracién: pueden construirse con igual amplitud central
09, pero frecuencias w diferentes, o con iguales frecuencias, pero una amplitud o diferente.
Mientras que una caracteristica comun seria que todos los solitones no-topoldgicos tienen
que ser de la clase C?, algo que es necesario para obtener soluciones asintéticamente nulas.
Una indeterminacion en la segunda derivada del campo conlleva a un rompimiento del

modelo, ver por ejemplo para 7, > 0, la Figura 3.10.

A diferencia de trabajos como [200], en este caso se usé un enfoque complementario,
centrandonos en el estudio de estos objetos en un espacio-tiempo 4D, encontrandose so-

litones no-topoldgicos en las dos ramas: o, = 0y o, # 0. Como fue mostrado, la primera
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de ellas esta restringida a wvivir en el subespacio de parametros donde se cumple que
oy <0, o) € R. Mientras que la segunda siempre va a cumplir estas condiciones, sin em-
bargo, solo un subconjunto de su espacio de parametros va a satisfacer el comportamiento

asintéticamente nulo solicitado (ver Figs. 3.8, 3.9).

En la ultima parte de esta seccion se estudié la estabilidad clasica y cuantica para la
familia G4 ~ X?, aunque no fueron presentados resultados para G4 ~ X, la metodologia
puede ser aplicada sin mayores complicaciones. Las diferentes regiones obtenidas fueron
resumidas en la Tabla 3.1. Notandose que los solitones no topolégicos con 7, > 0 tendran
una region de estabilidad acotada por la frecuencia limite a partir de la cual la teoria se

rompe, debido a que las soluciones dejan de ser C?.

Aunque el enfoque de esta seccion fue la obtencion, caracterizacion y estudio de solitones
no topoldgicos en espacio plano. Es valido comentar que estos modelos presentan varias
virtudes que los han llevado a ser estudiados en disimiles contextos y escalas, p. €j. como
candidatos a energfa oscura [204, 205], objetos compactos [206,207]. Por otro lado, en
espacio plano (con Fy = 0), estos se reducen a los muy estudiados galileones. En la préxima
seccion se considerara un acople no minimo a la gravedad y estudiara la fenomenologia
de las configuraciones solitonicas. Como se demostrard, en el limite donde la constante de
acoplamiento es lo suficientemente grande se recuperaran los resultados presentados para

la rama o, = 0.
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3.3 Gravedad y solitones no topoldgicos en beyond

Horndeski

En la seccién anterior se demostré la posibilidad de obtener configuraciones soliténicas en
un espacio tiempo plano sustentadas por las no linealidades introducidas por las funciones
G4y F}. El siguiente paso légico seria acoplar a la gravedad, es decir, considerar que estos
objetos pueden deformar el espacio tiempo y este puede influir en su estructura. Soluciones
tipo solitones no topoldgicos en un espacio tiempo curvo han sido ampliamente estudiadas,

p. €j. estrellas de bosones [143,208-211], Q-bolas [202,212,213], Oscilones [214,215].

En el contexto de la gravedad de Horndeski, trabajos como [197,216-218] han abordado
este tipo de soluciones. Sin embargo, como fue comentado en la introduccion, modelos que
consideran a las funciones GG, y G5 se han visto fuertemente restringidos por la velocidad de
propagacién de las ondas gravitacionales, ¢, ~ ¢ [187,188]. Lo anterior, pude ser sorteado
facilmente con la introduccién de las funciones Fy, F5 (beyond Horndeski) [189, 190].
Aunque, como fue senialado, bajo ciertas condiciones (ver [191,192]) es posible la viabilidad
de estos modelos sin la introduccion de las funciones Fj, por tanto, en esta seccion también

los tendremos en cuenta.

Similar a lo realizado para el espacio plano, el primer paso para construir objetos com-
pactos serfa derivar las ecuaciones que describen a una solucién estatica y esféricamente
simétrica. Un estudio més general que incluya la rotacion y la evolucién en el tiempo
podria ser posible, sin embargo, como una primera aproximacion se esta considerando el
caso mas simple: esféricamente simétrico, asintético, y localizado. Otra motivacion para
construirlos de esta forma vendria dado por el hecho de que estas configuraciones son
consecuencia del grado extra (escalar) de libertad que tiene la teoria, y por lo tanto, cual-

quier componente inicial del momento angular probablemente se irradiaria en el proceso
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de formacion, de modo que el limite estatico y simétricamente esférico podria ser razo-
nable. En [219] abordan esta pérdida de momento angular para el modelo EKG, el cual,

como veremos, se recupera en ciertos limites del escogido.

3.3.1 Solitones no topolégicos gravitacionales

A continuacién se estudiara el modelo GLPV presentado en la introduccion del presente

capitulo Ec. (3.1), en particular, la subclase presentada en la seccién anterior 44
LQ = GQ = —m2gbgz_5 — X, (347&)

Ly = G4R —2G,x(0¢0¢ — ¢"d,,) . (3.47b)

y su respectiva extensién (3.3a). Como se puede apreciar, el campo escalar es acoplado
no minimamente a la gravedad mediante el término G4R. Este acoplamiento no minimo
gravitacional introducira la llamada quinta fuerza, la cual se traduce en una constante
gravitatoria efectiva Grs. La misma puede ser utilizada para constringir los pardmetros

libres del modelo (ver seccién fenomenologia 3.3.2).

De manera similar a la seccién anterior podemos expresar las funciones G4 y Fj, como

Ecs. (3.7)

oS XA o X? X3P
G4 X] = e 3.48
4 X AS + AS + AS + AGA] +..., (3.48a)

A 2dy  3dsX
F4[X] = Ag—X—FA—g—Fm—F.... (348b)

Anélogo al espacio plano, la aparicién del término 1/X no introduce inconsistencia alguna

44 Esta eleccién se puede pensar como una extensién del modelo Fab Four de Charmousis et al [220,221],
aunque la definicién original usa la funcién G5 ~ ¢, integrando por parte se puede expresar mediante
G4 ~ X [216,222,223]. Este modelo presenta un mecanismo de autoajuste para abordar el problema de
la constante cosmolégica, por lo que ha sido estudiado en diferentes contextos, p. ej. [217,218,224,225]
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en nuestro analisis. Tendremos entonces que la accion se puede escribir como

1

L= 3 aR— X —m?¢o (3.49)
Mor 1 X R = 26,0006 — 97 G] + L, V074 & 16,00
+A_§ C1 - Cl[ ¢ (b - (b ¢uu] + YE o€ ¢u¢u’¢uu’¢pp’ + ... )

con los puntos suspensivos indicando las restantes contribuciones de potencias mayo-
res a X. Notar que se uso la relaciéon entre Ay y Az dadas por Ec. (3.8) y se tomé a
co = 1/2. Sin perder generalidad en la metodologia usada, nos centraremos en la familia
de modelos visualizados en Ec. (3.49) (equivalente a tomar: d; = ¢; = 0 con ¢ > 2 en
(3.48)). Esta eleccién se fundamenta en el hecho de que, en la regién de amplitudes que
representan configuraciones estables y para un acoplamiento débil como los usados en el
analisis numérico, Az 2> (2|c;|Mpa; " /m?~4)1/3 el tomar en cuenta potencias mayores (p.
ej. ca # 0 0 c3 # 0 con los restantes ¢; = 0, i > 0) no implica configuraciones muy dife-
rentes a las obtenidas para el EKG (ver Fig. 3.14). Obteniéndose para el caso limitrofe,
Az > (2]e;| Mp " /m?~4)1/3 (0 1o que es igual Az — 00) que es posible despreciar todas
las contribuciones de los operadores ¢;, d; con ¢ > 0. Por otro lado, en conjunto a la con-
sideracion anterior, suponemos amplitudes oy < Mp; ya no solo podremos aproximar el
modelo mediante EKG, sino también a través del sistema Schrddinger-Poisson (SP) (ver
Fig. 3.15). Es decir, en dependencia de las escalas de energia Az, m y amplitud oy que
elijamos, las diferentes contribuciones de las potencias mayores tendran importancia o no

y los resultados pueden ser aproximados a los sistemas comentados.

Para el espacio de parametros explorado en este trabajo, potencias mayores a X no
reflejan un gran cambio con respecto a EKG y por ello no se tienen en cuenta. *> Aunque,
sin embargo, se usara el modelo correspondiente a G4 ~ X? (¢g # 0, co # 0 con los

restantes ¢; = 0) como una muestra de que, en el limite de acoplamiento fuerte, A3 <

450tra forma de abordar la eleccién de esta familia de modelos es presentada en [197] desde el punto de
vista de una teoria efectiva.
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Figura 3.14:
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Se muestran las relaciones Mgs vs Rgs correspondientes a diferentes ordenes
de la expansién Ec. (3.48) con Ay > MY*m2/3. Como se observa, conside-
rar un modelo G4 ~ X? (cy # 0, lineas color marrén) implica perfiles més
cercanos al modelo EKG (linea negra). Lo cual valida que las mayores di-
ferencias con respecto a la RG vendran dadas por el modelo G4 ~ X. La
region inferior a la linea negra (color naranja) representan un acoplamiento
negativo, mientras que la superior (color verde) un acoplamiento positivo.
Implicando configuraciones con masas menores y mayores respectivamente.

La regién azul, es donde la aproximacién Schrédinger-Poisson (SP) es vilida.
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Figura 3.15: Se ilustran dos limites posibles para las amplitudes centrales 0. Para el caso

09 < Mp (recuadro izquierdo) las configuraciones resultantes son equiva-
lentes a las de EKG (lineas discontinuas) e incluso al sistema Schrodinger-
Poisson (lineas punteadas). Mientras que para amplitudes mayores (recuadro
derecho) las configuraciones resultantes no pueden aproximarse por ninguno
de los modelos senalados. Es decir, los operadores de orden superior juegan
un rol importante.
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(2]e; | MaT" /m2=4) /3 — n; > 1 se recupera, para valores de amplitudes centrales en la
regién inestable, los resultados obtenidos en espacio plano (ver Figuras 3.8, y 3.11 para

un caso particular).

Comentemos algunos detalles sobre la familia de modelos visualizada en Ec. (3.49). Como
bien se pudo apreciar de los resultados en secciones anteriores, la inclusion del término ¢;
con Fy = 0 aporta en espacio plano una derivada total en la accién y por tal motivo la
misma se reduce al sistema KG, no existiendo soluciones solitonicas en ese contexto. Sin
embargo, con la adiciéon de la gravedad, dicho término no introduce una derivada total,
apareciendo soluciones soliténicas puramente productos de la gravedad (de ahi el nombre
de la seccién). Por otro lado, esta no es la primera vez que se propone la inclusién de
este término en la literatura: p. ej. como fue senalado constituye uno de los “Fab Four”
de Charmousis Charmousis et al [220,221]. Aplicaciones cosmoldgicas y gravitacionales
de este modelo se pueden encontrar en las Refs. [217,218, 224, 225]. Por ultimo, ha de
comentarse que la adiciéon del término F; ha venido tomando importancia luego de la

aparicion de la restriccién anteriormente comentada sobre c,.

3.3.1.1 Ecuaciones de estructura

A continuacién escribamos las respectivas ecuaciones de movimiento para la acciéon cuyo
lagrangiano viene dado por (3.49). Para ello variemos primeramente esta con respecto al

tensor métrico g,

MP]

M, Xb v v
(Ml?,1 1 201FX> Gy — by + — <c1a,w + dl“—c“) +...=0, (3.50a)
3

A 2X?

donde los puntos suspensivos representarian las contribuciones de potencias mayores en

X, las cuales son estudiadas en la seccion 3.3.1.4. El término G, es el tensor de Einstein,
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Figura 3.16: Izquierda: se muestra el término cinético canénico X = 9,$0"¢ como funcién
de la coordenada radial. Como se aprecia todos los casos tienen su maximo
en el origen y decaen a cero posteriormente, permaneciendo siempre menores
que Aj. Las configuraciones presentadas son las mostradas en la Figura 3.19.
Derecha: se muestra la relacién entre w vs oy correspondientes a los resul-
tados obtenidos en la seccion 3.3.1.3. Notar que el limite de campo débil
corresponde a w — m y que considerar d; # 0 implica una menor regién con
configuraciones estable.

mientras que los tensores t,,, @, b ¥ ¢4 son presentados en el Apéndice de [197]. 4
y tienen dependencia de la métrica y el campo escalar. Notar que ¢, no es suprimido a
ninguna escala de energfa (no cuenta con ningun factor A3), y su expresién corresponde

a la del tensor de energia-momento asociado a un campo escalar canénico.

Variando la acciéon con respecto al campo ¢, se obtiene la respectiva ecuacién de movi-

miento del campo

- - M
D¢ — m2¢ + Sl (cla + dl .= O, (350]3)

X Xet2d)
A3

X3
donde de manera similar a la anterior los puntos suspensivos representan las contribucio-
nes de potencias mayores. Las funciones escalares a, b, ¢ y d pueden encontrarse en los

notebook publicados en [25]. Notar que considerar ¢; = d; = 0, seria similar al tomar el

46Debido a la longitud de las expresiones para estos términos los mismos no son presentados en esta tesis,
pero pueden encontrarse en los notebook publicados en [25].
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limite A3 — oo, lo que implica recuperar EKG como se espera.

Asumiendo la métrica como estéatica y esféricamente simétrica Ec. 2.7

ds* = —N*(r)dt* + g*(r)dr* + r?df* + r* sin® Odp? (3.51)

y considerando el mismo ansatz de la seccién anterior Ec. (3.11)

B(t,r) = o(r)e™t, (3.52)

tendremos que las funciones N(r), g(r) y o(r) seran reales y dependerédn solo de la coor-
denada radial. Similar a la seccién anterior, w es real, y representara la frecuencia angular

de oscilacién del campo escalar en el espacio interno U(1).

La dependencia explicita del tiempo en el ansatz (3.52), reduce las ecuaciones de movi-
miento a un sistema independiente del tiempo compatible con la métrica estética (3.51).
Lo cual traduce la resolucién del sistema de ecuaciones a un problema de valor propios pa-
ra w. Después de algunas manipulaciones y considerando solo los términos representados

en Ecs. (3.50), las ecuaciones de movimiento se pueden expresar de la siguiente manera

2

N’ 1-— r w?
- ra-pllf oo [(HWQ e (m2 e +51>N2) oﬂ 0, (35%)
Pl
/ 1— 2 r w2
1-af —a+p5l - 5T [(1 )0 4 g (m2 ‘a 52>N2) oﬂ 0, (353b)
P1
2(1 — N’ ! 2
(1+e)0” + (TO +(1-mn) (N - ggﬂ o' —g° <m2 - (1~ 0);;,2) o =0, (3.53¢)
donde «, 3, ..., 6 son funciones adimensionales que modifican al sistema EKG y son

presentadas en los notebook publicados en [25]. En lo adelante a las soluciones del siste-
ma Ecs. (3.53) les llamaremos estrellas beyond Horndeski (EbH), en analogia a las EBs

presentadas en la literatura.
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Las ecuaciones (3.53) presentan diferencias respecto al sistema EKG. De manera general,
se tendra que las segundas derivadas del campo escalar en el lagrangiano (3.49), conduciran
a derivadas de segundo orden en lo términos métricos. Aunque bien es cierto que este
orden en las derivadas de la funcién ggg, aparecen en la RG, y en modelos tipo Horndeski
(F; = 0), la existencia de una segunda derivada en la funcién radial g,., es totalmente
consecuencia de las funciones beyond Hordenski F;. A simple vista se pudiera inferir de este
lagrangiano, la existencia de derivadas de cuarto orden en el campo para d; # 0 (beyond
Horndeski). Lo anterior no es lo que sucede con el modelo considerando, estas derivadas
cuartas desaparecen después de usar las propiedades del tensor de Levi-Civita, lo que da
como resultado ecuaciones de tercer orden. Algunas de estas terceras derivadas se pueden
eliminar después de manipulaciones utilizando las propiedades del tensor de Riemann,
[V, V,Ju® = R%,,0° y las que sobreviven, se cancelan mutuamente en simetria esférica,
siendo esta la razon por la cual no aparecen explicitamente en (3.53). Es importante
senalar que lo anterior no afecta el nimero de grados de libertad que se propagan en la
teorfa [169,170] y por tanto el nimero de condiciones a la frontera que se han de establecer

se mantiene igual.

Por otro lado, es evidente en las Ecs. (3.53), que el sistema de EKG también se recupera
en el limite donde los términos «, 3, ... 0 se pueden despreciar. Esto ocurre en régimen
de acoplamiento débil y amplitudes pequenas, donde se cumple que

1/2 4 3/2
PI/AB/'

go < (354)

m

Esta condicién se puede deducir a partir del méximo absoluto en el término cinético
X = g% — N72w?0?. Como se puede apreciar de la Figura 3.16 (izquierda) dicho
méximo ocurre en el origen y a partir de este punto comienza a decaer hasta cero (en el

infinito). Si consideramos una amplitud cercana a la limite inferior, es posible aproximar
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Figura 3.17: Se muestra la expansién alrededor del origen del perfil de la funcién de onda
o(r) a diferentes 6rdenes en la expansion de la serie, Ec. (3.57a) solo en r. Las
lineas sélidas negras se obtuvieron integrando numéricamente las Ecs. (3.53),
para los casos oy = 0.175Mp;, A3 = 1.5MF1,1/3m2/3, y dos diferentes opciones
de las constantes de acoplamiento adimensional: ¢; = d; = 0 (izquierda)
y ¢ = —1/2, d; = 0 (derecha). En cada caso, el valor particular de la
frecuencia que conduce al estado fundamental se obtuvo a posteriori después
de resolver numéricamente el sistema de ecuaciones. La region sombreada
delimita el radio hasta el cual la aproximacién Ec. (3.57a) es viable, para
este caso r = 4.2m™!

el maximo absoluto global a, |X| & m2¢Z, notar que amplitudes mayores implican que

w < m (ver Figura 3.16 derecha). Por otro lado, de las expansiones (3.48) se aprecia que
para X < A} = Mp A3, la contribucién debida a los operadores ¢;, d; con i > 0 puede ser
despreciable con respecto a los términos lineales. Juntando todo estos resultados, se llega

a la condicion Ec. (3.54).

3.3.1.2 Condiciones de frontera

Similar al procedimiento usado en espacio plano, para una resolucion numérica de las
ecuaciones de movimiento es conveniente reescribir estas en término de variables adimen-

sionales
_ As

, Ny3=—~—, 3.55
’ Mé{3m2/3 (3.55)

B B o w
r=mr, 0=—— =

Mp;' N

w
m
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donde N, es una constante positiva y arbitraria. La principal ventaja de esta eleccion
es que remueve la dependencia explicita de la masa del campo m en las ecuaciones de
movimiento obtenidas a partir de (3.49) (a cualquier potencia) y codifica las escalas de

energia m y Az, en un tnico pardmetro Az (los ¢; y d; solo fijan el modelo estudiado).

Siguiendo la misma metodologia desarrollada anteriormente, se sigue el andlisis de las
condiciones de contorno, buscando que las mismas sean compatibles con una solucion
regular en el origen y localizada en el espacio. Dichos comportamientos serdn conectados
por soluciones obtenidas numéricamente. Las condiciones de contorno que conducen a
configuraciones espacio-temporales regulares (en el sentido de que no existen divergencias

de escalares de curvatura) vienen dadas por

a(r =0) = ay, a'(r=0)=0, (3.56a)
N(F=0)=N, N'(F=0)=0, (3.56b)
g(f=0) =1, g (r=0)=0, (3.56¢)

donde 7y y Ny representan la amplitud del campo y la funcién de lapso evaluada evaluadas
en el origen respectivamente. Ambas serdn constantes arbitrarias y positivas. Similar a
lo que ocurre para el sistema EKG siempre se podra reabsorber Ny en la definicién de
parametro w y fijar Ny = 1 sin pérdida de generalidad.

Como es bien conocido, el asumir una métrica esférica obliga al estudio de las ecuaciones
alrededor del origen. Para ello, se realizé una expansion de Taylor de las ecuaciones adi-

mensionales alrededor de 7 = 0 e introducimos las relaciones (3.56), obteniéndose luego
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de un poco de algebra, la solucién perturbativa

1-@? ¢ 2(1—-w*+20%) d?

N = _9 ‘1
a(F) =59 {1 + 7 5 + /ig 5
dy (1-@*) [1+&?(7-652) —@* (8 — 352
() (15 (7 tnf) o 3 i) +} (3.578)
3
2 | (1-20%) 58 o 2[20° —@*(2+353)] a5 di4(1-0°) T
N2(F) =1 —F [3 i 3 +[_\g 5 +...|4..., (3.57b)
2
2y | (@) el e 2(1+0?)*ag 20 —di2(1-0%) a5
g (F) =147 —a A2 3 3 9 +oo+ (3.57¢)

donde los puntos suspensivos hacen referencia a factores de O(1/A$) y O(7*) que no hemos
incluido explicitamente. Para obtener expresiones manejables también hemos asumido
que la escala Az es relativamente grande en unidades de Mé{gmw 3. Lo anterior no es
necesariamente cierto, sin embargo, las expresiones generales son engorrosas y no muy
ilustrativas, sirviendo las ecuaciones (3.57) como referencia. En la Figura 3.17 ilustramos
la validez de esta expansion para dos ejemplos representativos, notar que los resultados

corresponden a la expansion solo en r.

Aunque es cierto que las ecuaciones (3.57) tiene una aplicacién limitada (al no estar
escritas completamente), hay informacién 1til que podemos inferir a partir de estas. Por
ejemplo, como se puede apreciar, mientras que la contribucién principal del operador d;
a la funcién de onda es lineal en &y, para la ecuacion (3.57a), la misma no tiene factores
de c¢; hasta el tercer orden en la amplitud central. Esto se debe a que para el orden lineal
en 7y el elemento de linea del espacio-tiempo permanece plano, N?(7) = ¢*(7) = 1 en las
ecuaciones (3.57b), (3.57¢), y en ese caso el operador ¢ solo contribuye como una derivada
total a la accion. Entonces necesitamos alejarnos del espacio-tiempo de Minkowski, es
decir, del orden lineal en G, para ver cualquier efecto de este operador. Lo anterior esta
en concordancia con los resultados encontrados para el espacio-tiempo plano, donde el

operador d; si tenia que tenerse a consideracién (permitia soluciones solitonicas).
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Por otro lado teniendo presente que para las configuraciones en un estado fundamental
(sin nodos) su segunda derivada en el origen, debe ser necesariamente negativa, y usando
que, @? > 1 (no confundir con w que es menor a m), tendremos entonces que el término
colindante a la constante ¢; en Ec. (3.57a) serd definido positivo, lo mismo aplicard para el
término que acompana a d;. Luego, si asumimos que la amplitud central permanece mas
pequena que la escala de Planck (en la préxima seccién se prueba que no existen configu-
raciones estable para gy 2 1, ver Fig. 3.16 panel derecho y Fig. 3.20), podemos suponer
entonces que los términos mostrados en Ec. (3.57a) son los dominantes y llegar a la con-
clusién de que, valores positivos de las constantes de acoplamiento, ¢; y dy, ancharian el
perfil de la funciéon de onda en comparacién con su equivalente EBs, mientras que, los va-
lores negativos lo encogerian el perfil. Esto parece indicar que los acoplamientos positivos
(negativos) estan asociados a interacciones repulsivas (atractivas). En la siguiente seccidn,
confirmamos este resultado numéricamente para el caso general de un As arbitrario de

orden Mp/*m?3, ver Figura 3.19.

Habiendo estudiado el comportamiento alrededor del origen, el préximo paso es estudiar la
existencia de configuraciones localizadas. Las condiciones de frontera para radios grandes
deben ser las mismas que las correspondientes al estado de vacio (recordar definicién
de solitén no-topolégico), o en otras palabras, se debe exigir que a distancias largas se
recupere el espacio plano. Para ello es necesario exigir
lim () =0, lim N(7) = Ny, lim g(7) =1, (3.58)
—00 —00 —00
donde N, es una constante positiva arbitraria que esta relacionada con la funcién lapso

y el haber fijado Ny = 1 para nuestros calculos.

Usando la ecuacién de movimiento del campo Ec. (3.53), y considerando el limite de

campo débil, en conjunto con el asumir las condiciones (3.58), es posible probar que de
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manera general se tendrd el siguiente comportamiento asintdtico

o1 / w?
7 (7) ~ ~ eXp ( 1- N—gor> : (3.59)

garantizandose asi la existencia para radios grandes, de la conducta deseada en las ecua-

clones.

Notar que si se restauran las unidades fisicas, se tendria que el término de masa m es el
causante del decaimiento exponencial en el infinito, esto siempre y cuando w/N.,, < m.
Estableciéndose asi un limite superior en el rango de frecuencias permitidas (ver Fig. 3.16
derecha). Por otro lado, la expresién (3.59) es exactamente la misma que la correspon-
diente a EKG, donde los operadores de derivadas superiores son ceros. Esto no es ninguna
sorpresa, ya que, como fue comentado, los operadores de orden superior son despreciables
a bajas energias. Siendo este el principal motivo por el cual, en préximas secciones, nos
limitamos a estudiar numéricamente la familia ¢, d;. A excepcion de la seccion 3.3.1.4

donde trabajamos con la familia c,.

En este punto, hay una pequena observacion que debemos hacer sobre la obtencién de las
soluciones numéricas. Por lo general, el término N, es elegido de tal manera que N, = 1,
pero esto no siempre se cumple una vez que se realiza la integracion a partir de Ny = 1.
Sin embargo, podemos hacer uso de la libertad para redefinir la coordenada de tiempo
y la frecuencia, en consecuencia: (N,w) — x(N,w), de tal manera que esta condicién se
satisfaga en el infinito, donde x es un factor constante arbitrario mayor que cero. A tal
efecto, primero obtenemos la solucién correspondiente asociada a una amplitud central
70, que da como resultado @ como valor propio de frecuencia, y N(7) como el perfil
de la funcién lapso, con la propiedad de que asintoticamente converge a un valor que
es diferente de uno en el infinito. Para cumplir con la condicién de frontera N, = 1,

se reescribe la coordenada de tiempo como N™V(7) = xzN(7), definiéndose una nueva



3.3. GRAVEDAD Y SOLITONES NO TOPOLOGICOS 109

1.200

1

09509

17.88

1.175

1.4 m
1.4 m

0.925

1.150
0.900

Tschw

1.125

T'schw

0.875

20_850 < 1.100

1.075
0.825
1.050

0.800

) ;
— o =1/2,d =1 1025 o — a=12di=1

o
0.775 ‘_ 2
o= ++++ agujero negro de Schw. 1.000 et *+++ agujero negro de Schw.

0.750 .
2 4 6 8 10 12 14 16 2 4 6 8 10 12 14 16

r[m™ r[m™

Figura 3.18: Se muestran las componentes del tensor métrico: la funcién de lapso N(r)
normalizada a uno en r — oo, (izquierda) y la componente radial g(r) (de-
recha), ambas como funciones de la coordenada radial. La configuracién co-
rresponde a la cuarta linea de Tabla 3.2. Como referencia, también es mos-

trado los términos métricos de Schwarzschild Nyww(r) = (1 — ry/r)/? y
Gsenw (1) = N} (1), donde ry = M/(4wM3)), para un objeto de la misma

masa total M = My = 17.88M3m ™! y radio insignificante. El perfil de masa
respectivo se muestra como una figura de insercién en el grafico de la derecha.

—,nueva

frecuencia w = xwq, de tal manera que

1
g(fmax) ’

TN (Frnax) = (3.60)

con Tmayx €l radio maximo de integracién. En lo adelante y para simplificar la notacion, no
escribiremos explicitamente el superindice “nueva ”, reportandose solo los valores ya rees-
calados. Un ejemplo de este reescalamiento y los respectivos perfiles métricos se muestran

en la Figura 3.18.

3.3.1.3 Perfiles numéricos

En esta seccién procedemos a resolver numéricamente las Ecs. (3.53). Para ello partimos
de las condiciones iniciales (3.56), con Ny = 1 y usamos la expansién alrededor del origen

Ecs (3.57) como punto de partida, en busca de obtener una solucién que integrada desde
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Figura 3.19: Perfiles correspondientes a la componente radial de la funcién de onda o(r),

Ec. (3.52) (izquierda), y el perfil de masa M (r), Ec. (3.61) (derecha), como
funciones de la coordenada radial en teorfas Horndeski (¢; = £1/2, d; = 0)
y viable beyond Horndeski (¢; = +1/2, d; = £1). A modo comparacién se
ilustra el caso en el que ¢; = d; = 0, correspondiente a un EBs estandar.
La amplitud central es oy = 0.175Mp y fue elegida puesto que proporciona
la méaxima masa estable para el modelo ¢; = —1/2, d; = —1. El valor del
acoplamiento se fija a Ay = 1.5M111/ *m?/3. Como se observa el perfil de las
estrellas se contrae (expande) para las constantes de acoplamiento negativas
(positivas) ¢; y dy de tal manera que sus radios no se ven afectados significa-
tivamente. En la figura interior mostramos la diferencia relativa con respecto
al limite de BS, que nunca supera los 15% para estas configuraciones. Las
propiedades mas importantes de estos objetos se informan en la Tabla 3.2.

el origen, coincida con el comportamiento asintético de la ecuacién (3.58) en el infinito.

Para encontrar dicha soluciéon ajustamos el valor propio de frecuencia w de tal manera

que la respectiva solucion satisfaga estos requerimientos. Tal ajuste es realizado mediante

un método de shooting [154,227]. En principio, hay un nimero infinito de frecuencias

que, dada una amplitud central oy, satisfacen las condiciones (3.58). En la practica, sin

embargo, buscamos solo configuraciones en el estado base, o de manera equivalente, perfiles

de campo escalar sin nodos. Para una amplitud dada en el origen, estas soluciones tienen

asociado la menor magnitud posible de la frecuencia que sea compatible con las condiciones

de contorno previamente establecidas.

En la Figura 3.19 (panel izquierda), son mostrados algunos ejemplos representativos de la



3.3. GRAVEDAD Y SOLITONES NO TOPOLOGICOS 111

SP
— o =1/2,d =1 50— 0
— aq=1/2,d1=0
— c=d =0
— q=-1/2,d1 =0
o =-1/2, dy = -1

~ SP sistema

— a=1/2,d=1
— a=1/2,d1=0
—— @ =ah =0

— a=-1/2,d1 =0
— aq=-1/2,d=-1

0.75

Figura 3.20:
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Se ilustran los perfiles Mys vs w (izquierda) y Mos vs Rgs (derecha) correspon-
diente a los modelos ¢; = +1/2, d; = 0 (Horndeski), y ¢; = £1/2, d; = £+1
(beyond Horndeski) con Az = 1.5M1i1/3 m?3. A modo de comparacién se
presenta la solucién correspondiente a EKG (¢; = d; = 0). Nétese que las
configuraciones en la rama de acoplamiento negativa (positiva) siempre tie-
nen masas mas altas (mds bajas) que la configuracién de EKG equivalentes.
Los puntos representan las configuraciones cuya masa es maxima y son los
equivalentes limite de masa de Kaup para EBs [211]. A partir de ese punto,
las soluciones de radio méas pequeno se vuelven inestables. La regién color
purpura corresponde a configuraciones SP es una buena aproximacién (la
diferencia relativa en la masa es menor que 1%).

— My

20
== Qos

22
[;‘ng nfl} " — My; [JWFZ,I Irfl}
(M 2] == Qo5 [MEm™?) - ~

— q=1/2,d1=0 — a=1/2,d1=1
— ¢ =d; =0 (EKG) — ¢ =d; =0 (EKG)
c1=-1/2,di =0 6 o =-1/2, dy = -1

0.

Figura 3.21:

1 02 03 04 0.5 01 02 03 0.4 0.5
o0 [Mpy] o0 [Mpy]

Se muestra la relacién Mys, Qg5 vs 0¢. Los resultados corresponden a las

configuraciones presentadas en la Figura 3.20. Como se aprecia, similar al

resultado reportado en [226], la primera configuracién con pendiente nula

para los perfiles de Mys y Qgs, es la misma en cada caso.
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As 0o w Mys Rys C
(Mm% [Mp) [m] (MEm~Y ]
cg=d =0 (EBs) 00 0.175 0.896136 14.548 7.959 0.073
¢ =1/2,d; =0 (EH) 1.5 0.175 0.889535 15.801 7.977 0.079
cg=-1/2,d1 =0 (EH) 1.5 0.175 0.902360 13.385 7.945 0.067
c=1/2,d =1 (EbH) 1.5 0.175 0.880272 16.984 8.068 0.084
o =-1/2, dy = —1(EbH) 1.5 0.175 0.916858 11.792 8.033 0.058

Tabla 3.2: Se muestran los parametros caracteristicos para los solitones gravitacionales
(estrellas): amplitud central g, frecuencia w, masa Mys, radio Res y com-
pacidad C' (definida Ec. (3.67)). Los datos corresponden a las configuraciones
mostradas en la Figura 3.19. Los valores positivos (negativos) de las constantes
de acoplamiento ¢; y d; aumentan (disminuyen) la masa Mgs; en comparacion
con una EBs de la misma amplitud central. Sin embargo, el radio Rgy5 es mucho
menos sensible a la inclusién de los operadores de derivadas superiores. Esto
también es evidente en el perfil de las estrellas que sufren modificaciones solo
en la region de radios intermedios, vea el panel izquierdo en la Figura 3.19.

parte radial de los perfiles del campo, computados a través de la implementacién numérica
desarrollada. En este caso, todas las soluciones toman los valores: A3 = 1.5M111/ > m?3, oy =
0.175Mp), y corresponden respectivamente a los modelos ¢; = £1/2, d; = 0 (Horndeski),
y ¢g = +£1/2, dy = +1 (beyond Horndeski). A modo de comparacién es mostrado la
solucion correspondiente a EKG, que en la parametrizaciéon usada corresponde al caso

donde ¢; = d; = 0. Las propiedades més relevantes de estos objetos se resumen en

Tabla 3.2.

Una de las cantidades mas importantes a la hora de estudiar este tipo de objetos es su
masa gravitacional, la misma puede ser calculada de varias formas. 4" En virtud de las
condiciones de contorno, el campo escalar desaparece asintoticamente a medida que la
métrica del espacio-tiempo se aproxima a la solucién de Schwarzschild. Por lo tanto, si se

elige un radio suficientemente grande 7, es posible usar la métrica de Schwarzschild para

4"Ver por ejemplo [140].
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estimar asintoticamente la masa de uno de estos objetos, a través de

M = 4n7 (1 - QQL@) , (3.61)

donde M = M M2m~" en unidades fisicas. En lo que sigue, nos referimos a la ecuacién
anterior como “perfil de masa” de la configuracién. La Figura 3.19 (panel derecho), mues-
tra de manera ilustrativa algunos perfiles de masa. A simple vista se puede verificar que el
perfil del campo escalar disminuye monétonamente a medida que 7 aumenta, y M tiende
a un valor constante, como se esperaba. Sin embargo, el campo escalar no desaparece
estrictamente para un 7 finito, por lo que es necesario definir un radio del objeto. En este
caso es definido Rg; como el valor del radio efectivo que contiene el 95 % de la masa total,
Mys. Por iltimo observar que para ¢, d; > 0, M es més grande que su equivalente EKG,
y para ci, d; < 0, M es més pequeno. El radio, sin embargo, permanece insensible a los

nuevos términos.

La Figura 3.20 muestra la relacién entre Mys vs w (panel izquierdo) y Mos vs Rgs (panel
derecho) para toda la familia de modelos estables ¢; = +1/2, d; = 0 (Horndeski), y
¢1 = +1/2, d; = +1 (beyond Horndeski) con Ay = 1.5 M/* m?3. A modo de referencia
se presenta la solucién correspondiente a EKG (¢; = d; = 0). Cada punto de las curvas en
la Fig. 3.20 representa a una configuracién con amplitud oy que se encuentra en el rango:
0.01 Mp; < 09 < 0.2 Mp,. A simple vista se puede observar que amplitudes pequenas
conllevaran radios grandes, y frecuencias cercanas a la unidad (en unidades de m). En
estos casos y como fue comentado, los operadores de orden superior (provenientes de los
términos cinéticos no candnicos) son despreciables, no siendo necesario resolver la ecuacion
de Horndeski (3.53), sino la de EKG, o en el caso limite SP. Este ultimo caso es sefialado
con un sombreado purpura que demarca la regién donde la masa obtenida mediante (3.53)

y SP tiene una diferencia relativa al 1 %.
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Por otro lado, el considerar un aumento de oy implicarda una mayor influencia de los
operadores de orden superior, lo que conlleva a una separacién de las diferentes curvas
en Fig. 3.20. Como se puede apreciar, cada curva (modelo) alcanza un punto méximo
(senalados con sus respectivos colores) y luego comienzan a disminuir. La configuracion
correspondiente a ese punto, delimitara los respectivos objetos estables (a la derecha del
punto) e inestables (a la izquierda del punto) ante perturbaciones radiales para cada mo-
delo. La metodologia seguida en este trabajo para definir la comentada estabilidad fue
la presentada en [226,228] para estrellas de bosones. Las conclusiones presentadas por
el autor pueden ser aplicadas en los modelos aca estudiados puestos que los mismos, se
conectan (como ha sido probado) con EKG en el infrarrojo. Esto implicara que los autova-
lores asociados a las configuraciones en el modo fundamental, tengan una signatura igual
a los de EKG. Es decir, son definidos positivos desde la izquierda hasta el primer maxi-
mo en un grafico ) vs oyg. Como se puede apreciar de la Figura 3.21, cada configuracion
correspondiente a ese maximo local, también serd la de mayor masa (local), similar a lo
q pasa en EKG (ver Figura 1 en [226]) llegandose al resultado de la estabilidad sefialado

con puntos en 3.20. 48

Por tltimo usando el perfil correspondiente al modelo EKG como referencia, se puede
apreciar de la Fig. 3.20 que el valor positivo (negativo) de la constante de acoplamiento
¢1 y dy conlleva a que el perfil para Mos(w) v Mos(Ros5) esté por encima (por debajo) del

referente EKG. este resultado es consistente con lo comentado en secciones anteriores.

Finalmente, a modo de resumen tendremos:

. , . iy MLZA3? .
1. en el régimen de campo débil op < —F—2— los operadores relacionados a ¢; y d;

dejan de jugar un rol importante en las ecuaciones de movimiento y las soluciones
pueden ser descritas usando el modelo EKG (ver Figs. 3.20 y 3.16). Para el caso

extremo, oy < Mp;, podemos describir estos objetos por el sistema Schrodinger-

48La obtencion de la respectiva expresién para la carga es mostrada en los notebook publicados en [25]
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Poisson (Fig 3.15).

ii. Los acoplamientos positivos (negativos) de ¢; y d; implicardn interacciones repulsi-
vas (atractivas) que se traducen en una masa mayor (menor) en las configuraciones.
Lo anterior esta sustentado en el hecho de que al fortalecerse la componente repul-
siva (atractiva) en la relacién hidrostética se necesitarfa una mayor (menor) masa
para alcanzar su equilibrio (Ver Figs. 3.19, y 3.20). Una consecuencia directa de la
signatura del acoplamiento se ve reflejada en los respectivos limites de estabilidad,
ocurriendo que en dependencia de la signatura la configuracién limitrofe tendra una

masa mayor (menor) que su contraparte con la otra signatura.

Aunque el analisis mostrado en esta seccion se centra en la familia de soluciones con
1/3 . . . iy

As = 1.5MP1/ m?/3, las conclusiones arribadas son validas en la regién donde se cumple

la relacion A3 > Mpm?. En la seccién de Fenomenologia 3.3.2 presentamos resultados

obtenidos para un rango de valores mas amplio del acoplamiento Aj.

3.3.1.4 Conexion con espacio plano

A continuacion se abordara la conexién en el limite de acomplamiento fuerte entre solucio-
nes soliténicas no topoldgicas en espacio plano y curvo. Como se pudo observar de la Figu-
ra 3.11 dicha conexién debe ocurrir en el limite, Ay < (2|c;| M " /m2=4)1/3) — p, > 1.
Esta conexion se justificaria por el hecho de que, mientras mas fuerte es el acoplamiento,
menos relevante se vuelve el término G4R (asociado a la gravedad). En dicho régimen
se espera que aun, para amplitudes menores a la masa de Planck, las soluciones no sean

estables ante perturbaciones radiales.

Para ejemplificar esta conexién entre los dos regimenes gravitatorios se tomara (por sim-

plicidad) un caso particular de, G4 ~ X?2.Considerando el siguiente término de la serie en
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las Ecs. (3.50), (3.50b) tendremos

2

Af

2 dabuy
<M§1+...+2@ )GW—tWJr...JFAG(cQ[XaW+2kW]+ 24“)+...:0, (3.62a)
3

_ _ 2 dab
D¢—m2¢>+...—|—A6< [Xa+k]+;>+...:0, (3.62b)
3

donde los tensores a,,,... y escalares a,... son mostrados en los notebook publicados
n [25]. Los primeros puntos suspensivos indican términos asociados a ¢, y los ultimos
potencias mayores (¢;, i > 2). Usando la métrica (3.51) tendremos de Ec. (3.62) para la
familia de G4 ~ X2 con ¢y # 0, ¢ # 0 y los restantes ¢; = d; = 0, las ecuaciones de

movimiento

N’ 2
0—61>N2&%@2 éi&) . (363)
g r 2c90% [Oy B
(1 _ —51 ) N (@ - A [TQ + 93D =0,  (3.63b)
21\ |2 262 b3\ (N ¢ /
<”Ag>“ ’ H“m)*(“m) (¥-9))

2
—g? {m2 - <1 - cjii“) ;2] o=0,  (3.63)
3

donde los términos 5;, ©;, §; son presentados en los notebook publicados en [25]. Notemos
que la estructura presentada es similar al resultado presentado en Ecs. (3.53), es decir, las
conclusiones para el régimen de acoplamiento débil anteriormente comentadas, también se
aplican (como era esperado) en el caso de potencias mayores del término cinético canénico.
De igual forma, las conclusiones presentadas en esta seccion se pueden aplicar para el caso
lineal en G4 ~ X con Fy # 0, con las particularidades presentadas en la secciéon 77 y que,
al estar pesados As con una potencia menor, se tendria que considerar valores mucho
mas pequenos que los considerados para este caso. Es decir, para lograr que los términos
dominante sean los relacionados al acoplamiento, tendriamos que considerar valores muy

cercanos a cero para As, algo que no abordamos por cuestiones numéricas. De ahi que,
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Figura 3.22: Se muestran los resultados obtenidos para diferentes valores de Aj corres-
pondientes al modelo ¢ = 1/2, dy = 0. Se puede apreciar que valores de
A3z 2 Mll,l/ S m?/3 implican un perfil similar al modelo limite EKG (linea ne-
gra). Mientras que para valores menores (acoplamiento fuerte) los perfiles
se deforman. Izquierda: se muestra la relaciéon masa/nimero de particula vs
amplitud central. Los puntos verdes corresponden a dN/dpy = 0 y demarca
la frontera entre las regiones estable (regién blanca) e inestable (regién gris).
Derecha: se senala la relacion entre las masas y sus radios. Los puntos ne-
gros corresponden al punto de maxima masa y como se aprecia, coincide con
los punto verdes. Los puntos rojos sefialan un limite numérico donde o” se
indetermina.

para ejemplificar esta conexion con el espacio plano, se considerd la segunda potencia en

la serie de X.

Durante la resolucion del sistema de ecuaciones Ecs. (3.63) se buscaron solitones no to-
pologicos usandose la misma metodologia explicada en secciones anteriores, es decir: va-
riables adimensionales definidas en (3.55), condiciones de contornos dadas por (3.56), y
comportamientos en el origen y asintdticos descritos por Ecs. (3.57) y (3.59) respectiva-
mente. Notar que es posible usar los comportamientos asintoticos anteriormente encon-
trados puesto que al tener las ecuaciones una estructura similar, a primer orden se llega

a resultados equivalentes.

La Figura 3.22 recuadro derecho, muestra la familia de soluciones correspondientes a dife-

rentes valores de A3. Como se puede aprecia (y era esperado), considerar Az > (Mpm?)'/3
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Figura 3.23: En ambas figuras se intenta mostrar que para Az < 1 parte del perfil obtenido
correspondera a los resultados obtenidos en espacio plano. Mientras mas
pequeno sea A3 mayor parte del perfil podra ser tratado como su equivalente
en espacio plano. Recuadro izquierdo: se compara la relacién entre Mys vs
Rgs con su equivalente Fgs; vs Rgs en espacio plano. Recuadro izquierdo: se
realiza una comparacion similar, pero esta vez og vs w, los resultados para
el espacio plano son los presentados en Fig. 3.8. La region gris corresponde
a la regién inestable y los puntos rojos a la configuracién limite a partir de
la cual ¢” se indefine.

conllevara a obtener configuraciones muy similares a sus equivalentes en el modelo EKG
(linea negra, A3 = 00). Una conclusion similar fue expuesta a partir de los resultados mos-
trados en la Fig 3.14). A la misma vez, si se considerasen amplitudes mucho menor que
la masa de Planck, podrian obtenerse en este limite, las mismas configuraciones mediante
el sistema Schraodinger-Poisson (regién blanca), algo que ya fue abordado en la seccién
anterior (ver Fig 3.15). De forma general, los resultados muestran que para régimen de
valores: Az > (Mpm?)Y/? y amplitudes o en la regién estable, los comportamientos son
similares a los reportados para la familia G4, ~ X. Sin embargo, considerar valores meno-
res a la unidad, es decir: A3 — 0, conlleva a la apariciéon de nuevos comportamientos y a
una deformacion en el perfil de configuraciones Mys vs Rgs. De la Figura 3.22 se puede
apreciar que, luego del punto de maxima masa (puntos negros) comienza a presentarse un
cambio de pendiente cada vez més pronunciado. Mientras que los puntos rojos representan

la apariciéon de una divergencia en la segunda derivada. La misma puede tener su causa en



3.3. GRAVEDAD Y SOLITONES NO TOPOLOGICOS 119

0.4 Regién Azul:
¢ solitones no topolégicos

0.2

0.0

a [Mp]

Regi6n Gris:
€ solitones no topoldgicos

—0.4

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
1/3 2/3
As[Mp"m /]

Figura 3.24: Se muestra que para A3 — 0 es posible recuperar los resultados obtenidos
considerando el espacio como plano. La regién verde senala el configuracio-
nes dentro del espacio de parametros donde es posible encontrar solitones
gravitacionales, mientras que la gris, corresponde a los resultados mostrados
en la Fig. 3.11. Por tultimo la regién azul representa la region donde no se
encuentran ningun tipo de soluciones.

el modelo escogido, puesto que, como se observa de las Figuras 3.23 y 3.24, en este limite
de As, las soluciones se asemejan a las de espacio plano presentadas en la seccién 3.2 para
este modelo (ver Figuras 3.8, 3.11). Por tal motivo, es légico pensar que la naturaleza de
esta divergencia sea la misma detallada para este caso. Notese también que todos estos
cambios ocurren en la regién inestable (color gris), algo que también estaria en concor-
dancia con los resultados presentados respecto a la estabilidad de este modelo en espacio
plano (se concluyé que era inestable). La Figura 3.22 recuadro izquierdo, muestra los
respectivos perfiles de densidad y masa versus la amplitud central. Como fue demostrado
en [226], el valor de la amplitud og a la cual dN/doy = 0, delimitara la frontera estable
ante perturbaciones (color blanco) y no estable (color gris), siendo este el criterio aplicado
en este trabajo. Como se aprecia de la Figura, dicha configuracion coincidird con la masa
maxima. Por ultimo, notar que en el caso extremo A3 — 0 puede llegar a ocurrir que ni

en el limite oy < Mp) la aproximacion EKG o Schrodinger-Poisson es valida.
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La Figura 3.11 muestra un resumen de los resultados encontrados. La regién verde co-
rresponde a configuraciones solitonicas gravitacionales, mientras que las grises a solitones
desacoplados de la gravedad. Nétese que valores de A3 — 0 solapan ambas regiones, apa-
reciendo asi un limite en el cual es posible estudiar estos objetos sin tener en cuenta la
gravedad. Aunque, como fue deducido, en ambos casos dichas configuraciones no parecen
ser estables. Las regiones azules representan el espacio de parametros donde no es posible

encontrar ningiin tipo de solitones no-topoldgicos.

Con respecto a los resultados mostrados en las Figuras 3.8, y 3.11, es valido aclarar que,

para realizar las respectivas comparaciones fue necesario hacer uso de las relaciones

o

3.3.2 Fenomenologia

En esta seccion se presentaran diferentes estudios fenomenoldgicos que pudieran ser re-
levantes en el estudio de estos solitones gravitacionales (estrellas). Antes de proceder a
mostrar los resultados, argumentaremos de manera réapida algunas ideas que se han de

tener presentes respecto a las escalas de energia Az y m, (ver [197] para més detalles).

Como es usual, en modelos de gravedad modificada, los parametros libres de la teoria,
sufren constricciones en dependencia de la escala a la que se estudien. El modelo beyond
Horndeski no es un caso atipico, y debe cumplir ciertas cotas tanto en el infrarrojo (baja
energia), como en el ultravioleta (alta energia), dichas cotas vienen impuestas por eviden-
cias observacionales. Una posible frontera que brinda una nocion referente la escala a la
cual se espera que el modelo introduzca modificaciones (y por ende, deberd ser puesto a

prueba con los respectivos observables), es cuando la masa de las particulas que media
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Figura 3.25: Se ilustran diferentes regiones aproximadas dentro del espacio de parametros.
La regién blanca senala las configuraciones donde los términos superiores de
la serie para G4 (3.48a) no son relevantes. Configuraciones que se encuentren
en las cercanias de la region azul seran las que presentaran una mayor dis-
crepancia con respecto a sus equivalente EBs. La regién azul indica la region
a la cual podria ser necesario considerar términos superiores de la serie. En
la regién gris, m > A3, no es posible encontrar configuraciones. Las lineas
solidas horizontal y vertical indican la relacién presentada en (3.65).

la fuerza gravitacional (sin tener presente el gravitén) es del orden de 1073 eV. Aunque
de manera general dicha frontera no tiene que ser estrictamente ese valor, este puede ser
util como una primera aproximacion. Se esperara entonces que: masa menores introdu-
ciran modificaciones en el infrarrojo (IR), mientras que masas mayores lo haran en el

ultravioleta (UV).

Un comentario necesario lo lleva la escala de energia As, la misma como fue presentado,
estd ligada al valor de m, y nos da una nociéon de cuan fuerte o débil es la desviacion
introducida por los términos de derivadas superiores. Usando el valor fronterizo m = 1073

eV, tendremos que

m > AY?[107%eV] x 1079 eV. (3.65)

La Fig 3.25 resume de manera ilustrativa los limites introducidos por los diferentes criterios
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comentados anteriormente (lineas sélidas), mientras que las diferentes regiones codifican
la influencia de los operadores de orden superior, en la regién de parametros. Es necesario
senalar que mientras mas nos adentramos en la region azul, los operadores relacionados a
los términos X con ¢ > 2 son importantes y el modelo usado deja de ser del todo valido.
Notar que aunque no se muestra directamente un eje con valores para py, las regiones

senaladas tienen su influencia implicitamente.

3.3.2.1 Compacidad

Durante todo el analisis realizado con anterioridad no fue relevante el valor de la masa
del campo escalar m, aunque, como fue senalado, ciertas cantidades fisicas de las confi-
guraciones p.ej. masa y radio, se relacionan con este valor mediante: M = M M3,/m y

Rgs = Rgs/m respectivamente. En unidades fisicas las mismas se pueden escribir como

_ 1.97Rys
mleV]

x 1071 km. (3.66)

Usando estas relaciones se podria en principio, mediante una curva Mgs(Rgs) para una
masa m del campo, definir la masa y radio del objeto. Por ejemplo, de los resultados
particulares mostrados en el panel derecho de la Figura 3.20 uno podria construir teori-
camente, objetos con las caracteristicas que se deseasen. La realidad es un poco diferente,
veamos el caso de las configuraciones estables mas masivas, como se aprecia en Fig. 3.20,
las mismas estan en el rango: 11 < Mys < 20, 5 < Rgs < 10. Considerando que la mo-
dificacién introducida a la gravedad ocurre en el UV, m > 1073 eV, tendremos que los
objetos resultantes tendrdn una masa menor a 1077 M, lo cual los harfa (en caso de
existir) inaccesibles observacionalmente. Ahora, si por el contrario, es asumido que esta
modificacién ocurre en el infrarrojo, el objeto resultante puede ser de interés astrofisi-

co, p. ej. para particulas escalares en el rango 10713 eV < m < 1071%eV, se tendrd que
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Figura 3.26: Izquierda: se acotan la regiéon blanca (lineas verticales) de la Fig. 3.25 me-
diante constricciones observacionales sobre la masa de objetos compactos
(eje superior). En esta regién sabemos que, EbH ~ EBs, por lo que se usa
en (3.66) la mdxima masa para una EBs, M#** = 15.91. Dicha aproximacién
comienza a fallar cuando Az ~ Mg/*m?/3 (linea azul). En la regién azul, EbH
~ EBs, vy la asuncién realizada no es vélida. La region blanca senalaria el
espacio de parametros en el cual los objetos pudieran ser detectados. Dere-
cha: relacién entre la compacidad maxima estable y el parametro Az. Las
lineas grises denotan la compacidad de un agujero negro tipo Schwarzschild,
C =1/2 y el limite de Buchdahl, C' = 4/9 [163]. El sombreado azul repre-
senta la region donde las EbH serian lo suficiente compactas para que, en
un proceso de colisién binaria (de igual masa) se emitiese mas radiaciéon gra-
vitacional que su equivalente en agujeros negros (ver Ec. (3.68)). La regién
sombreada de gris serian los valores para los cuales lo anterior no es cierto.

los objetos que se forman del agrupamiento de estas, tendran un rango de masa entre
1 My < Mys < 10° Mg,. Mientras que para m < 1072 ¢eV el resultado serfa un objeto
con un radio Rgs = 10 Mpc, el cual es el tamano tipico de los clusters de galaxias (ver
Figura 3.26 panel izquierdo). Aunque formalmente nada impide postular objetos con esos

radios, valores de la masa del orden m ~ 10733 eV, tienen una motivacién més cosmolégica

que astrofisica (abordan el problema de la constante cosmolégica).

Por otro lado, el parametro A3 nos permite caracterizar cuando se ha de tener presente las
correcciones introducidas por los operadores de orden superior y cuando la aproximacion

a EKG es aceptable. En las restantes secciones nos centraremos en la regién de valores
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de A3 donde los términos de orden superior contribuyen y asumiremos valores para m
tales que reproduzcan objetos astrofisicos. El objetivo es encontrar con el anélisis de sus

propiedades, posibles senales provenientes del propio modelo.

La primera propiedad que se suele estudiar en los objetos estelares es la compacidad, por

la notacién usada en este capitulo la misma se define como

M95

C=—5__
87TMP2)1R95,

(3.67)

donde el factor 8mME es incluido para obtener las unidades correctas (adimensional).
Con esta definicién la compacidad de un agujero negro tipo Schwarzschild es C' = 1/2, el
limite de Buchdahl igual a C' = 4/9 [163] y la compacidad para una estrella de neutrones
entra en el rango de C' ~ 0.1 — 0.2 (como fue senialado en el capitulo anterior). En el caso
de las estrellas de bosones no interactuantes se alcanza C' =~ 0.1, aunque con la inclusiéon
de un término atractivo tipo A¢* en el potencial se llega a C' &~ 0.158 [159], mientras que

potenciales més complejos pueden llegar hasta C' ~ 0.35 [162].

El analisis presentado se centrara solo en los objetos mas compactos, esto implicara
considerar las configuraciones con valores positivos en las constantes de acoplamientos:
cg =1/2,dy =0,1/2y ¢; = d; = 0 para i > 1. Puesto que solo nos interesan configu-
raciones estables, se tendra que la méds compacta vendra dada por la configuracién que
delimita las regiones de estabilidad en una curva Mgs(Rgs) (p. €j. puntos senalados en la

Fig. 3.20).

El panel derecho de la Figura 3.26 nos muestra la relacion existente entre la compacidad
méxima (estable) y el pardmetro Az (en unidades Mlil/ S/ 3) para los modelos ¢; = 0,1/2,
dy = 0,1/2. Nétese que cada punto en las curvas de la Fig. 3.26 representa la compacidad
de las respectivas configuraciones que delimitan la estabilidad en sus curvas Mgs(Rygs)

construida con el valor de Az respectivo. Como se puede apreciar, el considerar ¢; =
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1/2, d; = 0, permite alcanzar una compacidad del orden de la méxima tedrica reportada
para estrellas de bosones C' ~ (.35, esto sin tener que introducir términos extras en el
potencial. Se pudiera pensar que valores equivalentes al limite de Buchdahl o incluso al
de un agujero negro, pudieran obtenerse considerando términos extras en el potencial, o
incluso estudiando el régimen de acoplamiento fuerte (donde la estabilidad no se define
de igual forma). Por otro lado, notar que ain, cuando el término beyond nos permite
obtener objetos méds masivos (ver Fig. 3.20), la compacidad de los mismos es menor
mientras mayor sea el acoplamiento (p. ej. a partir de Az < 1.5 Mfl,l/ Sm?/ 3). Lo anterior
ocurre puesto que un mayor acoplamiento implicarda también objetos mas extendidos,
haciendo que la relacién masa-radio sea menor que su equivalente en Horndeski (d; = 0).

Las regiones sombreadas es un resultado que se argumenta en la préxima seccion.

Procedamos ahora a estudiar las configuraciones con caracteristicas astrofisicas.

3.3.2.2 Radiacién gravitatoria

Aunque relativamente nuevas, las detecciones de ondas gravitatorias proveniente de coli-
siones de objetos compactos han revolucionado la gravitacion y la cosmologia en general.
Como es probado en [156, 157,229, 230], colisiones de EBs altamente compactas pueden
producir senales particulares de ondas gravitatorias que permitirian distinguirlas de otro
objetos compactos como: agujeros negros o estrellas de neutrones. Lo anterior motiva a
pensar que dada la gran compacidad que pueden presentar las EbH y su similitud con
las EBs, puede resultar de interés el estudio de la energia gravitatoria radiada durante la

colision de estos objetos como un posible observable.

En la presente seccién no se muestra el desarrollo formal del proceso de colisién, ni de la
emision dinamica de la radiacién gravitatoria de estos objetos solitonicos. El andlisis pre-

sentado se centra en un modelo simple para estimar la radiacién gravitatoria de sistemas
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binarios compactos [231]. Este modelo permite a través de la compacidad de las configu-
raciones, obtener un orden de magnitud para la energia total irradiada por la colisién de

solitones de igual masa y compacidad [156]
Erua = 0.48C My, (3.68)

donde My = My + My = 2M, con M la masa inicial del objeto y C' su compacidad. Es
valido aclarar que, aunque este resultado se deriva para un campo escalar minimamente
acoplado con un potencial soliténico [162], las consideraciones en [231] son lo suficien-
temente genéricas como para que las particularidades del modelo estudiado no afecten
el resultado. La ecuacién (3.68) es obtenida mediante argumentos de conservacién de la
energia de un sistema irrotacional, donde dos objetos de densidad constante, con igual
masa M y radio R se fusionan en un solo objeto de masa aproximadamente igual a 2M
con un momento angular nulo y se asume que, durante la colisiéon, todas las demas for-
mas de radiacién, a parte de la gravitatoria, son despreciables (por ejemplo, radiacién

electromagnética o escalar).

Usando (3.68) como una cota superior de la energia total irradiada durante la colisién de
dos solitones gravitaciones, y dado que las colisiones de agujeros negros irradian aproxi-
madamente 5% de su masa total en ondas gravitatorias. *° Podrfa darse el caso en que
la colisién binaria de dos solitones pueda emitir mas que un sistema de agujeros negros
de masa similar, para ello, serfa necesario una compacidad C' 2 0.12. Como se muestra
en la Fig. 3.26 (panel derecho), varias configuraciones estables alcanzan una compacidad
superior a C' = 0.12, incluso para valores moderados de A3 con ¢; = 1/2,d; = 0,1. Por

ejemplo, si A3 ~ 1.26 Mfl)l/ng/?’ tenemos C' ~ 0.20, y la energia total radiada pudiera

49Modelos numéricos de la colisién de dos agujeros negros no rotantes con igual masa, predicen que la
radiacién gravitacional emitida durante el proceso es menor al 4 % de la masa del sistema binario [232].
Algo que fue verificado gracias a la observacién GW150914 la cual correspondié a un sistema binario de
agujeros negros que emitié en forma de ondas gravitacionales aproximadamente el 5 % de su masa. [99]
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Figura 3.27: Se muestra la relacién Ec. (3.70 correspondiente a las configuraciones mos-

tradas en la Fig. 3.28. Como se puede apreciar el caso correspondiente a
As > MY*m?3 (panel izquierdo) no presenta ninguna rafz (no tiene es-
fera de fotones), mientras que Az = Mél/ng/ 3 presenta dos: rgp = 1.34r,
inestable (EFI) y rgp = 1.21r, estable (EFE). A modo de comparacién se
muestra en ambos casos los resultados para los respectivos agujeros negros

de Schwarzschild, asi como se senalan los correspondientes Rys.

llegar a ser aproximadamente 10 % de la masa total del sistema. Por otro lado estos re-

sultados (Fig. 3.26 panel derecho) muestran configuraciones lo suficientemente compactas

como para ser consideradas como objetos exdticos compactos (OEC). Este tipo de objetos

han recibido una atencién creciente en los tultimos anos puesto que la radiacién gravita-

cional que pueden llegar a emitir en una colisién entra en el rango de sensibilidad de los

observatorios de ondas gravitatorias, y presentan la posibilidad de reproducir colisiones

atribuidas a agujeros negros [233] (para una revisién ver [230,234,235]).

En resumen, aunque el estudio presentado se basa en un modelo sencillo, y los resultados

son cualitativos, es decir, en ordenes de magnitud, los mismos muestran que seria propicio

e interesante estudiar con mas detalle la radiacion gravitatoria proveniente de colisiones

entre solitonicos gravitacionales.
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Figura 3.28: Angulo de deflexién A¢(rq), de los rayos de luz como funcién de la distancia
de la aproximacién més cercana rq para dos EbH en una teorfa con ¢; = 1/2,
d; = 0. Izquierda: configuracién mas compacta con Ag > Mfl)l/ *m?/3. Dere-
cha: configuracién mas compacta con Az = Mlil/ *m?3, las lineas verticales
corresponden a las dos esferas de fotones estable (EFE) e inestable (EFI). En
ambos casos se ha representado los respectivos Rgs e incluido la prediccion
para un agujero negro de Schwarzschild con la misma masa que las respecti-
vas estrellas: My = 15.9M3,/m (panel izquierdo), My = 27.7TM3,/m (panel
derecho).

3.3.2.3 Lentes gravitacionales

Como bien es conocido un rayo de luz sufre una desviacién al pasar cerca de un objeto
compacto. El valor de ese angulo de deflexion dependera de la deformacion espacio tem-
poral que produzca dicho objeto. En tal sentido, una posible evidencia observacional de
las EbH, pudiera provenir de la desviacion que sufrirfa un rayo de luz al pasar cerca de

uno de estos objetos.

Siguiendo la metodologia presentada en [236], y corroborando el resultado presentado
en [237] se obtiene que para una métrica estatica y esféricamente simétrica (3.51) el

angulo de deflexion de los fotones es

Ap(rg) = 2 /:O drg(:) [fgﬁ(gf}; - 11_é —, (3.69)
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donde rg es la distancia de aproximacién mas cercana del rayo de luz al centro del objeto
compacto. La integral (3.69) se puede resolver analiticamente para casos particulares, por
ejemplo para un espacio-tiempo plano N2(r) = ¢(r) = 1, se tendria que Ap(rg) = 0
sin importar el valor de ry, para la métrica de Schwarzschild una solucién analitica fue
obtenida por Darwin en términos de integrales elipticas [238,239]. Casos mas generales

como el acé presentado deben ser abordados mediante una implementacién numérica.?

La Figura 3.28 muestra los resultados obtenidos para las respectivas configuraciones més

compactas correspondiente a dos modelos particulares:

- ¢ = 1/2,dy = 0, Az > Mfl,l/gmz/?’ (EKG), con oo = 0.27Mp), cuya masa y radio
obtenidos son: My = 15.9M% /m, y Rgs = 6.01lm™! = 4.75r, respectivamente (panel

izquierdo)

2- ¢ =1/2,d, =0, A3 = ]\4;1/37112/3 con oy = 0.4Mp;, cuya masa y radios obtenidos

son: Mp = 27.7TM3,/m, y Rgs = 3.30m™"' = 1.50r, respectivamente (panel derecho)
donde r, = M /(4w M3)) representa el radio de Schwarzschild.

Como se puede apreciar de la Fig. 3.28, el angulo de deflexién para valores de rg 2 Rgs, es
indistinguible del obtenido para un agujero negro tipo Schwarzschild con la misma masa.
Este comportamiento no es sorprendente ya que por construccion, fuera de las EbH, se ha
de recuperar la RG (ver Fig. 3.18). Por tal motivo, es de esperar que las discrepancias con
respecto a Schwarzschild aparezcan a medida que nos acercamos al borde de la estrella.
De la Fig. 3.28 se observa dos escenarios posibles que pueden surgir en dependencia de la
compacidad del objeto. El primero de ellos corresponde a compacidades pequenas (panel
izquierdo), para este caso Ap(rg) crece hasta un maximo dentro de la estrella, para luego
decrecer hasta hacerse cero en ry = 0. Este comportamiento es diferente al predicho para

su agujero negro equivalente, donde Ap(rg) diverge cuando 7 se acerca a la respectiva

50Una metodologia alternativa a resolver numéricamente la integral es presentada para soluciones numéri-
cas de agujeros negros en [207].
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esfera de fotones r = %rs, no estando definido para trayectorias cuyo rg < %rs (caerian
dentro del horizonte de eventos).”! El segundo escenario corresponderia a objetos cuya
compacidad los clasifica como OEC, el ejemplo mostrado presenta dos esferas de fotones:
rgp = 1.34rs inestable (EFI) y rgp = 1.21r, estable (EFE). Como se puede apreciar,
similar a su agujero negros equivalente, el angulo de deflexién diverge cuando r( se acerca
a los radios rgr correspondientes a las esferas de fotones. Sin embargo, a diferencia del

agujero negro y analogo al primer escenario Ap(rg) crece dentro de la estrella, para luego

disminuir hasta anularse.

Finalmente, de la comparacion entre ambos paneles se puede apreciar los siguientes com-

portamientos:

e mientras mas compacto es el objeto, mayor serd el maximo del angulo de deflexion

(divergiendo en la/las esfera/s de fotones),

e para rg = Rgs, siempre Ap(rg) permanecerd por debajo de la prediccién dada por
los respectivos agujeros negros, por ejemplo para los casos mostrado la diferencia

relativa nunca es mayor al 2.10 %.

e contrario a los agujeros negros y estrellas de neutrones, el angulo de deflexiéon para
las EbH siempre disminuird hasta cero dentro de la estrella, lo cual puede favorecer

la aparicién de multiples imagenes.

Es valido senalar que las restricciones observacionales mas fuertes sobre el angulo de

deflexion gravitacional, provienen del experimento Very Long Baseline Interferometry,

51Para, particulas no masivas se tendran érbitas circulares para valores del radio ry que sean raices de la
ecuacién (ver [197] para mds detalles)

N(?‘o) — T()N/(To) =0. (370)

A estas soluciones rgr se les conoce como esferas de fotones y estaran relacionadas a la compacidad
del objeto estudiado. Para el caso de las EbH, estas pueden llegar a presentar hasta dos esferas de
fotones (los agujeros negros solo presentan una puesto que no son regulares). La estabilidad de las
mismas vendra dada por la signatura de la derivada de (3.70), evaluada en las soluciones rgr. Si esta
derivada es positiva (negativa) se considerard inestable (estable), ver Figura 3.27.
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Figura 3.29: Orbitas circulares (OC) correspondiente a particulas de prueba masivas que

siguen la geodésica determinada por dos EbH. Izquierda: se considerdé una
estrella con Az > Mlil/ S/ 3y como se aprecia los resultados son equivalentes
a los conocidos para EBs. Derecha: se consider6 una estrella en la region Az <
Mlil/ Sm2/3 , apareciendo que, similar a los agujeros negro de Schwarzschild se
presentard una UOCE en r = 3rgy, la que delimita la region de OC estables
(sombreado blanco) y las inestables (sombreado gris claro), pero a diferencia
de este, también puede existir una regién region sin OC estables (sombreado
gris oscuro), la cual estd delimitada por dos esferas de fotones obtenidas
en las Figs. 3.27, 3.28: esfera de fotones inestable (EFI) y esfera de fotones
estable (EFE). Notar que radios menores a EFE también permiten dérbitas
estables. A modo de comparacion, se incluye el perfil de un agujero negro de
Schwarzschild de la misma masa.

el cual estudia las ondas de radio que pasan cerca del Sol, los resultados reportados

muestran una incertidumbre de aproximadamente 0.04 % [240]. Sin embargo, para objetos

mas distantes, las mediciones de este dngulo se vuelven menos precisas y la precision actual

no seria suficiente para diferenciar (con una medicién directa) si el objeto compacto es un

solitén gravitacional o un agujero negro tipo Schwarszchild, atin teniendo acceso a fuentes

con una distancia de aproximacion ry dentro de la regiéon donde la desviacién es mayor.

Nuestra expectativa es que estudios adicionales y la mejora paulatina de la estadistica,

permitan una reduccién del orden de error, haciendo viable el analisis aqui presentado.
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Se muestra la temperatura radial normalizada para las configuraciones usadas
en las Figuras 3.28, 3.27 y 3.29. Como se puede apreciar valores grandes de A3
(pequenas compacidades) permiten configuraciones para el disco que pueden
extenderse hasta el centro del objeto, lo que lleva a una regién interna que
es muy diferente del caso de un agujero negro tipo Schwarzschild con un
borde interno en ryocg = 3rs (panel izquierdo). Esta diferencia desaparece
a medida que consideramos EbH con mayor una compacidad disminuimos
(panel derecho). Las lineas verticales son introducidas a modo de referencia
y corresponden a los respectivos Rgs, asi como a la ubicacion de las UOCE
que aparece en el caso de Az = Mlil/ Sm?/3 y los agujeros negros representados.
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Se muestra la distribucién de temperatura radial del disco T', y su espectro
de emisién vL(v), en unidades fisicas para tres configuraciones de la misma
masa total M = 3 x 10° My, que aparecen en modelos con: i. Ay 3> Mp{*m?/3
ym = 282x 10720 eV, ii. Ay = MY*m2/3 y m = 4.80 x 1072 eV, iii.
y un agujero negro de Schwarzschild. Como se puede apreciar del recuadro
izquierdo considerar un aumento en las compacidades conllevan a que el
espectro de emisiéon de una EbH sea indistinguible al de un agujero negro

con la misma masa.
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3.3.2.4 Disco delgado de acrecion

Otra prueba observacional de la que pudiera surgir alguna evidencia que nos permita
diferenciar las EbH, de agujeros negros o estrellas de neutrones, es el estudio del espectro
de potencia emitido por un disco de acrecion que rodea la vecindad de la configuracion. Por
simplicidad se asume el modelo de disco de acrecién delgado presentado en [241-243].52 La
metodologia desarrollada en esta seccién es la aplicada en las referencias [142,245-248],

la cual describimos brevemente a continuacién.

El modelo de disco de acrecién delgado supone que el radio del disco es mucho mayor
que su espesor, y que las particulas se encuentran moviéndose siguiendo orbitas circula-
res estables, bajo estas suposiciones y producto de la pérdida de momento angular, las
particulas caen muy lentamente en espiral hacia el objeto estatico, esféricamente simétrico.
La descripcion de estas particulas de pruebas se hace mediante las cantidades: velocidad
angular (), energia £/ y momento angular L, por unidad de masa definidas en funcion de

la métrica como®

N R e

dt arggocp r
— — 0 N2

E = e = —_ (3.71b)

V=90 = 201, — g,y N(N —rN')
Q 1 72Q

L= o Sov -, (3.71¢)

\/—gtt—Qng—QQng m/N(N —7N’)

donde la prima indica que se deriva respecto a la variable 7 definida en (3.55) y g1+, Gt s 9y o
son componentes de la métrica Ec. (3.51): gy = —N%(r), g, = r?sin’0 y g = g,i = 0,
con § = /2 puesto que consideramos que las particulas se mueven en el plano ecuatorial.

Notar que debido a la simetria del objeto, las ecuaciones finales solo dependen de ¢; y

®2Modelos un més generales de discos de acrecién se pueden encontrar en [244]
53Notar que las cantidades fisicas F y L estdn normalizadas en términos de la masa m,, correspondiente
a la particula de prueba.
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estan escritas en términos de las variables adimencionales (3.55).

Siguiendo los mismos argumentos presentados en [242, 246-248] se tendrd que el flujo
electromagnético por unidad de area generado por un disco de este tipo que gira alrededor

de un objeto central viene dada por

My 0, ’
F(R) = — E - QL)d,Ldr, 3.72
) = s arp | (B oL (3.72)

T

donde ¢® = —NZ2g%2 es el determinante de la métrica inducida en el plano ecuatorial
0 = m/2. Los pardmetros observacionales M, y r; representan la razén de acrecion del
disco y su radio interior respectivamente. El considerar un disco en un estado estable
conlleva a que M, sea constante en el tiempo e independiente de la coordenada radial. En
cuanto al radio interior r; su estimacion es obtenida mediante argumentos tedricos, por
ejemplo para agujeros negros tipo Schwarszchild este valor se suele tomar como la ultima
érbita circular estable (UOCE), r; = ryoce = 3rs, mientras que para EBs la eleccién
usual es r; = 0 (como se aprecia en la Figura 3.29 todas las érbitas son estables). Para
el caso de las EbH, el valor de r; dependera de la configuracién que se estudie, puesto
que, como ha sido argumentado para Az > MPl,l/3m2/ 3 estas pueden llegar a ser muy
similares a las EBs, sin embargo, configuraciones con Az < Mél/ Sm2/3 presentan notables
diferencias, la cuales se ven reflejadas en la compacidades (ver Fig. 3.26). En ese sentido, y
como se puede apreciar en la Figura 3.29 existiran estrellas lo suficientemente compactas,
As < Mfl,l/ Sm2/3 , para presentar una UOCE. Notar que a diferencia de los agujeros negros
tipo Schwarszchild, las EbH podran volver a tener orbitas estables en regiones internas a

estas, (recordar que no presentan horizonte de eventos)>t

54Para particulas masivas se tendrd érbitas circulares para valores del radio o talques que (ver [197]
para més detalles)

L2, [L? .

ZN(@2) = | =5 4+ 1] 7N/ (rg) = 0. (3.73)
To L)

3N’

Despejando L se llega a |L| =

~N—rn7» existiendo drbitas circulares para radios ro dentro del dominio
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Finalmente, asumiendo que el sistema se encuentra en equilibrio termodinamico, se puede
hacer uso de la ecuacién (3.72) para definir la distribucién de temperatura radial 7' del
disco, para ello se usa la ley de Stefan-Boltzmann: F' = T (0 = 5.67x107° erg/s cm? K*).
Este ultimo resultado, junto con la suposicion de que el espectro de emision del disco es
tipo cuerpo negro, nos permite obtener la expresién para la luminosidad en un rango de

frecuencias v y v + dv [247]

L(v) = dr, (3.74)

167%h(cos1)v? /’"0“t Ngr

c2 ehv/lksT(r)] — 1

donde i es el angulo de inclinacion del disco con respecto al plano de la esfera celeste y
Tout €S la coordenada radial en el borde exterior del disco. Notar que las unidades fisicas
fueron restauradas donde h = 6.6256 x 10727 erg s, k = 1.3805 x 1076 erg/K son la

constante de Planck y Boltzmann respectivamente.

La expresién Ec. (3.74), permite calcular el espectro de emisién a partir de las soluciones
numéricas de las componentes del tensor métrico N, y g, que satisfacen las condiciones de
contorno (3.56), (3.58). Para ello es necesario definir un valor para la masa m del campo,
la cual nos permita calcular la velocidad angular, la energia y el momento angular de una
particula masiva de prueba (Ecs. (3.71)). Con estas cantidades y los valores dados para r;
y M, se computa el flujo electromagnético emitido (3.72), para posteriormente, obtener
la temperatura del disco mediante la ley de Stefan-Boltzmann. Una vez que tenemos la
temperatura, usando (3.74) con 7,,; definido, es posible obtener la luminosidad para una
frecuencia v. Este tltimo paso se ha de repetir para diferentes valores de v construyéndose

asi el espectro de emisién del disco.?”

de esta funcion. Es necesario senalar que estas orbitas seran estables para valores de rg tales que la
funcién L(rg) sea creciente e inestable para aquellos valores donde decrezca. La Figura 3.29 muestra
el resultado obtenido para algunas configuraciones de interés.

55Es véalido comentar que este procedimiento no tiene en cuenta el corrimiento al rojo que sufren los
fotones al viajar de la fuente a la Tierra, en [248] se puede encontrar la correccién que se ha de
introducir. La razén de no tenerlo en cuenta es debido a que en esta seccién no se busca comparar
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La Figura 3.30 muestra para las mismas configuraciones usadas en las Figuras 3.28, 3.27
y 3.29, la temperatura normalizada del disco en funcién de la coordenada radial. Como se
aprecia a grandes distancias del centro (en comparacién con el radio de la estrella, Rys) la
temperatura no parece depender de la naturaleza del objeto compacto decayendo de forma
equivalente a la de un agujero negro de Schwarszchild. Sin embargo para distancias r < Rygs
la temperatura si depende en gran medida de las propiedades de la estrella. Por ejemplo la
EbH correspondiente al panel izquierdo presenta una gran diferencia en la region interior
del disco con respecto a el caso Schwarzschild. Esto esta motivado principalmente por el
hecho de que las particulas de prueba no pueden orbitar de manera estable un agujero
negro de Schwarzschild en radios menores a ryocg = 37, lo que lleva a una region vacia
para 7 < ryocg y por tanto una menor contribucion a la temperatura. A medida que
consideramos EbH ma&s compactas esta diferencia va desapareciendo puesto que estas
estrellas comenzarian a presentar una UOCE. Un ejemplo de esto es la configuracion
presentada en el panel derecho, para este caso, las dos distribuciones de temperatura son

indistinguibles.

En busca de comprender que tan semejante puede ser la predicciéon de una EbH con
respecto a la del agujero negro de Schwarzschild, se calculé los respectivos espectros de
emisién para un objeto compacto de masa total M = 3 x 10 M. Durante el cdlculo
se mantuvieron fijas las propiedades del disco, tasa de acrecién My =2 x 106 Mg /yr,
el radio exterior 7,y = 1007,°", y el dngulo de inclinacién i = 0 (ndtese que este dngulo

solo contribuirfa como factor global tipo cosi a la expresién de la luminosidad). El radio

con espectros de emisiéon construidos a partir de evidencia observacional. Solo se desea explorar la
posibilidad de que uno de estos objetos pueda reproducir o no, el espectro producido por un agujero
negro. En tal sentido bastaria con solo comparar los espectros en el instante que abandonan la fuente.

56Es valido comentar que la masa del campo escalar se define de manera particular para cada configura-
cion: m = 2.82 x 10720 eV (m = 4.89 x 1072 eV) para Az > M}l,l/3m2/3 (A3 = Mlil/3m2/3).

5TLos resultados obtenidos no son muy sensibles a esta eleccién de o, una vez que este se elige mucho
mas grande que el del objeto, 7oyt >> Rygs; esto se debe a que la luminosidad estd dominada por la
region interior del disco.
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interior del disco (y debido a lo comentado con anterioridad) se tomé como r; = ryoce,
para los casos en que la EbH no presentara UOCE, se tiene que r; = 0. La razén por la
que hemos elegido estos valores es porque caracterizan en orden de magnitud candidatos a
agujeros negros supermasivos [249,250] (p. ej. Sagittarius A* [251], en el centro de nuestra
galaxia, M87 [252] en el centro de una galaxia eliptica gigante). Los resultados obtenidos
se muestran en la Figura 3.31, donde a modo de comparacién, se incluyé la temperatura y
los espectros de emisién correspondientes a un agujero negro de Schwarszchild de la misma
masa. Como se puede apreciar la emisién aumenta con el valor de A3 (menor compacidad),
esto es debido a las contribuciones a la temperatura provenientes de las regiones interiores
del disco, las mismas como se comenté estan ausentes en objetos que presentan una UOCE.
Como era de esperar, considerar estrellas con compacidad relativamente grande (presentan
una UOCE) conllevan a que el espectro sea indistinguible con respecto al de un agujero

negro (p. ej. la configuracién de la Fig. 3.31 con Az = Mlil/3m2/3).

3.3.3 Conclusiones Parciales

En esta seccién se estudio la influencia de los término lineales y no lineales provenientes
de la gravedad GLPV, en la formacién de los llamados solitones no topolégicos gravita-
cionales. En particular, se consideré modelos que cumplen con la restriccion observacional
¢y = c (ec. 3.4), y cuyas densidades lagrangianas L3 y L5 son tomadas como cero, mientras
que Ly y L4 son definidas en ec. 3.47. A diferencia de la primera parte del Capitulo, en

esta segunda si se asumié un acoplamiento no minimo entre el campo y la métrica.

Primeramente fueron estudiados los diferentes regimenes (escalas de energia) a los cuales
los operadores de orden superior se vuelven o no relevantes. Obteniéndose para el caso
limitrofe Az > (2|e;| Ma; " /m?*~4)1/3 (0 lo que es igual A3 — 00) es posible despreciar

todas las contribuciones de los operadores ¢;, d; con ¢ > 0 y recuperar el comportamiento



3.3. GRAVEDAD Y SOLITONES NO TOPOLOGICOS 138

gravitatorio dado por la RG. Por otro lado, bajo la suposicién de amplitudes oy < Mpi, ya
no solo podremos aproximar el modelo mediante EKG, sino también a través del sistema
Schrodinger-Poisson (ver Fig. 3.15). Es decir, en dependencia de las escalas de energia
A3, m y amplitud og que elijamos, las diferentes contribuciones de las potencias mayores
en X tendran importancia o no, y los resultados pueden ser aproximados a los sistemas

comentados.

En la subseccion 3.3.1.1 se definié las ecuaciones de estructura para estos objetos, estu-
diandose su comportamiento en una region cercana al origen, y en el infinito. Posterior-
mente se validaron los mismos numéricamente, destacandose la relacion entre la signatura
de las constantes ¢;, d;, y la diferencia relativa al objeto equivalente en EKG dentro del
régimen de acoplamiento fuerte: para ¢;,d; > 0, siempre los perfiles de masa estan por
encima de sus equivalentes EB, mientras que para ¢;, d; < 0 ocurre lo contrario. Algo simi-
lar, pero mucho menos significativo se presenta con los perfiles del campo (ver Fig. 3.20).
En esta seccion también se estudié la estabilidad radial de estos objetos, llegandose a los

mismos criterios presentados para EB tipicas.

En busca de explorar la conexién con las soluciones obtenidas para el espacio plano (prime-
ra parte del Capitulo), se consideré en la seccién 3.3.1.4 el modelo G4 ~ X?, en la regién de
parametros donde el acoplamiento es fuerte. Como fue probado valores de Az < Mél/ Sm2/3,
conllevan a que el acoplamiento entre el campo y la métrica se rompa a partir de cierta
amplitud central. Mientras mas fuerte sea el acoplamiento, menor sera la correspondiente
amplitud central de ruptura. También se estudio la estabilidad de estas configuraciones,
concluyéndose (con cautela) que las configuraciones desacopladas son inestables ante per-
turbaciones radiales. Algo que estaria en concordancia con los resultados obtenidos en la
seccion 3.2. Es necesario senalar que la ruptura del acoplamiento solo ocurre para algunas

ramas del modelo.
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En la ultima parte de la seccién se presentaron diferentes andlisis cualitativos estudiando-
se en primera instancia propiedades genéricas (que no dependen de la masa m del campo)
como la compacidad maxima (Ciay)-acoplamiento (As). En el primero de los casos se
demostré como los objetos construidos pueden presentar una Geg con valor diferente al
experimental obtenido en la Tierra, lo cual no descarta el modelo, pero permitié validar
varios de los comportamientos numéricos encontrados. Del estudio de las compacidades
méximas (ver Fig. 3.20), se pudo demostrar que los objetos construidos pueden llegar a
alcanzar la maxima compacidad reportada para una EB, sin necesidad de considerar otro
término a parte del m|@|* en el potencial. Es decir, los términos cinéticos no canénicos
parecen reproducir resultados equivalentes a considerar auto-interacciones en el poten-
cial. Una posibilidad abierta, serfa anadir términos auto-interaccién, y estudiar su efecto
en las compacidades, pudiéndose llegar a sobrepasar los limites tedricos de Buchdahl,
C' =4/9 [163] o el de un agujero negro tipo Schwarzschild, C' = 1/2. Configuraciones con
interés astrofisico (m < 1073eV) fueron exploradas; en particular se analizé la radiacién
gravitacional que puede llegar a emitir una colisién binaria de dos solitones gravitaciona-
les, llegdndose a la conclusién (usando un modelo ideal) de que durante este proceso se
puede llegar a emitir tanta o mas radiacién que su equivalente en agujeros negros, algo
que convierte a las configuraciones en buenos candidatos a OECs. El estudio sobre la
deflexién de la luz al pasar una EbH mostré una relacién directa entre la compacidad (o
equivalentemente A3) y el maximo del dngulo de deflexién: mientras més compacta sea la
estrella, mayor serd el angulo de deflexién. Destacandose que para las estrellas de mayor
compacidad se tendra que la relacién ro vs Ap(rg) predicha, serd muy similar a la de un
agujero negro de masa equivalente, para valores donde 9 2 3/2r,. Es necesario senalar
que para 1o = Rygs, siempre Ag(rg) permanecerd por debajo de la prediccién dada por los
respectivos agujeros negros, aunque esta diferencia oscilara alrededor de un 2 %. Contrario

a los agujeros negros, el angulo de deflexion debido a las EbH siempre disminuira hasta
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cero dentro de la estrella lo que puede favorece la aparicion de multiples imagenes. El ulti-
mo analisis fenomenolégico correspondié al espectro de emisiéon proveniente de un disco
delgado de materia que se encuentre afectada por una de estas estrellas. Los resultados
mostraron que EbH con alta compacidad presentaria UOCE y el espectro predicho seria
muy similar al de un agujero negro de Schwarzschild con igual masa. Mientras que discos
afectados por EbH de menor compacidad emitirian con mayor intensidad y en un rango

de frecuencias mayor.

A modo de resumen, en esta seccién se probd la posibilidad de construir en la grave-
dad (beyond) Horndeski solitones no topoldgicos que en el limite de acoplamiento fuerte
pueden espontaneamente desacoplarse de la métrica. Debido a su dependencia con la cons-
tante de acoplamiento Az, en ciertas regiones las configuraciones obtenidas no presentan
una gran diferencia con respecto a las EB tipicas, siendo necesario explorar posibles signa-
turas en el régimen de acoplamiento fuerte. En este régimen las EbH tienen predicciones
muy similares a la de un agujero negro de Schwarzschild con la misma masa, con ciertas
particularidades provenientes de la regularidad en el orgen que presentan las mismas y

conllevan a un comportamiento particular en regiones interiores a estas.
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Los estudios presentados exploraron modelos gravitatorios diferentes a la RG desde el
punto de vista de los objetos compactos. Como fue argumentado en la seccién 1.3, estos
han ido ganando notoriedad en los tultimos anos dada la estrecha relaciéon entre el modelo
gravitatorio de fondo y varias de sus propiedades. Aunque es cierto que la mayoria de
la evidencia observacional favorece a la RG, el andlisis de sus alternativas es necesario,
puesto que podria permitirnos comprender, o explicar, las tensiones actuales y allanar
asi el camino para la construccién de un modelo concordante con toda la evolucion del

Universo. En ese sentido los objetos compactos serian laboratorios ideales.

En una primera parte se consideré un escenario donde se incluia tanto la MO, como una
descripcion alternativa de la gravedad dada por: f(R) = R + aR? (R-cuadrada). Cons-
truyéndose en este marco, objetos tedricos compactos, a los cuales se les llamé EOF, y
cuyos constituyentes eran particulas fermidnicas oscuras auto-interactuantes en el limite
degenerado. A modo de comparacion, y en busca de encontrar posibles diferencias o simi-
litudes, también fueron investigadas estas EOF en el contexto de la RG, demostrandose
la existencia tedrica de EOF maés compactas que las EB tipicas, abriendo la posibilidad
(en dependencia de la eleccién de la masa del fermién oscuro) de ser consideradas imita-
dores de EB o incluso de agujeros negros. Algo que seria interesante explorar en futuros

trabajos mediante un estudié fenomenolégico. Por otro lado, en la gravedad R-cuadrada

141
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se encontrd una relacién entre la masa de las EOF, y el término cuadratico: cuanto mayor
fue el valor de @&, una menor masa maxima era obtenida para esa familia de configuracio-
nes. Esta reduccién en la masa conllevé a EOF menos compactas en comparacién con su
contraparte en RG. Por tltimo, fue demostrada la imposibilidad de definir propiedades de
la MO propuesta, o incluso, determinar el modelo gravitatorio de fondo, a través de (solo)
el estudio de efectos relacionados con la masa, radio y compacticidad de estas estrellas.
Lo anterior es debido a la degeneracion que presenta las constante de acoplamiento y
con el parametro a. Aunque esta degeneracion fue demostrada para un modelo de grave-
dad R-cuadrada, es muy probable que la misma se mantenga para cualquier otro modelo
f(R) arbitrario que tenga uno o mas parametros libres, algo que se investigard en futuros
proyectos usando modelos f(R) mds atractivos a nivel cosmoldgico. Por otro lado, un
proyecto en desarrollo es intentar utilizar los datos observacionales de las velocidades de
dispersion existentes para galaxias enanas esferoidales, para acotar los parametros libres

presentados.

En una segunda parte se exploré una familia de modelos wviables correspondientes a la
gravedad de beyond Horndeski (3.47). Estudiandose en primera instancia la existencia de
solitones no topoldgicos en un espacio-tiempo plano. Los resultados mostrados prueban
que las no linealidades introducidas por los términos cinéticos no canénicos de Ly (con y
sin F}), permiten la formacién de tales objetos. En particular, se encontré dos familias de
soluciones o, = 0, y o, # 0, la primera de estas (como fue probado) se conecta en cierto
limite con los resultados obtenidos para un espacio tiempo curvo. Diferentes criterios
de estabilidad fueron explorados, destacandose la existencia de un limite definido por la
configuracién a partir de la cual, las soluciones dejan de ser tipo C2. Un aspecto curioso que
presentaron estos objetos es la existencia de ciertas degeneraciones entre sus parametros
libres p. €j. 09 y n;, la cual es removida una vez que se considera un acoplamiento no

minimo entre el campo y la gravedad. Este tipo de configuraciones son exploradas a partir
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de la seccion 3.3 encontrandose para el caso limitrofe, A3 — oo que es posible despreciar
todas las contribuciones de los operadores ¢;, d; con 7 > 0 recuperandose la RG. También
bajo la suposicién de amplitudes og < Mp; y valores de Az > (2|c;| Mp; " /m?~4)1/3% Jag
configuraciones pueden ser tratadas mediante el sistema Schrodinger-Poisson. Es decir, en
dependencia de las escalas de energia A3, m y la amplitud o que elijamos, las diferentes
contribuciones de los operadores seran importantes o no, y los resultados pueden ser
aproximados a los sistemas comentados. Por otro lado, para el régimen de campo fuerte
A3 < MFI’I/ S/ 3 se encontré una relacién lineal entre la signatura de las constantes ¢;, d;, ¥
la diferencia relativa con la masa del objeto equivalente en EKG. Para ¢;, d; > 0, las masas
siempre se encontraran por encima de las equivalentes EBs, mientras que para ¢;,d; < 0
ocurre lo contrario. En la parte final de la seccién se estudiaron cualitativamente en el
régimen de campo fuerte estos objetos. Del estudio de las maximas compacidades estables,
se pudo demostrar que las EbH en el régimen de campo fuerte, son méas compactas que
las EB tipicas, pudiendo llegar a emitir durante una colisién binaria tanta, o més energia
gravitatoria que sus equivalentes agujeros negros, segiin el modelo ideal presentado en la
seccién 3.3.2.2. Configuraciones con interés astrofisico (m < 1073eV) fueron estudiadas
en el contexto de las EbH, estudidndose el efecto gravitatorio que estas producirian sobre
particulas con y sin masa. Como fue demostrado en las secciones 3.3.2.3 y 3.3.2.4 estrellas
que presenten una alta compacidad (Ag < MFI,I/ S/ 3) exhiben predicciones para vL(v) y
Ap(ry) similares a las de un agujero negro tipo Schwarszchild con similar masa, aunque a
diferencia de estos una EbH permite que las particulas crucen hacia su interior (no tiene

horizonte).

Aunque bien es cierto que considerar un modelo gravitatorio diferente si afecta las carac-
teristicas de las estrellas, posibles discrepancias con las predicciones de RG no parecen
estar al alcance de las observaciones actuales. Es importante senalar que el presentar am-

bos modelos compacidades mayores a las equivalentes en la RG, una colisién de estos si
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pudiera ser detectada en la actualidad, de ahi que un estudio dinamico de las colisiones
pudiera ser significativo. Por otro lado, para el caso beyond Horndeski se encontré en el
régimen de campo fuerte la existencia tedrica de objetos no acoplados al espacio-tiempo.

Futuros trabajos donde se aborden estos objetos pudieran resultar interesantes.
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Agradeciendo su amable atencion, aprovecho la ocasion para enviarle un cordial saludo.

ATENTAMENTE
“LA VERDAD OS HARA LIBRES”

ZH N7

DR. LUIS ARTURO URENA LOPEZ
PROFESOR TITULAR C

Loma del Bosque # 103, Col. Loma del Campestre. Leon, Guanajuato, México. C. P. 37150
Tel: +52 (477) 7885100 Exts. 8420 y 8421, Fax. Ext. 8410.
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wuanajuaco Leén, Gto., 31 de Mayo, 2021

Dr. David Yves Ghislain Depeline
Director de la Division de Ciencias e Ingenierias

Presente

Por medio de la presente hago constar que he revisado la tesis titulada: “Teorias alternativas a la

gravitacion y objetos astrofisicos compactos” que presente el MSc. ARMANDO A. ROQUE

ESTRADA para obtener el grado de Doctor en Fisica.

Le comunico que he discutido cuidadosamente dicha tesis con el sustentante, a quien le he hecho llegar
mis comentarios y correcciones. Le expreso ademas que en lo general me parece un buen trabajo por lo
que avalo su presentacion.

Sin otro particular, quedo de Uds. Para cualquier asunto relacionado con este documento.

Atentamente

Dr. Miguel Angel Vallejo Hernandez

Profesor Investigador

DEPARTAMENTO DE INGENIERIA FISICA, )
DIVISION DE CIENCIAS E INGENIERIAS, CAMPUS LEON

Loma del Bosque 103, Fracc. Lomas del Campestre, C.P. 37150 Leodn, Gto., México. Tel. (477) 788-5100, Fax: (477) 788-5100 ext. 8410, http://www.fisica.ugto.mx



Ledn, Guanajuato, a 7 de junio de 2021

Dr. DAVID YVES GHISLAIN DELEPINE )
DIRECTOR DE LA DIVISION DE CIENCIAS E INGENIERIAS
PRESENTE

Estimado Doctor David Delepine,

Por este medio le informo que he leido y revisado la tesis de doctorado en fisica del
estudiante M.F.Armando Andrés Roque Estrada titulada “Teorias alternativas a la
gravitacion y objetos astrofisicos compactos”. El trabajo tiene como asesor al Dr.Alberto
Diez Tejedor, y como co-asesor al Dr. Juan Barranco Monarca.

Le he hecho al estudiante recomendaciones para el documento final, sostuvimos discusiones
sobre el trabajo de investigacion y he comprobado que posee un excelente dominio del tema.
Ademas considero que los resultados por él obtenidos, son de relevancia y originalidad
cientifica. Me complace informarle que estoy de acuerdo con que se realice la presentacion
del trabajo de tesis, puesto que el mismo cuenta con los requisitos para la obtencion del
grado de Doctorado en Fisica.

Reciba mis cordiales saludos,

5 ATENTAMENTE
) “LA VERDAD OS HARA LIBRES”

Dra. Nana Geraldine Cabo Bizet

Departamento de Fisica
Campus Leén, Universidad de Guanajuato
Loma del Bosque 103, Colonia Lomas del Pedregal
C.P. 37150, Ledn, Guanajuato,
México
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“Francisco Garela Salinas”

UNIDAD ACADEMICA DE FiSICA

Revisiéon de tesis de doctorado
Zacatecas, Zacatecas a 10 de junio de 2021

Dr. David Y. G. Delepine
Director de la Divisién de Ciencias e Ingenierias
Presente:

Por este conducto hago de su conocimiento que he revisado el trabajo de tesis titulado Teorias
alternativas a la gravitacién y objetos astrofisicos compactos que presenta el M. en F.
Armando A. Roque Estrada. Después de revisar extensamente este trabajo en sus contenidos
tedricos y practicos, asi como en su presentacién, he determinado que el mismo cumple con los
requisitos para ser presentado como tesis del programa de Doctorado en Fisica y con ello aspirar a
obtener el grado respectivo.

Esperando que la presente sirva para generar los tramites administrativos conducentes y sin otro
particular por el momento, me despido de usted enviandole un cordial saludo.

Atentamente,

Dr. Javier Fernando Chagoya Saldana
Profesor Investigador
Unidad Académica de Fisica - UAZ

Calzada Solidaridad esquina con paseo a la Bufa s/n. Campus Universitario |l. Zacatecas, Zac. México. C. P. 98060 Teléfonos:
+(52) (492) 924-1314 , +(52) (492) 925-3083. +52 (492) 925-6690 ext. 2558
http://fisica.uaz.edu.mx
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Gustavo Niz Quevedo
Departamento de Fisica
Division de Ciencias e Ingenierias

Leodn, Gto., 8 de Junio de 2021.

Dr. David Yves Ghislain Delepine
Director de la Division de Ciencias e Ingenierias
Universidad de Guanajuato

Estimado Dr. David Yves Ghislain Delepine

Por medio de la presente le informo que he recibido, leido y revisado la tesis de Doctorado titulada
“Teorias alternativas a la gravitacion y objetos astrofisicos compactos” del alumno Armando Andrés
Roque Estrada, bajo la supervision de los Drs. Alberto Diez y Juan Barranco.

El trabajo cumple con los estandares requeridos para la obtencion del grado, y apoyo la defensa del
mismo en la fecha convenida.

Me pongo a su disposicion para cualquier duda sobre la revision de dicho trabajo de tesis.

Atentamente,

e

Gustavo Niz

DEPARTAMENTO DE FISICA, DIVISION DE CIENCIAS E INGENIERIAS, CAMPUS LEON

Loma del Bosque 103, Fracc. Lomas del Campestre C.P. 37150 Ledn, Gto., Ap. Postal E-143 C.P. 37000 Tel. (477) 788-5100, Fax: (477) 788-5100 ext. 8410, http://www.fisica.ugto.mx



Alberto Diez Tejedor
Profesor Asociado C
Departamento de Fisica
DCI-Leén

U,n;/ersic/,ad ,

cuanajuato

Leon, Guanajuato; a 31 de mayo de 2021

Dr. David Yves Ghislain Delepine

Director de la Division de Ciencias e Ingenierias
Campus Leon, Universidad de Guanajuato
PRESENTE

Estimado Dr. Delepine,

Por este medio, me permito informarle que he leido y revisado la tesis titulada "Teorias
alternativas a la gravitacion y objetos astrofisicos compactos," que realiz6 el estudiante Armando
Andrés Roque Estrada como requisito para obtener el grado de Doctor en Fisica.

Considero que el trabajo de tesis realizado por Armando redne los requisitos necesarios de
calidad e interés académico para que sea defendido en un examen de grado, razon por la cual extiendo
mi aval para que asi se proceda.

Sin mas que agregar, agradezco su atencién y aprovecho la ocasion para enviarle un cordial
saludo.

ATENTAMENTE
“LA VERDAD OS HARA LIBRES”

—_——— ey

Dr. Alberto Diez Tejedor
Departamento de Fisica
DCI, Campus Leo6n

DEPARTAMENTO DE FiSICA, DIVISION DE CIENCIAS E INGENIERIAS, CAMPUS LEON

Loma del Bosque 103, Fracc. Lomas del Campestre C.P. 37150 Ledn, Gto., Ap. Postal E-143 C.P. 37000 Tel. (477) 788-5100, Fax: (477) 788-5100 ext. 8410, http://www.fisica.ugto.mx



Le6én, Guanajuato, 9 de junio de 2021

Dr. David Delepine

Director de la Division de Ciencias e Ingenierias
Campus Leon, Universidad de Guanajuato
PRESENTE

Estimado Dr. Delepine:

Por este medio, me permito informarle que he leido la tesis titulada “Teorias
alternativas de la gravitacion y objetos astrofisicos compactos” que realizé el Maestro
en Fisica Armando Andrés Roque Estrada como requisito para obtener el grado de Doc-
tor en Fisica.

Considero que el trabajo de doctorado realizado por Armando puede abrir una linea
de investigacion que tenga por objetivo final determinar si la teoria de la gravedad de
Einstein requiere de alguna modificacion o no para poder explicar la basta mayoria de los
fendmenos gravitatorios observados en la naturaleza. En mi opiniéon su trabajo realizado
reune los requisitos necesarios de calidad e interés académico para que sea defendida en
un examen profesional, razén por la cual extiendo mi aval para que asi se proceda.

Sin mas que agregar, agradezco su atencién y aprovecho la ocasion para enviarle
un cordial saludo.

ATENTAMENTE
“LA VERDAD OS HARA LIBRES”
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Dr. Juan Barranco Monarca
Division de Ciencias e Ingenierias UG

Division de Ciencias e Ingenierias, Campus Leén
Loma del Bosque 103, Fracc. Lomas del Campestre, 37150 Ledn, GTO, Mx
Tel. 477 788-5100 . http://www.dci.ugto.mx
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