Universidad de Guanajuato

Divisién de Ciencias e Ingenierias
Campus Leoén

Formacién de estructura del universo
temprano a través de un modelo de materia
oscura de campo escalar. '

Tesis que presenta

Ing. Antonio Herrera Martin

Para obtener el gra}do de
MAESTRO EN FISICA

Asesor de Tesis
Dr. Luis Arturo Urena Lopez

- Noviembre 2012 -



Resumen

La cosmologia actual se ha encargado de explicar como el universo ha evo-
lucionado en el tiempo. Postula la existencia de un Principio Cosmologico,
el cual predice que el universo a gran escala es homogéneo e isétropo. Sin
embargo, en la vida diaria, si se observa al cielo, es posible ver regiones mas
densas que otras. Para intentar explicar esta aparente contradiccion se con-
sidera la existencia de pequeiias perturbaciones al comienzo del universo que
evolucionan para formar objetos que estéan ligados a través de la gravedad, a
los cuales se les llama estructuras. La forma convencional de trabajar estos
modelos es por medio de materia oscura.

Anteriormente se han realizado trabajos donde se utiliza un campo es-
calar para representar las componentes de materia oscura. Estos trabajos se
han realizado tomando aproximaciones semi-analiticas hasta el orden lineal,
por lo que es cuestionable su validez. En este trabajo se utiliza una version
modificada del cédigo numérico HLattice, el cual permite evolucionar campos
escalares interactuantes e incluir perturbaciones en la métrica, para reprodu-
cir cualitativamente los resultados semi-analiticos durante el orden lineal, sin
considerar aproximaciones. Se encuentra que un campo escalar, de manera
cualitativa, exhibe un comportamiento de materia oscura, evolucionando de
forma tal que desarrolle estructura.
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Capitulo 1

Introduccion

El hombre siempre ha tenido curiosidad sobre su entorno. En nuestros dias
los avances tecnoldgicos han permitido la mejora de las técnicas para estudiar
el universo, que por miles de afios solo pudo ser observado a través de los
ojos, ya sea directamente o ayudado de algin instrumento. Si se considera lo
que se ha aceptado como estdndar en la cosmologia se tiene que el universo
estd descrito por medio de un pastel cosmoldgico (figura 1.1), donde la mayor
parte del universo esta compuesto por energia oscura, ocupando ésta un 72 %
del contenido material, la materia oscura un 23 %, y la materia ordinaria un
5%.

Si el Principio Cosmolégico estuviera presente a todas las escalas, el espa-
cio que nos rodea se veria muy diferente, ya que diariamente se puede observar
como hay una gran falta de homogeneidad e isotropia, necesaria para nues-
tra propia existencia. Esto se debe a que existen distintas distribuciones de
materia, llamadas estructuras. Estas estdn conformadas por planetas, siste-
mas solares, galaxias, etc. La falta de homogeneidad e isotropia se observa a
escalas menores de 3.085 x 10%?m.

La simulacién es una herramienta actual muy usada. En la cosmologia la
simulacién mas conocida es “La Simulacién del Milenio” , donde se puede ob-
servar como en un universo homogéneo e isétropo, se van reuniendo regiones
donde se pueden formar lo que hoy son galaxias y ctimulos de galaxias. (figura
1.2)



Materia ordinaria
5%

Figura 1.1: El pastel cosmoldgico con los componentes principales del universo que se
consideran segun el modelo estindar de la cosmologia. En éste se observa que la materia
tradicional es una minima fraccion del contenido total del universo. mientras que el resto
de contenido de nuestro universo es debido a otro tipo de materia que hasta el momento
no se comprende completamente.

Figura 1.2: Izquiera.- Una vista de una rebanada 3-dimensional del universo observado
a mds de 500Mpc, donde se ve que la regién es homogénea e isotrépica. Derecha.- Una
ampliacion hasta 31.25Mpc donde ya no se puede apreciar homogenidad y se ve claramente
como hay dreas con grumos y diferentes agrupaciones.
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1.1. Descripcion del trabajo

En el capitulo 2 se aborda un breve resumen de Relatividad General, las
bases de la cosmologia actual y las propiedades del modelo ACDM. Detalles
de la importancia del Principio Cosmolégico y un resumen de las diferen-
tes etapas que el universo atravesé, antes de llegar a la formacién de las
estructuras.

En el capitulo 3 se hace una revisién de la materia oscura y sus propie-
dades més generales y de como es el agente que permite el crecimiento de
desviaciones a la homogeneidad. Lo cual permite que estructuras aparezcan
en el universo. Todo el andlisis es realizado considerando el régimen lineal.
En el capitulo 4, se hace una revisién de la teorfa de un campo escalar y la
descripcién de los trabajos realizados, donde se utiliza para describir materia
oscura. Se reproducen los resultados que se obtienen en el modelo ACDM
para la formacion de estructura, indicando las condiciones y aproximaciones
utilizadas.

En el capitulo 5 y 6 se presenta una alternativa a través de simulaciones
para evolucionar un campo escalar. Se utiliza el codigo HLattice, al cual se
le hacen las modificaciones adecuadas para que un campo escalar, represen-
te la materia oscura sin tomar aproximaciones durante el desarrollo de las
soluciones. El comportamiento que exhibe durante la evolucién, cualitativa-
mente reproduce los resultados semi-analiticos presentados en otros trabajos,
igualmente coincide para el comportamiento que permite la formacion de es-
tructura.
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Capitulo 2

Relatividad y Cosmologia
Estandar

La cosmologia actual, descansa ampliamente en en la teoria de la Rela-
tividad General, la cual describe como el campo gravitatorio es en realidad
una curvatura del espacio-tiempo. En esta se detalla como el espacio-tiempo
le dice a la materia como debe comportarse dentro de el y al mismo tiempo,
la materia le dice al espacio-tiempo como se debe de curvar. Actualmente
el modelo principal de la cosmologia es ACDM. A continuacién se presenta
un resumen las propiedades bésicas y las distintas etapas que el universo ha
atravesado en su historia.

2.1. Relatividad General

2.1.1. Postulados

La Relatividad General es una teoria relativista de la gravedad y el espacio
donde se trabaja es ahora un espacio curvo, donde se encuentra presente
un campo gravitatorio que corresponde a la curvatura de la geometria del
espacio-tiempo. El primer comentario es que en relatividad general el tensor
de energia momento es de suma importancia. Si se hace analogia con la
teoria de Newton este tenia como fuente del campo la densidad p, esta es la
densidad de la masa, sin embargo si este fuera el caso cuando es relativista
esto romperia la invarianza, por lo que se tiene que para la relatividad de
Einstein se tiene que las fuentes del campo es todo el tensor de energia-
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6 2.1. RELATIVIDAD GENERAL

momento.
Las caracteristicas esenciales de la teorfa de la relatividad general son las
siguientes:

» Las leyes de la fisica deben tomar la misma forma matematica en todos
los sistemas de coordenadas.

» Las particulas que se mueven en caida libre siguen geodésicas del
espacio-tiempo.

» El principio de equivalencia o de invariancia local de Lorentz: las le-
yes de la relatividad especial (espacio plano de Minkowski) se aplican
localmente para todos los observadores inerciales.

El espacio-tiempo(todo el conjunto de eventos) es una variedad 4-
dimensional con una métrica

ds® = g,,dz"dz”. 2.1)
i

2.1.2. El principio de equivalencia

Una importante propiedad de un marco inercial es que toda particula en
reposo, se mantiene en reposo si ninguna fuerza actia sobre ella. Sin embargo
en un intento para definir un marco de referencia en la tierra no es facilmente
posible, ya que no hay particula que este libre del efecto de la gravedad. Sin
embargo existen un marco en el cual las particulas mantienen una velocidad
uniforme. Este marco es uno que cae libremente en un campo gravitacional
a un pequena distancia, ya que en este marco las particulas aceleran de la
misma forma entre ellas, por lo que el movimiento relativo que presentan
es similar al caso de relatividad especial o un espacio sin gravedad. Si se
presenta esto a una distancia considerable por ejemplo 2 cuerpos separados
por la misma distancia de la tierra y venus, la presencia de estos marcos
inerciales no es posible ya que el efecto de la gravedad es fuertemente visible.
Por lo que es importante remarcar que el principio es valido en un marco
local. Einstein construyd la relatividad general tomando en cuenta que estos
marcos locales se comportaban como inerciales. El argumento de que los
marcos de caida libre, son marcos inerciales se puede presentar también de
forma inversa. Si se tiene un cohete que esta en un espacio libre de gravedad,
si acelera de forma uniforme desde el punto de vista del observador interno,
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es como existiera un campo gravitacional dentro del cohete ya que los objetos
que se lancen dentro del cohete seran acelerados como si fueran atraidos por
un campo gravitacional independientemente de su composicion interna. Se
ve que entonces campos gravitacionales uniformes son equivalentes a marcos
que aceleran uniformemente de marcos inerciales, dentro de un marco local.
Este es el principio de equivalencia entre la gravedad y la aceleracion y es la
piedra angular de la teoria de Einstein.

2.1.3. Curvatura

Tensor de Curvaura de Riemann

A diferencia de un espacio plano es necesario una forma de describir la
curvatura a través de un tensor. En términos de los simbolos de Christoffel
esta dado por

R, =-T +I -T°r* +1°1 (2.2)

UVK PVK BKV pvs Ko HK™ Vo

En su version totalmente covariante es

R)\p.wc - g/i)\Ri,,m (23)

y en términos de los simbolos de Christoffel y del tensor métrico, el tensor
de curvatura queda

1 ) o
R/\/_wn = i(gpu,'w\ + Irxuv — Pwkp — gn',u,/\u) =+ gptf{r\:u/r\:,\ + FIA)VFK/AJ' (24)

A partir de esta expresion, las siguientes propiedades del tensor de cur-
vatura son evidentes

s Simetria
R/\;u//c = ch/\/r (25)

= Antisimetria
R)qwn = _‘R)\“r;u = _Rp)\van,)\m/' (26)

= Relacién Ciclica

R/\uun vE R/\h‘/ul o} R/\weu = 0. (27)
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Tensor de Ricci y el Escalar de Ricci

El tensor simétrico R, = Ry,, que es la contraccién

Av

R;m =g R/\umm (28)

se le llama Tensor de Ricci, y es esencialmente el tnico tensor de segundo
rango que puede construirse a partir de Ryur. Finalmente, el escalar de
curvatura

R= g}mR/Lm (29)

es también el inico escalar que puede formarse con el tensor de curvatura.

2.1.4. Ecuaciones de Campo de Einstein

El marco tedrico de relatividad general fue esbozado en la seccion anterior,
entonces hay que describir al campo gravitatorio en funcién de la curvatura
del espacio-tiempo. El andlogo Newtoniano para esto es

V26 = 4nGp, (2.10)

donde p es la densidad de masa. Cuya solucién para una particula de masa
puntual m es

Gm

r

¢=— (2.11)

De a cuerdo a la teoria de Einstein, es necesario postular que configu-
racion de la geometria espacio-temporal esta asociada a una determinada
configuracion de la materia. La fuente de la gravedad en el espacio es el ten-
sor de energia momento. Este determina la métrica a través de la ecuacién
de campo

1
G';w == R;w - §Q/IUR = 87‘—(;7—;L1/- (212)

Si se incluyen también los términos lineales en la métrica Y sus primeras
derivadas, las ecuaciones de campo de Einstein admiten un término de la
forma Ag,v,

1
Guu = Ry,u - é'g;wR g Ag/u/ = 87FGY-;1V’ (213)

donde A se denomina constante cosmoldgica. La materia es incorporada a las
ecuaciones a través del tensor de energia-momento, T El tensor es simétrico,

ToB — gP°Te = TP (2.14)
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y es determinado que la condicién que cumplen las ecuaciones
OT*8 /9P = 0, (2.15)

deben coincidir con las ecuaciones de movimiento de la materia en un espa-
ci6 tiempo de Minkowski. Modificando las ecuaciones de movimiento para
espacio curvo:

res = 0 pe s 2 e — g (2.16)
BT 9B B B e :
donde los términos proporcionales a [ toman en cuenta al campo gravitacio-
nal. El tensor de energia-momento de un fluido perfecto es

Tg = (p+ p)uus — pog, (2.17)

donde las propiedades de la ecuacién de estado p = p(p) depende de las pro-
piedades de la materia v deben ser especificadas. Si el lector desea consultar
mas a fondo puede consultar las referencias [25]

2.2. Cosmologia estandar

2.2.1. Homogeneidad e isotropia

El punto de partida para la cosmologia moderna, que describe al universo
a través del modelo del Big Bang, es el Principio Cosmolégico. Este enuncia
que a grandes escalas el universo es homogéneo e isotrépico. Este principio,
se presento originalmente como una propiedad intuitiva, que permitié reducir
de forma substancial el analisis matematico. La homogeneidad del universo
que enuncia el Principio Cosmoldgico, es curiosa ya que es sélo posible de
observar a escalas cosmolégicas, que son distancias mayores a los 100Mpc (1
Mpc =~ 3.08 x 10%2m) [8,18,24]. Abajo de estas escalas el universo presenta
una gran inhomogeneidad debido a la existencia de galaxias, clusters de gala-
xias o superclusters. Sin embargo esto no es todo, ya que esta homogeneidad
es apreciada s6lo hasta la maxima distancia que actualmente es posible ob-
servar y no necesariamente todo el resto del universo cumpla con la misma
propiedad, que podria ser a distancias superiores de 3000Mpc. La suposicién
del Principio Cosmolégico viene desde el tiempo del trabajo de Einstein, sin
embargo hoy en dia se tiene fuertes pruebas de que las propiedades que des-
cribes estan presentes. La mejor evidencia que se tiene esta dada por el fondo
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c6smico de microondas o CMBR( por las siglas en ingles de Cosmic Micro-
wave Background Radiation), donde se puede observar la uniformidad de la
temperatura de los fotos que llegan de todas partes del universo que han via-
jado desde épocas muy tempranas que se puede observar en la Fig. 2.1. Si la
homogeneidad y la isotropia no estuvieran presentes esto se observaria en las
diferencias de temperatura, ya que se tendria anisotropias de gran tamaiio al
igual que es sensible para las inhomogenidades presentes.

Figura 2.1: El mapa de la Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) de tempera-
turas del fondo césmico de microondas, las dreas en rojo indican zonas mas cdlidas y las
azules mas frias. Las fluctuaciones del fondo césmico de microondas son extremadamente
tenues (una parte por 100,000) comparado con el promedio de temperatura del campo de
2.73K .

La gran uniformidad que posee el CMBR, muestra que en la época de la
ultima dispersién, alrededor de 200,000 afios después del Big Bang, el uni-
verso posefa una gran precision en la isotropia ¢ homogeneidad. Si a estas
escalas y épocas se presenta una gran uniformidad del universo, surge la pre-
gunta de que sucede a regiones menores que se presentan las anisotropias o
si mas alla del universo visible esta se conserva, jque porcién de todo el uni-
verso es igual al nuestro?. Sin entrar en especulacién lo que se puede afirmar
utilizando las evidencias que se observan, es que el universo es homogéneo e
isotropico a escalas mayores de 100Mpc y tiene muy bien desarrolladas es-
tructuras por debajo de este rango, el universo se expande segin la ley de
Hubble y gracias al CMBR, se tiene las pequenas fluctuaciones en la distri-
bucién de densidad de energia del universo, cuando este sélo tenia unos miles
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de afios es decir 107°. [8-10, 18,19, 24]

2.2.2. Meétrica Robertson-Walker

Como se discutié en la seccién anterior, la distribucién del universo es
homogénea e isotrépica a grandes escalas, todo esto proviene del hecho de
que el universo proviene del modelo de Big Bang caliente, que sugiere que
todo inicio con una gran explosién hace aproximadamente 13 mil millones de
anos provocando una distribucién homogénea e uniforme en un universo que
se expande y se enfria desde entonces.

2.2.3. Ley de Hubble

Si consideramos un universo en expansién que es homogéneo e isotrépico,
las velocidades relativas obedecen la ley de Hubble, donde la velocidad de un
observador B con respecto a A es

Tpa) = H(t)Tsa, (2.18)

donde H(t) = a/a es el pardmetro de Hubble que depende solamente del
tiempo y 74 es el vector que apunta de A a B. La ley de Hubble es la tinica
les de expansién compatible con homogeneidad e isotropia. Una analogia 1til
cs imaginarse la superficie dos-dimensional de una esfera en expansion (figura
2.2). El angulo 645 entre dos puntos A y B sobre la superficie se mantiene
sin cambios conforme el radio a(t) incrementa.

RS

A — o
A o ~ B

Han

Figura 2.2: Representacidn de la superficie dos-dimensional de una esfera en expansion,
mostrando que el angulo entre los puntos A y B se mantiene constante sin importar cuanto
se incremente el radio de la esfera.
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El pardmetro de Hubble H(t), mide la taza de expansién del universo, el
valor actual o la constante de Hubble, Hy, es parametrizado como

Hy = 100h kms ™ Mpc?, (2.19)
donde el resultado el pardmetro h su mejor estimacién hasta el momento es
h=0.72 +0.08 (2.20)

También esta cantidad sirve para encontrar el tamaiio o distancia de Hubble,
el cual determina nuestro volumen de Hubble que es el tamafio de nuestro
universo observable.

2.2.4. Meétrica FRW.

Relatividad general lleva a una teoria matematicamente consistente del
universo donde la teoria de Newton no. Permite describir materia moviéndose
a velocidades relativistas o presiones aleatorias. Sabemos que la radiacién
dominé el universo por los primeros 100 000 afos después del Big Bang.
Para entender las épocas importantes en la historia césmica, es necesario
tratar una teoria relativista completa.

La métrica que comprende secciones espacialmente homogéneas e isotropi-
cas es la maximamente simétrica Friedmann-Robertson-Walker(FRW), que
puede escribirse de la forma [18],

x

ds® = dt* — a*(t) { Td—’m— +7%df? + r? sin® 6dq‘>2} : (2.21)

donde (t,7,0,$) son las coordenadas coméviles, a(t) es el factor de escala

cosmico. Con una eleccién adecuada de coordenadas, k puede ser elegido para

ser +1,-1 0 0, que describe regiones de curvatura espacial positiva, negativa
o cero respectivamente. La coordenada 7 en (2.21) no posee dimensiones.

Es conveniente expresar la métrica FRW en términos del “tiempo confor-

me” denotado con 7 o 7 y definido por dr = dt/a(t):

dr?

2_ 2 2
- ds ~a(7'){d7' )

— r?d6? — r?sin? 6d¢2} : (2.22)

Para una eleccién adecuada de coordenadas, la métrica puede ser escrita
como el elemento de linea de Minkowski por un factor conforme.
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2.3. Las ecuaciones de Friedmann

En el sentido cosmolégico al resolver las ecuaciones de Einstein,es posible
entender el comportamiento y la dindmica de la expansién del universo. Esto
s6lo se puede realizar al resolver las ecuaciones para encontrar la dependencia
temporal de a(t),

163 1 (83 (87 .
R§ - 503 R = 87GTj. (2.23)

En adelante se despreciara el término de la constante cosmoldgica. Las
ecuaciones dinamicas que describen la evolucién del factor de escala a(t)
provienen de las ecuaciones de campo de Einstein. Donde el componente 0-0
de las ecuaciones (2.23), da la llamada ecuacién de Friedmann

a2 k 8l
S e 2.24
St 7 (2.24)

mientras que las componentes i — ¢ dan

BTk
a a? a?

= —8nGp, (2.25)
si tomamos la diferencia de (2.25) y (2.24) se obtiene la ecuacién de acelera-
cion,

a 4G

e —T(/H‘?’P)» (2.26)

donde se puede reemplazar a/a = H (t), que representa el parametro de
Hubble. EL pardmetro de Hubble no es constante y en general varia como
+-1 La constante de Hubble Hy es el valor actual de la taza de expansion.
La ecuacién de Friedmann puede ser vuelta a formular, para separar la com-
ponente de la k de curvatura de la forma:

k P

= -1=Q-1, 2.27
H2a? 3H?/87G ' %20

donde € es la razon de la densidad con la densidad critica p:

S

P = ——. 2.2
pe=g o (2.28)

o=~
Pe

Ya que H?a? > 0 hay una correspondencia entre el signo de k y el signo de
() — 1 Como se ve en al tabla 2.1.
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k=41 Q<1 Cerrado
k=0 Q=1 Plano
k=—-1 Q>1 Abierto

Cuadro 2.1: Relacién del pardmetro de densidad 2, dependiendo del valor de la k de
curvatura. Donde esto permite identificar o escribir una relacidn para el tipo de espacio
que posee el universo, con lo que es posible predecir de igual como afecta a la expansion
de este o el posible caso contrario.

2.4. Composiciéon del universo

El Tensor de energia-momento, si se consideran las simetrias de la métrica

y también la homogenidad, el planteamiento més simple es el de un fluido

perfecto caracterizado por una densidad de energia y una presién dependiente
del tiempo:

W = diag(p, —p, —p; —P)- (2.29)

El componente y = 0 de la conservacién del tensor de energia momento
(T# = 0) da la primera ley de la termodindmica de la forma

d(pa®) = —pd(a®), (2.30)
que reescribiendo, se puede obtener la ecuacion de continuidad
p=3H(p+p). (2.31)

El sentido fisico es claro, el cambio de energia en un elemento de volumen
comévil es igual al negativo de la presion por el cambio del volumen. Si el
universo es perfectamente homogéneo, entonces esto significa que en él, se
realizan procesos adiabéticos. Los procesos adiabaticos son aquellos donde
la entropia se mantiene constante. Por lo que la expansién al ser de forma
homogénea e isotropica es un proceso adiabatico no se tiene cambio en la
entropia presente.

La evolucién del universo es complicada ya que contiene diferentes com-
ponentes con diferentes ecuaciones de estado, afortunadamente para la causa
de simplicidad, la densidad de energia y de presion son aditivas. Por lo que
podemos escribir las diferentes componentes de la densidad de energia como

la suma de estos:
= P (2.32)
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donde p,, representa la densidad de energia de las componentes con una
parametro de ecuaciéon de estado w. El total de la presién p es la suma de los
distintos componentes de la presién

p=),p,=Y wh. (2.33)

Debido a que las densidades de energia y presion se anaden de esta for-
ma, la ecuacién (2.31) se cumple para cada componente de forma separada
siempre y cuando estos no interactiien entre ellos. Por lo que entonces para
cada ecuacién de estado con parametro w obedece, la densidad de energia, p
en funcién del factor de escala a,

pula) = py a3+, (2.34)

Donde se ha utilizado la normalizaciéon de ag = 1, cuando se tiene el
tiempo presente al dia de hoy y la densidad de energia del componente w es
Pwo- Este resultado es derivado sin utilizar la ecuacién de Friedmann.

En la tabla 2.2 se puede observar como evoluciona la densidad de energia
para los casos mas simples.

4
3

Radiacién (p=3p) poxa
Materia (p=0) pxa
Energia del vacio (p= —p) p xconst.

Cuadro 2.2: Evolucion de las densidades de energia mds comunes. Estas representan las
consideraciones de materia mas sencilla, donde cada una o su combinacion, se considera
que son el contenido total del universo.

2.5. Modelo \CDM

El modelo ACDM, es el que se ha adoptado ya que es el que mejor ajusta
a los pardmetros disponibles por las observaciones. Este es espacialmente
plano contiene radiacién, materia y una constante cosmolégica. Varias de las
propiedades del modelo son en listadas en el cuadro 2.3. El desarrollo de la
tesis es basado en este modelo de cosmologia.

Para el modelo la constante de Hubble se asume como H, =
70kms—'Mpc™! [24], los fotones se asumen que provienen del CMBR con
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Componentes
Fotones: e =50% 10~
Neutrinos: Lia=34x 107"
Radiacién total: e =84 x 190
Materia barionica: Qparioo = 0.05
Materia oscura: W0 =023
Total de materia: Qo = 0.28
Constante Cosmoldégica: Qpp =0.72

Epocas importantes
Igualdad Radiaciéon-Materia:  a,,, = 2.8 x 102 brm = 4.7 X 10* afios
Igualdad Materia-Lambda: aian = 075 tma = 9.8 Giga anos
Hoy: agp =1 to ~ 13.5 Giga anos

Cuadro 2.3: Propiedades del modelo ACDM [24]. Donde se describen de igual forma
las diferentes épocas en las que dominaron los distintos componentes que conforman el
UNIVETSO.

una temperatura actual de Ty = 2.725K con un pardmetro de densidad de
Q0 =15.0x107. La densidad de energfa de los neutrinos de fondo se calcula
como el 65% de la del CMBR siempre y cuando los neutrinos sean relati-
vistas. El contenido de materia del modelo consiste en materia barionica de
la cual se consideran los protones y neutrones, teniendo a los electrones aso-
ciados a estos y en parte igual por materia oscura no bariénica. La materia
bari6nica con la cual estamos acostumbrados a tratar tiene un parametro
de densidad de Qpgrino = 0.05 al dia de hoy. El pardmetro de densidad de
la materia no barionica es casi seis veces mas grande : Q4,0 = 0.23, sin
embargo la mayoria del contenido del modelo no es proporcionado por radia-
cién o materia sino por constante cosmoldgica con un parametro de densidad
Q./\,O =1- Qbario,() - Qdm,() =0.72.

El universo primeramente fue dominado por radiacion, luego materia y
actualmente nos encontramos en la fase de dominacién de A. El cambio de
radiacion a materia se dio cuando el factor de escala era Grm = S0/ =
3 x 10~*, que corresponde a un tiempo t,,, = 4.7 x 10* afios. Mientras que la
materia le dio su lugar a la constante cosmolégica cuando a.:,{i = (.75, que
corresponde a t,,5. Donde para el modelo actual la edad del universo es de
to = 13.5 giga anos.
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2.6. La breve historia del universo

Hasta el momento se ha estado describiendo la geometria y la forma en
que el universo se expande. Es momento de describir las distintas etapas que
nuestro universo ha experimentado durante su evolucién, donde se asume
la teoria del Big Bang caliente, de igual forma describiendo distintas etapas
importantes en la historia que el universo atraveso, que por sus caracteristicas
permitieron la formacién actual como lo observamos.

2.6.1. El Big Bang

Como se explicd en la seccién 2.4 el universo se expande a distintos va-
lores de a(t) dependiendo del componente dominante, por consiguiente en
el pasado el valor del factor de escala era mas pequeno que actualmente
y la densidad de las distintas componentes del universo era mayor. Por lo
que de las ecuaciones de Einstein se puede observar que si el universo se
expande actualmente, el factor de escala debe haber sido cero en un tiem-
po finito y la densidad habra sido infinita. Sin importar la curvatura del
universo, al momento del Big Bang la densidad como la curvatura del uni-
verso fueron infinitas. A estas condiciones extranas se le llama singularidad
espacio-temporal [26]. La pregunta sobre lo que sucedié antes del Big Bang,
no puede ser resuelta con relatividad general ya que esta ligada a las nociones
de espacio y tiempo, pero en el contexto de esta pregunta no tiene sentido
ya que no hay tales cosas como espacio y tiempo antes del Big Bang.

2.6.2. Inflacion

Cuando el universo tenia una edad t oc 10™*3 segundos sufrié un drésti-
co decaimiento en su densidad. Una de las ideas de esto es que sufrié una
era inflacionaria, que se considera un periodo de expansiéon extremadamen-
te grande. Esta idea fue propuesta por Alan Guth en 1981 para tratar de
solucionar los problemas presentados anteriormente. Por lo que inflacién se
considera un periodo en la evolucién del universo donde el factor de escala
estuvo acelerado

inflacién = a(t) > 0. (2.35)

En esta etapa la taza de expansién del universo es mas drastica que en
otros casos. La idea bdsica se presenta en la figura 2.3.
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Region
original

Figura 2.3: Esquema que ejemplifica la época de inflacion durante la cual el universo
experimento una expansion acelerada en un intervalo de tiempo muy corto, lo que ocasiono
un drastico decaimiento en la densidad.

2.6.3. Radiacién del fondo césmico de microondas

La radiacién de fondo de microondas o Cosmic Microwave Background
Radiation (CMBR), es una forma de radiacién electromagnética descubier-
ta en 1965 que llena el Universo por completo satélite Explorador de fondo
cosmico 6 COBE por las siglas de Cosmic Background Explorer, se dedico
a investigar y recolectar el espectro a longitudes de onda menores a los 9.4
cm hasta 0.00lmm. Se detecto una distorsién de dipolo de temperatura en
la figura 2.4, que no es mas que simplemente el corrimiento al rojo o al azul
debido al movimiento traslacional del satélite. Después de corregir la distor-
si6n debido al dipolo de temperatura(figura 2.4 inferior), las fluctuaciones
sobrantes son pequenas en amplitud. Entonces con esto podemos hacer un
promedio de la temperatura en todas direcciones siendo,

(T) = % / T(9, 6) sin 0d0d = 2.725K. (2.36)

Se descubrié que el error es de apenas 30 microKelvin, lo que representa una
importante aproximacion a la isotropia.

2.6.4. El universo temprano

Cuando la temperatura bajo a unos 4000 grados los electrones y los iones
de hidrégeno y helio se combinaron para formar los 4tomos neutros, con esto
la interaccién de la materia y la radiacién se redujo, hasta que se desligaron.
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Figura 2.4: Arriba: fluctuaciones de temperaturas como fueron medidas por el COBE.
Abagjo: fluctuaciones de temperatura después de sustraer el dipolo debido al movimiento
del satélite.

Cuando los fotones se enfriaron, sin interferencia importante de la materia,
cuando el universo tenia aproximadamente 100 mil anos, se da la radiacion
del fondo césmico de microondas y se ha enfriado desde entonces hasta su
temperatura actual.

Desde esa época pequenas inhomogeneidades en la distribucién de ma-
teria comenzaron a crecer debido a su atraccion gravitatoria. Gracias a la
desvinculacién de la materia y radiacion, se permitié el desarrollo de las in-
homogeneidades en las masas galdcticas y otras mas pequenas. Por ello las
galaxias y ciimulos estelares y las estrellas se condensaron a partir del medio
original.

Por ultimo se debe mencionar que transcurridos de 5 a 15 mil millones de
anos, después del Big Bang se formaron nuestro sol y nuestro sistema solar.
Otros 4 600 millones de anos y llegamos al presente.
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Capitulo 3

Materia Oscura

Los cosmologos por anos, han dedicado una gran cantidad de tiempo tra-
tando de determinar la densidad de materia del universo, esto es importante
para poder calcular la curvatura del espacio-tiempo y la taza de expansion
del universo. Se desea saber también cuanto del universo esta formado por
estrellas o cuantos tipos distintos de materia existen. Estas y otras preguntas
han hecho que se necesite catalogar al universo para encontrar de que esta
hecho y cuales son estas cantidades.

3.1. Materia visible

En el universo existen muchos tipos de materia, los astrénomos observan
a un tipo de estas, las estrellas. Gracias a que emiten luz es posible detec-
tarlas. Estas emiten en distintos rangos del espectro electromagnético. Los
astrénomos captan esto y pueden asociarle una luminosidad. Debido a que
las estrellas producen luz a través de reacciones nucleares significa que tienen
una forma de estimar cuanta masa es necesaria para producirla. Sin embar-
go, si esto fuera idéntico para todas las estrellas, por ejemplo para nuestro
sol (M/L) = 1M/ L, entonces es posible saber la relacién luz-masa de las
estrellas, sin embargo se tiene un gran rango de luminosidades dependien-
do del tipo de estrellas por lo tanto existe una amplia gama de la relacion
luz-masa, por lo que es necesario tomar una luminosidad que contenga la
mayor variedad posible de estas luminosidades. Si consideramos 1 kiloparsec
alrededor de nuestro sol, suponiendo la cantidad mas homogénea posible de
estrellas, a través de la relacién luz-masa, se obtiene un estimado de la den-

21
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sidad de masas de las estrellas en el universo. Entonces esto lo comparamos
con la densidad critica de nuestro universo que equivale a una densidad de
peo = 1.4 x 10" M_Mpc=3, con lo que se obtiene que el parametro de den-
sidad de las estrellas del universo es 0.004. Lo que es mucho menos de la
densidad necesaria para que se tenga un universo espacialmente plano.
Ademds de esto, resulta que nuestra mejor estimacion de la densidad de
bariones en el universo viene de la nucleosintesis primordial, ademds de las
mediciones del hidrégeno, deuterio, helio, litio y otros elementos, densidades
que dependen de los protones y neutrones presentes. Los estudios de estas
densidades indican que el pardmetro de densidad de materia barionica debe
ser
Winian = 005 =001, (3.1)

que es un orden de magnitud mayor que el pardmetro de densidad de las
estrellas. Esto indica claramente, que todo lo que se puede observar en el cielo,
la gran cantidad de estrellas, es una porcién pequena de la materia barionica
del universo, ya que los demds bariones estan distribuidos en componentes
apenas visibles, como estrellas enanas, remanentes estelares frios, planetas y
otros objetos que son poco visibles. Incluso considerando todos estos ob jetos
solo son una minorfa del total del universo.

3.2. Los tipos de materia oscura

Por las observaciones astronémicas, se sabe que la materia oscura esta pre-
sente y conforma un 23 % de la masa del universo ademss de que dificilmente
interacttia con la materia ordinaria excepto por la interaccién gravitacional.
Sin embargo esto no es suficiente para identificar de que esta hecha.

3.2.1. Hot Dark Matter o materia oscura caliente

Uno de los tipos de candidatos de materia oscura es la materia, oscura
caliente o Hot Dark Matter( HDM), que son descritos por particulas que po-
seen velocidades relativistas. Un tipo de estas particulas es el neutrino, que
fue propuesto en 1931 por Wolfgang Pauli. Para éste candidato de HDM
cuando las perturbaciones alcanzan el orden no-lineal tienden a formar es-
tructuras que se asemejan a objetos unidimensionales similares a panques o
blinis. Una ves que forman esta estructura los bariones que se encuentren
atrapados se fragmentan lo que provoca que se condensen en objetos mas




CAPITULO 3. MATERIA OSCURA 23

pequenos del tamano aproximado de galaxias. Si tenemos que el candidato
es el neutrino entonces este al interactuar poco no colisionan entre ellos o el
resto de la materia y no pueden disipar su energia gravitacional, por lo que no
pueden colapsar en objetos fuertemente ligados, deben de permanecer menos
condensados y formar una estructura que sea similar a un sandwich barién-
neutrino, donde los bariones serian el equivalente a la carne. Consecuente-
mente, los neutrinos mas lentos serian capturados por las galaxias dominadas
por bariones. Se dice que en un universo de materia oscura caliente, las es-
tructuras se forman de arriba hacia abajo. Esto significa que los neutrinos al
ser particulas relativistas harfan que cualquier regién sobredensa se vuelva
suavemente distribuida [28], por lo que la formacién de las perturbaciones
en densidad aparecerian hasta que la velocidad de estos haya disminuido.
Sin embargo, las estructuras predichas para este tipo de candidato no son
observadas en el universo actual, por lo que actualmente cuando se tiende
a hablar de materia oscura caliente, se refiere a una mezcla entre esta y la
materia oscura fria.

3.2.2. Cold Dark Matter o Materia oscura fria

El candidato més aceptado es la materia oscura fria o Cold Dark Mat-
ter(CDM), el cual se considera en el modelo cosmolégico estandar. A di-
ferencia de la materia oscura caliente, los primeros objetos en formarse de
tamano sub-galactico, se separan de la expansién general del universo y se
ligan gravitacionalmente entre ellos. El proceso es tal que al formarse el co-
lapso, los diferentes individuos interactiian intercambiando sus energias y
terminan formando sobredensidades, por lo que se dice que la formacién de
estructura es de abajo hacia arriba. El éxito de este tipo de materia oscura,
se debe a que es el mas coincide con las observaciones astronémicas a gran
escala. La CDM no interactia con el campo electromagnético, por lo que es
totalmente invisible, si tuviera aunque sea una pequeria carga eléctrica o un
momento dipolar magnético, se acoplaria al fluido de barién-fotén antes de
la recombinacién, alterando las caracteristicas presentes en el CMBR [1,21].
Ademas que posee una masa tal que no es relativista. Para esto se busca que
a gran escala forme las estructuras que se han desarrollado el universo, sea
estable para los nicleos de galaxias, muy débilmente interactuante y fria.
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3.3. Formacién de Estructura

Hasta ahora, se asumi6 que el universo es homogéneo e isotrépico, esto
puede considerarse cuando se habla de una distribucién a grandes escalas, sin
embargo el universo real no es asi. El universo contiene inhomogeneidades co-
mo galaxias, cimulos, etc. A continuacién se discutird un posible mecanismo
para la formacién de estas estructuras. [19)]

En algin momento en el pasado de nuestro universo, existieron pequeias
desviaciones de la homogeneidad, donde estas pudieron desarrollarse debido
a inestabilidad gravitacional y formar diferentes estructuras. Mientras estas
pequenas diferencias sean lo suficientemente pequenas, pueden ser tratadas
a través de un analisis lineal de perturbaciones, sin embargo conforme estas
crecen de forma considerable la teoria falla en explicarlo. (8,19

La forma de abordar las ecuaciones lineales es expandirlas en un conjun-
to adecuado de funciones. Si se elige tener un universo esencialmente plano
(£2 = 0), el conjunto de estas ecuaciones seran la de ondas planas y al hacer
una transformada de Fourier se puede obtener un conjunto de ecuaciones
cada una marcada por un vector de onda k. Esto igual es aplicable para
un (Q # 0) sin embargo las ecuaciones resultantes serdn més complicadas
que la de las ondas planas, sin embargo esto puede corregirse con la selec-
cién adecuada de funciones ortonormales. Contando con estas ecuaciones se
puede determinar la evolucién de forma independiente de cada modo. Sin
embargo en Relatividad General el valor de los coeficientes de la métrica 9ap
pueden modificarse, a través de un cambio de coordenadas (z* — z%). Esto
produce que las perturbaciones pequefias en principio, crezcan o generaren
componentes que no existian.

Para los modos cuya longitud de onda es menor que el radio de Hubble,
estos pueden tratarse de forma Newtoniana donde el efecto de la curvatura
del espacio-tiempo es despreciable. El analisis da una importante visién sobra
el comportamiento de las inhomogeneidades sin embargo, sufre de un proble-
ma, cualquier modo a un tiempo temprano sera mas grande que el radio de
Hubble. Por lo que en épocas tempranas cualquier modo debe ser tratado a
través de Relatividad General. [8,10,19)

3.3.1. Definiciones basicas

Antes de comenzar a tratar alguno de los casos, es importante definir
ciertas nociones que serdn de importancia en el desarrollo.
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La primera cantidad a definir es el contraste de densidad, una cantidad
adimensional, la cual es una fluctuacién en la densidad y se denota [8]

% _ p(w)_— p (3.2)
p p
donde p es el promedio espacial de la densidad de energfa. [8, 10, 19, 24]

El contraste de densidad toma valores positivos en regiones de alta den-
sidad y valores negativos en regiones de baja densidad, ademés tiene como
valor minimo § = —1 que corresponde a una p(Z) = 0. Es conveniente tra-
bajar en coordenadas coméviles teniendo en cuenta dZ = a(t)dZpnys. Debido
a la complejidad de las ecuaciones, se prefiere realizar un desarrollo en series
que permita trabajar y analizar distintos modos. Se suele utilizar el espa-
cio de Fourier ya que su transformacién no requiere algiin tipo particular
de simetria. Si dividimos el universo en regiones lo suficientemente largas de
tal forma que la distribucién de masas sea idéntica en cada una, entonces
tendrdn propiedades similares cada una. Digamos que estas regiones son ca-
jas de longitud L, donde podemos adecuar un sistema coordenado idéntico
en cada caja, ¢l contraste de densidad tiene una expansién en Fourier de la

forma o
O(E) = oge* T (3.3)

o(7)

1]

Si toma el limite de una caja muy grande, la serie se convierte en una integral
de Fourier
‘/f

T

con una inversa definida de la forma

8(2) / §ee~F g3k (3.4)
vol

=V [ @) (3.5)
Jwol

donde V' = L3 que es el volumen de la caja. La relacién entre los modos del
espectro continuo y el discreto es k, = 27l/L.k, = 2nm/L .k, = 27n/ L, sien-
do m,n,l los indices que describen las posiciones en la caja discreta. Ademds
cada componente de Fourier esta descrito por su amplitud, numero de onda

k y T comévil de la forma
ksnus = k/alt): (3.6)
La longitud de onda de una perturbacién esta relacionado con su nimero

de onda como

A=2n/k A = a(t) Aphys- (3.7)
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La eleccién de estas cantidades perturbadas no es invariante de la norma
elegida. Si consideramos una transformacién de coordenadas general de un
sistema z* hacia otro z#

gt =gt+¢ (3.8)

entonces se tendria una transformacién de la forma g — g + I(e).

3.3.2.  Modelo esférico de inestabilidad gravitacional

Para entender como el contraste de densidad crece con el tiempo, hay que
considerar un caso simple. [8, 19,24) Considérese un universo FRW solamente
con contenido de materia. Se toma una pequefia regién de este universo que
cumple con la condicién de ser homogénea e isotrépica y cuasi-estatica, donde
la expansion del universo es despreciable y se tiene una densidad de materia
p- Entonces a esta pequefa regién se toma una porcién esférica de la misma
de radio R (figura 3.1), a la cual por algiin mecanismo externo se le afiade
una cantidad extra de masa, por lo cual la densidad dentro de la esfera sera
p(1+44), con (§ << 1). Suponiendo que el exceso de masa es uniforme dentro
de la esfera, se puede considerar un factor de Hubble, para esta regién con
exceso de masa,

_ 81G i k

H? p(l1+9) — — 3.9
5 AL+ 6) ~ (39)
por lo que se puede obtener la ecuacién de aceleracién para este caso
R AnGp
— = — ot 3.10
210} (3.10)

Por lo que si se tiene una sobredensidad, que es indicado por poseer una
(6 > 0), la regién esférica colapsard hacia su centro (R(t) < 0). EI resto
permanece sin cambios.

En la ecuacién (3.10) tenemos 2 incognitas, si se quiere encontrar el com-
portamiento de J(%) es necesario tener otra ecuacién. Como la masa se man-
tiene constante, se puede obtener una relacién

M=pxV = 4—375/3[1 + 5(t) R(t)3. (3.11)

Ya que esta cantidad permanece constante durante el colapso, podemos
reescribirla para tener una relacién entre R y §

R(t) = Ro[l + 6(2)]71/3, (3.12)
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Figura 3.1: Esfera de radio R(t) expandiendo o contrayéndose bajo la influencia de una
fluctuacion de la densidad §(t). Que caracteriza el ejemplo mds simple de colapso, debido
al exceso de materia en una region determinada.

donde

M\ 3
Ry = (3—_> = constante. (3.13)
dmp

Considerando que § << 1, se puede hacer una expansién para R(t) hasta
primer orden,

R(t) ~ Ry [1 - éd(t)} . (3.14)

Si se toma las derivadas de R(t)
. 1 . ‘
R~ —Rod. (3.15)

Como en esta aproximacion se considera la la conservacién de la masa, se
tiene que Ry > ¢, concluyendo Ry ~ R teniendo en cuenta esto se puede
escribir

R T
— & ——). A
7 3 (3.16)

Se combinan las ecuaciones (3.10) y (3.16), para encontrar una ecuacién que
describa el comportamiento de 6,

6 = 4rGpd, (3.17)
cuya solucién mas general,

8(t) = Ajelftavm 4 Aje=ttaum, (3.18)
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donde el tiempo dinamico del colapso esta dado por

1

notando que el tiempo dindmico depende tinicamente de p y no de R. Las
constantes A; y Ay son determinadas por las condiciones iniciales de la esfera.
Ademas hay que notar que después de varias veces el tiempo dindmico, solo la
componente creciente de la exponencial contribuye. Esto significa que cuando
estan presentes pequenas fluctuaciones en un regién con un promedio de la
densidad casi estatico y el medio no posee presion alguna, las fluctuaciones
creceran de forma exponencial con el tiempo.

3.4. Evolucién de las inhomogeneidades

Antes de encontrar como evoluciona d en el universo, primero se necesita
una idea cualitativa de como debe comportarse. Por esto para realizar el
andlisis, separemos en modos mas grandes que el radio de Hubble, A >> dg
vy modos que se encuentran dentro del radio de Hubble, A << dy.

Iniciando con el primer caso tenemos entonces una longitud de onda ma-
yor que el didmetro de Hubble (dg), para la fase de dominacién de radiacién
po ~ a~* cuando t < t., y en la fase de dominacién de materia py ~ a3
cuando t > t.,. Con esto entonces:

<§,_)) B {a2 <)
p) la (t>tyg)

Entonces los modos con A > dy siempre crecen como a’ en la fase de
dominacién de radiacion y como a en la de materia, considerando esta apro-
ximacién [19].

Cuando los modos entran al radio de Hubble (A < dg). Hay dos procesos
que evitan el crecimiento de la amplitud de la perturbacion. El primero es
debido al soporte que ejerce la presion. Si transcurre el suficiente tiempo
para que la presion aumente hasta poder evitar el colapso, entonces esta
prevendra el realce gravitacional del contraste de densidad.

El segundo proceso para detener el crecimiento es cuando la cantidad
perturbada no es la dominante en la expansién o la especie dominante esta
suavemente distribuida.
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Tomando una perspectiva cualitativa podemos englobar 3 escenarios pa-
ra la evolucién de un modo que entra al radio de Hubble, entre la fase de
dominacién de radiacién y materia:

L. (@ < @enter); La longitud de onda de la perturbacién es mayor que el
radio de Hubble, se tiene entonces que

5= (f;ﬁ) x a? (3.20)

p

2. (Genter < @ < agq) La perturbacién esta dentro del radio de Hubble, es lo
suficientemente mayor para causar colapso gravitacional, sin embargo
no es el componente principal de la expansién. Esto previene el colapso
y se tiene que

0

d= (_p_) = constante (3.21)
P
3. (aeq < @) La perturbacién esta dentro del radio de Hubble, es suficien-
te para causar colapso gravitacional y es el componente que dirige la
expansion. El crecimiento es descrito por

5= (%) xo (3.22)

3.4.1. Analisis Newtoniano
Fluido sin expansion

Para realizar el anélisis de un componente de materia en el universo se
utiliza un fluido perfecto, el cual es un medio continuo en el que las las
resistencias internas son cero lo que le permite fluir sin oposicién, esta ca-
racterizado perfectamente por una densidad de energia y una presién. Las
ecuaciones de Euler de un movimiento Newtoniano de un fluido perfecto
son [8]

%%) + V-(pi)=0

7] 1
?—9 + (T-V)T+-Vp+Vp=0
at p

Vi = 4nGp (3.23)
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si se considera que existe una perturbacién y una solucion estatica del tipo

p = potp (3.24)
P = pPotp (3.25)
7 = o+ (3.26)
¢ = @+¢ (3.27)

donde se considera que todas las cantidades con subindices ”0”son cons-
tantes [8,19]. Combinando las soluciones descritas, se obtiene una ecuacién
diferencial de segundo orden

> pi 2v72
‘—8}? - vsV P1 = 471'(;/)0[)1- (328)

Esta es conocida como la ecuacion de onda cuya solucion es de la forma
p1(7,t) = 6(F,t)po = Ael—FF+wt) 5 (3.29)

se tiene la relacion de dispersion
w? = v2k* — 4nGpy (3.30)

donde k = |k|. Entonces a los modos que producen un w imaginario, que
son exponencialmente crecientes, marcan un valor critico que es llamado el
numero de onda de Jeans y esta dado por:

kj = (47er0> (3.31)

712
Us

Lo que se puede relacionar con una longitud de onda llamada la longitud
de Jeans A\; = 27 /k;, y en este caso una masa

T o2 B

3
My=— [ — = —t 32
=3 (k,;) T T6 Gar )

Aqui las perturbaciones menores a M son estables ante el colapso gravi-
tacional y las que son mayores son inestables.
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Fluido en expansién

Las perturbaciones a la densidad que sean menores a la distancia de
Hubble pueden crecer en amplitud inicamente cuando ya no tienen apoyo
de la presién. Para la materia la pérdida de presién, sucede abruptamente
en el tiempo del desacoplamiento. Si se retira la presiéon y se tienen modos
superiores a la longitud de Jeans, esto no implica que necesariamente el
crecimiento de las fluctuaciones vaya a crecer exponencialmente como se vio
en la seccién (3.4), en ese caso se tenfa que el universo era estatico, ahora
hay que tomar en cuenta la expansién del universo.

En un universo homogéneo e isotrépico, la densidad de energia promedio
es una funcion del tiempo y las velocidades obedecen la ley de Hubble.

Tomando una pequena densidad perturbada,(p; < 1), y considerando
ahora la expansién del universo (rpn,s = a(t)r), la solucién no perturbada
para la ec. (3.23) es

4nGpg
3

Po = p()(to)a“:i(t), 170 = T_': V(,O() = T (333)

ISHRSE

donde a(t) satisface al ecuacién de Friedmann. Las perturbaciones hasta pri-
mer orden en p, Uy ¢ satisfacen el siguiente conjunto de ecuaciones:

() o 5
L & By = Vb =10
ot a’ = a
7 P :
Py 1l Va+ v =0
ot a a Po
Vo = dnGp. B

Definiendo §(7,t) = p1/po y transformando las funciones al espacio de

Fourier de la forma
[

f(7\t) = (2r)3 / fr(t)exp {_;?t) 1 Pk, (3.35)

con lo cual es posible simplificar las ecuaciones (3.34), como se menciono
anteriormente, no se acostumbran a trabajar en el espacio real, sino en el
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espacio de Fourier,

8y — Y—IE U =0
a
d(a7 .3 .
(dtk) - zkcﬁdk —tkpr =0
AdrG
P kf"a%k (3.36)

k es el numero de onda comévil, y # = 7/a es la coordenada comévil. Es
util descomponer la velocidad perturbada en una parte rotacional, ¥, , y una
irrotacional 7)),

U = 1) +v, U= ’U”(k) + U_;_(k), (337)
se puede deducir ciertas propiedades que permiten simplificar el trabajo ma-
tematico, teniendo

V"UJ_:O, V><17“=0, (3.38)
k-ak)y=0,  &-a(k) = Klla 5, (3.39)

la componente paralela se puede escribir como un gradiente de un campo
escalar, mientras que ¥, se puede escribir como el rotacional de un campo
vectorial. Por lo que de las ecuaciones de perturbacién se puede ver

dla@ (K)]/dt = 0, (3.40)
usando la ecuacién de continuidad
5 7 = o . 5 .
b = ZIE| T = 0 = Iy = 24, (3.41)

sustituyendo esto en la segunda ecuacién de (3.36) y utilizando la ecuacién

. * . . . . .,
de Poisson para eliminar la dependencia en ¥k, se puede obtiene la ecuacién
de movimiento para la perturbacién:

. . ek
O + 2%5k + (;T = 471‘Gp0) 0 =0 (342)

donde se puede observar que los modos rotacionales, no se encuentran aco-
plados al a perturbacién. Gracias a que la ecuacion se cumple para cualquier
modo y que solo los irrotacionales serdn considerados entonces podemos ig-
norar por ahora los subindices. De esta ecuacién si consideramos un universo
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estatico (@ = 0), se recupera la ecuacién (3.28 reconociendo que k/a es el
numero de onda fisico. Entonces de forma similar, se puede identificar que
el comportamiento de la solucién depende de que tan grande o pequeno res-
pecto a 47Gpg sea k. Con un universo en expansion, es posible relacionarle
un numero de onda de Jeans, k% = 4rGpa®/c?, que separa a los modos gra-
vitacionales estables de los inestables.

Entonces para los modos , k > k; la perturbacién es oscilatoria como
una onda de sonido

8(t) ~ expEt) (3.43)
teniendo que la frecuencia es
2
S A 44
YT a1 —n) )

con el factor de escala a(t) o< t". En general la solucién es un tipo de funciones
de Bessel y la amplitud de la onda de sonido decrece con el tiempo y depende
si el universo es dominado por materia, radiacién y como evoluciona c.
Para k < k; existen soluciones inestables, que corresponden a los modos
crecientes. Entonces si asumimos un FRW con un universo dominado por ma-
teria y espacialmente plano, tenemos que (a/a = (2/3)t™1) y po = (67Gt?)~,
entonces podemos reescribir (3.42) como
2
ar?
La ecuacion toma la forma de una ecuacién de Euler, que puede resolverse

con el cambio de variable ¢t = e®. Las soluciones, para el modo creciente, 0.,
y el modo decreciente, d_, tienen un dependencia temporal

5+%5— §=0, k<ky. (3.45)

-1

5, (t) = 6. (1) (é)m; =0 () - ()

El tiempo t; corresponde a algin tiempo arbitrario elegido para normali-
zar la solucién. 5i identificamos para el universo dominado por materia que
a(t) o< 1?73, si se normalizar al tiempo actual, t;, el factor de escala es ag = 1
y la soluciones se reescriben como

0 (a) =04 (ag)a; 6_(a) = 6_(ao)(a)~%/2. (3.47)

Observando las soluciones, la principal diferencia entre la inestabilidad de
Jeans entre un universo estdtico y uno en expansién es que la expansién del
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universo reduce el crecimiento exponencial de la inestabilidad lo que resulta
en una ley de potencias para el crecimiento de los modos inestables.

La discusién puede ser ficilmente generalizada para distintas componen-
tes si tenemos el contraste de densidad §4 = (0pa/pa) donde A es algtin
componente, en este caso se tiene

: 2 L2
N T L .
0a + 250/1 + —aQ—()A = KE 47F(JpK(SK, (348)

donde la suma del lado derecho es sobre todos los componentes incluyen-
do la componente A. Se debe de remarcar que cualquier miembro que sea
homogéneo, § = 0, no contribuye en la parte derecha de la ecuacién.

3.5. Inestabilidad Gravitacional en el caso re-
lativista

Todo el andlisis que se ha realizado, fue considerando el limite de Newton,
A << dp. Pero es momento de estudiar el caso cuando la longitud de onda
es A >> dy. Para realizar el anslisis en este régimen es necesario utilizar
un acercamiento utilizando Relatividad General [12]. Cuando se realiza esta
aproximacion es importante notar que los modos k/H << 1.

En el andlisis se considerar un universo espacialmente plano y por fi-
nalidad de calculo se utiliza que las coordenadas estin descritas por las
coordenadas coméviles z# = (7,%) donde la relacién con el tiempo es
dz® = dr = dt/a(t). Durante el resto del capitulo los puntos denotaran
derivada con respecto a 7, a menos que se indique lo contrario.

Entonces el tensor métrico esta definido en la norma sincrona y las com-
ponentes goo y go; estan sin perturbar. El elemento de linea queda descrito
por

ds?® = a*(r) (—dr® + (8 + hy; )dz'dz?) (3.49)

La perturbaciones de la métrica, hi;, se pueden descomponer en una parte
correspondiente a la traza (h; = h) y una parte sin traza que consiste en 3
piezas, (hi; = hd;;/3 + hilj + h5 + hl). Por definicién las divergencias de hyj
y h;; son longitudinales y transversales respectivamente y h}; es transversal
entonces se satisface

DOkl =0, ddhE =0, kL =0 (3.50)
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Entonces sucede que se Pueden clasificar dependiendo de quien produ-
ce los componentes. Para hij puede escribirse en términos de algiin campo

escalar p y hf; en términos de alglin vector A de la siguiente forma

1
h1”] = (O,BJ - g(sijv2) M,
h;L] = 8,’Aj + ain, aiAi = 0 (351)

Las 2 componentes escalares h y p caracterizan los modos escalares de la
perturbaciones a la métrica, mientras que A; y hiTj representan los vectoriales
y tensoriales respectivamente.

Lo que nos interesa estudiar son los modos escalares ya que tienen la
mayor contribucién a las perturbaciones. Se definen 2 campos h(k, T)y 7‘)(/_5, T)
en el espacio k y se escribe h;; desglosado en estos términos,

Donde h denota la traza de h;; tanto en el espacio real como en el espacio
de Fourier.

3.5.1. Evolucién fuera del horizonte

Como se menciono al inicio, se va estudiar la evolucién de las pertur-
baciones cuando estas son k/H << 1, en la actualidad los modos en este
limite son muy pocos y no deberia ser necesario, sin embargo el andlisis debe
realizarse, ya que cualquier modo en un tiempo lo suficientemente temprano
es mayor que el tamaifio del horizonte. Considerando estas perturbaciones, la
evolucion se realizan en un universo FRW espacialmente plano, para el cual
que existe ecuaciones no perturbadas del factor de escala a(7) [12]

B 2 .
W = (9) i a ] (3.53)
a 3
d [a 47 -
’ (5) = -TGa(5+ P), (3.54)

los puntos indican derivada con respecto a 7, las barra indican las canti-
dades promedio y H es el pardmetro de Hubble conforme. Aparte de estas
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ecuaciones, las perturbaciones también poseen una parte que corresponde a
0G ., = 81GIT,,, las cuales corresponden a la linealizacién de las ecuaciones
de Einstein. En términos de h y 7 en el espacio k, las partes tiempo-tiempo,
tiempo-espacio longitudinal, traza espacio-espacio y parte longitudinal sin
traza espacio-espacio dan las siguientes 4 ecuaciones hasta orden lineal [12]

1

k2 — iﬂh = 47Ga?0T? (3.55a)

k*n = 4nGd*(p+ P)§ (3.55b)

b+ 2%h — 2% = —87Ga*T! (3.55¢)

b+ 6if + 23 (iz 5 61‘7) —2%% = —AUrGa*(5+ P)o.  (3.55d)

Las variables # y o estdn definidas como

(p+ PO =ik?0T),  (p+ P)o = —(kik; — 20;=h) (3.56)
donde E" TZ — 6’T" /3 designa la componente sin traza del tensor T7
Se debe deslgnar la relamon para (ST* Entonces si se considera el tensor de
energia momento de un fluido perfecto

T = Pg; + (p+ P)U*U.,, (3.57)

en la cual U* = dr#/v/—ds? es la cuadrivelocidad del fluido. Se perturba
hasta el orden lineal y se le permite tener un stress anisotrépico E’ ademas
se considera que el ﬂUIdO tiene una pequena velocidad coordenada de la forma
v' = dz'/dr, donde v* puede tratarse como una perturbacién del mismo orden
que dp = p—p, 6P = P — P, considerando esto se tiene que THy = TH 4 §TH.
Hasta el orden mencionado para las perturbaciones, se tiene que el tensor
energia momento esta dado como

Y = —(p+dp) |
I} = (p+P=-T;
T; = (P+dP)s:+ XL, i = 0. (3.58)

Hay que notar que la definicién de # para un fluido es simplemente 6 =
ikiv;. La descripcién de un fluido no relativista es muy apropiada para la
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materia oscura y para los bariones. Al asumir un fluido podemos asignarle
una ecuacién de estado w = P/p. Entonces de la ecuacién de conservacién
del tensor de energia momento

T = 7% + T4 + 5T =0 (@50

se tiene que la que corresponde a la parte perturbada en el espacio k

. h a (0P
(5 = —(1+w)<0+§>—35(6—p—w)5,

. ; : oP/s
LT L.
a 14w 1+w

k%8 — Ko. (3.60)

Las ecuaciones son validas para un fluido simple, para el promedio de la
masa de  y 6 o cualquier otro tipo.

3.5.2. DMateria oscura fria

La propiedad mas importante de la materia oscura fria es que interactia
solamente por gravedad, entonces podemos considerarle que es un fluido sin
presion o un fluido perfecto. En la norma sincrona, por la forma en que se
encuentran definidas las coordenadas, no se poseen velocidades peculiares.
por lo que se puede hacer § = 0 =0y w = w = 0 en las ecuaciones (3.60),
con esto se reducen a g

6. = —=h. (3.61)
Z

Utilizando esta relacion es posible encontrar la ecuacién para la pertur-
bacién y resolverla. Sustituyendo en la ecuacion (3.55) las consideraciones se
tiene que § = o =0

la, ‘
k%-ih = —47Ga%p (3.62a)
En = 0 (3.62b)
ﬁ+2%h—2k2n = 0 (3.62¢)

b+ 6ij + 23 (h + 61‘7) — %% = 0, (3.62d)




385. INESTABILIDAD GRAVITACIONAL EN EL CASO RELATIVISTA

donde también se ha considerado que §P = 0. Entonces se utilizan (3.62a),
para encontrar una ecuacion de las perturbaciones, (3.62c)

la.
k*n — 53]1 = —4ArGad*sp (3.63)
b+ zgh — %% = 0. (3.64)

Combinando estas se obtiene que la ecuacion resultante esta en términos de
h :
. a - 2
h+—-h+8rGa*6p = 0, (3.65)
a

pero es posible dejarla en términos de ¢ utilizando la relacién (3.61),
5426 — 4nGa?ps = 0, (3.66)
a

consideracién la definicién de § = dp/p. Si se observa tiene cierta similitud
a la ecuacion (3.42), pero esta tltima utiliza tiempo césmico por lo que es
necesario hacer la conversién para compararlas. Haciendo que d7 = dt/a,

d ( d5>+ dad5_47rGa2p5:0’

adt adt adt dt
d*s da d§
2 - 2,56 =
o +2adt 7 ArGa‘pd = 0, (3.67)

entonces designando las derivadas como puntos y dividiendo entre a2 se tiene
0 +2HS — 4nGps = 0, (3.68)

donde el pardmetro de Hubble es H = a/a. De esta forma se puede ver que
es igual a la ecuacién (3.42). Debido a la norma que se utiliza el término k2
no esta presente y su informacién no es transmitida al resto de la ecuacién.
Lo que significa que en esta norma, para el caso de materia oscura fria no
se puede encontrar una longitud de Jeans asociada. Pero como se consideran
solo longitudes mayores al horizonte esta. preocupacion puede despreciarse.
Considerando que el universo es dominado por materia para el contraste de
densidad se recupera que la solucién creciente es § ~ a(t). Todo lo anterior
es considerando que las ecuaciones son consistentes, la condicién para esto
es que la ecuacién (3.62b) se cumpla. Entonces para comprobarlo, se utiliza
la.

k*n — Eah = —47Ga*6p. (3.69)




CAPITULO 3. MATERIA OSCURA 39

Si se realiza la derivada con respecto al tiempo conforme se obtiene que

la; 1(a\%; , lay
D3 . 2¢ - _ . i 2 - S e
k‘n = —4nGa*dp — 8nGaadp + 2ah 5 (a) h+ Zah’ (3.70)

utilizando entonces la ecuacién (3.62c) para dejar en términos de h y p,

% & 2 5 5
k* = —4nGa®p — 8w Gaadp + lgﬁ . <2> h+ nd (—225 + 2k2n) ,
2a 2 \a 2a a
(3.71)
en la ecuacion estdn presentes las derivadas de h, y se utiliza (3.69) para
dejarlo completamente en términos de la densidad o h

li. 1/7a\2. 1q i
k27 = —4nGa2p — 87Caadp + §%h -5 (g) b+ 53 (—gh = 87rGa25p) .
A 3Ty
Acomodando términos y utilizando 3.61 se tiene que
a. i X
k% = —4nGa®6p — 12nGa®—6p — =0 + 2 (—) ) (3.73)
a a a

para comprobar lo que se desea es necesario utilizar las ecuaciones no per-
turbadas, la de continuidad y las siguientes consideraciones

L))

y ademas que la derivada del contraste de densidad puede escribirse como

o (93> % L% gy, (3.75)
dr \ p p P P

donde se ha utilizado que p = —3H(p+ P) y que P = 0, H = a/a, el
parametro conforme de Hubble. Con estas consideraciones se reduce (3.73) a

Ky = —4nGa?p (6—;) + 4nGa’pd — 12rGa® pHo
By = 4nGa’p(3HS) — 120Ga*Hps = 0. (3.76)

Con lo que la consistencia es demostrada y las afirmaciones anteriores se
mantienen.
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Capitulo 4

Campos escalares

El concepto de campo escalar data del siglo XVII y su aplicacion es varia-
da, pero el interés aqui es el de representar a la materia oscura, presentando
los principios basicos necesarios y como es que puede utilizarse para descri-
birla.

4.1. La accion y el Lagrangiano

Hasta donde se sabe, las leyes fundamentales de la fisica pueden ser de-
rivadas a partir de una accién

S = / Ldt (4.1)

donde el Lagrangiano L depende de las coordenadas generalizadas g, y sus
derivadas respecto al tiempo ¢,. El Lagrangiano tiene unidades de energia
por tiempo, por lo que al elegir que C' = 1, se tiene una acciéon adimensional.
La evolucién cldsica de un sistema esta dada por el principio de minima
accion, el cual dice que S = 0, donde 6S es la variacion de S, donde en los
extremos es cero, con lo cual se eliminan los términos de frontera.

Si suponemos un Lagrangiano, que es funcion unicamente de g y ¢, pero
se permite tener la dependencia temporal explicita; L(g, ¢). La evolucién de
q esta dada por el principio de minima accién 6.5 = 0

08 = /dt (———5q + %0(1) (4.2)

41
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Si se integra por partes el segundo término y se tiene la consideracién que
al evaluarse en los extremos la variacién es cero en estos puntos, se puede
encontrar que el principio de minima accién lleva a

oL 0 [OL
o a(3)=° =

llamada la ecuacién de Euler-Lagrange.

Esta ecuacién puede ser generalizada para mas grados de libertad, ademads
es una ecuacion diferencial de segundo orden que puede ser resuelta a partir
de los valores iniciales de ¢ y .

4.2. Campo escalar en espacio-tiempo plano

Por ahora se considera un espacio-tiempo plano. El principio de minima
accion tiene que contener una Lagrangiano invariante ante una transforma-
cion de Lorentz, para lograr esto debe ser de la forma I = [ Ld3z, donde

la densidad Lagrangiana £ es una invariante de Lorentz y tiene unidades de
[energfa]?. La accién ahora es

§= / dizL. (4.4)

4.2.1. El lagrangiano

Para un campo escalar, ¢, el Lagrangiano mds sencillo que cumple los
requerimientos necesarios para ser invariante de Lorentz es [11]

e -%awa,@ —V(9) (4.5)

en esta expresion, V() es alguna funcién, llamada el potencial del campo
escalar, y el otro término es llamado el término cinético. Hay que notar que V
tiene unidades de [energfa]*. Los nombres de “término potencial” y “término
cinético” son elegidos debido a la analogia mecénica con el Lagrangiano de
una particula puntual.
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4.2.2. Ecuacion del campo

La evolucion de ¢ esta dada por 45 = 0, entonces

oLc oL
§i5i= / &'z [——&b + ————5(9, ¢)] 4.6
5" " 53,0 £
si se aplica la integracion por partes al segundo término con respecto a las
variables z#, la diferencial total resultante se desvanece lo suficientemente
rapido en infinito, entonces podemos escribir las ecuaciones del campo como

oc o oL
5$*55<mm@)‘a ol
tomando £ de la ecuacion (4.5) resulta
¢—Vo+V'(¢)=0 (4.8)

donde la cantidad primada denota d/d¢. Esto también puede ser escrito como
O¢ — V'(¢) = 0. (4.9)

Si el campo solo depende del tiempo, lo que significa que es homogéneo en
el espacid, la ecuacién se reduce a

b+ V'(¢) =0. (4.10)
Lo cual es similar a la ecuacién que se obtiene en mecénica cldsica para una

particula puntual, identificando a la posicién como ¢ y al potencial V().

4.2.3. El campo escalar cuasi-libre

Se tiene un campo escalar bajo la accién de un potencial
1
V= §m2¢2 (4.11)

con este potencial la ecuacién (4.8) se vuelve lineal

é — V3¢ + m2p = 0. (4.12)

Esta es la ecuacion de Klein-Gordon, cuya solucién general se puede ex-
presar como una suma de ondas planas. Este se representa como un campo
donde las ondas planas no interactiian, por lo que es no interactudnte o libre.
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Si hacemos la suposicién de que el campo ¢ es espacialmente homogéneo,
entonces la ecuacion (4.10) se convierte

b(t) + m*¢(t) = 0. (4.13)

cuya solucion es la de un oscilador arménico con una frecuencia angular m,
que es una analogia 1util cuando se presentan problemas similares.

4.3. Campo en un espacio curvo

Antes de presentar las ecuaciones en un espacio-tiempo curvo, primero
es necesario escribir la accién que se tiene para el espacio-tiempo plano en
coordenadas genéricas, Si se escribe el elemento de volumen de tal forma que

S = / d*z\/1L, (4.14)

donde 7 es el determinante de la métrica del espacio-tiempo de Minkowski,
nw = (—1,1,1,1), se considera que O* = n**9,. La forma de las ecuaciones
resultantes es igual a (4.10).

Entonces de acuerdo al principio de equivalencia también se puede aplicar
esto a un espacio curvo por lo que se cambia 7, — g,.,,, haciendo que la accién
sea

S= / d*z/—gL (4.15)

donde se tienen las mismas consideraciones como para el caso de 7. Entonces
si se elige una métrica en especifico, siendo esta la FRW, la ecuacién del
campo es

¢—a" 2V +3Hp+V'(¢) =0 (4.16)

donde V? es evaluado con coordenadas comoviles.
Para el caso de un campo homogéneo, la ecuacion anterior es reducida a

¢+3Hp+V'(p)=0 (4.17)

donde 3H ¢ corresponde al andlogo mecanico del término de friccion, cuyos
efectos son llamados arrastre o amortiguacion de Hubble. Si el término de
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arrastre es despreciable, la expansién del universo no tiene un efecto per-
ceptible en la dinamica del campo. Si se tienen varios campos escalares ho-
mogéneos se puede expandir la ecuacién de la forma

i , oV

Siempre y cuando estos sean campos que no interactiian entre ellos.

4.4. Gravedad a partir del principio de mini-
ma accion

Las ecuaciones de Einstein para el vacio, proviene de aplicar maximizar
la accion de Einstein-Hilbert [11]

S = % / d*z/=gM}R, (4.19)

aplicando el principio de minima accién variando g,v.
Si se la agrega una componente que consista en un campo escalar que
represente a la materia, las ecuaciones corresponden a

donde L,,,; representa la densidad Lagrangiana como se obtuvo para el caso
del espacio-tiempo plano, que gracias al principio de equivalencia es igual de
valida. Si a esta se hace la variacion de g, se obtienen las ecuaciones de
Einstein con un tensor de energia momento

6£mat

T = =255

+ g;u/£mat- (421)

4.5. Tensor de Energia momento para el cam-
po escalar

A partir de la variacién de la componente de materia se puede obtener el
tensor de energia momento, si se aplica como esta definido en (4.21), para el
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caso de un campo escalar simple. En un espacio-tiempo plano se obtiene [11]
TH = 36,6 — 5 %aaqsam " V(q&)] . (4.22)

Donde la densidad del momento es
T = $0io. (4.23)

Para un campo homogéneo la densidad del momento es cero, de igual
forma es isotrépico. Se asocia a este tensor una densidad y una presién,

1. 1
p= §¢>2 +V(¢), P= 59 - V(o) (4.24)

que es una analogia mecanica, para una p de la energia de una particula de
masa unitaria , donde el primer término corresponde a su energia cinética.
En los términos de relatividad, un campo escalar es supuesto, para diversos
casos, como un fluido perfecto debido a que es isotrépico en el marco en
reposo local. Sin embargo a diferencia del caso de radiacién y materia no
se puede escribir una ecuacién de estado que relacione P y p, ya que la
misma energia puede relacionarse con distintos valores de presién, si existen
diferencias en la distribucién entre los términos cinéticos y potenciales. El
potencial V' (¢) se supone que tiene un minimo en el cual V = 0, si se fija en
este valor al campo ¢, para ser una constante, la densidad y la presién son
cero. En este minimo se adopta que el valor corresponde al vacio, donde se le
llama el valor de expectacién del vacio o vev. La denotacién de expectacion
es incluida debido a que el campo posee fluctuaciones cuanticas alrededor del
valor clasico.

4.6. Campo escalar como materia oscura

La comprensién de la materia oscura en el universo es un tema de estu-
dio en la cosmologia. Una de las propuestas sobre el origen de este tipo de
materia en el universo es que puede ser debido a la existencia de un campo
escalar. Las observaciones sugieren que el universo es espacialmente plano y
que esta actualmente acelerado con 95 % de materia desconocida, el 24 % de
este es llamada materia oscura y se le atribuye la formacién de la estructura
a gran escala del universo. Sin embargo a escalas galacticas, en simulaciones
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numeéricas aparecen ciertas discrepancias entre las predicciones y las observa-
ciones [27]. Para resolver las discrepancias ha propuesto a la materia oscura
como un campo escalar [2,13-17,20]. Se tiene que a escala cosmoldgica los re-
sultados del campo escalar es de un comportamiento de materia oscura. Por
lo que se presenta como es que un campo escalar puede representar materia
oscura fria.

4.7. Oscilaciones de un campo escalar en un
universo en expansion

Debido al interés de la descripcién de la materia oscura a través de un
campo escalar, es importante estudiar la evolucién de un campo escalar clsi-
co en el marco cosmoldgico. Por ahora el caso se va a restringir a una cosmo-
logia homogénea e isotrépica y se trataran de igual forma unicamente cuando
la frecuencia de las oscilaciones, es mayor que la tasa de expansion del uni-
verso, garantizando que los efectos de evolucién del campo sean visibles antes
que la evolucién del universo pueda disiparlos de forma abrupta.

Considerando la densidad Lagrangiana (4.5) y el tensor de energia mo-
mento (4.21), en los modelos en el cual el campos es necesariamente ho-
mogéneo su ecuacién de movimiento es

¢+3Hp+V'(¢) =0, (4.25)
donde los puntos denotan derivada con respecto al tiempo y las primas con

respecto al campo y H = a/a que es la taza de expansién. La ecuamon (4.25)
puede ser escrita de una forma mas sugestiva

d 1

=i 2¢>’~’ +V) = —3H§, (4.26a)

dp/dt = —3H(p+ P), (4.26b)

d(pa®) = —Pd(d®), (4.26¢)

donde p = 1¢2 +VyP= 1¢2 V. La fisica detras de la ecuacién (4.26)

es, que la densidad de energia del campo escalar ¢, decrece debido a que la
expansion del universo causa un corrimiento al rojo de la parte cinética, qz)
Estas ecuaciones deben de complementarse con la ecuacién de Friedmann
para H

H* = (a/a) = 87Gpr/3 — k/d?, (4.27)

donde pr es la densidad de energia total y k indica el tipo de curvatura.
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4.7.1. Evolucién de la densidad de energia

Como se menciono anteriormente, sé esta interesado en el caso cuando el
campo escalar ¢ oscila alrededor de un minimo del potencial V(¢). Donde
se asume que existe un minimo y que en algin momento de su evolucién el
campo debe oscilar alrededor de él. Considerando que el minimo de interés
coincide con ¢ = 0.

Conforme ¢ oscila, tenemos de igual forma que p es una funcién que varia
lentamente por un tiempo H~!, sin embargo (p+p) = ¢* varia répidamente,
cambiando en un tiempo caracterizado por w™! << H~!, en la aproximacién
que se considera. Se puede expresar la parte cinética del campo como

F=p+P=(v+%n)p (4.28)

donde v representa el promedio de (p + p) alrededor de una oscilacién y -,
es la parte periddica de cb"‘ En la cual v puede ser una funcién que varia
lentamente dependiendo de la forma del potencial. La parte periédica de ¢
cumple para este caso que

/ t Ypdt < O(w™). (4.29)

Entonces si insertamos a (4.28) en la ecuacién (4.26), se puede entonces
integrar

dp/dt = -3H(p+P)=—-3H(y+)p
dp/p = —3vydlna— 3H~,dt
t t
In(p/po) = —3/ vdlna —3 | Hryydt (4.30)
to to

donde py = p(to). El segundo término en (4.30) se puede integrar por partes y
se tiene que es de orden H/w que en la aproximacién utilizada esto es menor
la unidad y por lo tanto puede despreciarse con respecto al primer término,
lo que significa que cuando el campo oscila mds rapido que la expansién del
universo, el término de ¢? puede reemplazarse por el valor del promedio de
alrededor de una oscilacién. Ahora considerado esto, si se asume que el valor
7 sea una constante la integracién de (4.30) es

p = pola/ag)® (4.31)
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donde ay = a(ty). Si esta densidad de energia es la que domina todo un
universo espacialmente plano entonces puede expresarse

alt)y= o, (4.32)

Ahora es necesario encontrar . A partir de (4.28) y con la consideracion
de que la parte periddica es despreciable considerando que se realiza una
integracion alrededor de solo un ciclo, podemos escribir a v como v = (%f)
Entonces en el limite en consideracion, la densidad de energia p es apreciable
como constante, ya que el decremento o cambio debido al arrastre por la
expansion del universo es practicamente nulo. Por lo que el valor que toma
la densidad alrededor de un ciclo es p = V{(¢ar) = Vin- Tomando esto en

cuenta se puede escribir una relacion entre la diferencial de tiempo y del
campo,
do

Tomando en cuenta esto es posible encontrar el valor de ~

[
7~<p>, (4.34)

donde < . > indica el promedio temporal alrededor de una oscilacion, enton-

ces
() (-52) e

donde se ha considerado que p = V,, que es constante para una oscilacién.
Entonces el promedio de V' es

; f —Y___d¢
[Vdt N2V
(V)= 'fdt — T ; o (4.36)
V2(Vin-V)
El valor de la cantidad v, se puede expresar en funcion del potencial,

(= V) g
S = V) Vi)V 2dg)

vy (4.37)
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considerando medio ciclo y asumiendo que el potencial V(¢) = V(-¢). El
sentido fisico de ¢mar, €s que representa la amplitud maxima de las oscilacio-
nes, que corresponde al punto donde ¢ = 0. Se define la presién a través de
7 como < P >= (7 —1)p, alrededor de una oscilacién, considerando siempre
que w >> H. Para obtener un valor mas concreto de 7Y €s necesario proponer
un potencial. Con un potencial de la forma

V = 24" (4.38)

donde 2z debe tener unidades de (masa)*~". Entonces la ecuacién (4.37) se
integra considerando el potencial descrito y se tiene que y = 2n/(n + 1)
entonces obteniendo

p/po = (a/ag) =5/ (+2), (4.39)

en el caso de que la densidad de energia domine la evolucién del campo
a(t) ~ "2 /3n.

Si se elige n = 2, corresponde a un caso de particular interés ya que es el
de un campo escalar masivo con m? = V"(¢ = 0), que es el término principal
en cualquier expansién de un potencial alrededor de un minimo. Entonces
usando esta consideracién tenemos que con n = 2, el comportamiento del
campos es de materia no relativista con vy = 1, < P >= (v=1)p=0,pxa3
y a(t) o t?/3. Para el caso de n = 4, se comporta como una componente
relativista con y = 3,< P >= p/3,p o a™* y a(t) = t'/2.

4.8. Perturbaciones escalares

Hasta ahora el campo escalar ha sido tratado considerando que es ho-
mogéneo e isotrépico, sin embargo como se menciono anteriormente para la
formacién de estructura en el universo, es necesario la existencia de cier-
tas perturbaciones que evolucionen para ser lo que hoy observamos como
galaxias, ctimulos y los demés tipos de cuerpos estelares. Por ahora se consi-
deraran simplemente hasta el orden lineal ya que este orden es el que se ha
revisado y estudiado.

Por conveniencia para el siguiente desarrollo se usara el tiempo conforme,
por lo que dr = dt/a y el intervalo se describe como [12]

ds® = g, da*dz” = —a(r) (dr? + d2® + dy® + d2?). (4.40)
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Entonces las ecuaciones de evolucién para una métrica FRW sin perturbar
en términos del tiempo conforme son

ko ,

H = 3P (4.41)
d+2 H D+ an‘;gb) =0 (4.42)
p o+ 3H(p+p) =0 (4.43)

donde ky = 87G y H el factor conforme de Hubble, los puntos deno-
tan derivada con respecto a 7.La densidad de energia se define como p =
(1/2a2)$? + V(®) y la presion P = (1/2a2)d? — V(®).

Para que se de la formacién de estructura es necesario que haya pertur-
baciones tanto en la métrica como en el campo escalar. Para la métrica se
tiene que las perturbaciones son las presentadas en la ec. (3.49). El trata-
miento que se dard a la solucién sera en el espacio de Fourier, definiendo una
transformada de la forma

f(@t) = (2m)8 / Fe(®)el-F 3k (4.44)

Ahora en la parte del campo, se considera perturbaciones lineales separando
la parte homogénea de la perturbada de la forma ®(7) — ®(7) + ¢p(k, 7).
Entonces para la presion y la densidad de energia, las perturbacmnes son

dp ap
dji= T ——6d + 6@6@ (4.45)
oP oP
P=— [0} :
0 8<I>M)+ 8@5 (4.46)

se considera que 6® = ¢ y de igual forma que 6® = ¢, entones podemos
escribir las variables perturbadas como

I

5p= > —dp+V'p (4.47)
1

oP = 2a2<1>g; V'e. (4.48)

Ahora es necesario encontrar cual es la ecuacién de de las perturbaciones,
considerando solo las de primer orden de la forma g,, = g, + h,, donde g,,
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es la métrica sin perturbar. Con esto y aplicando la variacion del Lagrangiano
, la ecuacién de movimiento es

1 0 dv
- /[ aat’ — oo 8550

El desarrollo solo sera hasta primer orden en g,,. El potencial se aproxima
a este orden considerando ¢ = ®(7) + 0@ = ®(7) + ¢ de la forma V(¢) =
V() + fi—‘(/—i—g—)go. En tiempo conforme se tiene que la ecuacién de movimiento
es
1 st
G+ 2Ho + V3o +a®V o + 5h =0, (4.50)

donde los primados denotan derivada con respecto al campo no perturbado
®. Haciendo su transformada de Fourier la ecuacién es [16]

Ok + 2Ho + K op + a? V"o + %Cbkhk =i (4.51)
Como lo que se desea caracterizar es un campo que represente materia oscura,
el potencial se considera como en la ec. (4.38), con un exponente n = 2.
Cuando el campo ¢ comienza a oscilar, sucede que V” = m?. Ademads que se
trabaja el limite m >> H y los modos k << va?V"”, con esto se garantiza
que el campo este alrededor del minimo del potencial y no simplemente se
comporte como un oscilador. Podemos escribir la ecuacién (4.51) como

1. .
@r + 2H @y + a’mPop + 5 ehi =0 (4.52)

La perturbacién escalar ¢ oscila con la misma frecuencia que el campo
promedio ®. Podemos considerar la siguiente cantidad

d(®p)

—X = by + &y, 4.53
e ¢+ ¢ (4.53)
si tomamos su promedio temporal alrededor de una oscilacién se encuentra
Voiai -
mazx l (I)
/ )4 — g (4.54)
0 dr

Por lo que esto permite igualar los términos de los productos de las derivadas
del campo perturbado y el no perturbado,
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que mas adelante sera de utilidad.
Si se multiplica la ecuacién (4.52), por el campo no perturbado ®,

. 1 5 B
1ok + 2H Ok + azmszkwk -+ ‘z'q)kq)khk =0, (4.56)

1 segundo y cuarto término, son casi constantes durante el tiempo de la osci-
lacién, por lo que se puede realizar un promedio alrededor de una oscilacién
solo con el primer y tercer término

<‘I’k90k+2H@k<ﬂk+02mzq’k¢k+§‘bk‘bhk> ~ (PrpPr+a*m* Brpr) ~ 0, (4.57)
entonces se puede aproximar al promedio del potencial

(Brpr) = —(a®>m*Prpr) = —(a®V'py) (4.58)

por lo que si consideramos ahora el resultado de la ec. (4.55), se tiene la
relacion '
(Brpr) = (a®V'ipy), (4.59)

podemos utilizarlo para encontrar que alrededor de una oscilacién la pertur-
bacion en la presion es cero,
(OP)  (®rpr) — (a®V'pi) _
Op)  (Drpr) + (a®V'i0y,)

0, (4.60)

similar como cuando se considera la materia oscura fria.

Es conveniente reescribir la ecuacién (4.52), ya que el tratamiento es
valido para cualquier k& dentro del limite en consideracién. Se desprecia el
subindice por el momento. Multiplicando por el valor de la derivada del
campo sin perturbar y dividiendo entre a?

o Vo =
> (cp‘ +2Hp + a®>m?p + §<I>kh> =il (4.61)

entonces utilizando las ecuaciones no perturbadas, podemos reescribir como

H . 1§,
: —dp+ -—h=0. .62
15p+6a2 cp+2a2 0 (4.62)
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Es posible considerar a (4.28), ya que se tratan de los valores medios en una
oscilacién, y reescribirla como

X - 2 5P 1 .
o-3m<1+< >>+3’H6<1+<- >)+—<1+<P>)h:0,
<p> <dop > 2 <p>
(4.63)

esto se puede simplificar y obtenerlo de la forma

6+ 3H§ (%%) — %)) = (1 + %) g (4.64)

que permite utilizar el resultado de (4.60) y que n = 2 en el potencial, lo que
resulta en < P >= (y — 1)p = 0 y se recupera que

§d= —g = (SCDM- (465)

Con esto se tiene que durante la oscilacién en el minimo del potencial el

comportamiento del campo escalar es el adecuado para representar materia

oscura, al igual que el de las perturbaciones. Esto es siempre que se consideren

modos, k << Va?V" [4], para cualquier modo que sea superior a este limite

no se puede garantizar, que su comportamiento sea el de materia oscura fria
a través del tratamiento realizado.




Capitulo 5

Métodos Numéricos

El andlisis numérico es una herramienta, que actualmente es muy utilizada
ya que permite resolver problemas que de otra forma no seria posibles de
resolver. Se presenta como es que a través de este tipo de herramienta se
puede plantear un cédigo capaz de encontrar soluciones completas para un
campo escalar interactuante incluyendo perturbaciones en la parte espacial
de la métrica.

5.1. Aproximaciones en diferencias finitas

En la actualidad, el computo paralelo de alto desempeno es una herra-
mienta indispensable en modelar sistemas complejos relacionados con diferen-
tes campos de la ciencia. Lo que significa que el uso éptimo de las herramien-
tas computacionales utilizando los conocimientos, aplicados en la solucién de
problemas del drea de interés. [3].

Cuando se estudia un campo en un espacio-tiempo se ve en la necesidad
de considerar un nimero indeterminado de variables desconocidas, que co-
rresponde a los valores que puede asumir el campo en todo punto del espacio
y a todo tiempo. Para poder encontrar estos valores en una aproximacion
numérica, es necesario reducir el numero de variables a una cantidad finita y
determinado. Un enfoque es tomando diferencias y elementos finitos, donde
se reduce el numero de variables discretizando el dominio de dependencia de
las funciones [3,22]. La idea bésica de las diferencias finitas es substituir al
espacio-tiempo continuo por un conjunto discreto de puntos. Este conjunto
de puntos se conoce como la “malla” o “red” computacional. Las distancias

%)
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en el espacio entre los puntos de esta red no tienen porqué ser uniformes, pero
se asumira que si lo son. El paso del tiempo entre dos niveles consecutivos se
denomina At, y la distancia entre dos puntos adyacentes en el espacio A,
se puede ver la idea para una dimensién en la figura 5.1.

Ax
¢ o
A I
» » @ @ @
. s @ »
. » .
" s 8 2 w0
. ® B @* *® ®
® @* @ L *® @ @ *
*® » & @ ® % @ q At
® ® o ® ® * @

X

Figura 5.1: Discretizacion del espacio-tiempo en diferencias finitas en una dimension,
donde cada uno de los valores continuos que posee el espacié son traducidos en puntos
finitos, que se pueden incrementar hasta hacer una buena aprorimacion a su equivalente
en el espacio-tiempo continuo.

Una ves establecida la malla computacional, es necesario hacer una dis-
cretizacién de las ecuaciones a resolver, donde se realizara la transformacion
de las ecuaciones diferenciales en ecuaciones algebraicas, de forma que se
tenga que los operadores diferenciales sean reemplazados por su equivalencia
en diferencias finitas entre cada punto adyacente de la malla. El resultado de
esto es que se obtienen ecuaciones algebraicas a resolver por cada punto en
la malla, obteniendo muchas ecuaciones algebraicas a resolver, por lo cual se
utiliza una computadora.

5.2. Discretizacion de las ecuaciones de mo-
vimiento

A continuacién se hara un resumen breve sobre la teoria de discretizacién
en la malla y de la transformacion discreta de Fourier para esta [3,7,22].

Tomando tres dimensiones, despreciando el indice temporal, y conside-
rando condiciones periédicas de frontera o PBC por las siglas de Periodic
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Boundary Condition.

fi1+mi2,i3 = fix,i2+mi3 - fi1,i2,is+n = fil’i2-'i3 (5'1)

donde n es un numero fijo que representa la resolucién de la simulacion;
ademas f representa cualquier cantidad fisica que se estudie sea escalar,
vectorial, la métrica, etc. Como ya se menciono gracias a la PBC, solo se
necesita evolucionar f;, ;,, en una caja cubica fundamental conteniendo n®
puntos de —n/2 < i1,142,13 < n/2. Empezaremos usando la definicién de la
transformada discreta de Fourier o DFT por sus siglas en ingles [22]

Busais= el hitiistih) f, . L (5.2)
lattice '
donde ), ... €s la suma sobre toda la malla, 7 es la unidad imaginaria y los
subindices j1, ja, 73 son niimeros enteros. A menos que se indique lo contrario,
la tilde indica las variables en el espacio de Fourier. En el espacio de Fourier
también se satisface la PBC.

5.3. HLattice

Un elemento que se ha hecho estdandar en la cosmologia moderna es el
uso de codigos computacionales para realizar simulaciones de la evolucién
del universo temprano. Por ejemplo hay diversos cédigos que estudian la in-
flacién del universo temprano, cuando el universo tuvo una fase de expansion
acelerada, en el cual escenario méas simple es cuando lo realiza un campo
escalar. Por lo que es importante estudiar y comprender la dindamica de los
campos escalares en un universo FRW, en la mayoria de los casos lo campos
son homogéneos. Existe una cantidad de codigos que realizan esto tales como
LATTICEEASY ,DEFROST,CUDAEASY, etc. Sin embargo estos consideran
que el espacio es en esencia homogéneo, lo cual en principio no es totalmente
cierto por lo menos hasta una determinada aproximacion. HLattice es un
cédigo que realiza la evolucién de los campos en un universo FRW perturba-
do ademds que analiza el comportamiento de las ondas gravitacionales y su
interaccion durante el preheating.
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5.3.1. Perturbacién de la métrica

La norma en la que se trabaja es la sincrona y nuevamente presentamos el
elemento de linea, quedando descrito (3.49). Con esto se tiene la descripcién
de h. Entonces considerando un sistema que contiene m campos escalares
canonicos, @1, @2, ¢3, - - , ¢, con un potencial V (o1, go, @3, - - - , dn). Se tiene
una accion

T £ , ]\/[7?
S= \/gd T ‘i()l (Pl()“(Dl -V + TR (53)
donde g = |detg,,|, g, es la métrica del espacio-tiempo, M, es la masa

reducida de Planck, relacionada con la constante gravitacional de Newton
Gn via M, = 1/4/87Gy; R es el escalar de Ricci. Entonces reescribiendo el
elemento de linea de la norma sincrona de la forma [12]

ds® = dt* — g;;dz'da?, (5.4)

las unidades naturales ¢ = h = 1 son usadas dentro del cédigo. Con esto se
tiene un universo en expansion y espacialmente plano, donde la métrica es
gij, quedando descrita como

gi = a(t)*(0i; + hyj) (5.5)

Si suponemos que se trabaja en un volumen finito L3, el factor de escala es
definido como

. 1/2
a(t) = (-Ll—3 / \/§d3x> (5.6)

y el parametro de Hubble es el acostumbrado, H = % donde los puntos indi-
can la derivada con respecto al tiempo ¢. Si se considera que hay una inter-
accion gravitacional débil con la condicién ]h,;j] << 1, entonces en HLattice
se elige utilizar la siguiente variable

[3,J = (hl G)ij (57)

donde G es la matriz 3x 3 de g;;. Entonces la matriz funcién (In G) se expande
de la forma

InG =2Ilna+ (a*G - I) - %(a?c -1+ %(azG I3 —-... (58)
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donde I es la matriz identidad 3 x 3, si se considera a orden lineal

InG =~ 2Ilna + (a®’G - I)
In gij = 2(5” Ina + hij
hij ~ ﬂl] = 2(57,] Ina (59)

Con lo cual obtenemos la parte sin traza de j3;;

I} . 6lna+ h h
’Yij = 5” = 55,,] = 2()z'j lna -+ h'ij - '—“—5—‘511 = hij - 561] + O(h%)({)lO)
Lo que implica que O(vj;) < O(h}};) para un orden n > 0. Solo es nece-
sario utilizar la expansién de h;; y reemplazar j3;; con gé,-j + 7i;, cortando
la expansion de Taylor en el orden correcto. También se puede calcular /g,
usando el hecho de que det(G) = e""") obteniendo una expresién exacta y
sitple:
\/g = 85/27 ‘ (511)
donde 3 = j3;; es la traza de f3;;. Escribiendo la matriz 3 x 3 de ;; como T,
se puede reescribir la matriz de g;;

1 1
G = 1+ = (P/3 (1+1‘+§1‘2+61‘3+---), (5.12)
si se toma la inversa de G en términos de I' y /3
i—e5 (6 = oh? 5.13
g’ =e3 ij—’Yij+§/ik7kj + (u) (5.13)

Para hacer la aproximacién se pueden hacer ciertas sustituciones, por
ejemplo la que hace HLattice ignorando los términos O(hg’j) considerando
qgue g << 168

1
g™ =e3 (1 —Fir T 57?1) ; (5.14)
se puede tomar este tipo de expansiones y obtener
11 GRS 2 3 2 3
gl = e P 4 (/3126—[322/ +}3138—ﬂ33/ )7
2B22/3
e
922 ~ e P22 23 (62236_/333/3 e /3%16"/911/3) ;
33 g 2 2 3
g =~ e-ﬁ” + (ﬂ31€"‘311/3 + ﬂ32€_522/() . (5.15)

2




60 5.3. HLATTICE

Para la parte que se encuentra fuera de la traza, si utilizamos la ecuacién
(5.13), se tiene la siguiente aproximacién

8 | 1 1
gBres (—“/23 =+ 5721'713 iy 5‘/22723 + 5’723733) ) (5.16)

sustituyendo v;; por J3;;, puede expresarse

8 1 1 1
gB e s <—{323 ot 5/321313 . i 5(/322 - 'g‘)’m 3 5723(/333 — ‘?)) ,  (5.17)

acomodando los términos de la expresion
_8 1 B, L.
P res <—ﬂ23[1 = -2‘(522 + Bas) + g‘] + 5,321/313) ; (5.18)

s6lo se toman en cuenta ordenes hasta O(h;). Se puede tomar una aproxi-
macion 5
3
obteniendo una expresion mas reducida. Los demas componentes que se en-
cuentran fuera de la traza son deducidos de una forma similar,

‘ 1
e~ CrP/2S 1 — = (Ban + Bs) + (5.19)

Wi

B o 1 ~
9> ~ <—X323€ Wertfoalie g 5/312»3316 ) ;

wlw

: By Sy e =
9 = (—/531@ FaentliSiy 5523/3’126 ) ;

Wl

_ 1 .
g~ (—ﬂme Carraslii g oPs1B2e ) ~ (5.20)

Estos desarrollos son elegidos por su simplicidad y que tienen un error de
O(h};), de igual forma son invariantes ante una transformacién de coordena-
das x* — Oz, sin embargo no son tinicos y pueden realizarse a mayor orden
en la expansién. En HLattice, después de ciertos pasos de una evolucién se
realiza una transformacién de este tipo donde la métrica transformaria como
Bij — Bij—206InC', donde C es elegido de tal forma que sea el factor de escala
en ese instante, después la transformacion el factor de escala se redefine,

6_/5 — e?é,‘j lna(to)eﬁij(t)—z&jlna(t()), (521)
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ya que la cantidad |3;;(t) — 26;;Ina(ty)| para una t ~ ¢, es una cantidad
pequena. Gracias a la definicion del factor de escala HLattice usa una apro-
ximacién para la exponencial que permite reducir a la mitad el tiempo el

computo,
92

2
e’ = (26: (—{%?Zi> : (5.22)

s=0

reduciendo una simulacién de que podria tomar 60 minutos a 30 minutos.
Entonces con esto ya es posible utilizar estas definiciones en la accién (5.3),
y escribirla como

S= / d(K; -Gy —Vi+ K, - G,), (5.23)
donde Ky es la energia cinética del campo escalar
Ky = /63/2d3$%d'512, (5.24)
G es el gradiente de energia de los campos escalares
Gy = / eﬁ/zd?’x%gijaicblajd)l, (5.25)
Vr es el potencial de energia del campo escalar

Vf . /eB/2d3mV(¢l7 ¢21 ¢37 Sy ¢m)a (526)

K, es la “energia cinética” de la gravedad, aproximado a segundo orden en
K, ~ ~Z’1 e Pdx (B3 + By + Bl — BuPn — Brbss — Pufu),  (5.27)
G, es el “gradiente de energia” de gravedad igualmente aproximado

Gy

Q

M?
Tpa(t) / d3-’17(5223,1 + ﬂ§1,2 + 5122,3 — 2[323,1831,2 — 283125123

— 20B123P231 — P22,1P331 — P33 2B11,2 — Pi1,3522.3 — 22325113
+  2B313P822,1 + 2P12,1833.2), (5.28)
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donde ;. = Ok/3i;. El volumen globale?/®, se aproxima con un factor de
escala global a(t), gracias a que la parte integrante de la ecuacién (5.28) es
de segundo orden en h;;. Esta aproximacién hace que HLattice sea incapaz
de capturar la autointeraccién gravitacional que en escalas pequenas pue-
de ser importante. En [7] se pueden observar las diferentes definiciones del
programa.

5.3.2. Integrador hibrido Simpléctico-Runge Kutta

HLattice utiliza para la evolucién temporal un integrador Symplectico.
En las referencias [5,6, 23] se encuentran descritos los principios de este tipo
de integradores.

Tomando el Hamiltoniano de la forma H(p,q) = K(p) + P(q), si se tiene
una funcién arbitraria f(p, q) puede evolucionarse

af
—~ =HfT, 5.2
dt b2 (5.29)
el operador es definido como
Hf = {f, H}, (5.30)

con {-,-} siendo los corchetes de Poisson. De igual forma se puede definir
K={,K}yP ={,P}. Donde H=K +P y K ,P no conmutan. La
solucién cuando se avanza un tiempo dt es escrita como

f@t+dt) = B f(1). (5.31)

El integrador es aplicado a través de un método de separacion, descrito en el
en [6]. Entonces para aplicar el integrador, se tiene que discretizar la accién.
Para el momento conjugado de ¢; y /3 se tiene respectivamente:

H¢I!il,i2,i3 == 6'3/2(&I|i1,i2,i3, (532)

M2 e
H/julihiz,ia = —4}18’5/2 (2 - 6ij) (Bu - /jéij)! ’ (5-33)

11,32,13
se puede para escribir el Hamiltoniano del sistema de la forma

H=Ki + K +P, (5.34)




CAPITULO 5. METODOS NUMERICOS 63

K; es la energia cinética del campo escalar v la suma fuera de la diagonal de
los términos cinéticos de la gravedad,

n i
@
K= Z 65/2 [—2—1— -+ I@(Hézd + H??’sl + H}%m)] . (535)

malla

K5 es la suma de los términos de la diagonal de los términos cinéticos de la
gravedad,

3 3 2
1
ol Kﬁ Z 6/3/2 22 H?J,ii + (Z Hﬁn) . (536)
i=1 i=1

P malla

y por ultimo P es la suma de todos los términos de gradiente y potencial

|
P = z 6'3/2 {:V(¢la (}52, ¢31 . 7¢7n) & ‘2‘qu31¢]6]¢[:{

malla
M2 v
B (Ter) | tar s
malla malla

— 209318312 — 2831,2812,3 — 251235231 — P22,1053.1
— Baz2Bn2 — Bnsbas — 20283
+  2B31,3822,1 + 28121 353,2)] - (5.87)

sin embargo los integradores simplecticos tradicionales no pueden usarse di-
rectamente debido a que contiene 3 operadores no conmutativos en lugar de
los 2 términos tradicionales, ademads de que el termino K, es no candnico. En
su lugar se utiliza una factorizacién distinta de la forma |[7)

cA+B+C eC3Adt/2 csBat/2 ,e3Cat ycsBat/2 y(ca+eo) Adt/2

(2 AdL/2 ,caBlt/2 c2Cat 2Bt /2 ,(ca+c1) Adt/2
eclAdt/Qecl Bdt/2€cl Cdteq Bdt/2e(c1+cg)Adt/2
ec:;;Adt/2 6coBdt/2 ECOCdt eCQBdt/Qe(CQ+C1)Adt/2
e,_clAdt/2ec1 Bdt/Qecl Cdtecl Bdt/2€(01 +e2)Adt/2

e Adt/?eczBdt/Zeog CdteCQBdt/26(02+C3)Adt/2

803Adt/2€chdt/2e(:3CdteC3Bdt/2eAdt/2

+ O(dt") (5.38)
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donde

g = —1.17767998417887,

co = 0.235573213359357,

cg = 0.784513610477560,

@ = 1-— 2(C1 + ¢ + 63), (539)
este es el esquema que HLattice utiliza para resolver el sistema.A continua-
cion se describen los operadores Ky y Ky, pero no P ya que es demasiado
grande, por lo que se hace referencia al cddigo, donde lo utilizan como eti-
quetas del preprocesador. Para el término K; entonces

( (¢l + e—ﬁ/2H¢z dt)[ihiz,is

Buliy insis \ L0 .
11 | S
¢ li1,i2,i3 ﬂlllihiz»ia
/3;11 |i1,i2,i3 /322|i1 112,13
é??}il,‘i‘z,is ’7)33111 112,13
33 )iy g, —8/2
ﬂQSl:I :'2 :3 Bos + 2 TMZ Mgt ) i i
1582,13
’ ﬂ/2
Kt Barlirsigis | _ | (Bar+2 = Wandt ) liv inis (5.40)
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Debido a que las cantidades necesarias para la evoluciéon son invariantes
en esta operacion el algoritmo aplicado a una dt finita puede ser empleado

sin ambigiliedad. Para el caso del operador K, se tiene lo siguiente,

~B/2
511 /811 =+ 2 M2 (Hﬁn - Hﬁzz - H533)dt\
H/Z
‘/’22 /322 + X M2 (H/)’zz - Hﬂu - Hﬁsa)dt
eKadt IfI))?’S = | B33 + 2 3/_ (H 333 Hﬁzz g, )dt (541)
Hﬁu Hﬁu + K K gt
Hﬁﬂ Mg, + ;%Zdt
i \ Mg, + L2dt
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Debido a la no canonicidad de este término, la solucién exacta no es
posible de alcanzar, ya que los términos del lado derecho de la ecuacién son
términos dinamicos. Para poder encontrar la solucién HLattice utiliza un sub-
integrador Runge kuta de 4 orden, donde el término dt’ para este integrador
es menor que el dt general. El sub-integrador no cuesta memoria extra debido
a que es local en la operacién, resolviendo solo n? conjuntos independientes
de 6 ODE acopladas, ya que no interactuan puntos de la malla entre si, a
diferencia de un integrador global con lo que tendrian que resolverse 6n®
ODE acopladas, lo cual seria mas costoso. En HLattice como dt' << dt, el
error de O(dt”) del sub-integrador Runge kutta no estropea la precisién de
O(dt™) del integrador global.
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Capitulo 6

Resultados numéricos para un
campo escalar de materia
oscura

Hasta el momento se ha estado desarrollando la teoria sobre la evolucion
de un campo escalar en el marco de la cosmologia,la formacién de estructu-
ra y materia oscura, incluyendo conceptos claves comprension adecuada de
la fisica involucrada en este tipo de andlisis. Otro punto importante es en
cuanto al andlisis de las perturbaciones se ha considerado simplemente una
aproximacién a primer orden en las componentes espaciales de la métrica
y del campo escalar. Las perturbaciones deben ser pequenas en el universo
temprano para no arruinar la isotropia que se presenta a gran escala.

A continuacion se presentara el desglose y detalle sobre como se evolucio-
na un campo escalar que representa materia oscura fria o cold dark matter y
su evolucion temporal, resolviendo las ecuaciones espacialmente en todas las
dimensiones, manteniéndose dentro del régimen lineal en la perturbacion sin
tomar aproximaciones de densidad o presién y como es que reproduce de for-
ma cualitativa el comportamiento esperado para la formacién de estructura
que se ha presentado en lo capitulos anteriores.

6.1. Definiciones

Lo primero que hay que describir, algo a lo cual no se le ha dado mucha
importancia durante los capitulos anteriores, es la forma en que el promedio
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del universo, describe la parte homogénea. Como este debe de ser imple-
mentado en las ecuaciones adecuadamente. Hasta el momento se ha usado
de considerado que el promedio espacial A y (A) representan la misma can-
tidad, sin embargo esto no es asi, en general A # (A). A continuacién se
presenta como es que estas 2 cantidades se definen para la situacién y en
cuales casos se pueden considerar iguales.

Cuando se tiene un espacio plano el promedio espacial es definido como

Aty = %7 / A, )b, (6.1)

donde V = [ d3z.

Definimos de igual forma, el promedio alrededor del espacio cuando este
posee una curvatura como la media ponderada, a diferencia del caso plano
que es simplemente la media aritmética. La definicién para este caso es

A) = % / VAW, B, (6.2)

donde V, = a®V = / V9 d3z, g siendo asi la ponderacién del espacio, repre-
sentada por el determinante de la métrica en esa posicion. Como se trabaja
en una red cubica, es necesario expresarlo de forma discreta

& 1
== > A, (6.3)

.Yj L

Zf,]k (6.4)

0,5k

ahora V = n® y V, = an3, siendo n el tamafio de puntos por lado de la red

cubica. Aqui se ha tomado en cuenta la definicién (5.6).

Es importante remarcar esto ya que al tomar las cantidades es necesario
definirlas correctamente para que al resolverlas nos proporcionen los valores
adecuados. Para demostrarlo tomemos la definicién de HLattice para la raiz
de el determinante de la métrica

N (6.5)

3 ~ h+ 61na cuando es considerado hasta orden lineal, con h;; = h siendo
la traza de la perturbacién. Utilizando esto es posible escribir la ecuacién en
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términos de una expansién en h,
3,h/2 _ 3 h b 3 :
dg=0'e 1+§+K+O(h) (6.6)

Como h es una cantidad pequena, considerando la expresion 6.6 hasta se-
gundo orden sera suficiente para la demostracién. Realizando el promedio
espacia en espacio curvo, considerando una cantidad arbitraria:

= L (e

. h?
_ 3 e 3 |
_ —V;]/Ada: +/A2dm +/A—4 da®, (6.7)

en la cual se identifica el volumen como V, = a®V. Si se reescribe de forma
adecuada la expresion se tendra que el promedio del espacio plano es el
término de orden cero para el caso con curvatura,

. L A | W .5

si se toma en cuenta que se realiza un promedio, sobre una cantidad relativa-
mente grande y considerando que h << 1, entonces para este caso se puede
aproximar (A) ~ A.

Sin embargo, esto no es valido para cualquier cantidad ya que si conside-
ramos, por ejemplo,

SA=A-(A), (6.9)

y se expande el promedio segin la ec. (6.8),

5A = A——/Adx———/A d3——/A iz, (6.10)

considerando que A es una cantidad grande entonces se puede volver a realizar
la aproximacién A—(A) =~ A— A. Pero si se realiza el promedio de la cantidad,
(0A), esto ya no es valido, debido a que el orden de §A ~ h,

(54) = /Md = s /§Ad T /6A dz®

= 0A+—/(A A) de + 0(h?)

= JA- —Az—h + % + 9(h?). (6.11)
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Por lo que se tienen factores de correccién para su promedio que son del
mismo orden. En casos de esta forma se tiene que (§A) # §A.

Planteado como es que se realizaran los promedios, podemos definir las
cantidades a utilizar. La primera es la definicién del contraste de densidad & ’
ver ecuacion (3.2) cuyo equivalente numérico para una malla es

5i i = Liak = (p)

. 6.12)
@ (
donde la densidad de energfa p viene siendo dada por

p(t,x) = —¢ = (Vcb) V(). (6.13)

Para el valor promedio de la densidad de energfa (p), se utilizan las ecuaciones
(5.24),(5.25) y (5.26), cuyos equivalentes en la malla son

b 1.
<§> = w5

7],

Vo) s/21
20 T w Z 2‘%] 36013k Omij

.5,k

vy = Ezeﬂfi’w“. (6.14)

i,7,k

Todas las cantidades son calculadas en una malla numérica tridimensional.
El valor de g/, viene definido por las ecs. (5. 15) y (5.20). Estas expresiones
definen Correctamente la forma de calcular los promedios espaciales para
cualquier cantidad dentro del programa.

6.2. Condiciones iniciales

Al iniciar una simulacién se le asignan condiciones iniciales a los campos
6y ¢, de tal forma que los valores dominantes en cada caso para el fondo
homogéneo e isotrdpico, sean los valores promedio sobre la malla numérica.

Los valores promedio deben satisfacer la constriccién de Friedmann,

8
H? = —Z—G 205, (6.15)
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donde H; y < p >; son el valor Hubble inicial y la densidad de energia inicial f
para la parte homogénea e isétropa. Posterior a esto se asignan los valores
para la longitud de cada lado de la caja, L; = times x H; ', y se define
el dz = L/n, siendo L la longitud de la, caja y n el numero de puntos por
»lado. Esto da la resolucién de la caja y se relaciona con un tamaiio fisico,
dphys = a(t)dz, donde a(t) es el factor de escala que al inicio de la simulacién
es asignado como a(ty) = 1, por lo que al inicio de la simulacién ks = do.

Los valores de L; y H; deben ser elegidos de forma tal, que restrinjan
los limites de %, cuyos valores minimos v maximos estan relacionados de la
siguiente forma:

kmin o 2w
Hini a ndxphys Hini
Kmaz 27
= tnum, ’ o
Hii ndxphysHi'n.i ff * (6 6)

se tiene que fft,,,x varia dependiendo del numero de puntos en el que
se realiza la simulacién y el tipo de esquema que se utilice para definir la
derivada.

Después de preparar y asignar las condiciones iniciales para el fondo de
universo homogéneo e isotrépico, se establecen las del campo 6¢, cuya am-
plitud es designada como

1
A5 N 2wk

Wi
Ay =, (6.17)

donde wy = Vk2+m2? y m es la masa del campo escalar. Las amplitudes
son asignadas por medio de una distribucién Gaussiana en el espacio de k
tridimensional,

P(k) o ——e¥/2. (6.18)

Una ves que esto es realizado, se regresa al espacio real y asigna un nuevo
campo ¢ el cual es una mezcla de las cantidades homogéneas y las perturba-
das,

$(t, %) = do(t) + daxt, ). (6.19)
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Obteniendo al final un arreglo tridimensional del campo que se dejara evolu-
cionar en el tiempo.

La simulacién se realiza utilizando L = 15H !, con un niimero de puntos
por lado, n = 64, con un total de puntos, N = n® = 262144, teniendo un
esquema de HLattice2 y el integrador de 6° orden.

6.3. Fondo Homogéneo

El valor inicial del campo se asigna de la forma, ¢ = ¢¢ + d¢, posterior
a esto el codigo evoluciona la cantidad ¢ sin considerar la separacion de los
términos que se utilizaron al momento de la asignacién, por lo que deja de
existir una distincion entre la parte homogénea y la perturbada. Al referirse
a fondo homogéneo o cantidades homogéneas en realidad no referimos a los
valores promedio de cualquier cantidad de la forma ¢y = ¢. Esto es siempre
y cuando la variable en cuestién sea mucho mayor al orden de h, como en el
caso del campo ¢, el cual es suficientemente grande para aproximar ¢ ~ (¢).

Por esta razon la distincién entre la parte homogénea y la perturbada
se realiza Unicamente al momento en que se desea extraer los resultados a
observar ya que el codigo evoluciona el conjunto sin considerar diferencia
alguna. Este punto es una de las razones por las cuales una simulacién de
este tipo nos permite corroborar el comportamiento predice en la teoria y
viceversa, ya que es posible ver la evolucion sin realizar aproximaciones.

Para observar que el comportamiento del programa sea correcto, es nece-
sario probarlo con los valores promedio, comparando su comportamiento con
las cantidades homogéneas deducidas en el capitulo (4.6), cuando el campo
homogéneo esta oscilando alrededor del minimo del potencial, con lo que se
obtienen las propiedades de un universo dominado por una componente para
el caso a tratar. Como el potencial utilizado es V(¢) = m2¢?/2, con lo cual
la ecuacién (4.39), predice que la densidad promedio debe ir como p ~ a=3.

La figura 6.1 muestra la grafica del promedio del campo, el cual esta osci-
lando entorno al minimo del potencial. La amplitud de la oscilacién disminuye
con el tiempo, ya que la densidad de energia esta relacionada con el campo
¢ por medio de la ecuacién (6.13), esto causa que disminuya con el tiempo.
Esto sucede de manera adecuada siempre que se esté en el limite m >> H.
Esto se asegura en las condiciones iniciales al imponer que se satisface la
constriccién de Friedmann con la propiedad de

H ~VV ~mg, (6.20)
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asegurando que la oscilacién esté dentro o se acerque al limite mencionado.
Para asegurar esto, los valores iniciales son asignados de tal forma que

14
iz
1
08 |
06} |
04 |
st Rt ?
O b 1 I VUe—
el W

v
1 10 100 1000 10000
a(t)

-0.4

Figura 6.1: Promedio espacial del campo, el cual inicia un poco antes de cumplir la
relacidn (6.21). Cuando llega a ese limite el campo comienza a realizar su oscilacidn y se
puede decir que el promedio comienza a comportarse como materia oscura. Por ejemplo
la evolucion de su densidad de energia.

H
—~ gL (6.21)

Para el caso de la simulacidn el valor inicial es ¢ = 1.24, ya que con este
valor se da un tiempo para que las perturbaciones se estabilicen antes de que
el campo comience a oscilar. Para valores menores, (¢y << 1), la evolucién
inicia muy cerca del régimen no-lineal donde la evolucion es detenida por el
c6digo. Los valores superiores, (¢ >> 1), no cumple con la condicién (6.21),
por lo que el campo disminuye sin oscilar y todo el anélisis del capitulo (4.6),
no es valido. Cuando alcanza un valor con el cual cumpla 6.21, comienza
a oscilar disminuyendo en amplitud. El valor de la densidad de energia se-
guird el comportamiento de un universo dominado por materia, entonces se
tiene que ver como disminuye con respecto al factor de escala. Para com-
probar que esta realmente disminuye como < p >~ a~3, se aplico un ajuste
para log,, < p >= mlog,ya+ b, ya que una recta es mas sencilla de ajustar,
obteniendo los valores:

» m = —3.00137 + 0.0004448

» b == —8.00875 % 0.001143
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= x3,; = 0.0003066.
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Figura 6.2: El cambio de la densidad de energia con respecto al factor de escala, al
inicio cuando el campo no ha comenzado su oscilacion el decremento no es totalmente el
adecuado, posterior a esto inicia el decremento como un universo dominado por materia,
p~ a3, Incluyendo la curva a la cual se ajusta.

Es importante hacer notar aqui que el valor promedio de p, segin las
definiciones (6.1) y (6.2), debe ser el segundo ya que la densidad de energia
inicia del mismo orden que h, por lo cual las correcciones no pueden des-
preciarse y se tiene (p) # p. También se puede ver como se comportan las
diferentes componentes de la densidad (6.14) en las figuras 6.3, 6.4 v 6.5. Se
puede observar como oscilan durante la evolucién, como se menciona cuando
se presenta (4.28) y (4.38).

Todas las cantidades promedio observadas hasta el momento, cumplen
las condiciones del universo homogéneo como fue visto en capitulos ante-
riores, esto indica que el campo escalar se comporta como materia oscura.
Durante el tratamiento que se la da a la evolucién del campo escalar, no se
posee distincién alguna entre parte homogénea y perturbada, esta distincién
es realizada al momento de obtener las variables de interés, obteniendo los
resultados predichos en la seccién 4.6 donde las separaciones son realizadas.

6.4. Perturbaciones

Después de haber visto que el comportamiento del campo es el adecuado
cuando se trata con las cantidades promedio, ahora hay que analizar las can-
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Figura 6.3: El promedio de la energia cinética normalizado con la densidad de energia
total, que durante la evolucion del campo se encuentra oscilando y nunca llega completa-
mente a 1 pero en puntos es la energia dominante como debe de suceder.

<V>/<p>

Figura 6.4: El promedio de la energia potencial normalizado con la densidad de energia
total, donde al estar normalizado se puede ver por que alrededor de una oscilacion esta es
la energia que permite caracterizar el mdzimo, que en la ecuacidn (§.37) es un requisito
para ser valida.
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Figura 6.5: El promedio del gradiente de energia normalizado con la densidad de energia
total, que en los tratamientos tradicionales es considerado cero sin embargo gracias a que
este no es asi permite que el campo pueda inleractuar por las perlurbaciones ya que si este
Juera cero se recuperaria un fondo homogéneo para el campo.

tidades que dan informacién sobre las perturbaciones. La primera cantidad
es la propia perturbacién en el campo 4.

En la figura 6.6, se puede observar la evolucién del promedio de la per-
turbacién del campo (d¢), y como esta disminuye con el paso del tiempo.
Sin embargo, esta nunca puede alcanzar el cero, que es lo que se esperaria de
una perturbacién con media de cero. La razén por la que esta no tome ese
valor se puede ver de la ecuacién (6.11), ya que el promedio espacial de esta
cantidad G - i

(60) ~ B¢ — %h + %’1 + O(h?), (6.22)
donde se tendria que d¢ = 0, pero como en este caso (6¢) # 8¢ por lo que
posee una amplitud distinta de cero.

Cuando se observa la evolucién de las perturbaciones, la cantidad que es
importante y que se ha estado desarrollando es el contraste de densidad 4.
Gracias a que el sistema es resuelto de de forma tridimensional, es posible
observar el contraste de densidad de esta manera. Antes de poder verlo de
forma tridimensional, hay que ver como es la evolucién en el tiempo. Esta se
realiza durante la etapa de perturbaciones lineales, donde se vio en el capitulo
3.3, que cuando se presentan perturbaciones que su longitud es menor a la
del Hubble para ese universo, se tiene que el contraste de densidad evoluciona
como § ~ af(t).




CAPITULO 6. RESULTADOS NUMERICOS PARA UN CAMPO
ESCALAR DE MATERIA OSCURA 7

le-17
Be-18
6e-18
4e-18 |
2e-18

<3¢>
I5)

-2e-18
-4e-18
-6e-18
-8e-18
-le-17

1 10 100 1000
a(t)

Figura 6.6: Promedio de la perturbacion, d¢, donde se observa que posee una oscila-
cion, pero después de un tiempo su amplitud es pequena. Sin embargo no alcanza llegar
completamente a cero, como se puede ver gracias al desarrollo que lleva a la ecuacion

(6.22).

A través del analisis relativista se comprob6 como evoluciona y ademds
que existe una relacién entre el contraste de densidad ¢ y la traza de la
perturbacion de la métrica h, por lo cual cuando se considera materia oscura

h
d=—=~a. (6.23)

a
La relacion es valida para cualquier modo del contraste de densidad. La
primer forma de observar esto es durante la evolucién, es por medio de los

valores rms,

drms = V< §? >,
hrms = V< h? >.

La evolucion de las 2 cantidades puede observarse en la figura 6.7.

Claramente se ve como d,,,s va proporcional al factor de escala. Pareciera
que en un principio A, no siguiera la relacion predicha. Esto se puede obser-
varse al sacar la razon entre las 2 cantidades que debe mantenerse constante
en la evolucién, ver figura 6.8.

La razén por la cual esto no es asi, puede ser apreciada si se considera el
valor del contraste de densidad para distintos modos, ;.

Como se vio en el capitulo 4.6, se tiene que los valores en los cuales el
campo escalar se comporta correctamente como materia oscura es para los

(6.24)
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Figura 6.7: Evolucion en el tiempo de 8;p,s y de hyps, donde se tiene que 8 ~ a(t). El
comportamiento puede descomponerse en distintos modos en el espacio de Fourier, donde
en un principio no todos cumplen con la relacién (6.23). afectando durante el principio de

la evolucion.

Nrms/ 8rms
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Figura 6.8: La razon entre 6 y h dice que deberia segquir una relacion de 2, sin embargo
esto no es asi, aunqgue conforme avanza la evolucion se ve la tendencia hacia ese valor.
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modos k/a < m. Al principio no se tienen muchos modos que cumplan esta
relacién, lo cual se puede deducir a través de la ec. (6.16), obteniendo una
relacién entre k y m utilizando las relaciones,

k

= =c

H

=& @

m

ﬁwC(b (6.25)
m A .

C, es el valor de la relacién de cualquiera de los modos entre k y H. Para
obtener el comportamiento correcto, se debe tener que ¢ y C' sean menores
a 1. Cuando se consideran el valor de ¢, entonces
k
— ~ C¢p = C(1.24). (6.26)
m
Por lo que al inicio, solo un nimero determinado de modos cumplen la rela-
cion y por lo tanto los valores rms, no se comportan correctamente.

Conforme el campo evoluciona, la relacién k/a se hace mas pequeiia,
mientras que m, se mantiene constante, con lo cual una mayor cantidad de
modos entran dentro del limite y comienzan a comportarse como es debido
propiciando al crecimiento de la perturbacién, pero que ahora cumple la
relacién adecuada entre 0 y h, que como se vio en los capitulos anteriores, es
particular para el caso de la materia oscura. Este comportamiento se puede
ver en las figuras 6.9, 6.10 y 6.11, que representan el modo mas infrarojo
(k/H = 0.4178879), uno intermedio (k/H = 5.445427) y el més ultravioleta
(k/H = 10.0530965).

El cédigo sufre de un corte al infrarojo y por la forma en que se asignan
las condiciones iniciales, el campo y las perturbaciones inician independien-
tes, por lo cual toma un tiempo en que la interaccion entre estas comiencen a
evolucionar de forma que cumplan la relacién adecuada para materia oscura,
sin necesidad de fijar valor alguno en los componentes de presién o densidad
del campo. Por lo que no se pueden obtener valores adecuados en una evo-
lucién demasiado corta, ya que durante un periodo de tiempo pequerno no se
logra alcanzar los valores adecuados.

En las figuras 6.10 y 6.11, se ve que la evolucién es mas tardia ya que
estos en un principio no cumplen las relaciones expuestas, pero conforme el
paso del tiempo estos caen dentro del rango y se comportan adecuadamente.
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Figura 6.9: Evolucién de los modos k/H = 0.4178879 , que corresponde al mds infrarojos
de Ok y hy, se puede observar como estos evolucionan con una relacién constante después
de que ambos se han estabilizado, ya que el programa tiene un corte dependiendo el tamano
de la caja, si es demasiado grande arruina los modos infrarojos, generando los picos en la
evolucion que mo estdn presentes en los modos superiores.
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Figura 6.10: La evolucién de un modo k/H = 5.445427 que en un principio no cumplia
la relacion establecida para comportarse como materia oscura, conforme va evolucionando
entra al régimen k/a << m, las perturbaciones comienzan a crecer y en un tiempo poste-
rior de evolucidn al presentado crecerdn con una relacion (8] = |k|/2. Aqui se puede ver
que a diferencia del modo mds infrarojo no posee el corte y no se aprecia el pico que es
prominente en hy.
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Fuera de k/a << m, tienden a comportarse como ondas oscilantes, similar al
andlisis Newtoniano cuando no hay expansién presente visto en el capitulo
3.
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Figura 6.11: El modo mas al ultravioleta (k/H = 10.0530965), que es el que mds tarda
en comenzar a crecer, aqui se aprecia cémo es que las perturbaciones demasiado pequenas
no crecen, hasta que su longitud de onda Appys = 2ma/k es suficientemente grande, lo que
permite la evolucion del contraste de densidad.

Si se hace una grafica, comparando los modos juntos se puede ver como
es que los modos superiores crecen de forma mas tardia.

La comparacién entre estos modos se puede ver en la figura 6.12. Se ob-
serva como los distintos modos conforme evoluciona el campo, Obtienen el
comportamiento de materia oscura. También se puede observar esto para h,
en la figura 6.13. Por ultimo se puede observar, como es el espectro, obser-
vando todas las frecuencias para diferentes tiempos, en la figura 6.14 para
0r y figura 6.15 para hy, todos en unidades de k, donde su relacién con
k/H = 27K,/n, donde n es el numero de puntos por lado, para este caso
64. En el espectro se puede observar como en un inicio se tenia que las so-
bredensidades estaban distribuidas en todos los modos y eran despreciables,
indicando un universo homogéneo pero, conforme evoluciona los modos in-
feriores, representando longitudes de onda grandes, un indicio del orden de
formacién de estructura, yendo de abajo hacia arriba, por lo que conforme
crecen las perturbaciones de gran tamafio, disminuyen las pequefias.
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Figura 6.12: Comparacion enlre la evolucién de distintos modos de 8, donde se ve mas
claro como es que los modos superiores oscilan en una época temprana y posteriormente
crecen.
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Figura 6.13: Comparacion entre la evolucion de distintos modos de hy,., donde el com-
portamiento de los modos superiores no son propiamente los de a, en tiempos tempranos
ya que antes de esto el comportamiento como materia oscura no esta garantizado, sin
embargo estos crecen y debido a los modos ultravioletas es que los valores rms, no es al
principio de la evolucion como se espera.
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Figura 6.14: Izquierda.-Se presenta la evolucion temporal de todos los modos en un rango
entre (k/H = 0.4178879) y (k/H = 10.0530965). En color rojo se tienen distintos tiempos
entre a(t) = 1 y a(t) = 14, la primera linea de abajo hacia arriba es a(t) = 1, en la que
se observa que todos los modos poseen un valor similar. Conforme prosigue la evolucion
esto cambia y se tiene una preferencia de crecer en los valores medios y bajos de k. EL
color verde es para distintos tiempos entre a(t) = 15 y a(t) = 50 y el azul para los que se
encuentran entre a(t) = 51 y a(t) = 152. El color violela es para todo tiempo de evolucidn
superior a a(t) = 152. Derecha.- La grdfica para el mismo caso de un campo escalar
representando materia oscura, utilizando los resultados semi-analiticos [16]. Las lineas
corresponden a un valor de a(t) ~ 200, para ACDM (linea negra) y para ¢ CDM con masas
de A =5 (linea rojo) y A = 10 (linea azul) siendo de 'mé = A2871GV, y Vp = (36.5¢V)%.
Se presenta con el propdsito de hacer una comparacion cualitativa de la forma que posee
el espectro a distintos modos, viendo que tiene a crecer para formar un pico en valores
medios de k.

he?

100

Figura 6.15: El espectro para distintos tiempos de hy, que poseen una forma similar a la
de 0, en la evolucidn temporal, donde se pueden observar que para valores de k pequena
se tiene un corte indicado por el pico de abajo hacia arriba. Cuando avanza al evolucidn
obtiene la misma forma que 6.
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Perturbaciones en 3 dimensiones

Por tltimo, después de observar que el comportamiento para el campo,
con lo cual es posible caracterizar su evolucion, también es posible ver el
campo en el espacio tridimensional.

Figura 6.16: Condicion inicial de la perturbacion 8¢, en este caso se tienen omitido
el valor medio ya que es mucho mayor que las perturbaciones, pero se puede ver que la
densidad alrededor del campo es muy tenue.

Se puede observar las perturbaciones en las figuras 6.16 y 6.17. Estas
después de ser iniciadas evolucionan de tal forma que aunque disminuyen en
amplitud se mantienen conglomeradas.

Se puede apreciar como se conserva la isotropia cuando se observa que no
existe diferencia en distintos angulos, teniendo asi la presencia del Principio
Cosmoldégico, al considerar amplias zonas. Cuando se aprecias dreas menores
este desaparece al igual que en el universo actual. De igual forma se puede
observar como evoluciona el contraste de densidad.

En la imagen 6.18, se observa el contraste de densidad cuando el factor
de escala a(t) = 1, se puede observar como hay homogeneidad por la falta de
cambios de densidad por lo que se hace presente el el Principio Cosmologi-
co, ya que no importa para que lado se observa, no hay una direccién de
preferencia.

Se observa la evoluciéon méas adelante en el tiempo en la figura 6.19, el
contraste de densidad erece como se ve en la figura 6.20.

El campo sigue evolucionando y las sobredensidades sigue creciendo y se
concentra en regiones fijas lo que es correcto para objetos que se encuentran
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Figura 6.17: La perturbacién 6¢ cuando la evolucion se encuentra al factor de escala
a(t) = 285.2, estas se pueden observar como incrementan alrededor de la malla por lo que
ahi se puede observar incremento de densidad del campo.

Figura 6.18: El contraste de densidad tridimensional cuando el factor de escala es a(t) =
1, donde se observa que es homogéneo, al inicio entonces en un tiempo temprano del campo,
que en este caso representa las condiciones que se desean al inicio, como se presentan para
el universo en el principio cosmoldgico.
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Figura 6.19: Izquierda.- Evolucion del §(Z) cuando se encuentra a a(t) = 203.77, se
observa como hay un incremento en las sobredensidades arededor de la red, y una concen-
tracion lo que en estas regiones indica un incremento de la forma como el modelo esférico. «
Derecha.- El contraste de densidad cuando su evolucidn se encuentra en a(t) = 1514, ob-
servando regiones sobre densas muy localizadas, que si se hace una analogia al modelo de
colapso esférico estas regiones, que ya son sobredensas que alcanzan a ligarse gravitacio-
nalmente lo que en el futuro formara las galazias.

ligados gravitacionalmente, en estas regiones simplemente se intensifica la
concentracion del campo, por lo que indica que la formacion de estructura se
esta llevando a cabo. Cuando se considera incluso a tiempos mas tardios en
la red(ver figura 6.21) , al observarla como un todo se puede tener presenta
aun la isotropia, ya que entre las distintas caras no se puede diferenciar cual
tenga una preferencia sobre otra. Pero la homogeneidad ya no es tan obvia en
este caso debido a que ya las regiones estdn mas densas de igual forma como
sucede en el universo real, que el ejemplo que es mas obvio se describi6 en la
seccion 3.3.2 para el caso del modelo esférico, por lo que esas sobredensidades,
son aquellas que colapsan para formar lo que en la actualidad son los cimulos
galdcticos y galaxias pero no en lo que vemos con los ojos sino las regiones
como los halos galacticos de materia oscura, que engloban nuestras galaxias.
Esto puede observarse a la derecha de la figura 6.19, donde las regiones
ligeramente sobredensas ahora se encuentran fuertemente marcadas, dando
inicio de la formacion de estructura.
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Figura 6.20: Evolucion de izquierda a derecha a(t) = 11.892, a(t) = 16.386,a(t) = 27.033
a(t) = 54.685, a(t) = 90.935, a(t) = 203 se puede ver como el incremento de regiones de
una mayor concentracion de la densidad.
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Figura 6.21: Evolucidn de izquierda a derecha a(t) = 988.7, a(t) = 1514,a(t) = 1562.8
a(t) = 1595.8, a(t) = 16124, a(t) = 1629.1. Lo que antes podia verse como pequenas
regiones ahora se puede observar regiones conectadas que se intensifican y muy bien iden-
tificadas que van representando lugares de formacidn de estructura..




Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo, ademds de incluir una revisién rapida a los conceptos
de la cosmologia necesarios para su desarrollo, en donde se centra en la im-
portancia que del Principio Cosmolégico, puesto que se parte de él y debe
cumplirse siempre que se desarrolle dentro de una métrica FRW en la cual
viene implicito. La importancia proviene del hecho de que si fuera valido a
todas las escalas, el universo se veria muy diferente a como es hoy, ya que no
permite la formacion de los objetos que vemos dia a dia.

Este trabajo muestra que considerando perturbaciones en el universo tem-
prano es posible explicar que existe una semilla para la formacién de galaxias,
ctiimulos, planetas, etc. Todo lo que se observa, a pequena escala es consecuen-
cia de estas perturbaciones iniciales, considerando el modelo ACDM, que es
el que mas se apega a las observaciones.

Tradicionalmente se trata a la materia oscura como un fluido perfecto
sin embargo en este trabajo, esto no es asi, se diferencia en que la materia
oscura esta compuesta por un campo escalar, que en principio no es un fluido,
va que las componente de su tensor de energia momento T}, son distintas
a este excepto cuando se considera un campo homogéneo en el espacio, lo
que permite realizar una analogia a las componentes del fluido perfecto. Sin
embargo como se remarco en el caso de un campo escalar, a diferencia de un
fluido con una funcién de estado P = wp, no siempre existe una relacién entre
la “presién” y “densidad” del campo. Una ves que se establece esto entonces
se tiene una forma de caracterizar al campo escalar como el componente de
materia, esto es posible como ya se vio y es algo ya estandar por lo que el
campo ya una ves determinado como un materia, adquiere una relacién con
la presién lo que implica P = 0, y se tiene de igual forma una densidad de
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energia. La parte mas importante del trabajo es que utilizando un campo
escalar, sin asumir aproximaciones de densidad presién o en la métrica, es
posible representar materia oscura fria y que esta cumple con permitir la
formacion de estructura.

El potencial mas sencillo para el campo escalar que cumple la condicién
de materia es v = m—zﬁ-, siendo m?, la masa del campo. Una vez que se
aseguré que el campo oscile entonces se resuelve su ecuacién de movimiento de
forma numérica, se debe de resaltar dos factores importantes en la resolucién

numeérica:

1. Existen diversos cédigos que permiten la evoluciéon de un campo escalar,
por lo que su solucién en 3 dimensiones es posible ademds que pueden
evolucionar sin asumir aproximaciones. Esto es lo que lo diferencia con
las soluciones semi-analiticas que se han encuentran en la teoria.

2. Hasta el momento HLattice es el tnico cédigo que considera las per-
turbaciones realizadas en la métrica, la cual complementa al campo y
se obtiene una solucién mas completa.

Esto entonces permite una solucién mas completa sin tener que realizar
las aproximaciones que normalmente se realizan, con lo que es posible enton-
ces representar la formacion de estructura en el universo temprano de forma
mas adecuada. Al comportarse de esta forma y realizar las simulaciones tri-
dimensionales, se encuentra que es cualitativamente el mismo que cuando se
consideran las aproximaciones. Este comportamiento en primera considera
que el campo escalar se comportara como materia cuando se tiene el limi-
te de m >> H. Por lo que la masa del campo es una limitante. Ademas
el campo posee distintos modos k , solo los modos que alcanzan el limite
k << am durante la evolucion, recuperan la relacién que se espera para la
materia oscura con las perturbaciones de la métrica h.

El campo escalar igual reacciona para obtener el comportamiento con el
cual debe de evolucionar en el tiempo, ya que antes de esto, simplemente
se tiene que la cantidad que indica sobredensidad que es lo esperado para
formar estructura 4, se comporta como una onda que oscila. Entonces el
contraste de densidad, 9, es el esperado para materia oscura creciendo como
0 « a, lo que indica que las sobredensidades crecen y que se esta teniendo
formacion de areas con mayor densidad que la promedio, esto siempre y
cuando los modos correspondientes sean menores que la masa, antes de eso,
simplemente oscilan, hasta que la razén k/a es mucho menor que la masa y
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entran al régimen de crecimiento de inhomogeneidades, existiendo puntos en
que todos los modos se comportaran similarmente, permitiendo el crecimiento
y formacién de la estructura. Todo esto, considerando hasta ahora el régimen
de perturbaciones lineales en la métrica, todo realizado en 3 dimensiones en
el espacio por lo que es una reafirmacién mas completa.

7.1. Perspectivas

Hasta ahora el comportamiento de todo es realizado perturbaciones linea-
les, debido a las limitaciones que da el programa. con respecto al hardware
disponible. La falta de paralelizacién en memoria compartida impide que se
puede evolucionar de forma mas eficiente y solo puede hacerse con memo-
ria fisica, se tiene que el tiempo promedio para una evolucién por cada 100
factores de escala es de 5 (&)3 ( m) horas.

Se tiene una limitacién debido a las aproximaciones numéricas utilizadas
para la eficiencia del programa. Estas aproximaciones numéricas no permiten
que el régimen lineal sea superado. Las aproximaciones numéricas se realizan
para mejorar la eficiencia del cédigo y para mantener (h < 1), si se elimi-
na esta condicién y se mejora el hardware, las aproximaciones pueden ser
omitidas.. Entonces la perspectiva es eliminar estas limitantes y observar la
evolucién fuera del régimen lineal en las perturbaciones en la métrica, lo que
permitiria entonces estudiar una etapa més reciente del universo, y de igual
forma hacerlo mas completo incluyendo no solo la dominacién de materia
sino de igual forma la de otros componentes del universo para poder apreciar
como es la transicién para la dominacién de una constante cosmologica al
dfa de hoy, como lo predice el modelo estandar de cosmologia, y gracias al
desarrollo en 3 dimensiones observar la formacién de las estructuras en el
espacio real como se podrian observar en el universo real.
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7.1. PERSPECTIVAS
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